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BevezetésTémaválasztásA pia
szerkezetek a közgazdaságtan azon területe, amely különböz® vállalativiselkedésekkel, és pia
i struktúrákkal foglakozik. Olyan eseteket vizsgál, amikor atökéletes verseny feltevései nem, vagy 
sak részben teljesülnek. Azáltal, hogy apia
szerkezetekben használt modellek �gyelembe veszik, a tökéletes versenyt torzítótényez®ket, mint például az aszimmetrikus informá
iók, belépési korlátok, tranzak
iósköltségek, pontosabb képet adnak a vállaltok való életbeli m¶ködésér®l. Apia
szerkezetek vizsgálati témakörei közül dolgozatomban az árdiszkriminá
iót fogomrészletesen bemutatni különböz® pia
i struktúrák mellett.Egy vállalat akkor alkalmaz árdiszkriminá
iót, ha a fogyasztók egyes
soportjainak megszabott árak aránya különbözik, az adott termékek határköltségeinekarányától. Az árdiszkriminá
ió alkalmazhatóságának három alapvet® feltétele van (i) azárdiszkriminá
iót alkalmazó vállalatnak rövid távú pia
i er®vel kell rendelkeznie, (ii) afogyasztóknak direkt vagy indirekt módon szegmentálhatóaknak kell lenniük (iii) nemjöhet létre arbitrázs a különböz®képpen árazott termékek között. Ha ezek a feltételekfennállnak, akkor egy vállalat ösztönözve van ara, hogy árdiszkriminá
iót alkalmazzon, atöbbi vállalat viselkedését változatlannak tekintve (Stole[2000℄). Ezekb®l akritériumokból is következik, hogy tökéletes versenypia
 esetén nem létezhetárdiszkriminá
ió, hiszen a vállalatoknak nin
s pia
i erejük. Monopóliumok és azoligopóliumok pia
i struktúrája azonban eleget tesz ennek a feltételnek. Aszakirodalom mégis többnyire inkább 
sak a monopolista magatartás elemeként tárgyaljaaz árdiszkriminá
iót. Az utóbbi néhány évben azonban több igen releváns publiká
ió ismegjelent, amelyek kifejezetten az oligopol pia
okra kon
entrálnak az árdiszkriminá
ióelemzésekor.Holmes [1989℄ összehasonlította a monopolista és a duopolista kibo
sátásokat, abbanaz esetben, amikor a pia
 két független részre osztható, azaz az úgynevezett harmadfokúárdiszkriminá
ió áll fenn. Hazeldine [2006℄ kiterjesztette a Cournot-Nash oligopol modellt,arra az esetre, amikor a vállaltok a fogyasztók különböz® 
soportjai számára különböz®árakat határoznak meg rezervá
iós áraik alapján. Bebizonyította, hogy a kibo
sátássalsúlyozott átlagos ár nem függ az árdiszkriminá
ió mértékét®l, vagyis az átlagos kibo
sátásmegegyezik k és k+1 különböz® ár esetében is. Továbbá megmutatta azt is, hogy az egyesárszinteken eladott mennyiségek mértani sorozat szerint növekednek, az egy bizonyos ároneladott mennyiség N�szerese a megel®z® ala
sonyabb áron eladott mennyiségnek, ahol Na pia
on szerepl® vállalatok száma. 2



Hazeldine [2010℄ egy másik 
ikkében a Cournot�Nash oligopol modellt, amonopóliumok els®fokú árdiszkriminá
iójával analóg módon kiterjesztette, arra az esetre,amikor a vállalatok minden különböz® egységet különböz® áron kínálnak. Belátta, hogyamikor az árkategóriák száma a végtelenhez tart, akkor az összes, a határköltségnélnagyobb rezervá
iós árral rendelkez® fogyasztó ki lesz szolgálva, a vállalatok számátólfüggetlenül. Továbbá igazolta, amennyiben az árak száma a végtelenhez tart, a vállaltokszáma n, a határköltségük nulla, akkor a legmagasabb egyensúlyi ár 1/n- hez konvergál.Kutlu [2009℄ Hazeldine�hoz hasonló keretrendszerben vizsgálta a Sta
kelbergversenyt, megmutatta, hogy a Sta
kelberg vezet® 
sak a legmagasabb rezervá
iósárralrendelkez® fogyasztókat szolgálja ki, ezért valójában nem is alkalmaz árdiszkriminá
iót,
sak a követ® árdiszkriminál ténylegesen. Ezenfelül, kimutatta, hogy mind a vezet® mind akövet® pro�tja magasabb, ahhoz képest, amelyet egy egyszer¶ Sta
kelberg verseny során eltudnának érni, továbbá a társadalmi jólét is magasabb. Azonban afogyasztói többlet ala
sonyabb a standard modellhez viszonyítva. Kutlu és Kumar [2010℄egy olyan modellt vizsgáltak, ahol els® lépésben a vállalatok a kapa
itásról döntenek,majd a meghatározott kapa
itás korlát mellett árdiszkriminá
iót alkalmaznak az oligopolpia
on. Mind Hazeldine, mind Kultu szimmetrikus költségeket feltételezve dolgozott.Mukherjee [2010℄ megvizsgálta ezeket a modelleket aszimmetrikus költségek mellett is,és megmutatta, hogy Cournot duopólium esetén az a költséghatékonyabb vállalat átlagosbevétele ala
sonyabb, (míg másik vállalaté magasabb), árdiszkriminá
ióval, mint nélküle.Igazolta azt is, hogy az átlagos iparági ár nem függ attól, hogy van-eárdiszkriminá
ió, továbbá árdiszkriminá
ió esetén az független két vállalat közöttiköltségkülönbségekt®l. Sta
kelberg duopólium esetén arra jutott, hogy aszimmetrikusköltségek esetén már mindkét vállalat alkalmaz árdiszkriminá
iót, és mindkét vállalattöbbet termel a magasabb rezervá
iós árral rendelkez® 
soport számára. Mukherjeeszámos egyszer¶sítést alkalmazott a modelljeiben, 
sak két árkategória esetére vizsgáltameg az egyeses eseteket, és az egyik vállalat határköltségét nullának tekintette.
Árdiszkriminá
ió a gyakorlatbanA vállalatok számos te
hnikát alkalmaznak, hogy az általuk kínált terméketkülönböz®képp értékel® fogyasztókat, megkülönböztessék, és az egyes 
soportoknak amegfelel®, és egyben pro�tmaximalizáló, ajánlatokat tudják kínálni. A leggyakoribbanhasznált módszerek a mennyiségi árengedmények, a különböz® árukap
solások, (mintpéldául különböz® szoftver
somagok, vagy a mobiltelefonokhoz tartozó tar�a-
somagok),valamint a kétrészes árazás, úgy mint egy nyomtató és a hozzá tartozó patron ára,3



vagy például egy belép®jegy egy vidámparkba és az ott kínált játékok ára. Ezekben azesetekben, azonban a vállalatok 
sak közvetetett módon tudnak különböz® árakatalkalmazni, a különböz® rezervá
iós árakkal rendelkez® fogyasztók számára.Arra is láthatunk eseteket, amikor a vállalatok közvetlenül alkalmazzák azárdiszkriminá
iót, vagyis ugyanazt a terméket különböz® árakon kínálják. Gondoljuk 
sakpéldául, a különböz® diák és a nyugdíjas kedvezményekre, a hétköznapokra és a hétvégéreszóló belép®kre, az ak
iós napokra a mozikban vagy éppen a last minute utakra. Ezekaz árazási te
hnikák mind a különböz® �zetési hajlandóságokon alapulnak, de többségük
sak a fogyasztói többlet egy igen kis részét tudja kiaknázni.A vállaltok szempontjából az a legnagyobb probléma, hogy nehezen tudnak kijelölniolyan szempontokat, ami alapján árdiszkriminálhatnak. Hiszen, a fogyasztók a különböz®árakat gyakran igazságtalannak, sért®nek értékelik, és ezért az árdiszkriminá
iónak akár,eredeti 
éljával szemben, pro�t 
sökkenet® hatása is lehet. Különösen visszatetsz®eklehetnek az olyan esetek, amikor a diszkriminá
ió alapját a fogyasztó valamilyentulajdonsága szolgáltatja. Sokkal inkább elfogadottabbak az olyan módszerek, amikoraz árat valamilyen küls® tényez®höz, kötik, mint például helyszín, id®, forgalom stb.A valóéletbeli példák közül a légitársaságok által alkalmazott árképzés szemléletei alegjobban az árdiszkriminá
iót. Ez az az iparág, ahol a fogyasztók leginkábbhajlandóak elfogadni még az igen er®s árdiszkriminá
iós gyakorlatot is. Itt avállalatok nem 
sak két vagy három, hanem gyakran tíz-tizenöt árat alkalmaznak.Ebben az iparágban a termék egy ül®hely egy adott járatra, egy adott id®pontra. Azárdiszkriminá
ió alapját, az szolgáltatja, hogy az utazásig hátralév® id® negatívankorrelál az adott útra szóló repül®jegyre vonatkozó fogyasztói értékeléssel. Hiszen, aviszonylag ala
sonyabb rezervá
iós árral rendelkez® turisták már jóval az utazási id®pontel®tt tudják, hogy utazni szeretnének, és ezért hamar le is foglalják a repül®jegyet. Ezzelszemben az üzletemberek 
sak egy-két nappal, vagy egy-két órával az indulás el®tt döntikel, hogy utazni fognak, de ®k már jóval magasabb árat is hajlandóak �zetni, azért hogyid®ben a kívánt helyszínre érkezzenek (Hazeldine [2006℄).
Dolgozatom felépítéseDolgozatom 
élja, az árdiszkriminá
ió modellezése Cournot- és Sta
kelberg versenymellett a szimmetrikus költségek és a szimmetrikus informá
iók feltevésének feloldásaesetén. Mukherjee [2010℄ modelljéhez képest, ahol lehet általánosítom a vizsgálatot Kdb árkategóriára esetére, valamint visszatérek a különböz® határköltségek paraméteres4



vizsgálatához. Továbbá, a különböz® modelleket összehasonlítom a kibo
sátott outputok,az egyensúlyi árak és a vállalati pro�tok szempontjából.Az els® fejezetben a szakirodalmi modellekhez hasonló kertrendszerbenvizsgálom a Counot duopóliumot aszimmetrikus költségek mellett. Els®kéntárdiszkriminá
ió nélküli esetet ismertetem, majd árdiszkriminá
ió hatásait kett®- , majdáltalánosan K darab árkategóriára is bemutatom.A második fejezetben Cournot modell vizsgálatát folytatom, abban az esetben, amikornem 
sak a költségek, hanem már a vállalatok erre vonatkozó informá
iói isaszimmetrikusak. Röviden áttekintem az árdiszkriminá
ió nélküli esetet, majd itt ismegnézem az árdiszkriminá
ió hatásait kett®- és K darab árkategóriára esetében.Ezenfelül, összehasonlítom a szimmetrikus és az aszimmetrikus informá
iók mellett kapotteredményeket.A harmadik fejezetben áttérek a Sta
kelberg verseny vizsgálatára, el®ször röviden azárdiszkriminá
ió nélküli esetet vázolom, majd Mukherjee modelljéb®l kiindulva vizsgálomaz aszimmetrikus költségek hatását.A negyedik fejezetben a Sta
kelberg duopóliumot fogom vizsgálni hasonlókeretrendszerben, aszimmetrikus informá
iók mellett. El®ször itt is azárdiszkriminá
ió nélküli esetet tekintem át, majd bemutatom az árdiszkriminá
ióthatásait, végül összehasonlítom a különböz® informá
iók melletti eredményeket.
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1. Cournot modell aszimmetrikus költségekkelEbben a fejezetben el®ször ismertetjük modelljeink alapfeltevéseit, majd megvizsgáljuk aárdiszkriminá
iót Cournot modell esetén a szimmetrikus költségek feltevésénekfeloldásával. A különböz® árak, kibo
sátások és pro�tok összevethet®ségének érdekébenröviden felvázoljuk az árdiszkriminá
ió nélküli esetet, majd megnézzük azárdiszkriminá
iót kett®-, és N darab árkategória esetére is.Az árdiszkriminá
ió duopolisztikus vizsgálatánál, úgy tekintjük, hogy a vállaltok afogyasztókat 
soportokra osztják a termékre vonatkozó értékelésük alapján, és a
soportok számára különböz® árakat határoznak meg. A továbbiakban a különböz® árakáltal meghatározott 
soportokat árkategóriáknak fogjuk nevezni, azonban érdemes szemel®tt tartani, hogy ez a nem azonos, a szó hétköznapi értelemben vett jelentésével. Azárkategóriák számát a továbbiakban exogénnek fogjuk tekinteni , feltesszük, hogy avállaltok K darab árat alkalmaznak a pia
on, és ezáltal természetesen K darabárkategóriát is meghatároznak. Lesznek olyan modellek, hol a szemléletesség kedvéérta K = 2 spe
iális esetet fogjuk vizsgálni.Feltesszük, hogy a vállaltok által kínált termék homogén, és legfeljebb egységnyimennyiségekben vásárolható, és fogyasztók a termékre vonatkozó értékelését arezervá
iós árukkal mérhetjük, így azok a fogyasztók vásárolnak, akinek a rezervá
iós árameghaladja a termék árát, vagy épp megegyezik vele. Továbbá feltesszük azt is, hogy azeladók ismerik a keresleti függvényének formáját, és meg tudják állapítani afogyasztók helyét ezen a függvényen. Így a vállalatok meg tudják el®zni azt, hogy bárki,aki ala
sonyabb áron jut a termékhez, továbbadhassa egy magasabb rezervá
iós árralrendelkez® másik fogyasztónak az általuk megszabott ár alatt, ez az arbitrázsmentességetbiztosítja. Úgy tekintjük, hogy a pia
on két vállalat van, az 1-es és a 2-es , amelyeka termékeket konstans határköltséggel állítják el®, az els® vállalat határköltsége c1 , amásodiké c2 valamint c1,c2 > 0.Jogosan merül fel a kérdés, hogy ha a vállalatok ismerik a fogyasztók rezervá
iósárait, akkor miért nem minden fogyasztónak a saját rezervá
iós árán kínálják a terméket,amellyel az összes fogyasztói többletet megszerezhetnék, és amely teljes árdiszkriminá
iótjelentene. A gyakorlati példákban tudjuk, hogy az árdiszkriminá
ió sosem teljes atranzak
iós költségek miatt. Így megközelíthetjük úgy a helyzetet, hogy a valósághozközelebb álló modell érdekében végesnek tekintjük az alkalmazott árkategóriák számát.Vagy pontosíthatjuk az eredeti feltevésünket, úgy hogy a vállalatok nem a fogyasztókkonkrét rezervá
iós árát ismerik, hanem 
sak egy intervallumot, amelyben a rezervá
iósár található, és ezen intervallumok alapján tudják a fogyasztókat szegmentálni. Azonbana feltevés a modell egy jelent®s korlátjának tekinthet®.6



1.1. Árdiszkriminá
ió nélkülAz árdiszkriminá
ió hatásainak bemutatásához el®ször röviden vázoljuk a Cournotversenyt árdiszkriminá
ió nélkül, aszimmetrikus költségekkel. Feltételezzük, hogy atermék ára az alábbi lineáris formában adott a pia
on:
P = 1− q1 − q2 (1)ahol qi az i-edik vállalat által kibo
sátott mennyiség i = 1, 2 , és P az árat jelöli. Azegyes vállaltok pro�tfeltételei így a következ®képpen adódnak:

π1 = (1− q1 − q2)q1 − c1q1 π2 = (1− q1 − q2)q2 − c2q2 (2)Melyekb®l egyszer¶ di�eren
iálás és átrendezés után adódik, a két vállalat általegyensúlyban kibo
sátott mennyiség és az egyensúlyi ár:
q1 =

1− 2c1 + c2

3
és q2 =

1− 2c2 + c1

3
(3)

∑

q =
2− c1 − c2

3
(4)

P =
1 + c1 + c2

3
(5)Ebben az esetben az els® vállalat akkor fog pozitív outputot el®állítani, hahatárköltségére az alábbi egyenl®tlenség teljesül : c1 < 1+c2

2
Hasonlóan a másodikvállalat pozitív kibo
sátásának feltétele: c2 < 1+c1

2
. Ez a két feltétel implikálja a c1,c2 < 1egyenl®tlenséget, de ez 
sak szükséges, nem elégséges feltétele mindkét vállalat pozitívkibo
sátásának. Ez alapján számoljuk ki a vállalatok pro�tjait, hogy össze tudjuk majdhasonlítani, az árdiszkriminá
ió melletti értékeikkel.

π1 = (
1− 2c1 + c2

3
)2 =

1 + 4(c1)2 + (c2)2 − 4c1 + 2c2 − 4c1c2

9
(6)

π2 = (
1− 2c2 + c1

3
)2 =

1 + 4(c2)2 + (c1)2 − 4c2 + 2c1 − 4c1c2

9
(7)

∑

π =
2 + 5(c1)2 + 5(c2)2 − 2c1 − 2c2 − 8c1c2

9
(8)Ahol (ci)2 az i-edik vállalat költségének négyzetét jelöli.
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1.2. Árdiszkriminá
ió két árkategóriávalMost pedig vizsgáljuk meg azt az esetet, amikor a vállalatok árdiszkriminá
iótalkalmaznak. Ezt az esetet el®ször úgy fogjuk vizsgálni, hogy feltesszük, a vállalatok
sak két árat alkalmaznak, majd megnézzük az általánosan K darab árkategóriára.Az árak az alábbi formában adottak:
P1 = 1− q11 − q21 (9)

P2 = 1− q11 − q21 − q12 − q22 (10)Ahol a Pi az ár az i-edik kategóriában és qji a j-edik vállalat kibo
sátása az i-edikárkategóriában, ahol i, j = 1, 2 ési 6= j. A vállalatok szimultán döntenek az egyeskategóriákban kibo
sátott mennyiségekr®l. Pro�tfüggvényeik, melyeket maximalizálnak:
π1 = (1− q11 − q21 − c1)q11 + (1− q11 − q21 − q12 − q22 − c1)q12 (11)
π2 = (1− q11 − q21 − c2)q21 + (1− q11 − q21 − q12 − q22 − c2)q22 (12)Az 1-es vállalat optimum feltételei:

∂π1

∂q11
= 1− 2q11 − q21 − q12 − c1 (13)

∂π1

∂q12
= 1− q11 − q21 − 2q12 − q22 − c1 (14)A fenti két egyenletet egymásból kivonva azt kapjuk, hogy:

q11 = q12 + q22 (15)Teljesen analóg módon, ezt a másik vállalatra is megkapjuk, amib®l az következik, hogy akét vállalat által az els®, magasabb árkategóriában kibo
sátott mennyiségek megegyeznek,így egyszer¶bb jelölésmódot alkalmazhatunk:
q11 = q12 + q22 = q21

.
= q1 (16)Eszerint az egyensúlyi feltételek a következ® formára redukálhatóak:

8



1− 3q1 − q12 − c1 = 0 (17)
1− 2q1 − 2q12 − q22 − c1 = 0 (18)
1− 3q1 − q22 − c2 = 0 (19)
1− 2q1 − 2q22 − q12 − c2 = 0 (20)Melyekb®l az els® árkategóriára vonatkozó feltételeket egyenl®vé téve, akkor azt kapjuk:

q12 = q22 + c2 − c1 (21)Ezt a második egyenletbe helyettesítve q1-et az alábbi formában kapjuk:
q1 =

1− 3q22 + c1 − 2c2

2
(22)Végül ezt behelyettesítve a harmadik egyenletbe az alábbi eredményeket kapjuk:

q1 =
2− c1 − c2

7
(23)

q12 =
1 + 3c2 − 4c1

7
és q22 =

1 + 3c1 − 4c2

7
(24)

∑

q =
6− 3c1 − 3c2

7
(25)Látható, hogy a vállalatonként kibo
sátott mennyiség meghaladja az egységes ár mellettikibo
sátásokat. Az árakat felírva látható, hogy az el®z® esetben felírt egységes ár, amostani két ár közé esik. Továbbá a kibo
sátással súlyozott átlagár, éppen megegyezikezzel az egységes árral.

P1 =
3 + 2c1 + 2c2

7
, P2 =

1 + 3c1 + 3c2

7
(26)

Pátlag =
P1(q

1
1 + q21) + P2(q

1
2 + q22)

q11 + q21 + q12 + q22
=

1 + c1 + c2

3
(27)Ezután a pro�tokat felírva

π1 =
1− 3c1 + c2 + 3(c1)2 + (c2)2 − 2c1c2

7
(28)

π2 =
1− 3c2 + c1 + 3(c2)2 + (c1)2 − 2c1c2

7
(29)

9



∑

π =
2− 2c1 − 2c2 + 2(c1)2 + 2(c2)2 − 4c1c2

7
(30)Ezt összehasonlítva az árdiszkriminá
ió nélküli esetet pro�tjával (6-8) egyszer¶ átrendezésután és a ci ≧ (ci)2 összefüggés kihasználásával látszik, hogy a vállalatok pro�tja magasabblett az árdiszkriminá
ióval.1.3. Árdiszkriminá
ió K darab árkategóriávalHasonlóan az el®z® esethez feltesszük, hogy a pia
i árak a következ® formában adottak:

Pk = 1− q11 − q21 − q12 − q22 − . . . . . . q1k − q2k (31)Ahol a Pk az ár az k-adik kategóriában és qji a j-edik vállalat kibo
sátása az i-edikárkategóriában, ahol j = 1, 2 és i = 1 . . .K. Feltesszük, hogy a vállalatok összesen Kdb árat határoznak meg, ezáltal K 
soportra osztják a fogyasztókat Az adott feltételekmellett, az alábbi formában adott pro�tjukat maximalizálva határozzák meg az egyensúlyikibo
sátásukat:
π1 = (P1 − c1)q11 + (P2 − c1)q12 + . . . . . .+ (PK − c1)q1K =

= (1− q11 − q21 − c1)q11 + (1− q11 − q21 − q12 − q22 − c1)q12 + . . . (32)
. . .+ (1− q11 − q21 − q12 − q22 − . . . . . .− q1K − q2K − c1)q1K

π2 = (P1 − c2)q21 + (P2 − c2)q22 + . . . . . .+ (PK − c2)q2K =

= (1− q11 − q21 − c2)q21 + (1− q11 − q21 − q12 − q22 − c2)q22 + . . . (33)
. . .+ (1− q11 − q21 − q12 − q22 − . . . . . .− q1K − q2K − c2)q2KA döntési változók (q1i , q2i , i = 1 . . .K) szerint di�eren
iálva , kétszer K darab els®rend¶feltételt kapunk a pro�t-maximalizá
ióhoz:

∂π1

∂q1
1

= 1− 2q11 − q21 − q12 − q13 − . . . . . .− q1K − c1 = 0 (34)
∂π1

∂q1
2

= 1− q11 − q21 − 2q12 − q22 − q13 − . . . . . .− q1K − c1 = 0 (35)... (36)
∂π1

∂q1
K

= 1− q11 − q21 − q12 − q22 − . . . . . .− q1K−1 − q2K−1 − 2q1K − q2K − c1 = 0 (37)Hasonlóan a második vállalat esetében: 10



∂π2

∂q2
1

= 1− q11 − 2q21 − q22 − q23 − . . . . . .− q2K − c2 = 0 (38)
∂π2

∂q2
2

= 1− q11 − q21 − q12 − 2q22 − q23 − . . . . . .− q2K − c2 = 0 (39)... (40)
∂π2

∂q2
K

= 1− q11 − q21 − q12 − q22 − . . . . . .− q1K−1 − q2K−1 − q1K − 2q2K − c2 = 0 (41)Ha mindkét vállalat esetén külön-külön egyenl®vé tesszük az els® és második, egyenletet(34-35, 37-38) akkor az el®z® esethez hasonlóan alábbi eredményt kapjuk:
q11 = q12 + q22 = q21

.
= q1 (42)Ez az egyenl®ség fenn áll minden árkategóriára, a K-adikat kivételével, tehátáltalánosságban az alábbi egyszer¶sítéseket alkalmazhatjuk:

q1i = q1i+1 + q2i+1 = q2i
.
= qi i = 1, 2 . . .K − 1 (43)Így az els®rend¶ feltételek az alábbi formára redukálódnak

1− 3q1 − q2 − q3 − . . . . . .− q1K − c1 = 1− 2q1 −
∑K−1

i=1 qi − q1K − c1 = 0 (44)
1− 2q1 − 3q2 − q3 − . . . . . .− q1K − c1 = 1− q1 − 2q2 −

∑K−1
i=1 qi − q1K − c1 = 0 (45)...

1− 2q1 − 2q2 − 2q3 − . . . . . .− 2q1K − q2K − c1 = 1− 2
∑K−1

i=1 qi − 2q1K − q2K − c1 = 0(46)Ez az egyszer¶sítés teljesen azonos módon a második vállalat esetében is elvégezhet®.
1− 3q1 − q2 − q3 − . . . . . .− q2K − c2 = 1− 2q1 −

∑K−1
i=1 qi − q2K − c2 = 0 (47)

1− 2q1 − 3q2 − q3 − . . . . . .− q2K − c2 = 1− q1 − 2q2 −
∑K−1

i=1 qi − q2K − c2 = 0 (48)...
1− 2q1 − 2q2 − 2q3 − . . . . . .− 2q2K − q1K − c2 = 1− 2

∑K−1
i=1 qi − 2q2K − q1K − c2 = 0(49)A (43)-as kifejezés következtében az alábbi összefüggések is fennállnak:

q1 = 2q2, q2 = 2q3, . . . . . . qK−2 = 2qK−1 (50)Amelyb®l általános alakban: qi = 2k−iqk következik i, k = 1...K − 1-re. Ennek alapján
K−1
∑

i=1

qi = (2K−2 + 2K−3 + . . . 2 + 1)qK−1 = qK−1(2
K−1 − 1) (51)
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Ez alapján a második vállalat utolsó optimum-feltételéb®l (49) q2K-t kifejezve majdvisszahelyettesítve az els® vállalat azonos egyenletébe (46) q1K − ra az alábbi kifejezéstkapjuk:
q1K =

1− 2
∑K−1

i=1 qi − 2c1 + c2

3
(52)Melyet az els® vállalat els® egyenletébe (44) továbbhelyettesítve, majd ∑K−1

i=1 qi-t és q1-etis qK−1 függvényében felírva qK−1 -et az alábbi alakban kapjuk meg:
qK−1 =

2− c1 − c2

2K+1 − 1
(53)Melyb®l, már egyszer¶ visszahelyettesítéssel következik a többi eredmény:

qi = 2K−i−12− c1 − c2

2K+1 − 1
i = 1 . . .K − 1 (54)

q1K =
1− 2Kc1 + c2(2K − 1)

2K+1 − 1
és q2K =

1− 2Kc2 + c1(2K − 1)

2K+1 − 1
(55)1. Propozí
ió:a) Különböz® termelési költségek mellett a két vállalat egyforma mennyiséget termelaz 1, 2 . . .K − 1 árkategóriákban, az aszimmetrikus költségekb®l adódó különbség 
sak alegutolsó, legala
sonyabb árszinten jelenik meg.b) Az egyes árkategóriában a két vállalat által összesen termelt mennyiség megegyezika következ® magasabb árszinten egy vállalat által termelt mennyiséggel.Az a) állítás egyértelm¶ a b) -t pedig abból következik, hogy qi = 2k−iqk , továbbá

q1K + q2K = qK−1.Ez összhangban áll Hazeldine szimmetrikus költségekre bemutatott állításával, melyszerint az egyes árszinteken eladott mennyiségek mértani sorozat képeznek, melyben akvó
iens a vállalatok száma. Ett®l az általunk bemutatott aszimmetrikus eset annyibantér el, hogy az egyedi vállalatok szintjén ez 
sak az 1, 2 . . .K − 1 kategóriákra igaz, mígiparági szinten minden 
soportra.Írjuk fel az iparági kibo
sátást is:
∑

q = (2K − 1)
2− c1 − c2

2K+1 − 1
(56)Az árkategóriák számát a modellekben végig exogén változónak tekintettük, de mivela fenti képletb®l könnyen adódik, hogyan változik az iparági kibo
sátás az alkalmazottárak számának növelésével ezért, egy megállapítás erejéig vizsgáljuk meg a K+1 kategóriaesetét is.2.Propozí
ió: Az iparági kibo
sátás az árkategóriák számának növekedésévelnövekszik, a K árszint esetén kibo
sátott mennyiségénél, 2K

(2K+1
−1)(2K+2

−1)
-el több12



outputot bo
sátanak ki összességében a vállalatok K + 1 árszint esetén. Az egyesárkategóriák árai a következ® alakban írhatóak fel:
Pi =

2K−i+1 − 1 + (2K − 2K−i)c1 + (2K − 2K−i)c2

2K+1 − 1
i = 1 . . .K (57)Most pedig vizsgáljuk meg, hogy a K=2 esetben tapasztalat eredmény, miszerint akibo
sátással súlyozott átlagos ár megegyezik a hagyományos modell egységes árával,valóban általánosságban igaz -e aszimmetrikus költségek mellett is.

Pátlag =
P1(q

1
1 + q21) + P2(q

1
2 + q22) + . . .+ PK(q

1
K + q2K)

∑

q1i + q2i
(58)A nevez® az (56)-os formulából adódik, a számlálót pedig az el®z® megállapítások alapjána következ® formára hozhatjuk:

∑

Pi(q
1
i + q2i ) = (q1K + q2K)(PK + 2PK−1 + . . .+ 2iPK−i + . . .+ 2K−1P1) (59)A P -re kiszámolt formulát behelyettesítve, és a 2 hatványokkal beszorozva kapjuk:

= (q1K + q2K)(2
1 − 1 + (2K − 20)(c1 + c2) +

+23 − 21 + (2K+1 − 22)(c1 + c2) +

+25 − 22 + (2K+2 − 24)(c1 + c2) +...
+22K−1 − 2K−1 + (22K−1 − 22K−2)(c1 + c2)Ebb®l a felírásból látszik, hogy négy, egyenként n tagból álló, mértani sort kellösszegeznünk, az els®nek és a harmadiknak 4, a másodiknak és a negyediknek pedig 2a kvó
iense. El®ször behelyettesítjük az összegképleteket, majd rendezzük az egyenletet:

= (q1K + q2K)





24K−1
3

− (2K − 1) +
(

2K(2K − 1)− 4K−1
3

)

(c1 + c2)

2K+1 − 1



 =

= (q1K + q2K)

[

(2K+1 − 1)(2K − 1)

3(2K+1 − 1)
(1 + c1 + c2)

]

=Mivel q1K+q2K = qK−1 ezért felhasználhatjuk az (54)-es egyenletet, és 2K+1−1-gyel tudunkegyszer¶síteni:
=

2− c1 − c2

2K+1 − 1

[

(2K − 1)

3
(1 + c1 + c2)

]Ezután visszahelyettesítünk az eredeti egyenletbe:13



Pátlag =

2−c1−c2

2K+1
−1

[

(2K−1)
3

(1 + c1 + c2)
]

∑

q
=

=
2−c1−c2

2K+1
−1

(2K−1)
3

(1 + c1 + c2)

(2K − 1)2−c1−c2

2K+1
−1

=Egyszer¶sítve (2K − 1)2−c1−c2

2K+1
−1

-vel , igen egyszer¶ alakban kapjuk meg a kibo
sátássalsúlyozott átlagos árat, melyb®l látszik, hogy sejtésünk beigazolódott.
Pátlag =

1 + c1 + c2

3
(60)3. Propozí
ió: A kibo
sátással súlyozott átlagár aszimmetrikus költségek mellett semfügg az árdiszkriminá
ió mértékét®l, s®t megegyezik az árdiszkriminá
ió nélküli esetbenalkalmazott egységes árral.Ez is összhangban áll Hazeldine [2006℄ szimmetrikus esetre bizonyított állításával.Fontos, hogy tisztán lássuk, ezek az eredmények 
sak adott K árkategória mellettegyensúlyiak, viszont, ha a vállaltok szabadon választhatnák meg az általukalkalmazott árkategóriák számát, és a bel®lük kínált mennyiségeket is, akkor ez már nemjelentene Nash egyensúlyt. Hiszen, bármelyik vállalat többletpro�tra tudna szert tenniazzal, ha bevezet egy új K+1-edik (az új legala
sonyabb) árat, és ezzel azokat a vev®ketis kiszolgálja, akiknek a rezervá
iós ára a K-adik és a K+1-edik ár között van. Vagykivárja, amíg a versenytársai eladják az összes készletüket a legmagasabb áron, és utánael®áll egy még ennél is magasabb árral, amelyen néhány, a termék hiányától kétségbeesett,vev® még vásásrolni fog. Egy új ár beékelése is extrapro�thoz juttathat egy-egy vállaltot(Hazeldine [2006℄). Ez a meglátás a modell egyik kritikájaként is értelmezhet®, továbbikutatási terület lehet olyan kiinduló feltevések, és döntési feltételek meghatározása, ahola vállalatoknak nem érné meg ett®l eltérni.
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2. Cournot aszimmetrikus informá
iós modellEbben a fejezetben a Cournot modellt vizsgáljuk meg, abban az esetben, amikor nem
sak a költségek, hanem már a vállalatok erre vonatkozó informá
iói isaszimmetrikusak. Az el®z® fejezet struktúráját követjük, abban az értelemben, hogyel®ször itt is a feltevéseket ismertetjük, majd vázoljuk a árdiszkriminá
ió nélküli esetet,majd modellezzük az árdiszkriminá
iót kett®,és K darab árkategóriára is.Az el®z® fejezetben bemutattuk, hogyan tudják a vállalatok maximalizálni pro�tjukatárdiszkriminá
ió esetén Cournot versenyben, ha pontosan ismerik versenytársuk termelésiköltségeit. Azonban ez a feltétel a való életben 
sak igen ritkán teljesül, ezért érdemesmegvizsgálni azt az esetet is, amikor aszimmetrikusak az informá
iók, azaz a vállalatoknakversenytársuk költségér®l 
sak valamilyen sejtésük van. Ezt a sejtést egy valószín¶ségiváltozóval tudjuk leírni, az egyszer¶ség kedvéért tegyük fel, hogy ez a valószín¶ségi változó
sak két értéket vehet fel, azaz egyik vállalat azt tudja a másikról, hogy α valószín¶séggelala
sony költséggel cA termel , 1−α valószín¶séggel pedig magas a költsége cM . Ezenfelülfeltesszük, hogy ez egyben köztudott tudás is. A vállalatok által ismert saját költségeikettovábbra is c1, c2-vel fogjuk jelölni, természetesen ezek is vagy magasak vagy ala
sonyak.Azonban a modell felírásakor nem játszik szerepet, hogy a konkrét esetben c1, c2 magasvagy ala
sony, 
sak az fontos, hogy a vállalatok saját magukról tudják, hogy milyen aköltségük.2.1. Árdiszkriminá
ió nélkülFeltételezzük, hogy a termék ára az alábbi, jól ismert lineáris formában adott a pia
on:
P = 1− q1 − q2 (61)Így a két vállalat pro�tfüggvénye változatlanul:

π1 = (1− q1 − q2)q1 − c1q1 (62)
π2 = (1− q1 − q2)q2 − c2q2 (63)Ezeket di�eren
iálva megkapjuk az els®rend¶ feltételeket,

∂π1

∂q1
= 1− 2q1 − q2 − c1 (64)

∂π2

∂q2
= 1− 2q2 − q1 − c2 (65)Kiemelten fontos, hogy most az optimum-feltételek megoldásánál nem egyszer¶15



behelyettesítéseket alkalmazunk, hanem minden lépésnél �gyelembe vesszük, hogy azegyes szerepl®knek milyen informá
ióik vannak.Els®ként kifejezzük q1-et:
q1 =

1− q2 − c1

2
(66)Majd ezt behelyettesítjük a 2-es vállalat optimum feltételébe, de �gyelembe kell vennünk,hogy ® c1pontos értékét nem ismeri ezért a várható értékével számol:

0 = 1− 2q2 −
1− q2 − αcA − (1− α)cM

2
− c2 (67)Ebb®l q2-t kifejezve:

q2 =
1 + αcA + (1− α)cM − 2c2

3
(68)Mivel az 1-es vállalat is tudja, hogy a másik vállalatnak ez a legjobb válasza, de c2-t nemismerve ® is a várható értékeket helyettesíti így:

0 = 1− 2q1 −
1− 1+αcA+(1−α)cM−2c2

3
− αcA − (1− α)cM

2
− c1 (69)Melyb®l az 1-es vállalat által egyensúlyban kibo
sátott mennyiség:

q1 =
2 + αcA + (1− α)cM − 3c1

6
(70)Hasonlóan

q2 =
2 + αcA + (1− α)cM − 3c2

6
(71)

∑

q =
4 + 2αcA + 2(1− α)cM − 3c1 − 3c2

6Itt ahhoz, hogy mindkét vállalat pozitív mennyiséget termeljen a 2+αcA+(1−α)cM

3
> cifeltételnek kell teljesülnie i = 1, 2-re.Az (3) -as és a (70-71)-es egyenletek összehasonlításából megállapíthatjuk, hogy aszimmetrikus informá
iós esethez képest, itt a vállalatok kibo
sátásuk meghatározásakornagyobb súllyal veszik számításba a saját költségeiket. Ez egyrészt abból adódik, hogy ezbiztos informá
ió, másrészt, ahogy a számításokból is látszik, az is magyarázza, hogy avállaltok �gyelembe veszik, hogy a versenytársuk is számol az ® költségeivel, de nem ismeriazt. Az említett egyenletek összehasonlításból leolvasható az is, hogy a vállalatok többetfognak termelni a szimmetrikus informá
iós outputhoz képest, amennyiben termelésiköltségük kisebb a versenytársuk termelési költségének várható értékénél, és akevesebbet termelnek majd, amennyiben termelési költségük meghaladja ezt várhatóértéket. Tehát az aszimmetrikus informá
ióknak van egyfajta multiplikátor hatásuk, mivel16



ebben a modellben a termelési költségbeli különbségek halmozottan jelennek meg.A pia
i ár az alábbi formában írható fel:
P =

2− 2αcA − 2(1− α)cM + 3c1 + 3c2

6
(72)Itt az ár akkor lesz magasabb a szimmetrikus informá
iós modellhez képest, ha

c1 + c2 > 2αcA + 2(1− α)cMHa ezt az árat szimmetrikus informá
iós modell árával kívánjuk összehasonlítani,akkor fontos, hogy szem el®tt tartsuk a két modellben c1, c2nem feltétlenül ugyanazo-kat a költségeket jelöli, ebben a modellben feltettük , hogy c1, c2 magasak vagy ala
sonyaklehetnek, de a korábbi modellben nem éltünk ilyen kikötéssel. Így tehát, ha összeszeretnénk hasonlítani a két modellt, akkor a szimmetrikus informá
iós modell egy olyanesetét kell viszonyításnak választanunk, ahol a költségek szintén magasak vagy ala
sonyak.Így az ár akkor lesz magasabb a szimmetrikus informá
iós modellhez képest, ha:
c1 + c2 > 2αcA + 2(1− α)cM (73)Például az α = 0, 5 esetben ez éppen azt jelenti, hogy ha az egyik vállalat költségemagas, a másiké ala
sony, akkor az ár meg fog egyezni a szimmetrikus informá
iós modellárával, ha mind kett® magas akkor az ár is magasabb lesz, ha mind kett® ala
sony, akkorpedig az ár is ala
sonyabb lesz a szimmetrikus informá
iós modellben tapasztaltaknál.Amennyiben α 6= 0, 5 , akkor már nem vonhatunk le ilyen egyértelm¶ következtetéseket,mivel ekkor az eredmény már függ az ala
sony és a magas költség különbségét®l, ez aprobléma további modellezési lehet®séget vet fel.2.2. Árdiszkriminá
ió két árkategóriávalMost pedig vizsgáljuk meg, azt az esetet, amikor a Cournot versenybenaszimmetrikus informá
iók mellett alkalmaznak árdiszkriminá
iót a vállalatok. Az áraka korábbi formában adottak, ezért a pro�tok is a megszokott módon írhatóak fel:

π1 = (1− q11 − q21 − c1)q11 + (1− q11 − q21 − q12 − q22 − c1)q12 (74)
π2 = (1− q11 − q21 − c2)q21 + (1− q11 − q21 − q12 − q22 − c2)q22 (75)A di�eren
iálást elvégezve a megfelel® átrendezésekkel, a szimmetrikus informá
iósesethez hasonlóan kapjuk, hogy

q11 = q12 + q22 = q21
.
= q1 (76)17



Így az egyszer¶sített egyensúlyi feltételek:
1− 3q1 − q12 − c1 = 0 (77)
1− 3q1 − q22 − c2 = 0 (78)

1− 2q1 − 2q12 − q22 − c1 = 0 (79)
1− 2q1 − 2q22 − q12 − c2 = 0 (80)Mivel az els® árkategóriában termelt mennyiségek azonosak a két vállalatnál, ezért els®lépésként ennek függvényében fejezem ki a második kategória mennyiségeit:

q12 =
1− 2q1 − q22 − c1

2
(81)Mivel a második vállalat ismeri az els® legjobb válaszát, ezért ezt is beépíti apro�t-maximalizá
iójába:

1− 2q1 − 2q22 −
1− 2q1 − q22 − αcA − (1− α)cM

2
− c2 = 0 (82)Hasonlóan ezt az els® is tudja, ezért ® is ezzel számol:

q22 =
1− 2q1 + αcA + (1− α)cM − 2c2

3
(83)

1− 2q1 − 2q12 −
1− 2q1 − αcA − (1− α)cM

3
− c1 = 0 (84)Ebb®l azt kapjuk, hogy:

q12 =
2− 4q1 + αcA + (1− α)cM − 3c1

6
hasonlóan q22 =

2− 4q1 + αcA + (1− α)cM − 3c2

6 (85)Melybe q1 =
1−q1

2
−c1

3
=

1−q2
2
−c2

3
megfelel® alakjait helyettesítve kapjuk, hogy:

q12 =
2 + 3αcA + 3(1− α)cM − 5c1

14
hasonlóan q22 =

2 + 3αcA + 3(1− α)cM − 5c2

14 (86)A korábbi q11 = q12 + q22= q21 = q1 egyenletb®l tudjuk, hogy az els® kategóriában avállalatonként termelt mennyiség megegyezik a második kategóriában termeltösszmennyiséggel, amely:
∑

q2 =
4 + 6αcA + 6(1− α)cM − 5c1 − 5c2

14
= q1 (87)Viszont mivel a vállaltok nem ismerik egymás határköltségeit, és ezt egymásról is18



tudják, valamint azt is tudják, hogy akkor maximalizálják a pro�tjaikat, haugyanannyit termelnek az els® kategóriában , ezért c1, c2 helyett köl
sönösen a várhatóérékükkel αcA + (1− α)cM -val számolnak.Így
q11 = q21 = q1 =

2− 2αcA − 2(1− α)cM

7
(88)Ez alapján az árakat kiszámolva:

P1 =
3 + 4αcA + 4(1− α)cM

7
(89)

P2 =
4− 2αcA − 2(1− α)cM + 5c1 + 5c2

14
(90)Ahhoz, hogy össze tudjuk vetni az eredményeket a szimmetrikus informá
iós modellel,most is feltételeznünk kell, hogy a szimmetrikus modell egy olyan esetéhez hasonlítunk,ahol, c1, c2 szintén magasak vagy ala
sonyak. Így a (26)-os és a (89)-es egyenletet tekintvemegállapíthatjuk, hogy ár akkor lesz magasabb a szimmetrikus informá
iós modellhezképest az els® árkategóriában, ha:

c1 + c2 > 2αcA + 2(1− α)cMAmely megegyezik az árdiszkriminá
ió nélküli esetben vizsgált helyzettel, így ugyanazoka következtetéseink érvényesek rá. A második ár tekintetében a (26), (90)-es egyenleteketösszevetve, az ár akkor lesz magasabb a szimmetrikus informá
iós modell áránál, ha
c1 + c2 < 2− 2αcA − 2(1− α)cMEzen feltétel teljesülése, a legtöbb esetben α, cA, cM konkrét értékeit®l függ. Azonban az

α = 0, 5 spe
iális esetben, amikor az egyik vállalt költsége magas a másiké ala
sony akkora feltétel cA + cM < 2 formára egyszer¶síthet®, amely mindig teljesül, hiszen cA, cM < 1,mert egyébként nem érné meg a vállalatoknak termelni. Így, ez éppen azt jelenti, hogyaz ilyen esetekben a aszimmetrikus informá
iók hatására mindig magasabb lesz az ár amásodik árkategóriában.2.3. Árdiszkriminá
ió K db árkategóriávalA szimmetrikus informá
iós esettel teljesen azonos módon írhatóak fel az árak és apro�tok, melyeket maximalizálva és egyszer¶bb formára hozva hasonlóan kapjuk az alábbiegyenletrendszert az els® vállalatra:
19



1− 3q1 − q2 − q3 − . . . . . .− q1K − c1 = 1− 2q1 −
∑K−1

i=1 qi − q1K − c1 = 0 (91)
1− 2q1 − 3q2 − q3 − . . . . . .− q1K − c1 = 1− q1 − 2q2 −

∑K−1
i=1 qi − q1K − c1 = 0 (92)...

1− 2q1 − 2q2 − 2q3 − . . . . . .− 2q1K − q2K − c1 = 1− 2
∑K−1

i=1 qi − 2q1K − q2K − c1 = 0(93)Ezután az utolsó egyenletb®l kifejezzük a q1K − t

q1K =
1− 2

K−1
∑

qi − q2K − c1

2
(94)Majd ezt visszahelyettesítjük a második vállalat azonos pro�tfeltételébe, melyb®l q2K − rais kapunk egy összefüggést, de itt is �gyelünk rá, hogy a 2-es vállalat 
sak ac1várhatóértékét ismeri:

q2K =
1− 2

K−1
∑

qi + αcA + (1− α)cM − 2c2

3
(95)Mivel az els® vállalat is �gyelembe veszi a másik legjobb válaszát, ezért ez alapján számoljaa saját ténylegesen kibo
sátott mennyiségét:

q1K =
2− 4

K−1
∑

qi + αcA + (1− α)cM − 3c1

6
(96)Ezután az els® vállalat els® pro�tfeltételét kifejezzük qK−1- függvényében a korábban felírt

K−1
∑

qi = qK−1(2
K−1 − 1) összefüggést is felhasználva.

qK−1 =
1− q1K − c1

2K − 1
(97)Majd ezt viszzahelyettesítve az el®z® összefüggésbe, megkapjuk q1K-ra a véglegesösszefüggést. Ezután az utolsó feltételb®l kifejezzük a q1K − t

q1K =
1− 2

K−1
∑

qi − q2K − c1

2
(98)Ezt visszahelyettesítjük a második vállalat azonos pro�tfeltételébe , melyb®l q2K − raiskapunk egy összefüggést

q2K =
1− 2

K−1
∑

qi + αcA + (1− α)cM − 2c2

3
(99)Mivel az els® vállalat is �gylembe veszi a másik legjobb válaszát, ezért ez alapján számolja20



a saját ténylegesen kibo
sátott mennyiségét.
q1K =

2− 4
K−1
∑

qi + αcA + (1− α)cM − 3c1

6
(100)Ezután az els® vállalat els® pro�tfeltételét kifejezzük qK−1- függvényében akorábban felírt

K−1
∑

qi = qK−1(2
K−1 − 1) összefüggést is felhasználva.

qK−1 =
1− q1K − c1

2K − 1
(101)Majd ezt visszahelyettesítve az el®z® összefüggésbe, megkapjuk q1K-ra a véglegesösszefüggést

q1K =
2− c1(2K + 1) + (αcA + (1− α)cM)(2K − 1)

2K+2 − 2
(102)Ezt hasonlóan kiszámolhatjuk q2K-ra

q2K =
2− c2(2K + 1) + (αcA + (1− α)cM)(2K − 1)

2K+2 − 2
(103)Továbbá tudjuk, hogy a K-adik árkategóriában megtermelt összmennyiség megegyezik, a

K − 1-dik árszinten egy vállalat által eladott mennyiséggel, ezért
∑

qK =
4− (2K + 1)(c1 + c2) + (αcA + (1− α)cM)(2K+1 − 2)

2K+2 − 2
= qK−1 (104)Viszont mivel az egyes vállaltok nem ismerik egymás határköltségeit, de tudják, hogy azaz optimális számukra, ha egyforma mennyiséget termelnek, ezért köl
sönösen a várhatóértékkel számolnak. Látszik, hogy itt is kihasználtuk a köztudott tudás feltételét. Így:

qK−1 =
4− 4(αcA + (1− α)cM)

2K+2 − 2
=

2− 2(αcA + (1− α)cM)

2K+1 − 1
(105)Ez alapján pedig már egyszer¶en következik, hogy:

qi = 2K−i−12− 2(αcA + (1− α)cM)

2K+1 − 1
i = 1 . . .K − 1 (106)

Pi =
2K+1 − 2K−i+1 − 1 + 2K−i(αcA + (1− α)cM)

2K+1 − 1
i = 1 . . .K − 1 (107)
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3. Sta
kelberg modell aszimmetrikus költségekkelEtt®l a fejezett®l kezdve a duopolista modellek egy másik nagy f® fajtáját a Sta
kelbergversenyt vizsgáljuk. Az eddigi felépítést követve el®ször áttekintjük az árdiszkriminá
iónélküli esetet, majd modellezzük az árdiszkriminá
iót aszimmetrikus költségek mellett, ésösszevetjük az eredményeket.Innent®l kezdve végig feltételezzük, hogy az 1-es vállalat Sta
kelberg vezet®két, míga 2-es Sta
kelberg követ®ként viselkedik. A vállalatok költségei továbbra is c1, c2 > 0.A pia
on nin
s belépési költség. Hasonlóan a Cournot modellhez a vállalatok ismerik afogyasztók a a termékre vonatkozó értékelését, és így meg tudják el®zni a termékek újraeladását. A fogyasztókat egyes 
soportjaira alkalmazott árak most is:
Pk = 1− q11 − q21 − q12 − q22 − . . . . . . q1k − q2k (108)Ahol a Pk az ár az k-adik kategóriában és qji a j-edik vállalat kibo
sátása az i-edikárkategóriában, ahol j = 1, 2 és i = 1 . . .K.3.1. Árdiszkriminá
ió nélkülEl®ször röviden tekintsük át az árdiszkriminá
ió nélküli esetet. Egyszer¶ számításokután a két vállalat egyensúlyi outputja:
q1 =

1 + c2 − 2c1

2
q2 =

1 + 2c1 − 3c2

4
(109)A vezet® akkor termel pozitív mennyiséget, ha c1 < 1+c2

2
, míg a követ® a c2 < 1+2c1

2feltétel teljesülése esetén bo
sát ki outputot. Az iparági kibo
sátás
∑

q =
3− 2c1 − c2

4
(110)Az ár és a pro�tok pedig

P = 1+2c1+c2

4
(111)

π1 = (1−2c1+c2)2

8
(112)

π2 = (1+2c1−3c2)2

16
(113)Ezeket az eredményeket a Cournot modell árdiszkriminá
ió nélküli esetével összevetve(3-7) az szimmetrikus költségek mellett megszokott eredményekhez hasonlóösszefüggéseket fedezhetünk fel. Például a Sta
kelberg vezet® kibo
sátásnak 2

3
− átbo
sátja ki a Cournot duopólium 1-es vállalata, vagy a Sta
kelberg vezet® pro�tjának22



8
9
− ed része a Cournot duopólium 1-es vállalatának pro�tja. A Sta
kelberg követ® eseté-ben, a különböz® költségek miatt már nem fogalmazhatunk meg ilyen pontos állításokat,de az arányok ott is szemléletesek.3.2. Árdiszkriminá
ió két árkategóriávalMost vizsgáljuk meg az árdiszkriminá
iós esetet, els® lépésként feltesszük, hogy avállalatok két 
soportra osztják a fogyasztókat rezervá
iós áraik alapján, vagyis kétkülönböz® árat alkalmaznak. A keresleti függvények megegyeznek a Cournot esetbenfelírtakkal:

P1 == 1− q11 − q21 (114)
P2 = 1− q11 − q21 − q12 − q22 (115)El®ször a második vállalat határozza meg legjobb válasz leképezését az adott feltételekmellett, pro�tfüggvényét maximalizálva:

π2 = (1− q11 − q21 − c2)q21 + (1− q11 − q21 − q12 − q22 − c2)q22 (116)Melyb®l a legjobb válasz leképezések:
q21 =

1− q11 + q12 − c2

3
(117)

q22 =
1− q11 − 2q12 − c2

3
(118)Melyeket visszahelyettesítve a vezet® pro�tfeltételébe, majd azt maximalizálva, az alábbiegyensúlyi kibo
sátásokat kapjuk:

q11 =
2− 3c1

4
q12 =

c2

2
(119)

q21 =
2 + 3c1 − 2c2

12
q22 =

2 + 3c1 − 8c2

12
(120)Figyelemre méltó, hogy a vezet® a második árszinten saját költségét®l függetlenül mindigkibo
sát, az els®n pedig 
sak akkor, ha c1 < 2

3
. A második vállalat pozitívmennyiséget termel mindkét kategóriában, ha 2+3c1

8
> c2 , és 
sak az els® áron bo
sátki, ha határköltsége a következ® korlátok közé esik 2+3c1

8
< c2 < 2+3c1

2
.Mukherjee megállapítása a c1 = 0 esetben, miszerint mindkét vállalat többet termelaz els® árkategóriában, ebben a helyzetben már nem feltétlenül igaz. A követ® valóbantöbb outputot állít el® a magasabb áron történ® eladásra, azonban a vezet® esetében ez
sak a határköltségekt®l függ. 23



Az árakat kiszámolva:
P1 =

2 + 3c1 + c2

6
(121)

P2 =
2 + 3c1 + 4c2

12
(122)Az eredményekb®l az is tisztán látszik, hogy Kutlu megállapítás mely szerint,szimmetrikus költségek mellett a Sta
kelberg vezet® nem alkalamaz árdiszkriminá
iót,
sak a követ®, aszimmetrikus költségek mellett már nem teljesül.A Sta
kelberg duplóium vizsgálatánál, már a K=2 esetben látszik, hogy nemtudunk a Cournothhoz hasonló egyszer¶sítéseket alkalmazni, ezáltal míg a K=2 eset ahagyományos helyettesítés módszereivel könnyen megoldható, a K árkategória mellett,már komoly analitikus nehézségek lépnek fel, így ezt az esetet most nem vizsgáljuk. Azon-ban további kutatási lehet®ségként javasoljuk.

24



4. Sta
kelberg aszimmetrikus informá
iós modellAz alábbi fejezetben a Sta
kelberg duopóliumot vizsgáljuk meg aszimmetrikusinformá
iók mellett. El®ször áttekintjük az árdiszkriminá
ió nélküli esetet, majdelemezzük az árdiszkriminá
ió hatásit. Végül eredményeinket összehasonlítjuk aszimmetrikus informá
iós modellben tapasztaltakkal.Hasonlóan a Cournot modellhez itt is tételezzük fel, hogy a vállalatok nem ismerikegymás termelési költségeit 
sak annyit tudnak, hogy a versenytársuknak αvalószín¶séggel ala
sony cA költséggel termel , 1 − α valószín¶séggel pedig magas, cMa költsége . Az egyes vállalatok tényleges költségei pedig c1, c2 , melyek természetesenszintén magasak vagy ala
sonyak, de az, hogy melyik magas vagy ala
sony, az nem számít,
sak az fontos, hogy a vállalatok tudják a saját költségük értékét. Továbbbá feltesszük,hogy ez egyben köztudott tudás is.4.1. Árdiszkriminá
ió nélkülAz árdiszkriminá
ió hatásainak vizsgálatához, itt is 
élszer¶ el®ször röviden áttekintenia hagyományos, árdiszkriminá
ió nélküli esetet. Ehhez írjuk fel el®ször a követ® vállalatpro�tját:
π2 = (1− q1 − q2 − c2)q2 (123)Ezt di�eren
iálva, és átrendezve:

q2 =
1− q1 − c2

2
(124)Melyet amikor a vezet® behelyettesít pro�tfeltételébe, akkor már c2 helyett a várhatóértékével számol, így

q1 =
1 + αcA + (1− α)cM − 2c1

2
(125)Melyb®l a követ® az el®z® egyenletbe visszahelyettesítve határozza meg saját kibo
sátását.

q2 =
1− αcA − (1− α)cM − 2c2

4
(126)Ez alapján az ár:

P =
1 + 2c1 + 2c2 − αcA − (1− α)cM

4
(127)Ezt összevetve a szimmetrikus informá
iós modell eredményivel az árak tekintetében aztláthatjuk a (111),(127)-es egyenletb®l, hogy ha 3αcA + 3(1 − α)cM < 2c1 + c2, akkoraz aszimmetrikus informá
iók mellett lesz magasabb az ár. Ezt összevetve a Cournot25



esetben megfogalmazott kritériummal (73) , azt láthatjuk, hogy a Sta
kelberg esetben avezet® költségének nagyobb súlya van. A kibo
sátását vizsgálva a vezet® akkor fog többetkibo
sátani, mint szimmetrikus informá
iók mellett (109), ha αcA + (1 − α)cM < c2,akövet® pedig akkor, ha αcA + (1− α)cM + c2 > c1.4.2. Árdiszkriminá
ió két árkategóriávalMivel a Sta
kelberg vezet® �gyelembe veszi a követ® vállalat legjobb válaszleképezését, ezért határozzuk meg el®ször ezt, az adott feltételek mellett,pro�tfüggvényét maximalizálva:
π2 = (1− q11 − q21 − c2)q21 + (1− q11 − q21 − q12 − q22 − c2)q22 (128)Melyb®l a legjobb válasz leképezések:

q21 =
1− q11 + q12 − c2

3
(129)

q22 =
1− q11 − 2q12 − c2

3
(130)Ezeket behelyettesítjük a vezet® pro�tfeltételébe, természetesen úgy hogy c2 helyett avárható értéke szerepel, majd ezt optimalizálva és rendezve megkapjuk a vezet® egyensúlyikibo
sátását:

q11 =
2− 3c1

4
q12 =

αcA + (1− α)cM

2
(131)Ezt visszahelyettesítve a fenti legjobb válaszokba, az informá
iós különbségeket szem el®tttartva, a követ® egyensúlyi outputját is megkapjuk:

q21 =
2 + 5αcA + 5(1− α)cM − 4c2

12
q22 =

2− αcA − (1− α)cM − 4c2

12Az árdiszkriminá
ió nélküli esethez viszonyítva látszik, hogy mind a követ®nek, mind avezet®nek növekedett az összkibo
sátása az árdiszkriminá
ió hatására, ezt azaszimmetrikus informá
iók sem befolyásolják.A szimmetrikus informá
iós esettel összehasonlítva megállapíthatjuk, hogy avezet® vállalat által az els® árszinten kibo
sátott mennyiség változatlan, ez nem meglep®,hiszen ez már abban az esetben sem függött c2-t®l. A vezet® által az ala
sonyabb áronkínált mennyiség 
sak annyiban változott, hogy c2/2 helyett, c2 várható értékének a fele akibo
sátás. A követ® által kibo
sátott mennyiségeknél, viszont már összetettebbenépülnek be a várható értékek, de továbbra is igaz, hogy a követ® több outputot bo
sát kia magasabb árkategóriában.Ezután határozzuk meg az árakat: 26



P1 =
6 + 9c1 + 4c2 − 5αcA − 5(1− α)cM

12
(132)

P2 =
4 + 9c1 + 8c2 − 10αcA − 10(1− α)cM

12
(133)Végezetül megállapíthatjuk, hogy az aszimmetrikus informá
iós modellek vizsgálatánálnem feltételenül szükséges, hogy a vállaltok versenytársuk költségének várhatóértékétéppen αcA + (1 − α)cM formában ismerjék. Ez a felírásmód modelljeinkben f®ként aszemléletességet szolgálta, de alapvet®en bármilyen eloszlással megadhatóak avállalatok informá
ió , mivel ebben a modellstruktúrában 
sak az a lényeges, hogy apia
on szerepl® másik vállalat költségének várható értékét ismerjék. További elemzésalapját szolgáltathatja egy olyan modell, amely nem 
sak a költségek várhatóértékét,hanem annak szórását is �gyelembe veszi, mint egyfajta ko
kázati tényez®t.
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5. ÖsszefoglalásDogozatomban az árdiszkriminá
iót vizsgáltam Sta
kelberg- és a Cournot versenyesetén. Röviden bemutattam az elméleti irodalmi hátteret, majd Hazeldine [2006℄, Kutlu[2009℄, és Mukherjee [2010℄ modelljeihez hasonló keretrendszerben modelleztem azokat azeseteket, amikor nem szimmetrikus a vállaltok költségei, és amikor nem teljesülnek ateljes informá
iós feltevések. Ezenfelül összehasonlítottam a különböz® modelleketkibo
sátott outputok, az egyensúlyi árak és a vállalati pro�tok szempontjából.A f®bb megállapításaim, hogy Cournot versenyben a K darab árkategória mellettaz egyes árkategóriában a két vállalat által összesen termelt mennyiség megegyezik akövetkez® magasabb árszinten egy vállalat által termelt mennyiséggel. Különböz®termelési költségek mellett a két vállalat egyforma mennyiséget termel az els® K-1árkategóriákban, az aszimmetrikus költségekb®l adódó különbség 
sak a legutolsó,legala
sonyabb árszinten jelenik meg. Ezenfelül, a kibo
sátással súlyozott átlagáraszimmetrikus költségek mellett sem függ az árdiszkriminá
ió mértékét®l, s®t megegyezikaz árdiszkriminá
ió nélküli esetben alkalmazott egységes árral.Sta
kelberg duopólium esetében aszimmetrikus költségek mellett a már mindkett®vállalat alkalmaz árdiszkriminá
iót, ellentétben Kutlu szimmertikus költségek mellettimodelljével, ahol a vezet® 
sak a legmagasabb rezervá
iós árral rendelkez® fogyasztókatszolgálja ki. Aszimmetrikus költségek mellett �gyelemre méltó, az is, hogy a vezet® amásodik árszinten saját költségét®l függetlenül mindig kibo
sát, az els® árkategóriábanpedig 
sak akkor, ha költsége, c1 < 2
3
.Aszimmetrikus informá
iók mellett is igaz marad, mind a Cournot, mind aSta
kelberg versenyben hogy a árdiszkriminá
ió hatására többet termelnek az egyesvállalatok. Ezekben a modellekben általában meg�gyelhetjük, hogy a szimmetrikusinformá
iós esethez képest, a vállalatok kibo
sátásuk meghatározásakor nagyobb súllyalveszik számításba a saját költségeiket, ez alól egyedül a Sta
kelberg vezet® a kivétel,akinek kibo
sátását érdemben nem befolyásolják az aszimmetrikus informá
iók.A következ® táblázat a Cournot- és a Sta
kelberg modell eredményeit mutatja berendszerezve, aszimmetrikus költségek mellett.
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Cournot modell Sta
kelberg modellÁrdiszkriminá
ió Árdiszkriminá
ióval Árdiszkriminá
ió Árdiszkriminá
ióvalnélkül nélkül
q11

q1 = 1−2c1+c2

3

q1 =
2−c1−c2

7 q1 = 1−2c1+c2

2

q11 = 2−3c1

4

q12 q12 = 1+3c2−4c1

7
q12 = c2

2

q21
q2 = 1−2c2+c1

3

q1 =
2−c1−c2

7 q2 = 1+2c1−3c2

4

q21 = 2+3c1−2c2

12

q22 q22 = 1+3c1−4c2

7
q22 = 2+3c1−8c2

12

P1 1+c1+c2

3

P1 =
3+2c1+2c2

7 P = 1+2c1+c2

4

P1 =
2+3c1+c2

6

P2 P2 =
1+3c1+3c2

7
P2 =

2+3c1+4c2

12

π1 (1−2c1+c2

3
)2 1−3c1+c2+3(c1)2+(c2)2−2c1c2

7
(1−2c1+c2)2

8

4−12c1+4c2−
24

−9(c1)2−4(c2)2−12c1c2

24

π2 (1−2c2+c1

3
)2 1−3c2+c1+3(c2)2+(c1)2−2c1c2

7
(1+2c1−3c2)2

16

4+12c1−20c2+
48

+9(c1)2+28(c2)2−30c1c2

48A témához kap
solódóan érdekes lehet egy olyan elemzés, amely a vizsgáltmodelleket fogyasztói többlet és társadalmi jólét szempontjából hasonlítja össze. Továbbikutatási lehet®ségként javaslom a Sta
kelberg duopólum árdiszkriminá
iójának általánoskiterjesztését K-darab árkategória esetére.
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