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1. fejezet

Bevezeto

A dolgozatunkban az arversenyen alapulé Bertrand-oligopol piacokon létrejovs
kartelleket kivanjuk elemezni. A hagyoményos nem kooperativ megkozelités soran
azt tapasztaljuk, hogy a kartell tagjai bar magasabb profitot tudnak elérni, mégis
érdemesebb szamukra nyilvanossagra hozni az illegélis tevékenység létét, abban a
reményben, hogy a kartell elarulasaval a hatosagok nem szankcionaljak az adott val-
lalatot. Ezen probléma okan bemutatjuk [Lardon| (2011a)) kutatéasait és eredményeit
a Bertrand-oligopol jatékok kooperativ TU-jatékokra vald kiterjesztésérsl, majd a
kapott modellekkel, példakon keresztiil kisérleteziink kiilonb6z8 tulajdonsagu pia-
cokon. A TU-jatékok tulajdonsagai és eszkozei, mint a konvexitis vagy a mag le-
hetGséget adnak arra, hogy megvizsgaljuk mikor érdemes a vallalatoknak belépni a
kartellbe és az mikor marad fenntarthat6. A modellekben Shubik-keresleti fiiggvényt
(Shubik| (1980)) hasznalunk, amely alkalmas termékdifferencialt piacok elemzésére.

A masodik fejezetben a TU-jatékokat, azok néhany tulajdonsagat és kiilonb6z6
kifizetéseket mutatunk be, amelyek sziikségesek a kapott eredmények elemzéséhez.

A harmadik fejezetben a Shubik-kereslettel ismerkediink meg és megmutatjuk
ezen keresleti fiiggvény mellett 1étrejové Nash-egyensilyt a Bertrand-oligop6liumokon.

A negyedik fejezetben bemutatjuk Lardon (2011a) és Lardon (2011b) pesszimis-
ta varakozasokon alapul6 modelljét, amely az |/Aumann| (1959) altal bevezetett a- és
[-karakteisztikaju fliggvények segitségével adja meg a TU-jatékban a kartell profit-
jat. A jatékrol belathato, hogy a mag nemiires, igy a piacon miikddé vallalatoknak
érdemes létrehoznia az Osszes vallalatokbol létrejové nagykoaliciot.

Az 6todik fejezetben Denecker és Davidson| (1985) normal formaja modelljét és
annak Lardon| (2011a), Lardon| (2010)), a parcialis megallapodasi egyenstly (Chander
és Tulkens| (1994)) segitségével torténs TU-jatékokra vald kiterjesztését mutatjuk
be és az igy kapott y-karakterisztikdju fiiggvényt hasonlitjuk Ossze a pesszimista

varakozasok modelljével példakon keresztiil.



Mivel az emlitett modellek nem veszik figyelembe a koaliciokon kiviili vallalatok
kiilénboz6 struktiraibol szarmazo externélidkat, igy a hatodik fejezetben kisérletet
tesziink a parcialis megallapodasi egyenstly melletti modell particios TU-jatékokra
valo kiterjesztésére. Huang és Sjostrom| (2006) és Koczy A. Laszlo| (2007) alapjan be-
mutatjuk a particiés TU-jatékok néhany tulajdonsagat és a rekurziv mag fogalmaét.
Megmutatjuk, hogy a particids fiiggvények segitségével pontosabb képet kaphatunk
a kartellek fenntarthatosagarol, viszont a modszer megneheziti a jaték tetszéleges
piacokra vald altalanos megadasat. Eredményiil kapjuk, hogy az elemzett négysze-
replGs piacokon a koalicidokra pozitiv externaliaként hat a kiils6 vallalatok durvabb

struktaraja.



2. fejezet
A TU-jatékok

Az v : 2V — R fiiggvény jelolje az atruhazhato hasznossagt kooperativ jatékokat,
amelyre v(()) = 0 és barmely S C N esetén v(S) a koalicié értéke és N a jatékosok

halmaza. A GV az N jatékoshalmazzal rendelkezd jatékok osztalya.

2.1. definicié. A ¢ : A = Ry fiigguényt az A C GV jdtékosztdlyon értelmezett

megoldasnak nevezziik, ahol = halmzértéki leképezést jelent.

2.2. definicio. A v € GV jdték
e superadditiv, ha minden S, T C N, SNT = ) koalicidra v(S)+v(T) < v(SUT),
e konvex, ha:

— minden S, T C N esetén, v(S) +v(T) <v(SUT)+v(SNT) vagy ezzel

ekvivalens maddon
— minden i € N, j € N, minden S € 2V\W} v(SUi) —v(S) < v(SU

{,5}) —v(SU{j}).
2.3. definicio. A C GV jdtékosztilyon értelmezett 1 pontértékd megoldds
o hatékony (PO), ha minden v € A esetén v(N) =Y,y Yi(v),

e NP (nullplayer property) tulajdonsdgi, ha minden i € N és minden S C N
esetén, ha v(SU1) —v(S) =0, akkor ¥;(v) =0,

e DP (Dummy player) tulajdonsdgi ha ¥;(v) = v({i}),

e ETP tulajdonsdgu, ha minden v € A jatékra és minden i,5 € N jdtékosra
igaz, hogy, ha i ~" j, akkor 1;(v) = ¢;(v),

e additiv, ha minden v,w C A, hogy v +w € A, Y(v+w) =Y(v) +VY(w),



e M (margindlis), ha minden S € N koalicidra, v,w € A, v(SUi)—v(S) =
w(SUi) —w(S), akkor ;(v) = ¢¥;(w),

o méltinyos, ha minden v,w € A jatékban, i,57 € N szimmetrikus jdtékosok,

akkor (v +w) — Yi(v) = Yj(v+w) —;(v),

o szimmetrikus, ha létezik olyan 11 permutdcio, hogy minden S € N koaliciora
w(S) =vI(S)), akkor minden i € N esetén 1;(w) = Yuw)(v).

2.4. definici6 (Kiegyensiilyozottsag). Az v € GV jdték kiegyensilyozott, ha

max Z Av(A) < u(N).
Y aep(vy raXa=1 )‘ERTN) A€EP(N)

2.5. definici6 (A mag, Gillies (1959)). 4 v € GV jdték magja:

Cv) = {x € RY | Zml >v(S), SCN és Zx, = U(N)} )
i€s ieN
A v € GV jaték magja, azokat a kifizetéseket tartalmazza, amelyek pontosan
a nagykoalicio értékét osztjak szét a jatékosk kozott, és minden koalicio kifizetése
legalabb akkora, mint amit barmely koalicioban szerezhetne, vagyis magbeli kifizetés

esetén a jatékosoknak nem érdemes kilépnie a nagykoaliciobol.

2.6. tétel (Bondareva-Shapley, Shapley| (1967)). A v € GV jdték kiegyensilyozott

pontosan akkor, ha v € GV jdték magja nem iires.

2.7. definici6 (Egyenls szétosztéas). Egy v € GV jdték egyenld szétosztdsa minden

1 € N esetén:
v(N)

N
2.8. definicié (Shapley-érték, [Shapley (1953)). Egy v € GN TU-jdték Shapley-

megolddsa minden 1 € N esetén:

Gi(v) = Y e(S)uil9),

SCN
ahol p's, (S) = IN]! ) .
) { 0 kilonben

A Shapley-érték az adott jatékosnak a nagykoalicibhoz valé hatarhozzajarulasa-

nak varhatéértékét méri.

2.9. tétel (Ichiishi | (1981)). Ha egy v € GV jdték konver, akkor ¢(v) € C(v).



3. fejezet

Bertrand-oligopoliumok
Shubik-kereslet mellett

A vesrenypolitikai elemzésekben két piactipust kiilonithetiink el, aszerint, hogy a
vallalatok a termékmennyiség vagy az arak szerint versengenek egymaéssal. Ha a val-
lalatok szimultdn mo6don hataroznak meg arakat a szituiciot Bertrand-versenynek,
kevesebb vallalat esetén Bertrand-oligopoliumnak nevezziik. Jelen tanulmanyunkban
ezeket a piacokat szeretnénk elemezni aszerint, hogy mikor érdemes a véllalatoknak
kartellt létrehozni. A hagyomanyosan hasznalt ¢; = a — bp; keresleti fiiggvények
mellett (ahol ¢; az i vallalat altal eladott mennyiség, p; az i vallalat altal meghata-
rozott ar és a a nulla ar melletti maximalisan eladhaté mennyiség) azonban ismert
tény, hogy a vallalatok azonos hatarkoltsége lesz az egyensulybeli ar, mig kiilénb6z6
koltségek esetén a kevésbé hatékony vallalatok kiszorulnak a piacrol. Ennek a prob-
lémanak az elkeriilése miatt érdemesebb hasznalni dgynevezett Shubik-keresletet
(Shubik| (1980)).

Legyen (N, (D;)ien, (¢i)ien) egy Bertrand-oligopolium, ahol

o N ={1,2,...,n} a vallalatok halmaza,
e D;: R} — R az ¢ vallalat terméke iranti kereslet,
e ¢; > 0 az ¢ vallalat hatarkoltsége.

Ekkor a vallalatok Shubik-keresleti fiiggvénye, minden ¢ € N véllalat esetén a

kovetkez§ alaku:

1
-Di ’ 7"'7TL:V_ . [ )
(P1,D2s -y Pn) pi—T (p - § pk)

keN

ahol p; a vallalat altal meghatéarozott ar, r a helyettesithetGségi paraméter (ha r tart

a nulldhoz, akkor monopol piac, ha r tart a végtelenhez, akkor tokéletes verseny jon
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létre) és V' a maximalis termékmennyiség, amelyet egy véllalat eladhat nulla ar és
helyettesithetdség, azaz monopolhelyzet mellett. Vagyis adott vallalat kereslete nem
csak a sajat aratol fligg, hanem a tobbiekétdl is, oly modon, hogy a keresletét csok-
kenti a sajat termékének az ara, illetve a termékek atlagos aratol valo eltérése, igy
egy termékdifferencialt piac jon létre. Az r paraméter névekedésével adott vallalat
terméke irdnti keresletet egyre inkdbb a véallalat altal megszabott arnak az atlag-
artol vett eltérése hatdrozza meg. Ez azt jelenti, hogy ha minden vallalat kdzosen
megndvelné az arakat, akkor mindannyian tobb terméket adhatnanak el ezen maga-
sabb 4r mellett, mint ha csak néhdnyan emelnének arat. Ez a jelenség szolgaltatja
az indokot, hogy Shubik-keresletet hasznaljunk a kartellek létrejottének elemzésé-
ben, ugyanis egy ilyen keresleti fliggvény mellett a vallalatoknak érdekében allhat
kooperativ modon 6sszefogva megnovelni az arakat.

Ebben a fejezetben azt az esetet vizsgéljuk meg, amikor a vallalatok még csak
szimultan modon, kooperacio nélkiil hatarozzak meg az araikat. Ekkor megadhatunk

egy Bertrand-oligopol szituaciot a kdvetkezd képen:

e tetszbleges i € N esetén az i jatékos stratégia halmaza X; = Ry = [0, 00), ahol

p; € X; a vallalat 4ltal meghatarozott ar,

e a stratégia-profilok halmaza Xy = [[.cv X,

ahol minden ¢ € N vallalatra, 7, : Xy — R az i vallalat profitfiiggvénye:

ﬂ-i(plﬂp% 7pn) = (pz - Ci) : Di(p1’p27 "'7p7l)7

azaz minden ¢ € N esetén

Wi(pl,pm -~-7Pn) = (pi - Ci) : (V —pi—T- <pi - % : ZPk)) .

kEN

A vallalatok ugy maximalizaljak a profitjukat, hogy a legjobb valaszt adjék a

e,

ha
(i, 7)) = mi(pispy), 1 €N, pi € Xiy pi € Xy -

A maximum feladat elsérendd feltétele:

(3 Uy
Op;

(p) =0, i=1,..n,

vagyis

n—1
2(n+ (n—1)r)p; — erj =nV+(n+n—1r), €N,
J



ami a kovetkezG egyenletrendszert adja:

20 —r ... -—r »1 nV + dcy

—r 20 ... —r Do nV 4+ dco
b(pup—z) - . . . . - . )

—r —r ... 20 Dn nV + dc,

ahol 6 = n + (n — 1)r. Az egyenletrendszer Wang és Zhao (2007) nyoméan a tor-

ténd megoldasaval a véllalatok altal meghatarozott arra a kovetkez6 eredményeket

kapjuk:
. nV-0o n(l+r)c+ (n+(n—1)r)
i = o ¥ (n—1)r + 2n+ (2n — 1)r ’ (3.1)
ahol ¢ = % 2": c;s
¢ = T ), 32)
@ = Ya="0 EZ:;;:) (v —e), (3.3)
o= m(Qf)Qa (3.4)

ahol ¢/ az egyensulyban az ¢ vallalat altal eladott termékmennyiség és Q)* a vallalatok

altal eladott Osszes termék. Vegyiik észre, hogy

e hac¢; > ¢, akkor p; > pj és mf < 77, azaz magasabb hatarkoltséggel magasabb
arat hataroznak meg a vallalatok. A Shubik-kereslet differencialt termékei mi-
att nem mindig szorulnak ki a kevésbé hatékony vallalatok a piacrél, mint a

hagyomanyos keresleti fiiggvények mellett.

e ha r > 7, akkor Q)7 > @)%, vagyis a piacon eladhaté Gsszes termékmennyiség
nem korlatos az r helyettesithetGség tekintetében, mivel annak névekedésével
a piacon eladhat6 teljes mennyiség is novekszik. Més szavakkal, nincs olyan
aggregalt kereslet, amelyet a vallalatoknak szét kell osztania, ahogyan azt egy
p = a — bq alaki inverz keresleti fiiggvénynél megszokhattunk. Ekkor ugyanis
a vallalatok (a —b- ),y ¢;)q; alaku profitfiiggvény mellett optimalizalnanak.

Ennek nagy jelentGsége lesz a késGbbiekben.

A kovetkez§ fejezetekben megengedjiik a vallalatoknak, hogy kartellt alakitsanak,

amelyek fenntarthatosagat elemezziik kooperativ TU-jatékokkal.



4. fejezet

Bertrand-oligopol TU-jatékok

pesszimista varakozasok mellett

A kooperativ jatékelmélet keretein beliil, gyakran hasznaljak az |Aumann| (1959)
altal bevezettet a-és [-karakterisztikaju fliggvényeket a koaliciok értékének meg-
hatarozasakor. A két fliiggvénytipus mindegyike azt jelenti, hogy a koalici6 tagjai
maximalizaljak a koaliciénak azt a minimalis értékét, amelyet a koalicion kiviili ja-
tékosok meghagynak. Bertrand-oligopol szituicioban ezt gy értelmezhetjiik, hogy
a koalicion kiviili vallalatok minimalizalni akarjak a koalicio profitjat, igy hogy ma-
guk is egy koalicidban tomoriilnek. Az eredeti koalicion kiviili, igynevezett devians
vallalatok hajlamosak ezt akar a sajat kadrukra megtenni, csak hogy biintessék a
koalicié megalakulasat. Erre az elsére meglep6 eredményre késébb adunk racionalis
magyarazatot.

A modellt Lardon (2011a)) szerint a kovetkezs képen irhatjuk fel. Legyen I'y, =
(N, (X;,m)en) € Gpo egy Bertrand-oligopol jaték Shubik-kereslet mellett és v, €
GV, vs € GV a hozza tarsitott TU-jatékok, ahol

e minden S C N koalici6 stratégia-profilja Xg = [],. ¢ Xi,

e minden S C N koalici6 profitfiiggvénye mg : Xg X Xn\g — Ry, ahol a koalicio

profitja a koalici6 tagjainak profitjanak Gsszegével egyenld:

7s(Ds, Pn\s) = Z 7;(ps, P\ s)
jes

=Y i—¢)- (V—(1+T)pj—%'2pk>-

jes

A Bertrand-oligopol TU-jatékokra, pesszimista varakozasok esetén definidlhatjuk az

a-és [B-tipusu fiiggvényeket minden S C N, S # () mellett:



Vo(S)= max min 7 , , 4.1
( ) Ps€Xs PN\sEXN\s s(ps pN\S) ( )

vg(S) = min  max mg(ps,Pn\s)- (4.2)

PN\sEXN\s PsEXs

Az a-és [-tipusu fliggvények a véllalatok pesszimista varakozasat mutatja be,
mivel nem feltételezi, hogy a koalicion kiviili vallalatok a nekik legjobb valaszt adjak
a koalicié lépésére. Ilyen modon a [-fiiggvény azt jelenti, hogy a koalicié tagjai
maximalizaljdk a profitjukat a sajat aruk meghatarozasaval, a koalicion kiviiliek
aranak fiiggvényében, amelyet a koalicion kiviiliek minimalizdlnak. Lathato, hogy a
kooperativ jatékbeli elemzés miatt az n-szereplGs problémat visszavezethetjiik két
jatékos esetére.

A maximum és minimum feladatokat (Lardon| (2011a) 124-126. oldal) és (Lardon
(2011b) 4-7. oldal) szerint megoldva a kovetkezs két esetet kapjuk:

4.1. tétel. Ha nV < (n+r(n —s))cs, ahol cs =3, g2, akkor minden i € S-re

¢ Cs+¢ . n(_ (n—s)
D, = 9 s Z}%—;(Cs(l‘i‘TT)—V),

JEN\S

vs(8) = 11”(2@»2—5-(6@2)zljr-ch—as)?. (43)

jes jes
Ha nV > (n+r(n — s))cs, akkor minden i € S-re

1 nV Cs + ¢;
_SZ— —_— >S ! _':O
7 2(71“(”_8)%)_ S

JEN\S

s(S) = s(nV — (n+r(n —s))cs) +1+T'Z(Cj_55)2

dn(n+r(n —s)) =

v r S i, s(nV)?
:—52@—@<Zci> Ty Zci+4n(n—|—r(n—8))' (4.4)

ies i€s ies
Bizonyitds. Legyen N C S és legyen bg : Xyg — Xg az S koalicio legjobbvélasz-

leképezése:

Ts(bs(Pn\$): PA\s) = Ts(Ds, Pa\s)s  Pn\s € Xws, s € X,

amibdl kovetkezik, hogy

S) = 1 b .
vp(S) pN\gfél)f(lN\SWs( (Pnv\s)PN\s)

9



Az S koalici6 profit maximum feladata minden py\ g € Xy g mellett:

max 7(ps, ,
nax (ps,pm\s)

azaz a maximalizicid els6rendd feltétele

or S
Ip;

(p&pzv\s) =0, PN\s € XN\S, 1€8.
Ekkor az egyedi bs(pn\s) legjobbvalasz-leképezések

nV + 7aneN\Spj [
2(n+r(n—s)) 2’

A bs(pwns) € Xg legjobbvalasz-leképezést felhasznalva a IV'\ S komplementer koalicio

bs(pv\s) = Pn\s € Xwg, @ €S, (4.5)

minimum feladata:

min  7wg(b , )
P s(bs(pn\s), s

A minimum feladat elsérendd feltétele, hogy

87r5

a_<b5(pN\S)va\S) =0, jeN\S,
Pj

amely feltételbdl a kovetkezd egyenldséget kapjuk:

n(_ n—s
Z p]:; (Cs (1+7’(n—)) —V> .
JEN\S

Mivel minden 7 € N, X; € R, igy minden pys € X\ s igaz, hogy

jgv%sp-j ~ max {0,; (55 (1+r<n;s>> _V>}.

A kapott eredményt behelyettesitve az el6zGekbe, lathato, hogy:

C ;1 V .
ﬁi:bi(p]\f\s):max{cs;_c7§( - )+C’L>}7 ZES

n+r(n—s

A jatékot variancia jatéknak is szokés nevezni, mivel a koalici6 értéke egyen-
16 a koalicion beliili vallalatok hatarkoltségének variancidjanak konstansszorosaval.
Ekkor lathato, hogy a koalicio értéke, vagyis a vallalatok Gsszprofitja akkor a legma-
gasabb, ha a legkevésbé hatékony és a leghatékonyabb vallalatok tarsulnak. Ennek
magyarazatat az példaban adjuk.

A két fiiggvénytipus feltételei a piacok a hatarkoltségekhez viszonyitott méretét
mutatjak. A nagykoalici6 esetében példaul nV < ¢g alakra egyszertistdik a feltétel.
Lathato, hogy a esetben a koalici6 tagjai magasabb arat hatarozhatnak meg,

10



mint azt a jatékban tehetnék, ha teljesiil anV > (n+4r(n—s))cs feltétel, viszont
ez nem jelenti azt, hogy a variancia jatékban mindig kisebb a koalicié tagjainak az
ara és profitja. Ezt mutatja az példa is.

A fiiggvény szétbonthato négy kiilonbozos jatékra, amelyet késébb felhasz-
nalunk a Shapley-érték megadasara.

A Bertrand-oligopol TU-jatékok elénye S-tipusu fiiggvények mellett, hogy a val-
lalatok az ar meghatarozasanal nem sziikséges, hogy ismerjék a koalicion kiviili cé-
gek hatarkoltségét. Emiatt mondjuk ezt a megkozelités pesszimista varakozasoknak,
mert a koalici6 tagjai azt a legkedvez&tlenebb esetet tekintik, hogy a tobbiek nagyon
hatékonyak, vagyis nulla hatdrkoltség mellett termelnek. Ezzel szemben mégsem a
trivialis megoldast kaptuk, hogy a kiils6 vallalatok mindig nulla arat hataroznak
meg, ahogyan az lathato a esetben.

ATy = (N, (X;,T)en) € Gpo jatékra Lardon| (2011a) belatta a kovetkezs téte-
leket:

4.2. tétel. Legyen I'y, = (N, (X;,m)en) € Goo egy Bertrand-oligopol szitudcio és
legyenek v, € G3, ésvg € ng a hozzd tdrsitott Bertrand-oligopol TU-jdatékok. Ekkor

a minimaz és mazimin jatékokban minden S € 2N \ {0} koalicidra igaz, hogy:
va(S) = vs(5).

4.3. tétel. Legyen vg € gf;o olyan Bertrand-oligopol TU-jdték, amely minden S C N
koalicio esetén szerint adott , ahol N > 2. Ekkor vg akkor és csak akkor konvez,

ha a vdllalatok azonos hatdrkoltséggel rendelkeznek.

4.4. tétel. Egy vg € ggo Bertrand-oligopol TU-jdaték, amely minden S C N koalicio
esetén vagy alakban adott, teljesen kiegyensilyozott.

4.5. tétel. Egy vg € ggo Bertrand-oligopol TU-jdaték, amely minden S C N koalicio
esetén alakban adott, konver.

A tétel szerint, a variancia jatékok csak akkor konvexek, ha a véllalatok
hatarkoltsége azonos, ami az ilyen jatékok esetében azt jelenti, hogy minden S C N
koalicio profitja nulla. A és a tételek szerint minden vg € ng pesszimista
varakozasok mellett adott Bertrand-oligopol TU-jaték magja nemiires, vagyis min-
dig taldlhatunk olyan kifizetést, amely mellett a valallatoknak érdemes létrehozni a
nagykoaliciot.

Mivel a minden S C N esetén 1) alakban adott vz € ng Bertrand-oligopol
TU-jaték konvex, igy a Shapley-értéke mindig magbeli, igy igaz a kovetkezo tétel:
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4.6. tétel. Legyen egy vg € ng Bertrand-oligopol jdaték, amely minden S C N
koaliciora szerint adott. Ekkor minden © € N esetén igaz, hogy:

V—c)? r _
¢i(vg) = Vool —ci(ci —en). (4.6)
4 4
Bizonyitds. (Lardon| (2011a) 138.0ldal). Egy vz € Gh minden S C N esetén 1)

alakban adott Bertrand-oligopol TU-jaték feloszthato négy kiilonallo jatékra az alab-

bi modon:
2
Vv r 1+7r 9 s(nV)?
Uﬁ(S) = ——Zci—— (ZQ) -+ Zci—i—
2453 n \is L dn(n+r(n—s))
v r 1+7r V2
= —501(5’) — EUQ(S) + 4 U3(S) + mU4(S)

Mivel az additiv TU-jatékok Shapley-értéke megegyezik a szingleton koaliciok érté-
kével, igy

¢i(vl) = Gy, ¢i(v3) = C?v Z € N
Masrészt a szimmetria és hatékonysag tulajdonsig miatt, a szimmetrikus TU-jatékok

Shapley-értéke azonos az egyenld elosztas megoldassal, igy

¢i(U4)—@—l+r, 1€ N.

Méar csak a v € GV TU-jaték Shapley-értékét kell meghatarozni. Legyen minden
S € 2N\ {0} koalicio mérete s < n — 1 és legyen

Ekkor tetszéleges © € N esetén

oi(v) = Z Pn(S) (c? + 2@2@)

Se2N\{i} jes
2
= ¢ +2¢ g pn(s)g ¢
Se2N\{i} jES

= 42 Z cj Z Pn(s)

JEN\{i}  Se2N\{i};jecs

_ 2

= ¢ t+¢ E Cj
JEN\{i}

= ¢gncy.

A Shapley-érték linearitdsa miatt minden ¢ € N esetén

bi(vs) = -V r _+1+T2+V2
i(vg) = 5 G 4nnchN 1 c; 1
V — i2
= % + gCi(Ci — EN).
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A tétel szerint tehat az emlitett jatékok Shapley-értékére adhaté zéart forma,
amely jelentGsen gyorsitja a kifizetések kiszamitasat, kiilondsen, ha sok véllalat mt-

kédik a piacon.

4.1. Példak Bertrand-oligopd6liumokra pesszimista va-

rakozasok mellett

4.7. példa. A piacon V = 30 interceptor és r = 3 helyettesithetfségi paraméter
mellett miikddjon harom vallalat ¢; = 5, ¢y = 6 és c3 = 7 hatarkoltségekkel. Ekkor a

koaliciok értéke a kovetkezs lesz:

vs(I) = 18,75 =
U@(i) = 12 *
vs(3) = 6,75 =«
vs(12) = 90,75 x
Uﬂ(ﬁ) = 83 *
v5(23) 72,75 *

ve(123) = 434«

A Shapley-megoldéas értéke pedig: ¢y = 152,5, ¢ = 144, ¢35 = 137,5, amelyet
szamolhattunk a képlettel. A *-gal jelolt koaliciok esetében a , kiilonben
fiiggvényt hasznaljuk. A tétel szerint ez a jaték konvex és igy a Shapley-
érték magbeli, vagyis a kartell 1étrejon a piacon és ezen megoldas szerint fenn is

marad.

4.8. példa. Az arversenyes Bertrand-oligopol piacon miikddjon négy vallalat, ame-
lyeknek legyen a hatarkoltsége rendre 9, 10, 11 és 16. A nulla ar és helyettesithet&ség
mellett legnagyobb eladhaté mennyiséget mérG interceptor V' = 30 és a helyettesit-

het6ségi paraméter r = 3. Ekkor a kovetkez6 koalicio értékeket kapjuk:

o) = 0,04 =
v(2) 0

v(3) 0

v(4) 0
v(12) 8,31 x
v(13) 7 *
v(14) 50
v(23) 3,31 x
v(24) 40, 5
v(34) = 32
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o(M23) = 68,96 =
o(124) = 86,96 #
v(134) = 78,53
v(234) 67,71 x

v(1234) = 377,81 =

A *-gal jelolt koaliciok esetén (£.4)), mig a t6bbinél fiiggvényt haszniltuk. En-
nek a jatéknak a Shapley-megoldasa a négy jatékosra ¢1(vg) = 96,2, ¢a(vg) =
90,38, ¢3(vs) = 85,93 és ¢4(vs) = 105,3. Lathato, hogy ez a jaték nem konvex,
mivel v(14) —v(4) = 50 > v(134) —v(34) = 78,53 —32 = 46, 53 vagyis az els6 jatékos
nagyobb koaliciohoz csatlakozva kisebb mértékben noveli a koalicio kifizetését, mint
egy kisebb koaliciohoz, azaz a negyedik jatékoshoz valo csatlakozas esetén. Erdekes
jelenség, hogy ebben a jatékban a nagykoalicod értéke kell6en magas ahhoz, hogy a
Shapley-megoldas értéke magbeli legyen, még a jaték nemkonvex volta mellett is.
Az eredménybdl arra kovetkeztethetnénk, hogy a pesszimista varakozasok mellett
ez mindig teljesiil, ha jaték a és fiiggvények kombinacidival adhaté meg.

Ennek az allitdsnak a valotlansidgat a kovetkezd példa illusztralja.

4.9. példa. Az el6z6 példaban szerepld vallalatok most rendelkezzenek a ¢; = 25, ¢ =

35, c3 = 28, és ¢y = 23. Ehhez a jatékhoz a kévetkezd koalicié értékek tartoznak:

v(l) = 0
v(2) 0
v(3) 0
v(4) 0
v(12) 50
v(13) 4,5
v(14) 2
v(23) 24,5
v(24) 72
v(3d) = 12,5
v(123) 52,67
v(120) = 82,67
o(130) = 12,67
v(@3E) = 72,67
v(1231) = 87,81 =

Ez a jaték szintén nem konvex, bar a nagykoalicié értékét nem a variancia jaték
fiiggvényével szamoltuk. A Shapley-megoldas értéke ¢y = 11,74, ¢o = 46,74, ¢3 =
5,91 és ¢4 = 23,41, amely itt mar nem lesz magbeli, mert példaul v(24) = 72 >
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02 + ¢4 = 70,16. Ezek szerint nem mondhat6 el, hogy a pesszimista varakozasok
mellett mindig olyan magas a nagykoalicié értéke, hogy a kartell fennmarad, ha a

vallalatok a Shapley-megoldas szerint osztozkodnak.
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5. fejezet

A ~-karakterisztikaja figgvény és a
Nash-egyenstily melletti megoldas

Az el6z6 modellnél lathato, hogy a koalicion kiviili vallalatok azaltal, hogy mi-
nimalizalni akarjak a koalicion beliili vallalatok profitjat, sajat maguknak okoznak
kérokat, mint példaul a (4.3|) variancia jaték esetében a nulla araknal. Emiatt Chan-
der és Tulkens| (1994)) szerint nem raciondlis feltételezni, hogy a kiils6 jatékosok ilyen
modon cselekszenek. Az altaluk bevezetett y-karakterisztikaju fliggvénnyel adott ja-
tékban a koalicion kiviili jatékosok szingleton koaliciokat alkotva a szamukra egyé-
nileg legjobb stratégiat valasztjik és az igy kialakuld egyensilyt hivjuk parcialis
megallapodési egyensilynak.

Legyen egy Bertrand-oligopol jaték normal formaja (N, (X;, 7;)ien) € Gpo €S egy
S C N koalicio, ahol a (p§, pn\s) € Xs X X\ g stratégia profil megadja a parcialis

megéllapodéasi egyensilyt S koalicién, amennyiben

7s(Ps, Pn\s) = Ts(ps,Dws), DPs € Xs,

és
7;i(ps, Pv\s) 2> (D, Pnsugy» i), 1€ N\ S, pj € X

A parcialis megallapodasi egyenstly ezek szerint, az oligopol piacon olyan arvektort
jelent, ami mellett a kartell és a kiilsg vallalatok egyéni profitja nem lehet kisebb,
mint ettél egyénileg eltérve barmely mas ar mellett, azaz a koalicid tagjai a leg-
jobb valaszt adjak a koalicion kiviili vallalatok stratégidira, mig a koalicion kiviili
vallalatok szintigy a legjobb vélaszt adjak a koalicié stratégidjara.

A modellt felirhatjuk [Denecker és Davidson (1985)) tanulmanya alapjan. Legyen
N = {1,2,...,n} a vallalatok halmaza és Py = {S1,..., Sk}, k € N particié a koali-
ciok struktiraja, ami a modellben a véllalatok halmazanak egy legalabb egy elemti

kartellre és a szingleton koaliciokra valo szétosztasat jelenti. A particiok halma-
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za N jatékos esetén legyen II(N). Egy Py € II(N) felosztas finomabb, mint egy
Py € II(N), azaz Py < P}, ha minden S koalicibhoz Pj-ben létezik T koalicio
Pn-ben, hogy S C T, vagyis ha P}, néhany koalicidjat 6sszevonva Py-t kapjuk.

A (Py,(Xi,m)iepy) € Gno Bertrand-opigopol szituaciohoz tarsitott v, € GV
Bertrad-oligopol jatékot megadhatjuk minden S € N koalicihoz oly modon, hogy:

o v, (5) = ms(ps, Pn\s), ahol (p§, Pws) € Xg x Xng parcidlis megéllapodasi
egyensily.

e Py ={51,...,Si} a koaliciok halmaza,

e minden S € Py koaliciora a stratégia halmaz Xg =[], ¢ Xi,

e minden S € Py koaliciéra a koalicié profitfiiggvénye mg : HSGPN Xs — R,
7T5(19S7IDN\S) = Zieg Wi(psva\s)-

e minden ¢ € N vallalatnak legyen ¢; = ¢ azonos hatarkdltsége.

A Bertrand-oligopol szituécio parcidlis megallapodasi egyensilyarol Denecker és Da-

vidson| (1985) eredményei alapjan a kovetkezé mondhato el.

5.1. tétel (Denecker és Davidson| (1985)). Legyen adott egy (Pn, (Xs, Ts)sepy) €
Gpo Bertrand-oligopol jaték. Ekkor

o létezik p* € oV (Py, (Xs,Ts)sepy) eqyetlen Nash-egyensily, hogy
minden S € Py, létezik p*® € R Vi€ S, pf =p**,

azaz minden koaliciora létezik eqyensuly: dr, amely a koalicio minden vdllala-

tdra ugyan az.

o minden S € Py, T € Py :s <t, p° <pT és has<t, p° < pT, vagyis

nagyobb koalicio magasabb drat hatdroz meg.

o Ha Py <I'Py ésp* a P}, valamint p** a Py particio mellett létrejové Nash-

ok
1 7

egyensuly, akkor minden i € N mellett pf < pf*, azaz ha az adott Bertrand-

oligopol piac koncentrdltabb, akkor magasabb drat hatdroznak meg a vdllalatok.
Megoldva a maximum feladatot, a parcidlis megallapodasi egyensily S € Py

koalici6 és (p§, Pn\s) € Xg X Xy g esetén a kovetkezd:

b = (V—-—c)@2n(l+4+r)—r)n
Co2@2n+r(n+s—1)(n+r(n—s)) —r2s((n—s)

+c, €S, (5.1)
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(V—c)2n(l+4+r)—rs)n
2@2n+r(n+s—1)(n+r(n—s)) —r*s((n—s)

pb; =

+ec, jENN\S, (5.2)

* * n—3s), _ *
0 (8) = 1,6 =0 = 0 (Vo B ) ey
A kapott eredményekbdl lathato, hogy:

e Mivel a vallalatok azonos hatarkoltsége mellett a koalicié tagjai ugyanazt a
p*S, a kiils6 szingleton koaliciok pedig ugyanazt a p™\% arat hatarozzak meg,

igy a koalici6 értéke csak annak méretétdl fligg, az Gsszetételétsl azonban nem.

e Minden S € N koaliciéra igaz, hogy p*® > p°, vagyis a koalici6 tagjai maga-

sabb 4rakat hatdroznak meg.

e Minden S € N koaliciéra és minden T' € N koaliciéra igaz, hogy ha S C T,
akkor p° < pT, azaz ha a véllalatok nagyobb koaliciot hoznak létre, akkor a
kiils6 vallalatok magasabb arat hataroznak meg. A jelenséget bévebben és a

kiilsG vallalatok profitjara valo hatésat a [0l fejezetben mutatjuk be.

A (N, (X;,m)ien) € Gpo Bertrand-oligopol jatékhoz tarsitott v, € G TU-jatékra
Lardon| (2011a) és |Lardon| (2010) bebizonyitotta a kiovetkezé tételeket.

5.2. tétel. Legyen v, € GV ésvg € GV Bertrand-ologopol TU-jdték. Ekkor
C(v,) € C(vg).

5.3. tétel. Minden v, € G5, Bertrand-oligopol TU-jdtékra igaz, hogy
ED(vy) € C(vy).

Ezek szerint minden v, € G5 Bertrand-oligopol TU-jatékra talalhaté magbeli
kifizetés, igy mindig érdemes lesz a vallalatoknak 1étrehoznia a nagykoaliciot, vagyis
kartell alakul a piacon. Mivel a vg Bertrand-oligopol TU-jaték magja tartalmazza
a vy, TU-jatékokét, igy pesszimista varakozasok mellett a vallalatok nagyobb teret
nyerhetnek, hogy magbeli kifizetést taldljanak, ami ndveli annak az esélyét, hogy
olyan kifizetésben egyezzenek meg, amely mellett a nagykoaliciot érdemes létrehoz-
niuk. Ez akkor valna igazan jelentGssé, ha a megallapodés megkdtésének és a nyereség

szétosztasanak lennének tranzakcios koltségei.

18



5.1. A (3-és v-fiiggvények mellett 1étrejové Bertrand-

oligopol TU-jatékok Osszehasonlitasa

A kovetkezd példaban lathato, hogy a pesszimista varakozasok mellett a koaliciok
értéke mindig kisebb, mint racionalis varakozasok esetén, a nagykoalicio értéke vi-
szont ugyan annyi, hiszen nem marad a kartellen kiviil vallalat, amely barmi médon

csokkentené a bennlévék profitjat.

5.4. példa. Tekintsiink egy olyan piacot, ahol V' = 30 és négy vallalat mtkodik
azonos 10 hatarkoltség mellett. A helyettesithetGségi paraméter legyen 1,3, 6, 10, és
100. Mivel a vallalatok azonosak, igy csak a négy kiilonb6zé taglétszamu koalicio
koziil mindig egyet tiintetiink fel, hiszen az értéke csak a létszamtol fiigg és nem
attol, hogy kik alkotjak.

r=1 r=3 r=6 r=10 r =100

s=1]vg(5) = 22,32 0 0 0 0

v, (5) 92,56 71,97 52,07 37,67 5,12
s=2vg(S)= 75" 5 0 0 0

v, (S) = 186,98 149,7 111,38 82,21 11,69
s =3 |vg(9) 183,75* 66,96* 7,5* 0 0

v, () 287, 7 248,81 201,34 158,9 26,89
s =4]vg(9) 400* 400* 400* 400* 4007

v, (S) = 400 400 400 400 400

A példéban az el6bb emlitettek mellet az is lathato, hogy a helyettesithetéségi para-
méter névekedésével mind pesszimista, mind racionalis varakozasok mellet cstkken
a vallalatok profitja, kivéve a nagykoaliciot. Ahogyan korabban is a *-gal jelolt ko-
aliciok esetében nem a képletet hasznaltuk. Masrészt pesszimista varakozasok
esetén a (4.3)) és fliggvények hasznalatat befolyasolja az r helyettesithet&ségi
paraméter, mivel nV és (n + r(n — s))és viszonya hatarozza meg a valasztast. Az
utobbi értéke névekvd r-ben, igy kell6en magas helyettesithetGség esetén a nagyko-
alicion kiviil, mindig a szerinti varianciajaték jon létre, ahol a koaliciok értéke
nulla azonos hatarkoltség mellett. A nagykoalicié esetén s = 0, vagyis a fenti Gssze-
fiiggés nV > ncg vagy nV = ncg vagy nV = ncg alakra egyszertisodik, ami fiiggetlen
r-t6l. Ha a [ karakterisztikaju fiiggvény esetén a vallalatok kiilonb6z6 hatarkoltség

mellett dolgoznak, akkor meglepd eredményt kapunk.

5.5. példa. Az el6z6 piacon a vallalatok hatarkoltsége legyen ¢; = 9, ¢ = 10, ¢3 =
11, ¢4 = 16, ahogyan a [1.8] példaban is szerepelt, és nézziik meg a profit alakulasat

a helyettesithet&ségi paraméter fiiggvényében. Ahogy a mar lattuk r paraméter no-
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r=1 r= r=6 r=10 r=100 r = 1000

ve(1) = 29,01* 0,04* 0 0 0 0

vs(2) = 22,32 0 0 0 0 0

vs(3) = 16,51* 0 0 0 0 0

vs(4) = 0,57 0 0 0 0 0
vp(12) = 82,94*  8,31* 0,88 1,38 12,63 125,13
vs(13) = T76* e 3,5 5,5 50,5 500, 5
vp(14) =  54,44* 24,5 42,88 67,38 618,63 6131,13
vp(23) = 67,94* 3,31 0,88 1,38 12,63 125,13
vp(24) = 45,75 18 31,5 49,5  454,5  4504,5
vp(34) = 37,94* 12,5 21,88 34,38 315,63 3128,13
vp(123) = 184,75* 68,96* 11* 9,5 50,5 500, 5
vp(124) = 156,94* 68,03* 50,38* 78,83 723,83 7173,83
vp(134) = 148* 60,71* 45,5 71,5  656,5  6506,5
vp(234) = 137,94* 51,03 36,17 56,83 521,83 5171,83
vp(1234) = 356,75 371,25* 393 422 1074,4 7599, 50

vekedésével egyre t6bb koalicio esetén kell a (4.3]) variancia jatékot hasznaluk. Amig
a fiiggvényt hasznaljuk, természetesen csokken a koaliciok profitja a nagykoa-
licion kiviil, a helyettesithet6ség novekedésével. Ez varhato eredmény, hiszen, ha a
termékeket egyre jobban lehet helyettesiteni a kartellen kiviili vallalatok kisebb ara-
ik révén elcsabitjak a vevéket. A nagykoalicio és a variancia jaték altal adott
koaliciok esetében azonban mar profitnévekedés tapasztalhato, ugyanazon folyamat
mellett. Ezek szerint az el6z8 esettel ellentétben itt ndvelhetd a koaliciok értéke ma-
gasabb helyettesithetGség mellett, ami elsére talan szokatlannak tiinhet mivel csak a
vallalatok hatarkoltsége volt kiilonbozé azonos modell mellett. A magyarazat ebben
az esetben a kovetkez: A termékek alacsony helyettesithetGsége mellett miikodik
egy magas hatarkoltségd és egy alacsonyabb hatarkoltségti vallalat. Ha kartellt ala-
kitanak, még mindig nem érvényesithetik annak el6nyeit, mivel csak kis mértékben
befolyasolhatjak egymés piacat. Ha a termékek jol helyettesithetsk, akkor olyan arat
alakithatnak ki, hogy a hatékonyabb vallalat nagyobb mértékben vonja el a mésik
véallalat piacat, ezaltal nagyobb profitot szerezve. A kevésbé hatékony véllalatnak
igy csokken a profitja, viszont a hatékony vallat profitnévekménye kompenzalja ezt,

vagyis Osszesen magasabb nyereségre tehetnek szert.
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6. fejezet
Particios jatékok

A [-és ~v-karakterisztikajua fiiggvények mellett lathattuk, hogy egy adott koalicid
mekkora profitra tehet szert. A kooperativ elemzés azt mutatta meg, hogy egy adott
koalicié értéke hogyan valtozik, ha néhany jatékos kilép bel6le, vagy ha csatlakozik
hozz4. Mig a pesszimista varakozasok mellett azt feltételeztiik, hogy a koalicion kivii-
li vallalatok is létrehoznak egy koaliciot, igy kozosen lépnek fel a kartell ellen, addig a
parcialis megéllapodasi egyenstly esetében a kiilsg véllalatok szingleton koalicidokat
hoztak létre. A pesszimista varakozasok intuicidja indokolja ezt a feltételezést, azon-
ban parcialis megallapodési egyenstly mellett elképzelhetd lenne, hogy a koalicion
kiviili vallalatok kiilonbo6z§ struktardkat hoznak létre, vagyis lehet, hogy egy résziik
szintén koaliciot alakit. Az adott koaliciéra nézve tehat egy externéliaként hat, hogy
a maradék vallalat milyen struktardkat vagy particiokat hoz létre. Szintén varhato
lenne, hogy az ilyen esetekben, kiilonb6z6 koltségek mellett valamely vallaltoknak
nem érné meg belépni a koalicioba. Ezekre a kérdésekre keressiik a valaszokat ebben
a fejezetben, a particios TU-jatékokat bevezetve.

A particios TU-jatékokat Koczy A. Laszlo| (2007), valamint [Huang és Sjostrom
(2006) alapjan mutathatjuk be. A particios TU-jatékoknal legyen N a jatékosok
halmaza és legyenek a koaliciok az N részhalmazai. Ekkor II(S) az S koalicié par-
ticibinak halmaza, amelynek egy elemét jelolje Ps. A Pg particié szétbontja S-t
a jatékosok diszjunkt halmazaira. A particios fliggvény melletti TU-jatékot jelolje
(N, P), ahol P : 11 x 2V — R particios fiiggvény, amely megadja a koalici6 értékét a
maradék jatékos adott particioja esetén. Jeldlje Py az Osszes jatékos egy tetszoleges
particiojat. Ekkor P(S|Py) az S koalicio értéke, ha a jatékosok Py szerint parti-
cionéljak magukat. Lathato, hogy ilyenkor az S koalicié értéke fiigg attol, hogy a
maradék N \ S jatékos milyen koaliciot vagy particiokat hoz létre. Mivel a mara-
dék N\ S jatékos egy particioja P g, igy az el6zét jelolhetjiik a P(S|(S,Pas))
alakban. Legyen x = (21, xs, ..., x,) egy hatékony kifizetésvektor, ha minden S C N
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koaliciora x(S) = >
szét. Az v € RY kifizetés elfogadhat6 a Py particioban, ha minden S € Py koalici-

ies Ti, vagyis a koalicio tagjai csak a koalicio értékét oszthatjak
ora x(S) = P(S|(S,Pms)). Az (x, Py) imputacio-particié part a jaték kimenetének
nevezziik.

Most definfalhatjuk a parcialis TU-jatékok rekurziv magjat [Huang és Sjostrom
(2006)) szerint.

6.1. definicié. Legyen S C N egy koalicio és a maradék jdatékosoknak Pn\s parti-
cidja. Ekkor a rekurziv mag az S koaliciora, RC(S|(S, Pns)) a kévetkezd. Az egy
elemi koaliciokra RC({i}|({i}, Pny) legyen az elfogadhato kifizetések halmaza a
({1}, Paqiy) particion. Tegyiik fel, hogy a rekurziv mag definialt minden s — 1 elemd
koaliciora és a maradék jatékosok minden particiojdra. Az S, s elemi koalicio és

Pns esetén minden T'C S részkoaliciora legyen

P(S|(S,Pms)), haT = S

VITI(S, Prvys) = { min{z(T) : « € RC(S\T|(S\T,T,Pms))}, haT #S

Ekkor az v € RC(S|(S,Pn\s), azaz egy x kifizetés rekurziv magbeli az S koalicio-
ra nézve, ha S koalicionak létezik olyan Ps particidja, hogy x elfogadhato kifizetés
a (Ps,Pn\s) particion és x(T) > V(T|(S, Pws) minden T C S koaliciora, ami

teljesiti a definiciot.

A rekurziv mag, vagyis az r-mag intuitivan ugy mutathat6é be, hogy egy adott
S koaliciora az x kifizetés akkor r-magbeli, ha az S koalici6 tagjai particionalhatjak
magukat gy, hogy az x kifizetés elfogadhaté6 minden létrejévs koalaicio részérdl és
minden lehetséges koalicid legaldbb annyit kap, mint az adott koalici6 minimalis
értéke amit szerezhetne, a tobbi jatékostol fiiggden, ha szétvalnak, agy, hogy a devi-
ans jatékosoknak még mindig van r-magbeli kifizetés a sajat koaliciojukon. Meg kell
jegyezni, hogy ellentétben a hagyoméanyos TU-jatékok magjaval, itt nem csak a nagy-
koalicio esetén értelmezhetiink magbeli kifizetést, hanem egy koaliciéra és maradék
jatékosok particioira. Masrészt az r-mag nem olyan kifizetéseket tartalmaz, amelyek
mellett nem esik szét a koalicid, hanem olyanokat, amelyek mellett a koalici6 tagjai
ugy particionaljak magukat, hogy a kifizetés elfogadhato legyen.

Lathato, hogy ez a tulajdonsag kiilénosen kedvezivé teszi a particios fliggvénye-
ket a kartellek leirdsdhoz, mivel nem csak a nagykoalicié stabilitasat elemezhet;jiik,
hanem taladlhatunk egyensulyi particidkat is, valamint azokon értelmezett kifizeté-
seket, vagyis egyensulyi kimeneteket. Ez a sokrétiiség okozza azonban a modell ne-
hezebb kezelhetGségét is, ahogyan azt majd a példakban is lathatjuk. A vallalatok

szamanak ndvekedésével ugyanis egyre tobbféle particio alakulhat ki, amelyekben a
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koaliciok altal meghatarozott arra és igy a vallalatok profitjara egyre nehezebb zart
forméat adni.

Tekintsiink egy hat szereplds piacot, ahol az {12} koalicié az eddigi ({12}, {3}, {4},
{5}, {6}) particion kiviil létrejohet példaul a ({12}, {34}, {5}, {6}), ({12}, {34}, {56}),
({12}, {345}, {6}) particié mellett is, ahol a Nash-egyensily szerint meghatarozott
arak kiszamitasa kiilonboz6, attol fiiggden, hogy az {12} koalicion kiviil a tobbi
vallalat milyen struktiaraja particiot alkot. Masik probléma, hogy a particios fiigg-
vények melletti jatékokra még csak kevés és nehezen kezelhet§ kifizetésfajta létezik,
igy inkdbb csak egy adott koalicid értékének szétosztasardl donthetjiik el, hogy a
létrejott kimenet r-magheli-e és ezaltal fentarthato-e.

Ahogyan azt emlitettiik a rekurziv mag értelmezheté a nagykoalicié esetén is.
Ekkor jeloljiik minden 7" C N részkoalicio értékét V(T')-vel V(T|N) helyett és az
r-magot RC(N)-nel RC(N|N) helyett. Az x kifizetés r-magbeli a nagykoaliciora
nézve, vagyis € RC(N), ha van N-nek olyan Py particioja, hogy z elfogadhaté a
Pn particion és x(T) > V(T') minden 7' C N részkoalicio esetén.

6.2. példa. Legyen N = {1,2}. és P({i}|({1},{2})) = 3, valamint P(N|N) = 2.
Ekkor az egyetlen r-magbeli kifizetés a nagykoaliciora nézve a x = (3,3), ami az
({1}, {2}) particiot hozza létre. A nagykoalkiciot szétoszto barmely kifizetés nem lesz
r-magbeli. Legyen = = (1, 1) kifizetés, amely csak a nagykoaliciéra lenne elfogadhato.

Ekkor viszont 2({i}) < V({i}|({1},{2})), mert =({i} = 1 és V({i}|({1}, {2})) = 3,

vagyis ez a kifizetés nem r-magbeli.

A kvetkezd allitasokhoz jeldlje P(S|(S, Pyys)) az r-magbeli particiok halmazat

S koaliciora nézve, a koalicion kiviiliek Py g particioja mellett.

6.3. definicidé (Szuperadditivitas). Egy (N, P) jdték szigorian szuperadditiv, ha
minden S, T C N diszjunkt koaliciora és a maradék jdatékosok minden P\ (sur)

particidjdra
P(S|(S, T, PN\(SUT))) + P(T|(S, T, PN\(SUT))) < P(S U T|(S uT, PN\(SUT)))-

6.4. definicid (r-kiegyenstlyozottsag). Egy (N, P) jdték teljesen r-kiegyensilyozott
akkor és csak akkor, ha minden S koaliciora és a maradék jdatékos Pn\s particidjdra

P(S|(S,Pwxs)) = (5).

Az r-kiegyenstlyozottsag azt jelent, hogy adott koalici6 tagjai egy r-magbeli ki-
fizetés esetén mindig egyiitt maradnak, azaz ilyenkor a particiokat tekintve egyedi

megoldést taldlunk.

6.5. tétel. Ha egy (N, P) jaték szigorian szuperadditiv és az r-mag nemiires, akkor

az (N, P) jaték teljesen r-kiegyensilyozott.
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Bizonyitds. [Huang és Sjostrom (2006), 775. oldal [ |

6.1. Bertrand-oligopoliumok particiés TU-jatékok mel-
lett

Mivel a particios fiiggvények hasznélatéval a célunk, hogy azt is figyelembe ve-
hessiik a Bertrand-oligopol szituaciéban, hogy a koalicion kiviili vallalatok milyen
profitot szerezhetnek és milyen particiokba strukturalodhatnak, igy hasznaljuk a ko-
aliciok értékének megadasahoz a Chander és Tulkens| (1994) altal bevezetett parcia-
lis megéllapodasi egyensilyt, azzal a kiilonbséggel, hogy megengedjiik a kivalasztott
koalicion kiviili vallalatoknak, hogy maguk is létrehozzanak koalicidkat. Ez azt je-
lenti, hogy adott koalici6 tagjai az egyénileg legjobb valaszt adjak a kiilsé vallalatok
dontésére, azok minden partici6ja mellett.

A Bertrand-opigopol szituéciohoz tarsitott (N, P) particios Bertrad-oligopol TU-
jatékot Shubik-kereslet mellett megadhatjuk minden S € N koalici6hoz oly mo6don,
hogy:

e Py ={51,..., Sk} a koaliciok halmaza,

e minden S € Py koaliciora a stratégia halmaz Xg = [], ¢ Xi,

e minden S € Py koalicidra a koalici6 profitfiiggvénye g : HSEPN Xs — R,

Ts(Ds, P\s) = D ies Ti(Ps, PA\S),

o (p5,Pm\s) € Xg x Xn\g stratégia profilra igaz, hogy

7s(Ds, P\s) = Ts(Ps, Pns), S € Pn, ps € X, Dv\s € Xn\s,
és
r(Ps, Pa\s) = Tr(Ps, Da\(sur), Pr)s T € Pn s, pr € Xr,

amelyet egyensilynak neveziink,

o P(S|(S,Pn\s)) = Ts(ps, Pn\s)-

Nagyon fontos megemliteni, hogy a véllalatok tgy maximalizaljak a profitjukat,
hogy pontosan tudjak, hogy a piacon milyen Py particié jon létre. Ezt azért fontos
hangsulyozni, mert ekkor nem kell to6rédni azokkal az esetekkel, hogy a vallalatok
a maximum programjukban figyelembe veszik, hogy az altaluk meghatarozott ar
miatt a tobbi vallalat milyen particidt hoz létre szimultan modon. Ekkor ugyanis

egy nemkooperativ jatékot kapnank.
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6.2. Azonos hatarkoltségek

6.6. példa. A Bertrand-oligopol piacon miikédjon négy vallalat, mivel kevesebb val-
lalatnal még kevésbé lenne érzékelhets a koalicion kiviili vallalatok particiol esetén
keletkezG externalia, tobb vallalat esetén viszont til sokféle particiéo alakulhatna
ki, ami nehezitené a feladat atlathatosigat. Legyen V' interceptor 30 és a termé-
kek helyettesithetGségét jellemz6 r paraméter 3, ahogyan az eddigi példakban is. A
véallalatok miikddjenek azonos 9 hatarkoltség mellett. Ekkor a szimmetrikus vallala-
tok miatt elegend6 a Py particiokbdl, minden kiilonbho6z6 struktirdju esetbdl egyet

meghatarozni, mivel nincs jelent&sége, hogy melyik véllalatok alkotjak a koaliciot.

P11} {2} {31 {4})) = 79,35 P({1}[({1}, {2}, {34})) = 86,23
P{1Y[({1}, {234})) = 106, 82
P({12}|({12}, {3}, {4})) = 165,04 P({12}({12},{34})) = 180
P({123}]{123}, {4})) = 274,31
P({1234}|{1234}) = 441

Ahogyan emlitettiik a tobbi koalicionak ugyan akkora lenne az értéke, mint a
fentieknek, a maradék vallalat megfelel§ particioja mellett. Mivel ez a jaték a -
karakterisztikaju fiiggvénnyel kapott jaték kiterjesztése particios fiiggvények mel-
lett, a P({1}({1}, {2}, {3}, {4})), P{12}]({12}. {3}, {4})), P({123}/({123}, {4}))
és P({1234}]{1234}) értékeit megkaphatjuk annak segitségével, a maradék esetében
pedig az els6rendi feltételekben figyelemebe kell venniink a kiils6 vallalatok koali-
cioit. A korabbi példakkal ellentétben most lathato, hogy mekkora egy szingleton
koalicio értéke attol fiiggden, hogy a tobbi vallalat milyen koaliciot hoz létre, vala-
mint a kételemid koaliciok értéke aszerint, hogy a maradék két jatékos kiilon-kiilon
vagy pedig kozosen 1ép fel ellene. A kapott értékekbdl a kovetkezd fontos észrevételt
tehetjiik:

e P(S|(S,Pms)) > P(S|(S,P'ms)), ha Pys <& P’'ns, vagyis a koaliciok érté-
ke novekszik, ha a maradék jatékosok particioja durvabb, azaz, ha a maradék

vallalatok is valamilyen koaliciot hoznak létre.

e Az adott négy szereplds Bertrand-oligopol jaték szimmetrikus vallalatok esetén

szigorian szuperadditiv.

e A rekurziv-mag nemiires, igy az el6z6 megallapitasbol és a[6.5] tételbsl kovetke-
zik, hogy a jaték r-kiegyensilyozott, vagyis a vallalatoknak érdemes létrehozni

a nagykoaliciot.
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Ezen megallapitasok esetében nagyon fontos kihangsilyozni, hogy sejtésiink szerint
minden négyszereplGs Bertrand-oligopol szituacioban, szimmetrikus vallalatok mel-
lett igazak. Az els6 megallapitas igaz volta (B.2)-t behelyettesitve (5.3)-ba belathato,
ha a piacon csak egy kartell létezik. Azonban nehéz az allitast belatni, ha a kiils6
vallalatok is kartellt alakitanak, kiilonosen, ha sok vallalat miikddig a piacon, mert
ahogyan mar emlitettiik gyorsan névekszik a kiilonb6z6 struktaraja particidok szama,

amelyeket kiilon kellene elemezni. Sejtésiinkben megerdsithet a kovetkezd példa:

6.7. példa. Legyen V =30, r =10, ¢; =9, 1 =1,2,3,4

PR A2 {31 {4}) = 41,53 P({1}({1},{2},{34})) = 48,8
P{1}({1},{234})) = 78,42
P({12}({12}, {3}, {4})) = 90,64 P({12}|({12},{34})) = 108
P({123}|({123},{4})) = 175,2
P({1234}|{1234}) = 441

A szimmetrikus vallalatok miatt itt is elegendd a jelzett koaliciok értékét meg-
adni. Az els6 megallapitasunk talan a legérdekesebb, azt varnank, hogy, ha néhany
véallalat kartellt alakit, akkor a kiviil maradok profitja csokkenni fog, itt viszont nem
ez torténik. A megoldas itt is a Shubik-kereslet tulajdonsagaiban rejlik. Azaltal, hogy
a kartell tagjai kozosen megemelik araikat a piacon az atlagar is megemelkedik, ami
mérsékli az aremelkedésbdl kovetkezd kereslet csokkenést, igy novelve a profitot. Az
atlagar megemelkedését azonban a kiilsG vallalatok is kihasznalhatjak, hogy arat
emelhessenek, hiszen ezt lathattuk a ~-karakterisztikdjua fiiggvények esetén. Ekkor
azonban az 6 profitjuk is megné, mert az aremelésbél szarmazo keresletcsdkkenést
kompenzalja, hogy az atlagarnal alacsonyabb arat hataroznak meg.

A jaték szuperadditivitdsat Sjostrom(2006) is emlitette, amit a példan konnyen
ellendrizhetiink is. Vegyiik észre, hogy a szuperadditivitds miatt, ha létrejon egy
kételemt koalicid, akkor a maradék két jatékosnak szintén érdekében all egy sajat
koaliciot létrehozni, ami az elézGek szerint kedvezd az eredeti koalicionak. A [6.5] té-
tel szerint, ha a jaték magja nemiires, akkor az teljesen r-kiegyenstlyozott, vagyis az
r-mag csak olyan kifizetéseket tartalmazhat, amelyek esetén az adott koalicié tagjai
egyiitt maradnak, ami igaz a nagykoaliciora is. Ha ez a kifizetés mondjuk a nagykoa-
licié egyenld szétosztasa, akkor a példaban x; = (110, 25) minden i = (1,2, 3,4)
esetén. Természetesen ez a kifizetés a jatékosoknak akkor elfogadhatd, ha egyiitt
maradnak, vagyis, ha Py = (V) és ellendrizhetd, hogy ilyenkor minden 7" C N
koaliciora igaz, hogy x(T') > V(T'). Tekintsiik példaul a T' = {234} koaliciét, amikor
V({234}) = min{w(234) : = € RO{IY({1}, {2341)} = P({234}]({234}, {1})) =
274,31, amig x({234}) = 330, 75. Hasonléan belathaté minden egyéb 7" C N koa-
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liciora, vagyis talaltunk egy x € RC(N) r-magbeli kifizetést a nagykoaliciora, azaz
RC(N) # 0, igy al6.5] tétel miatt a nagykoalicio nem bomlik szét.

6.3. Kiilonboz6 hatarkoltségek

6.8. példa. A példa piacan, vagyis V = 30 és r = 3 paraméterek mellett legyen
a négy vallalat hatarkoltsége ¢y =9, co = 10,c3 = 11 és ¢4 = 12. Ekkor a kovetkezd

particios TU-jatékot kapjuk:

P ({1} A2} {3}, {4})) = 95,33 P({1}({1},{23},{4})) = 102,31
P{1} ({1}, {2}, {34})) = 101,45 P({1}|({1}, {24}, {3})) = 101,88
P{1}]({1}, {234})) = 121, 20
P({2} ({1}, {2}, {3}, {4})) = 76,89 P({2}/({13},{2}.{4})) = 83,56
P({2}|({1},{2},{34})) = 82,41 P({1}[({14},{2}.{3})) = 83,17
P({2}]({2}, {134})) = 101, 36
P({3}|({1}, {2}, {3}, {4})) = 60,44 P({3}/({3},{12}.{4})) = 66,71
P({3}({14},{2},{3})) = 66,02 P({3}({1},{24},{3})) = 65,68
P({3}|({3},{214})) = 83,29
P({4}({1}, {2} {3}, {4})) = 45,96 P({4}[({12},{3}.{4})) = 51,45
P({4}|({13},{2},{4})) = 51,15 P({4}[({1},{4},{23})) = 50,85
P({4}|({213},{4})) = 66, 99
P({12}[({12}, {3}, {4})) = 179,00 P({12}[({12},{34})) = 191,88
P{13}({13}, {2}, {4})) = 161,93 P({13}/({13},{24})) = 174,82
P({14}({14}, {2}, {3})) = 146,81 P({14}({14},{23})) = 159,70
P({23}]({23}, {1}, {4}) = 142,81 P({23}|({23}.{14})) = 155,70
P({24}|({24}, {1}, {3})) = 127,71 P({24}({24}, {13})) = 140,53
P({34}({34}, {1}, {2})) = 110,64 P({34}|({34},{12})) = 123,31
P({123}|({123},{4})) = 267,83
P({124}|({124},{3})) = 250,77
P({134}|({134},{2})) = 231,81
P({234}|({234},{1})) = 210,94
P({1234}) = 385, 25

Vegyiik észre, hogy az el6zd két példa esetében megfogalmazott allitasaink itt
is igaznak latszanak, azaz: P(S|(S, Pxms)) > P(S|(S,P'ms)), ha Pys < P'as,
vagyis a koaliciok értéke novekszik, ha a maradék jatékosok particidja durvabb, azaz,
ha a maradék vallalatok is valamilyen koaliciot hoznak létre. A négyszereplds jaték
szigortian szuperadditiv és a rekurziv-mag nemiires, amibdl kdvetkezik, hogy a jaték

teljesen r-kiegyensilyozott.
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magot a nagykoalicio esetén. Ha az r-mag nemiires, akkor a[6.5] tételbdl kovetkezik,
hogy r-magbeli kifizetés esetén a nagykoalicié nem esik szét. A nagykoaliciora vett
r-mag nemiirességének bizonyitdsdhoz valasszunk olyan kifizetést, amely szétosztja
a nagykoalicié értékét, igy az csak akkor elfogadhatd, ha a tagok egyiitt maradnak.
Legyen ez a kifizetés az x1 = 125, x5 = 105, x3 = 85, és x4 = 80, 25. Most mar csak
azt kell belatni, hogy minden 7' C N részkoaliciora z(T') > V(T'). Ha T = {123},
akkor x(T) = 315 és V(T) = P({123}|({123},{4})) = 267,83. Ha T = {12},
akkor x(7T) = 230 és a maradék két jatékos ({3}, {4}) vagy ({34}) particiot hozza
létre. A rekurziv eljarast a szingleton koaliciokig folytatva megkapjuk, hogy barmely
r € RC({34}|({34},{12})) kifizetés csak akkor r-magbeli a {34} koaliciora nézve,
ha a két vallalat egyiitt marad, azaz a ({12}, {34}) particio jon létre. Ekkor V/(T') =
P({12}|({12},{34})) = 191,88, igy «(T) > V(T). Ha T = {1}, akkor z(T") = 125
és a rekurziv eljarasbol lathato, hogy barmely x € RC({234}|({234}, {1})) kifizetés
esetén a maradék harom vallalat egyiitt marad. Ekkor a ({1},{234}) particio jon
letre, igy V(T) = P({1}|({1},{234})) = 121,20, vagyis z(T") > V(T'). Hasonléan
ellendrizhet6 minden mas lehetséges 17" C N részkoaliciora. Ezek szerint talalhato
x € RC(N) kifizetés, vagyis RC(N) # 0, igy a tétel szerint r-magbeli kifizetés
esetén Py = (N), azaz a nagykoalicié nem esik szét.

Nagyon fontos megemliteni, hogy preciz levezetésnél nem a nagykoaliciotol, ha-
nem a szingleton koalicioktol kellene inditani és ellenérizni, hogy adott koaliciéra a

rekurziv mag nemiires.

6.9. példa. Vegyiik az el6z6 esetet, gy, hogy az r helyettesithet&ségi paramétert

megemeljiik 9-re.

P11} {2}, 3}, {4})) = 71,43 P({1}|({1},{23},{4})) = 80,16
P ({1}, {2}, {34})) = 77,70 P({1}({1}, {24}, {3})) = 78,93
P({1}|({1},{234})) = 107,79
P2H({1}, {2}, (3}, {4})) = 46,33 P({2}|({13},{2},{4})) = 54,43
P{2}[({1},{2},{34})) = 51,42 P({2}[({14}, {2}, {3})) = 53,42
P({2}|({2},{134})) = 101, 36
P{3H({1}, {2}, {3}, {4})) = 26,65 P({3}|({3},{12},{4})) = 33,66
P{3}[({14}, {2}, {3})) = 32,08 P({3}[({1},{24},{3})) = 31,31
P{3}[({3},{124})) = 56, 30
P41}, {2} 8}, {4})) = 12,37 P({4}|({12},{3},{4})) = 17,28
P{4}[({13}, {2}, {4})) = 16,72 P({4}[({1}, {4},{23})) = 16,16
P({4}[({123}, {4})) = 36,77
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P({12}|({12}, {3}, {4})) = 128,39 P({12}|({12},{34})) = 142,78
P({13}|({13}, {2}, {4})) = 106,61 P({13}|({13},{24})) = 124,94
P({14}[({14},{2},{3})) = 90,53 P({14}[({14},{23})) = 107,09
P({23}[({23}, {1}, {4})) = 79,53 P({23}[({23},{14})) = 81,93
P({24}[({241, {1}, {3})) = 63,65 P({24}[({24},{13})) = 71,84
P({34}[({34}, {1}, {2})) = 42,47 P({34}[({34},{12})) = 56,26
P({123}[({123},{4})) = 200,93
P({124}[({124},{3})) = 178,05
P({134}|({134},{2})) = 117,90
P({234}|({234},{1})) = 210,94
P({1234}]) = 394,00

Az el6z6 példa megéllapitasai itt is belathatdak, ami meger@siti azt a sejtésiinket,
hogy minden négyszereplés piacon igazak. A példa kapcsan felhivjuk a figyelmet,
hogy a nagykoalicié értéke névekedett a helyettesithetGség emelkedésével. Erre az
b.1} példanal adtunk magyarazatot.

Elmondhat6 tehét, hogy el6zetes varakozasainkkal szemben mind a négy pél-
daban azt tapasztaltuk, hogy taldlhatd olyan kifizetés, amely mellett a jaték r-
kiegyensilyozott és igy a nagykoaliciobol nem érdemes kilépnie egyik vallalatnak
vagy koalicibnak sem, valamint a koaliciokat nem rettenti el a kartell 1étrehozastol
az, ha a kiils§ vallalatok is koaliciokat hoznak létre elleniik. Természetesen ezt az

allitasunkat nem jelenthetjiik ki biztosan minden Bertrand-oligopol szituéciora.
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7. fejezet

Konklazi6

A dolgozatban a Bertrand-oligopéliumok TU-jatékokra vald kiterjesztésének le-
hetGségeit vizsgaltuk kiilonb6z6 modellekkel. Megéllapitottuk, hogy az Lardon| (2011a)
altal létrehozott pesszimista varakozasok melletti modell valamint a parcialis meg-
allapodasi egyensiily mellett kapott jaték magja sosem iires és az el6bbi mindig
tartalmazza az utobbi magjat, vagyis a véllalatok mindig érdekeltek a nagykoali-
cio6 létrehozasaban. Ha varakozésok pesszimistak, akkor a vallalatok érdekeltebbek a
nagykoalicié 1étrehozasaban, mert kénnyebben talalhatnak magbeli kifizetést. Ha a
varakozasok pesszimistak, akkor a piac méretétsl és a keresleti fiiggvény paraméte-
reit6l fiiggden a nagykoalicié értéke néhany esetben lehet kell6en nagy ahhoz, hogy
a Shapley-megoldés kifizetése magbeli legyen, ha a jaték nemkonvex.

A particios TU-jatékokkal elemzett példak azt sugalljak, hogy a koaliciok profit-
jara pozitiv externaliaként hat, ha a kiils6 vallalatok durvabb struktarakat hoznak
létre, vagyis egy kartell 1étrehozasatol a vallalatok nem rettenthetéek el azaltal, hogy
a maradék vallalat arra valaszcsapasként szintén kartellt hoz létre. Az elemzett pél-
dak particios TU-jatékainak szigora szuperadditivitasa és a rekurziv magjuk nem-
iressége miatt a vallalatoknak érdemes létrehoznia a nagykoaliciot, ha a profitjukat
maximalizaljék.

Az eredmények részben koszonhetGek a Shubik-keresleti fiiggvénynek, mivel a
kartellek aremelése miatt a piacon megemelkedik az atlagar, igy az aremelés okozta
keresletcsokkenés kevésbé érzékelhets. Az atlagar megemelkedését a kiils6 vallalatok
is kihasznalhatjak aremelésre. Bar a kapott eredményekhez nélkiilézhetetlennek ti-
nik egy ehhez hasonlé keresleti fiiggvény hasznalata, mégis igy a valosaghoz kozelebbi

képet kaphatunk, mivel a piacokon a differencialt termékek a jellemz&bbek.
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