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Kivonat

Kauffman-modell egyszerti matematikai alapokon nyugvo véletlenszert, bool-féle ha-
16zati modell (méasnéven NK halozat, a két f6 paramétere alapjan), amelyet elsGsor-
ban génszabalyoz6 rendszerek tanulmanyozasara és evoltucidbiologiai kutatasokban
alkalmaztak. Kutatdsunk soran analitikusan és szamitogépes implementéciok segit-
ségével is feltérképeztiik a Kauffman-hal6zatok szamos tulajdonsagat, és behatdoan
vizsgaltuk a kritikus viselkedést (4tmenet a rendezett és kaotikus dinamika k6zott).
Tovabba a szigoru értelemben vett Kauffman &ltal bevezetett rogzitett fokszamu
(homogén) hélozat helyett heterogén halozatokat tanulmanyoztunk, tgy analitikus
megkozelitésben, mint szamitogépes szimulaciok segitségével. Analitikus tton ki-
mutattuk, hogy megfels lokalis kapcsolatot teremtve a csomépontok dinamikajaért
felelgs fliiggvény és az illet§ csomopont fokszama kozott a rendszer jo kozelitéssel
mindig kritikus allapotba keriil, a fokszameloszastol fiiggetleniil. Egy a valés rend-
szerekre jellemz6 tulajdonsag figyelembevétele alapjan egy fejlesztést eszkozoltiink,
mely szerint az egyidejd lépetés helyett a csomopontokhoz egy-egy sajat frissitési
periddust rendeliink, amelyet korelaltunk a bemend fokszammal. Gyakorlatilag a
sok bemenettel rendelkezd (fontos) csomopontoknak megnoveltiik a relativ frissitési
frekvenciajat. Egy figyelemremélté eredmény, hogy az idébeni léptetés soran kiala-
kulé csomopontra vonatkoztatott attraktorok (evolicios periodusok) hossza atlag-
ban ugyan megnd, a szinkron léptetéshez képest, ugyanarra a hélozatra, azonban

a végtelen periodusok szama a kritikus pontokban lecstkken. Azaz a frissitéseknél



kialakitott hierarchia egyfajta rendez6 hatéssal van a rendszerre.

A dolgozat bevezets fejezetében attekintem az onszervez6dé rendszerek alapvetd
tulajdonségait és el6fordulasait a természetben. Bemutatasra keriilnek a Kauffman
modellel kapcsolatos legfontosabb tudnivalok. A dolgozat tovabbi részeiben kitérek
arra, hogy a kritikus viselkedés hogyan nyilvanul meg a Kauffman hal6zatok dinami-
kajaban. A kovetkezd két fejezetben dthatoan ismertetem a Kauffman halozatokat,
az altalam fellelt eddigi kapcsolodo kutatasokat és eredményeket. Tovabbéa kitérek a
modell jelentGségére és néhany alkalmazasara. A harmadik részben bemutatom ana-
litikus megkozelitésiinket, és eredményeinket, majd a negyedik fejezetben sajat sza-
mitogépes implementécidinkatmat, elényeiket, hatranyaikat és bizonyos esetekben
roviden az algoritmusokat is. Az 6todik fejezetben részletezem a kiilonb6z6 szimu-
laciokkal kapott eredményeket, illetve a Kauffman modell néhény altalunk tovabb-
gondolt valtozatat, és az ezekkel kapott érdekes illetve vart eredményeket. Végiil
pedig néhany gondolatban kitérek a tovabbi, tavlati tervekre, amelyeket kittiztiink,

majd igyekszem réviden Osszefoglalni a f6 gondolatokat és kovetkeztetéseket.



1. fejezet

Bevezetés

Az onszervezédés egy rendkiviil gyakori jelenség, amely a nano-struktiraktol kezdve
a bonyolult biologiai, szociologiai rendszeken keresztiil, egészen a galaxisokig, szinte
mindeniitt felfedezhets [1]. T6bb definiciot talalhatunk az 6nszervezddésre, de talan
a legpontosabb a kovetkezs: Az onszervezddd rendszerek olyan rendszerek, amelyek-
ben globalis szinten valamilyen rend alakul ki kizdrolag a rendszert felépitd elemek
kézotti kolesonhatds kovetkeztében. A kélcsonhatdsok szabdlyai csakis a lokdlis infor-
mdcid felhaszndldsaval mikdodnek, a globdlis rend befolydsa nélkil.[2] A rend fogalma
alatt érthetiink ugy térbeli mint idébeli struktirak kialakulasat, szervezédését. A ki-
alakul6 rend a rendszernek egy tulajdonsaga, amely minden kiils§ tényezd befolyésa
nélkiil jon létre. A dolog szépsége, hogy nagyon egyszeri koélcsonhatasi szabélyok
mellett is kialakul az 6nszervezddés (latsd: sejtautomaték).
Rengeteg példat taldlhatunk a tudomanyteriiletek széles skalajan, ezek koziil néhény
szemléletes példa az 1.1 abran lathato.

Egyes onszervez6dd rendszerekre jellemzé egy bizonyos kritikus fézis, amely
komplex viselkedést eredményez. Ez a komplex viselkedés érdekelt minket is a ku-
tatasunk sordn. Ezt az atmeneti fazist gyakran nevezik a kdosz peremének (Edge of

chaos). Ennek egyszert magyarazata van, mégpedig az, hogy kis valtoztatassal be-



1.1. &bra. a) a hopehely strukttrdjinak kialakulisa b) a Belousov-Zhabotinsky reakci6 c) a
tengeri kagylok mintazata [1] d) halrajok szervezett mozgasa e) az internet topologiaja f) a Conway
féle Game of life sejtautomata [ingyenesen elérhetd internetes forrasbol]

letolhatjuk a rendszert a kaotikus viselkedésbe, vagy a rendezett, igymondt fagyott
fazisba. Kivalo analdgia erre a termodinamikaban ismeretes fazisatalakulas, ahol a
molekulak a fagyott allapotban rendezett struktirat vesznek fel, folyékony vagy gaz
halmazallapotban pedig kaotikus Gsszevisszasaghban mozognak a hémozgas miatt. A
hémérséklet kis valtoztatasaval barmelyik fazis elérhets. A kritikus fazisban megje-
lennek a hatvanyfiiggvény eloszlasok is.

A dolgozat tovabbi részeiben kitérek arra, hogy ez a viselkedés hogyan nyilvanul
meg a Kauffman héalézatok dinamikajaban. A kovetkezs két fejezetben athatoan is-
mertetem a Kauffman halozatokat, az altalam fellelt eddigi kapcsolodo kutatasokat
és eredményeket. Tovabba kitérek a modell jelentGségére és néhany alkalmazaséra.

A harmadik részben bemutatom analitikus megkozelitésiinket, és eredményeinket,



majd a negyedik fejezetben sajat szamitdogépes implementacidinkatmat, elényeiket,
hatranyaikat és bizonyos esetekben réviden az algoritmusokat is. Az 6todik fejezet-
ben részletezem a kiilonbo6z6 szimuléciokkal kapott eredményeket, illetve a Kauffman
modell néhany altalunk tovabbgondolt valtozatat, és az ezekkel kapott érdekes illetve
vart eredményeket. Végiil pedig néhany gondolatban kitérek a tovabbi, tavlati ter-
vekre, amelyeket kittiztliink, majd igyekszem roviden Osszefoglalni a f6 gondolatokat

és kovetkeztetéseket.



2. fejezet

A Kauffman modell

1969-ben Stuart A. Kauffman biolégus alkotta meg a rola elnevezett véletlenszerd
bool féle halozat (masik nevén NK halozat) elméletét. Az NK halozatokat biolo-
giai, azon beliil tobbek kozott genetikai és evolicio-biologiai kutatasokra hasznélta
fel. Kauffman meggy6z6dése, amely a nagy sikerd The Origins of Order: Self-
Organization and Selection in Evolution cimd konyvének alaptézise, hogy az evo-
ltcid nem csak a Darwin féle természetes szelekcié eredménye, hanem nagyrészt az

onszervezédésé is [3].

2.1. A Kauffman-halézat felépitése

A Kauffman halozat egy bool-halozat és két fontos paramétere van, IV, a halézatban
szerepl6 csomopontok szama és K, az egy csomoépontra juté bejovs (input) élek
szama. Innen az NK halozat elnevezés. Egy csomoépontnak két értéke lehet, 1
vagy 0, és kotelez6 modon kapcesolodik hozza (hat ra) K darab masik csomépont,
véletlenszertien kivalasztva. Az egészet jol modelezhetjiik egy iranyitott graffal. A
halézat idében fejldik és minden egyes csomépont 14j értékét a ra hatd csomdpontok
értéke hatarozza meg egy véletlenszeri fiiggvény szerint. A véletlenszeri fliggvény,

illetve a kapcsolatok idében allandoak minden csomépontnal [4, 5].
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2.1. dbra. Példa Kauffman halozatra: N = 10 és K = 2 esetre. A v; csomopont értéke a t + 1
idépillanatban o, (t + 1) = f,, (04, (t), 04, (t)) ahol v; és v, a v; csomopont bementei (Gsei) , az f,,
pedig a v;-hez rendelt véletlenszert fiiggvény [5]

fu, » egy adott K esetén, a lehetséges Ny = 22" darab fiiggvény barmelyike lehet.

A 2.2 és 2.3 4bra segit megérteni a fiiggvények miikodését és azt hogy mit értiink

lehetséges fiiggvények alatt.
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2.2. dbra. A K =1 eset fiiggvénytablazata az Osszes lehetséges fiiggvénnyel

A cstucspontok kezdeti értékét is véletlenszertien generaljuk le. A Kauffman halo-
zatokat gy is értelmezhetjiik mint egyfajta sejtautomata tipus, de belathato, hogy
a halozati felépités és a nagymértéki véletlenszertiség joval nagyobb komplexitast

eredményez, mint amit az atlag sejtautomataknél tapasztalunk.
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2.3. Abra. A K = 2 eset fiiggvénytablazata a 16 lehetséges fiiggvénnyel, négy kategoriaba oszta-
lyozva, a dinamikara valo befolyasuk szerint

2.2. A Kauffman hal6zatok dinamikaja

Most, hogy felépitettiik a halozatunkat, vizsgaljuk meg hogyan viselkedik ha idében
evoluéltatjuk a csomopontok értékeit. A halozatot parhuzamos frissitéssel 1éptetjiik
a 2.1 dbran megadott képlet szerint. Egy léptetés szamit egy idGegységnek. Szigo-
rdan véve, konnyen belathato, hogy a rendszer Q0 = 2% lehetséges allapotba keriilhet
(az allapottér nagysaga), ami nagy rendszereknél egy gigantikus szam. Viszont meg-
latjuk, hogy a rendszer a kiilonb6z6 K értékekre kiilonbozéképpen fog viselkedni és

tavolrol sem veszi fel az Gsszes lehetséges allapotot.

A kiilonbozé fiiggvények befolyasa a dinamikara

Ertelemszert, hogy a cstcspontokhoz rendelt fiiggvények kozvetleniil befolyasoljék a
dinamikat. Roviden vizsgaljuk meg, hogy hogyan tudjuk a dinamikara torténé befo-
lyasuk szerint osztéalyozni a kiilonboz6 fiiggvényeket. Ez azért fontos, mert a komplex
viselkedés kialakitasdban csak bizonyos fiiggvények jatszanak szerepet. Konkrétan
a K = 2 esetet fogjuk megvizsgalni de a logika alkalmazhato a tobbi esetre is.
A 2.3 abran lathato fliggvénytablazatban mar kategorizaltuk a fliggvényeket négy
csoportba. Az els6 kategoria az I azaz a ,fagyott”. Ezeknél az bemend adattol

fiiggetleniil a kimend adat mindig ugyanaz. A C osztaly tartalmazza azokat a fiigg-



vényeket, amelyeknél a kimeng adat gyakorlatilag csak egyik argumentumtol fiigg,
a méasiktol nem. A Cj tartalmazza a maradék iranyité (canalizing) fliggvényeket,
amelyeknél a bemend adatoknak egy éallapota rogziti a kimend adatot. Az utolsod
R osztaly tartalmazza a két reverzibilis frissitési fiiggvényt, amelyeknél a kimenet
mindig valtozik ha egyike a bemend adatoknak valtozik. Ezek az tgynevezett re-
levans fliggvények. Az I osztalyba tartozo fliggvényekkel rendelkezé csomédpontok,
azok csomopontok amelyeknek mindkét bemenete fagyott, illetve azok amelyek a C
vagy (s kategoriaba tartoznak és a megfelel6 bemenetiik szintén fagyott alakitjak
ki a halozat fagyott magjat. Ez a mag nem befolyasolja a dinamikat. Egy definicio
szerint az a rendszer tekinthetd kritikusnak, amelyben egy véltoztatas atlagosan egy
csucspontnyit terjed [6]. Ha megnézziik ezt a fliggvények szempontjabol, belathato
hogy egy perturbacié ha egy F-es fiiggvényd csoméponthoz érkezik a tovabbterje-
dés esélye 0, egy C-s fiiggvényi csomopontnal 1/2, mig egy relevans fliggvényiinél
egységnyi. Fontos itt megemliteni, hogy vannak olyan Kauffman hélézatok, ahol
a kiilonbozd fliggvényeknek a haldzat 1étrehozasanal kiillonbozs a valoszintségiik.
Ezeknél a rendszereknél a K kritikus értéke is eltolodik. Ha tgy valasztjuk ki a
fiiggvényeket, hogy p és 1 — p valosziniiséggel téritenek vissza 1-est vagy 0-ast a K
kritikus értéke [5]:
1

Ke=3i—0 (2.1)

Mi egyelére csak azokkal a rendszerekkel foglalkozunk, amelyeknél minden lehet-
séges fiiggvénynek azonos a valoszintisége. Ez azt jelenti hogy a p = 0,5 , ha ezt

behelyettesitjiik a fenti egyenletbe K. = 2 -t kapunk.

2.3. Attraktorok

Ahhoz hogy a dinamikat tanulmanyozzuk érdemes el6bb tisztazni az attraktorok

fogalmat. Az attraktort értelemezhetjiik mint egy a rendszer altal preferalt allapot-



halmaza a fazistérnek, amelybe id6vel bekonvergal, és kiils6 hatas hidnyaban ott is
marad. Tobbféle attraktort értelmezhetiink, ezeket egyszert pédakkal nagyon jol
lehet érzékeltetni. Beszélhetiink pontszerd attraktorrdl (pl. egy tal aljan megalld
golyo), ciklikus attraktorokrol (pl. az égitestek palyalya), vagy kaotikus attraktorok-
rol, amelyek kaotikusan bolyongnak a fazistérben egy végtelen sorozatot képeznek
(an. strange attractor). A Kauffman hélozatok esetén is talalkozunk mindharom
attraktor tipussal. Az 2.4 abra szemléletesen mutatja hogyan konvergalhat bele
a rendszer kiilonbo6z6 attraktorokba. Vigyazzunk az abra értelmezésénél, ez nem
a halozati topologia, hanem 4 cstcspont idébeli evolucidjanak a kiillonbozs fazisai

(Allapot Atmeneti Graf).

2.4. abra. Példa Allapot Atmeneti Grifra, avagy STG -re (State Transition Graph). Lathato
hogy itt N = 4, ami = 2% = 16 lehetsés allapotot jelent. Az &dbran lathat6 rendszer két, egy
hat meg egy két allapotu attraktorral rendelkezik. Nagy rendszereknél lehetetlen ilyen teljességgel
kielemezni az allapotteret [5].

A kiilonb6z6 rendszereknek kiilonbozé szamu, tipusi és hosszusagu attraktora
lehet. Ezekkel szamos tanulmany és cikk foglalkozik, néhanyat érinteni fogunk a

teljesség igénye nélkil. Az attraktorok jelentGségével és tulajdonsagaival a tovabbi-

akban még sokat foglalkozunk.



2.4. Kiilonbo0z6 sajatos estek

A Kauffman halo a K fokszam fiiggvényében mindségileg kiilonb6z6 dinamikat mu-

tat. Vizsgéljuk meg ezt a viselkedést a kiilonb6zé bemend fokszam értékekre.

K =0 eset

A legtrivialisabb rendszer, nincsenek kapcsolatok, igy nincsen evolicié sem, a rend-
szer a kezdeti allapotaban marad (in. globalis optimumban). Ez az abszolat fagyott
allapot, a perturbaciokra a lehets legkevésbé érzékeny. Ha visszatériink a termodi-

namikai analégidnkhoz, ez felelne meg az abszolut 0 hémérsékletnek.

K =1 eset

A viselkedés mar valamivel bonyolultabb, kialakulhatnak kissebb ciklikusségok, de
az attraktorok jellemzden rovidek (lasd 2.5 abra). Az attraktorok szamanak atlag-
értéke az N-el exponencialisan ng. A rendszer mar valamivel érzékenyebb a pertur-

baciokra és konnyen valt az attraktorok kozott.

K = 2 eset

A legtobbet tanulményozott és vitatott eset, mivel ennél a K értéknél jelentkezik
a kritikus fazis és itt jelenik meg a komplex viselkedés. Egyes kutatasok szerint a
rendszerben kialakulo attraktok hosszanak és szaméanak az atlagértéke v/ N-el ara-
nyos |7, 4]. Nagyon vonz6 analégianak bizonyult, hogy a természetben létrejovs
fazisatalakulasoknal jellemzd hatvanyfiiggvények itt is megjelennek. Azonban t6bb
probléma is felmeriil. Ahhoz hogy relevansak legyenek a hatvanyfiiggvényeket iga-
zol6 numerikus vagy szimulacios mérések, nagy rendszerekkel kell dolgoznunk. Mivel
azonban az allapottér mérete az N-el exponencialisan né Q = 2V lehetetlen az egész

allapotteret feltérképezni és pontos eredményekkel szolgalni az attraktorok méreté-



vel és szaméval kapcsolatosan. T6bb modszert dolgoztak ki a probléma orvoslaséra,
de egyik se problémamentes. Azonban a legtobb (koztiik, amint késébb latni fog-
juk, a sajat eredményeink is) az el6z6 v/ N-el aranyos novekedést cafolja, és arra
kovetkeztet, hogy a novekedés szuprapolinomidlis [8, 9]. Ellenben egyes biologiai
rendszercknél, amelyeknél a modellt alkallmazzak a v/N-es novekedés érvényesnek
bizonyult, ezt az alkalmazasoknél latni fogjuk. Magyarazat lehet, hogy a biologiai

(genetikai vagy hormonalis) rendszerek altalaban maximum tizezres nagysagrenditiek

14].

K > 3 eset

Kutatasunk soran tapasztaltunk alacsony K-ra jellemzé viselkedést is ezekben az
esetekben, de ennek elég kicsi a valoszintisége. A rendszer jellemzden kaotikusan
viselkedik, az attraktorok méretei elszallnak, gyakorlatilag lehetetlen megmérni éket,
tovabba a bevezett rendparaméterek is igazoljak a kiszamithatatlan viselkedést (ezt

késsbb kisérletileg is igazoljuk).
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2.5. dbra. Harom N = 50 elemfi rendszer idébeli evoltciéja K = 1, K = 2 és K = 3 esetén
(balrol jobbra haladva). A K =1 esetén lathato, hogy nagyon hamar bekonvergal az attraktorba,
és néhany apro ciklikussagot leszamitva pontszert(szubkritikus). A K = 2 dtmentet a masik két
eset kozott(kritikus), mig a K = 3 érzékelhetGen kaotikus(szuprakritikus).



2.5. Rendparaméterek

Két kiilonboz6 id6fiiggs rendparaméterrel foglalkoztunk. Az egyik a D-vel jelolt,
ugynevezett Hamming tavolsag, amely a ,tévolsagot” méri meg két id6lépés ko-
zOtt. Lényegében végigmegyiink a két kiillonbozé allapotban az Gsszes cstcsponton
és ha az értékiik kiilonbozik, egyel noveljiikk a D paramétert. Matematikailag ez a

kovetkezSkeéppen néz ki:

N
D(t) = (0i(t) — ai(t))? (2.2)
Pl. Ha adott harom kiilonbozé allapota egy négy elemt rendszernek,
¥ =4{1,0,0,1};35 = {0,1,1,0}; X3 = {1,0,1,1}

akkor a tavolsidg 1 és Yo kozott 4, mig >y és Y3 kozott 1.

Kutatasok azt igazoltak, hogy a
D(t) ~ D(0)e™, (2.3)

ahol D(0) az kezdeti Hamming tavolsag és az a az ugynevezett Lyapunov exponens.
Kaotikus fazisban o > 0, azaz a tavolsdg exponencialisan nd, a fagyott fazisban

a < 0, azaz a tavolsag hamar lecseng. Kritikus fazisban @ =0 és a
D(t) ~ t7, (2.4)

azaz valamilyen hatvanyfiiggvénynek engedelmeskedik [4].
A maésik rendparaméter az ugynevezett normalt atfedés (normalised overlap). Ez

a paraméter Osszefiiggésben van a Hamming tavolsaggal és egy 0 és 1 k6zotti szamot



ad meg. Az
(2.5)

Osszefiiggéssel szamithatjuk ki egy id6lépésre, és ez tulajdonképpen azt adja meg,
hogy a két Osszehasonlitott allapotban mekkora annak a valészintisége, hogy egy

csucspont értéke a két allapotban megegyezik [4].

2.6. A modell alkalmazasai

A modellt elsGsorban génszabélyozo halozatok tanulmanyozéasara hasznaljak. A bio-
logusok felfedezték hogy egy adott génédllomanyban csak a gének egy bizonyos szé-
zaléka aktiv, és a kiilonb6z6 sejt-tipusokat az kiilonbozteti meg egymastol, hogy a
génallomany mely génjei aktivak [10]. Ha ezt Osszegyeztetjiik a modellel, akkor a
csomopontok a génallomany génjeinek felelnek meg. Ha a Kauffman-halo statiszti-
kai sajatossagait nézziik érdekes egyezéseket talalunk a valdsaggal. Az attraktorok
szama a kiilonb6z6 sejttipusoknak felel meg, illetve az attraktorok hossza a sejt élet-
cikluséval egyeztethet Gssze. Erdekes hogy a korabban emlitett v/N-es tendencia

itt jo OsszeegyeztethetSséget mutat a valosaggal [7].

T‘ el Size

_____;_x ‘Ind

Cile20& Cle 14

2.6. dbra. Az éleszté-sejt osztodasaért felelos N=11 protein halézata. A G1 fazisban a CIn3
protein inaktiv, mikor viszont a sejt elég nagyra né, aktivalodik és beinditja az osztodast [4]



Egy egyszertd példa az 2.6 dbran lathto éleszté sejtjének ciklusa:
Minden sejtnek két dolga van: tilélni és szaporodni. Egy sejt, ha til nagyra né, az

osztodas veszi kezdetét. A folyamat tobb kiilonb6zé fazison megy keresztiil:

G —-S—>G—M-—>Gy

A GG a sejt alapallapota”, az osztodés pedig az M fazisban kovetkezik be. A kiilon-
b6z tazisokban kiilonboz§ proteinek aktivak. Fontos megjegyezni, hogy az Gsszes
eukaridta sejtnek hasonld az osztodasi ciklusa. Az élesztd-sejtben 1évé kb. 800
génbdl csak 11 felel6s az osztodési folyamatért. Ha az inaktiv magot nem vessziik
figyelembe egy 11 csomoépontos halézatot kapunk, amely 7 attraktorral rendelke-
zik. A dominans attraktor medencéje 1764 allapotot tartalmaz (a teljes allapottér
72%-4t). Figyelemre mélto hogy a dominéns attraktror pontosan egyezik a kisér-
letileg meghatarozott GG, alapallapot ciklus allapotaival. A dinamika gyonyoriien
visszadja az osztodas mechanizmusat is. A hélézat nem szigora értelemben vett
Kauffman-hélézat, de atlagolva a bemend kapcsolatok szdmat a < K >~ 2.46 ered-
ményt kaptak, ami kozel all a kritikus értékhez [4, 11|. A sejtosztodas az élet egyik
legalapvetSbb épitékove, és nem léghdl kapott spekulacié azt kijelenteni, hogy az
adaptiv komplex halézatok képezik az élet kialakulasanak a magjat. Az attraktorok
stabilitdsa és valasza kiilonboz6 perturbaciokra is egy nagyon széles kdrben vizsgélt
téma. Kiilonboz6 perturbaciok alatt érthetjiik egy cstiicspont értékének, egy fiigg-
vénynek, vagy egy élnek a megvaltoztatiasat. Ez fontos, mert jol Osszeegyeztethetd
a sejt érzékenységével a mutaciokra, sériilésekre, esetleg virus-tdmadasokra, azaz jo
analogiaként viselkedik az immunitdsra [12]. Tovabbi alkalmazas bizonyos neuréalis
hélozatok jelfeldolgozasanak a vizsgalata a modell segitségével [4]. Emellett a modell
hasznélatos az evolucio-biologidban a populaciok vizsgalatanal [13|, és statisztikus

fizikusok mar spin-iivegek tanulmanyozasara is alkalmaztak [14].



3. fejezet

A dinamika analitikus vizsgalata

Vizsgéljuk meg analitikusan, milyen szabalyok alakitjak a Kauffman halok dinami-

kajat.

3.1. Adott fokszami (homogén) Kauffman halo

Az alabbiakban bemutatott levezetéshez hasonlé modszer megtalalhato a [15]-ben.
Egy K-paramétert Kauffman-halé6 minden csomépontjanak K bemenetele van. Be-
lathato, hogy K darab bemenet barmelyikének a valtozasat ugy is értelmezhetjiik,
hogy a fiiggvénytablazatban a sorok paronként helyet cserélnek (lasd 2.3 dbra). A
kimenet valtozasanak a valészintisége megegyezik a sorcserének betudhato 1-0, 0O-
1 valtozasok valoszintiségével. Jeloljiik ezt a valoszintiséget Q-val. Amennyiben a
két binaris érték azonos valoszintséggel jelenik meg a fliggvénytablazatban, akkor
a 0-0, 1-1, 0-1 es 1-0 tipustu parositasok egyforman valészinuek igy a @ értéke 1/2.
Amennyiben a két érték el6fordulasi valoszintiségei q illetve 1 — ¢ a valtozas valoszi-
niisége a @ = 2¢(1 — ¢) (lasd a két allapotu urnamodellben a Bernoulli-eloszlést)

Ezek szerint, ha bdrmilyen vdltozds tortenik a bemenetben, a kimenet ) valdszi-
niséggel megualtozik.

p-vel es p'-vel jelolve a régi illetve 0j véaltozasi valoszintiségeket (két egymasutani ids-
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lépés valoszintiségei), és felhasznalva, hogy annak valoszintsége, hogy egy bemenet

se valtozzon meg (1 — p)¥, belathato, hogy:

P=Q[1-01-p"]. (3.1)

Jeloljuk p-vel az aszimptotikusan elért, allandosult, egyenstlyi valtozasi valdszini-

séget, melyet a
QU-p)"+p-Q=0

egyenlet gyokeként kapunk meg.

Fagyott dllapotban ez nulla, kaotikus dinamika esetén eqy véges érték.

K=0p=0
K=1p=0
K2 =2t
K3 5— 3Q¢W;ﬁzo
Annak feltétele, hogy p — 0:
1
K=K.= 0 (3.2)

Vizsgaljuk az idéfejlédését a p valoszintiségnek p < 1 érték kornyékén. A (3.1)-bol,

(3.2) felhasznélasaval:

Ap K-K., K(K-1)

" =t % p+0O0p), Ap=p-p.

Ennek alapjan, ha

K < K. exponencialis csokkenés a fagyott allapot felé — rendezett fazis



K > K. exponencialis novekedés egy véges érték felé — kaotikus fazis

K = K, polinomialis id6fejlédés — kritikus allapot

3.2. Valtoz6 fokszamu (heterogén) halo

Vizsgaljuk meg hasonl6 modszerrel a dinamikat, azzal kib6vitve, hogy a klasszikus
rogzitett fokszameloszlas helyett egy altalanos fi eloszlas szerint generalt bemend
fokszamu halézatot tekintiink.

Vizsgaljuk annak a valészintiségét, hogy a hal6zatom egy csomoépontja valt. Legyen
V esemény a valtas, és K esemény az, hogy a csomdépontomnak pontosan K darab

bemenete van. A Bayes képlet alapjan:

p(V)=> p(V-K)=) p(VIK)p(K), (3.3)

ahol p(V|K) annak a valoszintisége, hogy a csomopontom valt, ha pontosan K be-
menete van.

Legyen az (ng, ny, na, ..., N, ...) esemény az, hogy a K darab bemenet (bemeneti cso-
mopontok, 6sok) koziil ny darabnaknak 0, ny darabnak 1, n; darabnak & a bemend

fokszama. Ezekre igaz, hogy

k=0



Igy felirhatjuk, hogy:

K p(V - K - (ng,ny,na, ..., Nk, ...))
p(VIK) = nomgnk oK) (3.4)
_ XK: p(V|K - (ng,n1,ng, ..oy gy ... ) ) p(K (g, Ny, Mgy ooy Mg, -2))
no s p(K)
(3.5)

K

= Y p(V-K-(ng,ni,na, g, ..))p((no, ny, na, oo, -..) | K)

NO,MNLN2,0e05 My

(3.6)

ahol p(V - K - (ng, nq,na, ..., n, ...)) annak a valoszintisége, hogy a csomopontom valt,
amennyiben olyan K bemente van, amelyekre teljestl az (ng, ny, na, ..., n, ...) kiosz-
tés. Vizsgaljuk meg ezt a valdszintiséget, a bementetek viselkedését tanulmanyozva
(analog modon az adott fokszamu Kauffman héaloval). Annak a valoszintsége, hogy

a k fokszami bemenetek koziil egyik sem valt

(1 = p(V[k))™,

igy annak a valoszintisége, hogy egyik sem valt a K bemenet koziil

K

[T =n(vik)m.

k

Innen annak a valdszintisége, hogy csomépontom valt, ha barmelyik a bemenetek

kozil valt:

p(V - K- (ng,ny,na, .oy, ..)) = Q1 — H(l — p(V|k))"™*] (3.7)



Tovabba:

p((no, n1,na, ... g, )| K) = K! H% (3.8)
!
A (3.7)-et és a (3.8)-t visszahelyettesitve a (3.6) egyenletbe
S S

p(VIE)= > Q [1 —TJ@ = p(VIE)" ] K! H nkk (3.9)

K
fet (1- Vlk fi)"
S R ol e ]

10,1, M2y y M yeee k n0,N1,N2,...,N

(3.10)

ng 0o K
Felhasznalva a statisztikus fizikdbol ismert K > HaL = (Z ak)

|
no,M1 N2,y b TV

k=0
Osszefliggést
p(VIK) =@ <Z fk) - [Z(l - p(V\k)fk)] (3.11)
= Q[1- (1 - p(VIR)"| (3.12)

ahol p(V|k) = >, fup(V|k) az Gsszes cstcspontra atlagolt valtozasi valoszintség.

Ezt visszahelyettesitve a (3.3)-ba

p(V) =3 Q 1= (1= p(VIED"| p(K) (3.13)
= Q[1— (L= p(VIK)X| (3.14)

A p < 1 esetén:

= + P+ O®) (3.15)




A szub- és szuprakritikus esetben az allando fokszamu (szigoru Kauffman) és
az itt vizsgalt valtozo fokszamu eset K — K csere erejéig egyenértékid. Viszont a
kritikus esetben K(K — 1) = K(K — 1) + 0%, ahol 0% a fokszamok szérasnégyzete.
Tehat a kritikus viselkedés az eloszlasfiiggvény alakjaval befolyasolhato.

A

P K= |1 — (1 - pn)k] (316)

iteracioban ha megnézziik a jobb oldalon all6 fiiggvényt p-ben lathato, hogy a nulla-
ban nulla, az egyben Q(1 — fy), és az Osszes derivaltjaval egyiitt monoton médon né
p szerint. A derivalt a nullaban QK , az egyben Q. Vizsgalva a jobb oldali fiiggvény

metszését a bal oldalon allo els6 szogfelezdvel kideriil, hogy:

3.1. abra. Ezen az abran a valtasi valoszintiség fixpontjait és ezek stabilitasat abrazoltuk a (3.16)
alapjan. A kék gorbe az Osszefiiggés jobboldalat, a harom egyenes az Osszefiiggés baloldaldnak
harom kiilonbozs esetét dbrazolja (szubkritikus, kritikus és szuperkritikus). A stabilitast iteracios
modszerrel szemléltettiik.

e Ha QK < 1, — az egyetlen fixpontunk nulla. Az iteracios gyokkeresé modsze-
rek elméletébdl tudjuk, hogy ez a fixpont stabil (barmilyen fixponthoz kozeli

pontbol indulunk bekonvergal a fixponthoz).

e Ha QK — 1, — kritikus helyzet.



e Ha QK > 1, — van két fixpontunk. Az egyik a nulla, a masik p. A nulla-
ban mivel a derivalt nagyobb mint egy, instabil fixpont van, viszont a mésik

metszés(fix)pontban a derivalt kisebb mint az egység tehat az stabil fixpont.

3.2.1. Poisson-féle fokszameloszlas

Alkalmazzuk a Poisson-féle fokszameolszlast az f, altaldnos eloszlasra. Az (3.16)-os

képletben fennéll a

o0

(T—pn)f = (1= pn) (3.17)
k=0
egyenlGség. Behelyettesitve az
Jr = He

Poisson eloszlast

Ezt visszahelyettesitve az eredeti (3.16)-os képletbe, kapjuk a

Pr1Ke=1—e " (3.18)

Osszefliggést, amely tokéletesen visszaadja az el6z6 pontban targyalt és a 3.1 d4bran
abréazolt viselkedést. Vizsgaljuk a kritikus viselkedést a (3.15) Osszefiiggést felhasz-
nilva, alkalmazva a Poisson eloszlast. Kritikus esetben K = K., igy a (3.15) els§

tagja kiesik, emiatt a mésodik tag lesz a dominadns. A Poisson eloszlas esetén a



K = X ésa K2 =)\ + )\ Ezt behelyettesitve a (3.15) egyenletbe:

Ap _ A
P 2
Ap _ A
p? 2
A A
[ [
P 2
1 [P
Po P 2
. Dbo
= X
1 — At
Els6rendi kozelitésben ez:
Apot
D= 1o (1 + —ZO ) : (3.19)

ami arra enged kovetkeztetni, hogy a valdszintiség id6beni valtozésa jo kozelitéssel

linearis, és A-val ardnyosan valtozik.

3.2.2. Skalafiiggetlen fokszameloszlas

Vizsgaljuk meg, miként viselkedik a dinamika, ha skalafiiggetlen fokszameloszlast
alkalmazunk az el6z6 alponttal analdog moédon.

Ebben az esetben az

Jr=ck™"
eloszlast helyettesitjiik be a (3.17) képletbe. Ahhoz, hogy a normaltsag teljesiiljon,

1 1

- S o ~ )

k=1




ahol ((7) a Riemann zeta fliggvény. Ezt alkalmazva a (3.17) iteracios osszefiiggésben:

ahol a Li, polilogaritmikus fiiggvény, vagy Jonquiére fiiggvény. Ezt visszahelyette-

sitve a (3.16) képletbe:

1 )
pn=Q 1= L= m)] (320)

Tanulményozzuk a kritikussédgot az el6z6 ponthoz hasonlé modon a (3.15) dsszefiig-

gést felhasznélva:

— ~~—,, (-1
K_Zﬂﬁk_—a%—. (3.21)
Tovabba
—  ((v—2)
K e (3.22)

Ezeket behelyettesitve a (3.15)-be,

o __lfdaoa g,

p 2C(y—1)
[3=]sla=5 e
PR e S
o

Cly
(

Po
(v=2)
C(y—1) qt

1—]90{

Ez az eredmény hasonlé a Poisson eloszlasnal kapott eredménytinkh6z, csupan itt a

valtozasi sebesség egy 7-t6l fliggd egyiitthatoval aranyos.



Ahhoz, hogy megkpajuk, mely v értékekre lesz a kritikus viselkedés, vizsgaljuk
meg a K-t a v fiiggvényében a (3.21) alapjan. A 3.2 abran lathato, hogy a fiiggvény

koriilbeliil a 2 és 2,5 kozotti v értékekre ad K > 2 kritikus értéket.

3.2. abra. A (3.21) osszefiiggés jobboldalan megjelend fiiggvény grafikus képe. A vizszintes
tengelyen a 7 helyezkedik el. K csak 2 felett értelmezhets(lasd (3.2)), és lathato, hogy a fiiggvény
csak v € [2,2.5] intervallmon teljesiti ezt a kovetleményt, tehat csak bizonyos hatvanykitevdji
skalafiiggetlen fokszameloszlas esetén valik kritikussa a dinamika.

Ez az eredményiink 6sszhangban van a [16] cikk altal kozolt eredményekkel.

3.3. A fiiggvények és a bemené fokszam korelalasa

Vizsgaljuk meg mi torténik, ha az egy adott csoméponthoz rendelt fliggvények meg-
valasztasat Osszefliggésbe hozzuk a csomdpont bemend fokszamaval. Ez azt jelenti,
hogy a

1

Q=si=g Q(k) (3.23)

lesz. A Q(k) alakja, mivel @) nem lehet nagyobb mint 1/2, legyen:

(

1
i,hak:(],l

Q(k) = (3.24)




A (3.16) alapjan:

Prt1 = Q(E) [1 — (1 —pn)¥] (3.25)

= Q(K) - Q(K)(1—p)¥ (3.26)

Vizsgalva a kritikussagot:

"L QR -1~ ;QkE - . (3.27)
Innen az els6 tag:
Qk)k = kf FQ(R)k (3.28)
= f1Q1 + kfj i (3.29)
=
=i +1=fo—fi (3.30)
(3.31)

Ezt visszahelyettesitve a (3.27) egyenletbe

% = h1— fo— fi— %Qk(k —1)p (3.32)

Mivel a kritikussag az els6 tagtol fiigg (a rendszer akkor kritikus, ha a sorfejtés
els6 tagja 0), ha az fy és fi zérusok, azaz nincsenek 0 és 1 bemeneti csomopontok
a rendszer mindig kritikus, fokszameloszlastél fiiggetleniil. Ugyanakkor, ha
Poisson eloszlast vesziink és a A varhato érték joval nagyobb mint 1, akkor fy < 1
és f1 < 1 azaz, a rendszer kritikus kozeli allapotban lesz. Tovabba ha megfigyeljiik,
az els6 tag mindig negativ, azaz a kritikussagot mindig a szubkritikus iranybol

kozelitjik meg.



4. fejezet

A modell implementaciéja

Ahhoz, hogy hatékonyan, kisérletileg tanulmanyozni tudjuk a Kauffman hélézato-
kat, létre kellett hozni egy jol mikods szamitogépes modellt. A Java programozasi
nyelv tiint j6 vilasztasnak és az adatok feldolgozasan kivil végig ennél a nyelvnél
maradtunk. El6szor kiilon programoztam be a kiilonb6z6 K eseteket, de ez nem volt
tul hatékony, ezért megirtam egy altalanos modellt, amely t6bb-tizmillios nagysagu
rendszereket is konnyedén futtatott, tetszéleges K-ra. Ez elényos volt kiilonb6zé
idsfiiggs rend-paraméterek vizsgalatéara, amelyekre kés6bb részletesebben kitérek.
Célszertinek gondoltuk, hogy valamilyen grafikus dbréazolast is megvalositsunk. A
JUNG (Java Universal Network/Graph Framework) nevezetd programcsomag nagy
segitséget jelentett, mivel nagyon egyszertien lehet vele grafokat kezelni, abrazolni.
A 4.1 abran lathato néhany a JUNG altal generalt grafikus abrazolas koziil. A prog-

rammal képesek vagyunk a dinamikat is animélni, valos idében.

Késébb az egész implementaciot az alapoktol kezdve atirtam, a JUNG altal
nyujtott graf-kezelési lehet&ségeket hasznalva, azért mert igy sokkal konnyebb ma-
nipulalni a csticsokat, éleket stb. A varakozassal ellentétben, ha lassult is egyaltalan

a program, csak miniméalis mértékben. Emellett még rengeteg algoritmust kellett ki-
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4.1. dbra. Harom N = 25 elemii rendszer topologiaja, K = 1, K = 2 és K = 3 esetén (balrol
jobbra haladva). Az els§ abran pl. jol kivehet&ek a kialakul6 klaszterek, hurkok stb. A kiilonbozs
szinek a cstcspontok kiilonbo6zs értékeit jelolik.

dolgozni a kiilonbo6z6 problémék tanulményozasahoz, ezek koziil néhany még szoba

keriil.

4.1. VAltozo fokszamui halé implementacioja

Probléma volt, hogy a tipikus Kauffman-hélozatoknal a kapcsolatok szama rogzi-
tett és csak egész, diszkrét lépésekben tudjuk tanulméanyozni a tulajdonsigokat a
K fiiggvényében. A valés halozatokban, ahogyan azt az élesztés példanknal is l4t-
tuk, a bemend élek szama nem rogzitett minden csiicspontra, hanem véletlenszerd
vagy valamilyen eloszlast kovet. Példaul a sok helyen felfedezett skalafiiggetlen ha-
lozatokban a csticspontokra juto élek szama hatvanyfiiggvény eloszlast kovet. Arra
gondoltunk, hogy sokkal valosagszertibb lenne, ha mi is valamilyen eloszlas sze-
rint generalnank a kiilonb6z6 cstucspontok fokszamait, és csak az atlagot kovetjiik
figyelemmel. A valasztas végiil a Poisson eloszlasra esett. A Poisson eloszlas a ter-
mészetben gyakori egyparaméteres eloszlas. Adott A varhato érték esetén a k egész

érték elsfordulési valoszintisége:

P(k) = —e " (4.1)



Igy héalézatunkban a bemend fokszamokat a kovetkezs képlettel generaltuk:
K; = Ko+ k;,

ahol a k; a A, varhato értékd Poisson-eloszlas szerint generalt érték. Az ilyen moédon
generalt bemend fokszamok varhato értéke folytonosan véltoztathatova valik, mig a

Ar = 0 hataresetben visszakapunk egy Ky-ad rendd Kauffman-halot.

4.2. A rendparaméterek vizsgalata

Kutatasunk soran a mésodik fejezetben emlitett mindkét paramétert vizsgéltuk.

4.2.1. Hamming tavolsag

Ennél a rendparaméternél kiilon vizsgaltuk a kezdeti allapothoz mért tavolsagot
(id6ben) és a két egyméasutan kovetkezd allapot kozotti tavolsagot. A 4.2 dbra mu-
tatja néhany szimulaciés eredményiinket. A rendparaméterek elméleténél bevezetett
viselkedés fagyott (szubkritikus, a < 0) és kritkus (o = 0) esetben igazolodni lat-
szik. Azonban a kaoutikus (o > 0) esetet még nem tudtuk igazolni, azért mert
D(t) nagyon gyorsan, akar méar az elsé idglépésben bedll a telit6dott, véletlensze-
riiséget igazolo allapotba. A rendszer Osszes csomopontjat szinkronban léptetjiik
minden idGlépésben, és ez N darab frissitésnek felel meg. A kaotikus fazisnél je-
lentkez6 problémat a jovében lehet6leg kikiiszoboljiik valamilyen aszinkron frissitési
modszerrel. A 4.3 abrédn a rendparaméter idGatlagat abrazoltuk a kiilonbozd Ky
és N\, értékek esetén, N = 10* csomopontra. Az abra egyértelmien visszaadja a
sok mas teriileten is hasonloan viselkedd fazisatalakulas gorbéjét (pl. ferromagnesek

méagnesezettsége a hémeérséklet fiiggvényében)
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4.2. abra. A D(t) Hamming tavolsig egy N = 10*-es rendszerben a kiilonboz6 A, és K esetekben
(kritikus és szubkritikus eset). A baloldali 4bran a kritikus értékekre vizsgalt futasok eredményeit
abarzultuk log-log skalan. Jol latszik hogy a gorbéink egyenes tendenciat mutatnak (igazolva a
hatvanyfiiggvény szeri viselkedést (2.4)) majd beédllnak az egyensulyi allapotba. Amint tavolodunk
a K; = 2 kritikus értékt6l az egyenes tendencia egyre kevésbé mutatkozik. A jobboldali 4bran
a szubkritikus K; értékekre kapott eredményeket abrazoltuk log-normal skalan. Egyértelmtien
felfedezhetd az exponencialis csokkenés amit a rendparaméter elméleténél is lathattunk (2.3).

4.3. abra. A fazisatalakulas latvanyos példaja, a gorbék a Hamming tavolsagok atlagat abrazoljak
a A, fliggvényében. A kiilonbo6z6 szint gorbék a kiilonbozd Ko értékekre beallitott futasokat
jelolik. Ha megfigyeljik a fazisdtmenet mindig a Ky + A\y = 2 értéknél kovetkezik be. Az gbrbék
D(t) = 5000 irdnyaba telitédnek, ami 10* csomépontnal a teljes véletlenszeriiségnek felel meg.

4.2.2. Normalt Atfedés

Az atfedést (2.5), ugyanigy mint a Hamming-tavolsagnal, minden idglépésben mér-
tiik, majd idGatlagot szamoltunk, igy egy szédmmal tudtunk jellemezni egy egész
rendszert. A paraméter valtozasat vizsgaltuk tgy a diszkrét, mint a folytonos K-k
esetében. Mint korabban mar definidltuk az a(t) paraméter értéke annak a valoszi-
ntisége hogy két egymasutani idépillanatban egy csticspont értékre a két allapotban

egyezik. Beldthato, hogy teljesen véletlenszertien generalt egymasutani allapotokban



az a(t) minden lépésben 0.5 koriili értéket kell adjon, mivel azonos valdszintiséggel
generalok 1-est és 0-ast is (ezt egy kiilon erre irt algoritmussal ki is probaltam és a
feltételezés beigazolodott). A 4.4 abran a Ky és a \; fliggvényében abrazoltuk az

atlagolt normalt atfedési paramétert N = 10* méretii rendszerre.

4.4. 4bra. A baloldali abra kivaloan személteti a fazisatalakuést. A szubkritikus Ko+ értékeken
az a az l-hez nagyon kozeli magassadgon van, azaz a egy csics két egymasutani idépillanatban
szinte biztosan egyezik. Itt a rendszer fagyott. A kritikus értékeknél lathato egy hirtelen esés, itt
komplex a viselkedés. A kritikus értékek felett az a(Ko, A\x) a 0.5-h6z kezd konvergalni ami méar a
véletlenszert, kaotikus viselkedésre utal. A jobboldali grafikon a baloldali konttar megfelelGje

A paraméter jol visszaadja az elvart viselkedést és igazolja a fazisatalakulast a

kritikus pontokban. Az abrén jol kivehets hogy:
a(Ko, M\p) = a(Ko+ M)

Tehat a viselkedés azt is igazolja, hogy a heterogén haldzati modell visszaadja az
eredeti Kauffman modell tulajdonsagait és azt hogy a kritikus viselkedés kizarolag
a fokszameloszlas varhato értékétdl fligg, ahogyan az az analitikus szamitésainkbol

is kideriilt(3.15).

4.3. Az attraktorok hosszanak vizsgalata

Amint azt mar korabban kifejtettem az attraktoroknak rendiviil fontos szerepiik van

a Kauffman-modell alkalmazasainal. Mivel a rendszer determinisztikus, nem lehet-



séges, hogy egy allapot tobbszor szerepeljen, csakis ha ciklusban van. A mddszeriink
az attraktorok hosszanak megéallapitasara a kovetkezd: az idé-allapot métrix utolso
allapotat a végétsl visszafele indulva mindig Gsszehasonlitjuk a megel6z6 allapo-
tokkal és ha egyezést talalunk megnézziik, hogy hany lépést tettiink meg. Ez az
attraktor hossza. Ezeket az attrakatorokat mértiik a csomépontok szama és a fok-

szameloszlas fiiggvényében. Néhany relevans eredményiinket a 4.5 abran tiintettiik

fel.
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4.5. abra. A baloldali grafikonon harom kiilénb6zé K = 1 + )\ varhato értékii fokszameloszlas
esetén lathatjuk az attraktorok hosszat az N fiiggvényében, log-normal skalan (A, = 0.9,1.0,1.1).

K = 2 kritikus esetben egyértelmtien exponenciélis, de a tobbi kritikus kornyéki esetben is hasonld
tendenciat mutat. A jobboldali abrdn N és a A\ fliggvényében &brazoltuk az attraktor hosszisé-
gok logaritmusat. Jol latszik a fazisdtmenetszeri viselkedés a kritikus értéknél. Az értékek azért
telitédnek, mivel csak bizonyos szamiu id6lépést tehettiink meg, és az ennél hosszabb attrakto-
rokat, amelyeket nem tudtunk megmeérni, és azokat a maximaélis id6lépéssel helyettesitettiik. Az
attraktorok hosszat L-el jeloltiik

4.4. A frissités-késleltetés

Egy méasik modositast is bevezettiink a rendszerbe. A valos rendszerek elemei nem
parhuzamosan evolualnak idében, hanem minden elem bizonyos id6kozonként, vagy
bizonyos hatasokra. Egy mésik tulajdonsiga a valds rendszereknek, hogy a fontos
elemeknek sok a dolguk ezért, gyorsan is kell dolgozzanak, a hatékonysag érdekében.
Ezt a skalafiiggetlen halozatoknal is tapasztalhatjuk, ha megnézziik pl. az interne-

tes szerverek sokkal gyorsabbak kell legyenek mint egy atlagos személyi szamitogép,



hogy a rendszer operativan miikddjon. A sejteken beliil is a bizonyos proteineknél
hasonlé a helyzet. Ezért kapcsolni kellett a frissitési periodust és a bemend fok-
szamot. Ezt figyelembe véve jott az otlet, hogy minden csomoépontnak adjunk egy
sajat frissitési periodust, aminek a fokszamokkal vald kapcsolatat kétféleképpen ol-
dottuk meg. Az els6 modszer szerint a frissitési periddust a fokszdmokhoz hasonléan
Poisson eloszlés szerint generaljuk és az eloszlast a legtobb esetben Ay = 4-re centrél-
tuk. Célunk az volt, hogy kell6képpen széles spektrumon osztogassunk a csticsoknak
frissitési periodusokat. A fokszamokkal vald korrelaciot a kovetkezd Osszefiiggéssel

oldottuk meg:

t:
T,=1+ |—
Z [KJ
ahol a t; a Ay varhato értékid Poisson-eloszlas szerint generalt érték és |...| egész

részt jelol. Igy azoknak a csiicspontoknak, amelyeknek nagy a bemend fokszama
aranylag kissebb lesz a frissitési periddusa, azaz nagyobb a relativ frekvencidja.
Erre a rendszertipusra viszont a kovetkeztetések levonésat lényegesen nehezitette,

az ujabb paraméter bevezetése.

4.4.1. Paraméter mentes fokszam-periédus kapcsolat

A frissitési feltétel a kovetkezd:

K; K;
{Kmaf} 7 {me 6= 1)]

Ha ez a feltétel teljesiil akkor a cstcspontnak frissitjiik az értékét. Itt a t az idg,
amely diszkrét 1épésekben halad el6re, a K; az adott csicspont bemend fokszéma, a
Ko a rendszer legnagyobb bemené fokszama. Ha a hatarértékeket nézziik, mikor
K; = Koz, akkor a feltétel mindig teljesiil (igy a frissitési periodus a minimalis 1
lesz), ha K; = 0, a feltétel soha nem teljesiil, és a frissitési periodus mindig aranyos

a KLM -szal. A 4.6 abra ezt egy példan keresztiil szemlélteti.

m



frissitések Knax=8 esetén
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4.6. abra. A koénnyebb megértés kedvéért, vegyiink egy példat (Kpa.: = 8). A fenti abran
a fliggslegesen a kiilonb6z6 bemend fokszamii csomoépontok vannak, az id§ pedig jobbra halad.
Ha teljesiil a feltétel a csomoépontot frissitjiikk (fehér téglalap). Ha viszont nem, akkor biztosan a
korabbi értékén marad (fekete téglalap). Lathato, hogy a K,q. bemenettel rendelkezé csomopontok
mindig frissiilnek, és minél kissebb a bemenet annal ritkabb a frissitések aranya.

Ennél a fejlesztésnél méar nem vizsgalhatjuk az attraktort a klasszikus modon,
mert a késleltetések miatt el6fordulhat egy allapot tobbszor is rovid idén beliil. Egy
dolog azonban nem valtozott a klasszikus rendszerhez képest: igy is kialakul minden
csucspontnak egy sajat evolicios periddusa, amely a nem t1l kaotikus rendszereknél
mérhetd hosszusagu. Példaul egy idében allandoé értékd csticspontnak az evolucios
periodusa 1, egy lépésenként valtozonak 2, stb. (ne tévessziik Ossze ezt a periddust
az altalunk generalt frissitési periodussal). Tulajdonképpen az evolicios periddusok
Osszességének a legkissebb kozos tobbszordse maga az attraktor hossza.

Igy a figyelmiink az evoltciés periodusokra iranyult, és sikeriilt kifejlesztenem egy
algoritmust az evoluciés periodus megtalalasara és megmérésére. Igy vizsgalhattuk
példaul az rendszer evolicios spektrumét, vagy azt hogy az attraktorok miben kiilon-

boznek ugyanannal a rendszernél frissités késleltés alkalmazésa esetén, illetve annak
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4.7. Abra. Az evoluciés periédusok aranya a késleltetett és a nem késleltetett esetben. A baloldali
abran a nem mérhets periodusi csucspontokat elhagytuk és tgy szamoltunk aranyt. A jobboldali
abran a skalan kiviili evolicios periddus értékeket a maximalis mérhets értékkel helyetesitettiik
(10* id6lépés esetén ez 5000). Az abrékon jeldltiik a standard hibat is s, = 7= » ahola o a

standard elérés (szoras) és n a mérések szdma.

hianyaban. A szimulacioink soran képtelenség volt 2V idslépést végigfuttatni, hogy
az Osszes lehetséges allapotot biztosan végigjarjuk, igy voltak (f6leg a kaotikusabb
fazisokban) olyan evolucios periodusok amelyeknek a hosszat nem tudtuk megmeérni.
Ezeket az eseteket 0 hosszal regisztaltuk, sok informéciot nem adtak viszont statisz-
tikailag még vizsgalhattuk Sket. Minden vizsgalt K és A\ esetben adott halozatnél
mértiik a cstucsok periodusat frissités késleltetés nélkiil (minden cstucspontnak a fris-
sitési periodusa 1) és a fenti képlet szerint generéalt frissitési periodusok aktivalasaval.
Azt vartuk hogy az evoluciés periddusok atalanosan nagyobbak legyenek a cstics-
pontokra, ezt igazoljak a 4.7 abran feltiintetett méréseink is. Azonban egy meglepd
eredmény is sziiletett. Megszamoltuk mindkét esetben a mérhetetlen periédusu
csucspontokat és megvizsgaltuk a két eset végtelen periddusai szaméanak az aréanyat,
ami az 4.8 dbran lathatd. A kritikus fazisban a késleltetés, nemhogy kaotikusabbé
teszi a rendszert, azaz megnyujtja az evoliciés periddusokat, hanem ellenkezdleg, és
amit elsé esetben nem tudtunk megmérni a késleltetett esetben mérhets hosszisédgu
lett. Magyarazat lehet, hogy a fontosabb csticspontoknak relative nagyobb frissitési
frekvenciat adtunk, és ez egyfajta hierarchiat alakithat ki amely rendezé hatéssal

van a rendszer egészére.
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4.8. dbra. A két eset skalan kiviili evolticios periédusai szamanak az aranya. A pontosan a kritikus
értékeknél ez az arany megugrik, a késleltetés a végtelen periddusokat leroviditi, azaz valamilyen
szinten rendezi a rendszert. A kiillonb6z§ szind gérbék a kiillonb6zs K értékekre beallitott futasokat
jelolik.

4.4.2. A véletlenszerti frissités

A rendszer csucsait egyenként frissitjiik véletlenszertien, de ugyanugy aranyosan a
kapcsolatok szamaval. Azaz egy sok kapcsolattal rendelkezé csticspontot nagyobb
valoszintiséggel frissitsiink mint egy kevéssel rendelkezét. Erre egy egyszertd megol-
dast talaltunk ki, mégpedig azt hogy Osszegezziik a kapcsolatok szamét, az Osszes
csucspontra és létrehozunk egy akkora tombot mint ez az 6sszeg. Ebben a témb-
ben pedig minden csticspontnak annyi helyet foglalunk le, amekkora a sajat bemend
fokszdma. Az evolvaltatas soran véletlenszetien dobunk egy szdmot 1 és a kapcsola-
tok szamanak Osszege kozott és azt a cstucspontot frissitjiik, amelyiknek a lefoglalt
helyére esett a vélasztas.

Pl. Egy 5 elemt rendszerben ha az 1-es, 3-as és 4-es csticsnak 2, a 2-esnek 3 és az

5-0snek 1 bemend éle van a tomb igy néz ki:




a kapcsolatok szaméanak 6sszege 10, igy 1 és 10 kozott dobunk és azt a cstucsot frissit-
jik, amelyiknek az indexével azonos szamot dobtunk. Ha mondjuk 3-ast, 4-est vagy
5-6st dobok a 2-es cstucspontot frissitem. Azonban a dinamika elemzése problémaés,
mivel itt minden id6lépésben csak egy cstucspont frissiil, és ez nem ad nekiink t1l sok
informaciot. Felmeriilt, hogy minden N. lépésben nézziink ra a rendszerre, mert
igy minden cstcsra juthatna egy frissités ha az élek eloszlasa egyenletes lenne. Az is
felmeriilt hogy minden a tomb méretével egyenld idslépésenként nézziink ra a rend-
szerre. Sajnos egyik verzio sem tokéletes, és mivel nagy rendszerekkel dolgozunk, az

Osszes idGlépést fizikai képtelenség tarolni. Ezeken a modszereken még dolgozunk.



5. fejezet

Kovetkeztetések

Kutatasunk soran sikeriilt a Kauffman modell szamost tulajdonsigat feltérképezni
és igazolni. Kiilonbo6z6 modszerekkel vizsgaltuk az onszervezédés és komplex visel-
kedés jeleit, tovabba néhany elméleti eredménnyel és alkalmazassal is foglalkoztunk.
analitikus szamitasokkal tanulmanyoztuk a dinamikat, igy rogzitett, mint altalanos,
heterogén fokszédmeloszas esetén, és a kritikus viselkedést matematikailag is igazol-
tuk, tovibba megkaptunk, tobb, mér publikalt analitikus eredményt. Analitikus tton
kimutattuk, hogy megfel6 lokalis kapcsolatot teremtve a csomoépontok dinamikéja-
ért felelGs fliggvény és az illeté csomopont fokszama kozott a rendszer jo kozelitéssel
mindig kritikus allapotba keriil, a halézat bemend fokszameloszlasatol fiiggetleniil.
Létrehoztunk tébb jol mikddd szamitogépes implementaciot a hatékony mérések
elvégzésének érdekében, és ezeket alkalmazva tudtunk igazolni tobb vizsgalt tulaj-
donsagot. Rendparaméterekkel bizonyitottuk K = 2 esetén a kritikus viselkedést és
a fazisatalakulast. Vizsgéltuk az attraktorok hosszanak valtozasat a kiilonboz6 K és
N értékekre és igazoltuk, hogy a paraméterek novelésével szuprapolinomialisan no-
vekednek. A modellt tobb szempontbdl is tovabbfejlesztettiik, elsGsorban a Poisson
eloszlas szerinti fokszam generalassal lehetévé tettiik a K értékek folytonos valtoz-

tatasat és igy pontosabb méréseket végezhettiink. A masik fejlesztés a nagy bemend
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fokszami csomopontok relativ frissitési frekvencidjanak a megnovelése volt, ezzel is
kozelebb hozva a modellt a valés rendszerekhez, és azt talaltuk, hogy ez a tulaj-
donsag a kritikus értékeknél rendezd hatassal van a rendszerre. Emellett még t6bb
tovabbi fejlesztést is eszkozoltiink, amelyeknek hatékonysagat és az eredményeiket

még tanulményozzuk.



6. fejezet

Kitekintés

A szimulacioink, soran felléptek technikai nehézségek, pl. hogy nem tudtunk kellé
mennyiségi id6lépést megtenni a kiilonb6z6 esetekben, igy sok attraktor meg perio-
dus hosszat nem voltunk képesek megmérni. Ennek orvoslasara szeretnénk valami-
lyen modszert kitalalni illetve mar létezsket alkalmazni (pl. a redundans csomépon-
tok eltavolitasa). A jov6ben szeretnénk a jelenségeket behatobban tanulmanyozni,
nagyobb szamu és tobb tipust mérésekkel finomitani az abrakat és pontosabb ma-
gyarazatokat adni. Azonban ez még messze nem fedi le a kitiizott céljaink sorat.
Egyik legfontosabb célunk az, hogy alapveté fizikai torvényszertiségeket vezessiink be
a rendszerbe mint pl. az energiamegmaradés vagy a termodinamika f&tételei. Mint
lathattuk, a halozatban a kotések és a fiiggvények rogzitettek minden cstcspontnal,
ez a valos rendszerekkel sokszor nem Osszeegyeztethets. Ha ezeket a fixalt eleme-
ket gy dinamizaljuk, hogy a rendszer egy optimalis allapotot keressen, valdsziniileg
nagyon érdekes dolgok torténnek majd. Emellett lehetséges, hogy a bool-féle halo-
zatoktol is elszakadunk és a igy csomoépontjaink komplexebb objektumok lehetnek,
béar ez esetben a fiiggvényeket is tjra kell majd gondolni. Ha a modszereink elég
hatékonyak lesznek, lehetséges hogy egy életképes és jol miikods evolucios modellt

is megalkothatunk.
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