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Kivonat

A rug6-tomb modellek szamtalan alkalmazasuk mellett a komplex dinamikajuk miatt
valtak ismertté. Dolgozatunkban egy egydimenzids rug6-tomb rendszer dinamikajat
tanulmanyozzuk egyszeri kisérleti eszk6zok és szamitogépes szimulaciok segitésgével.
A lancszertien 6sszekapcsolt rugdkat és testeket egy futészalagra helyezziik, mikézben az els6
rugét a foldhéz képest rogzitjiik. Modelliinkben a surlodasi eré nemlinearitasa a csuszasi és
tapadasi surlodasi erék kiilonbségébdl, valamint a feliilet egyenetlenségeib6dl szarmazé zajbdl
adddik. Bevezetiink egy rendparamétert, mellyel a lanc hosszanak fluktuadcioit mérhetjiik és
szamitogépes szimulacidk segitségével feltérképezziik a rendszer fazisterét. A rendparaméter
segitségével megmutatjuk, hogy kis zaj esetén a szalag sebességének novekedésével
fazisatalakulas-szerien csokken le a lanc hosszanak a fluktuacidja, alland6 sebesség esetén meg
a rendezetlenség novekedésével a fazisatalakulasokhoz hasonléan noévekszik. Mindkét esetben
egy kritikus paraméterértéket meghaladva, mindségileg megvaltozik a rendszer dinamikaja.
Erdekes modon a rendszer méretének novelésével ezen fazisatalakulas-szerd, hirtelen atmenet
mindinkdbb elmosddik, ellenkezd trendet mutatva a termodinamikai rendszereknél megismert

fazisatalakulasokkal.
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Bevezetés

A rug6-tomb modellek fizika szdmos olyan teriiletén sikeresen alkalmazhatok, ahol
komplex rendszerek kritikus 6nszervez6dést mutatnak. Sok esetben a surlodasi erd a modell egy
lényeges alkotéeleme. A legtobb anyag esetében a tapadasi surlodasi egyiitthat6 maximalis
értéke nem egyenl6 a csuszasi surlédasi egyiitthatoval, a valés fizikai rendszerekben, ahol a
feliiletek érintkezésébdl szarmazo stirlodasi erdk jelentds szerepet jatszanak, gyakran talalkozunk
nemlinearis, ,,csuszo-tapadé” dinamikaval. A surlédasi erdk jelenléte lavinak megjelenéséhez és

kritikus dnszervezddéshez vezethet[1][2], nemlinearitasuk kaotikus dinamikat eredményezhet[3].

Dolgozatunkban egy ilyen, nagyon egyszer{i rendszert vizsgalunk molekuléris dinamika
tipusu szimulaciokkal. Téglatest alaku, rugokkal 6sszekapcsolt tombok dinamikajat modellezziik
abban az esetben, amikor az egydimenzios rugé-tomb rendszert egy, a foldhoz képest allando u
sebességgel halado futdszalagra helyezziik. Az igy kialakitott lanc egyik végét a foldhoz
viszonyitva egy rugoval rogzitjiik, a testek pedig surlédas jelenlétében mozognak a szalag
feliiletén. Megmutatjuk, hogy szalag sebességének és a surlodasi erék eloszlasanak szorasa

fliggvényében a rendszer nagyon sokféle kaotikus és kollektiv viselkedési format mutat.

A dolgozatban el6szor roviden ismertetjiik a kaosz tulajdonsagait, a rug6-tomb modellek
alkalmazasi lehetGségeit és az egydimenzios rugé-tomb modellek teriiletén elért eddigi
eredményeket. Egy korabbi munkank soran hasonlo rugo-tomb modellt alkalmazva autopalyan
halad6 autésor tanulmanyozasahoz, mas nézdépontbol vizsgalva azt, sikeriilt kimutatni, hogy

létezik dinamikus fazisatalakulas abban a rendszerben[1].

A tovabbiakban adunk egy altalunk kidolgozott modszert, mely lehet6séget nyujt arra,
hogy statisztikusan vizsgaljuk a rendszert egy rendparaméter bevezetésével. Megmutatjuk, hogy
egy kirtikus paraméter felett csak nagy zaj jelenlétében lesz a viselkedés aperiodikus, valamint
azt is, hogy bizonyos paraméterek esetén intermittens kaosz jelenik meg. Ezt kisérletileg is
kimutatjuk. Talaltunk a rendszerben rendezetlenség altal indukalt dinamikus fazisatalakulas-
szerli atmenetet, melynek fazisaihoz periodikus és aperiodikus dinamika tarsithat6. A szalag
sebességének fiiggvényében szintén érdekes 4atmenetet taldlunk a ,,cstszo-tapad6” és
folyamatosan cstiszé dinamika kozott. Bemutatjuk az elvégzett kisérletet és dsszehasonlitjuk a

szimulacids eredményekkel.
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. Kaotikus dinamika

I.1. Kaotikus mozgas. Kaotikus rendszer.
A hosszu ideig tartd allandosult mozgasok gyakran 6nmagukat pontosan, periodikusan

ismétlik. Ilyen az ingadra lengése vagy a bolygdk mozgasa. Tehat fontos tulajdonsagaik a

szabalyos ismétl6dés és az elorejelezhetdség.

A szabalyos mozgasok azonban csak egy kis részét alkotjak az 0Osszes allandésult
mozgasnak. Az elmult néhany évtized kutatasai bebizonyitottak, hogy egyszerli rendszerek
hosszu ideig tartd6 mozgasa is gyakran szabalytalan. Példaul, ha tekintiik egy kis golyot, melyet
egy gumiszal végére rogzitiink, és vizsgaljuk, mi torténik nagy amplitidoja kitérések esetén, azt

latjuk, hogy a mozgéas joval bonyolultabb mint a lengés és a rezgés egyszerti dsszetevése.[4]

Az egyszerll rendszerek szabalytalan mozgasat kaotikusnak mondjuk. Tehat a kaotikus
viselkedés az egyszerli rendszerek olyan mozgasa (débeli viselkedése), melyre jellemz6, hogy:
nem épithet6 fel, mint véges szamu periodikus mozgas egymasratevodése, hosszu idéskalan
elérejelezhetetlen és érzékeny a kezddfeltételekre. Raadasul ezek a tulajdonsagok altalaban

egyszerre vannak jelen[4].

Ugyanakkor nem minden bonyolult viselkedés tekinthet6 kaotikusnak, csak azok, amelyek
egyszerl torvényekbdl kovetkeznek. A zajos mozgas a nagyon sok dsszetevobdl allé rendszerek
valamely tagjanak véletlenszerli viselkedése (pl. termodinamikai rendszerek), mely a t6bbi
osszetevovel, valamint a kornyezettel valé bonyolult kolcsénhatas kovetkezménye. Igy ,,a kéosz
atmenet a szabalyos és zajos mozgas kozott”’[4]. A szabalyostol az kiilonbozteti meg, hogy
véletlenszeri, a zajostol pedig az, hogy véletlenszerlisége a kevés Osszetevl, valamint a

kornyezet er6s kolcsonhatasabdél alakul ki.

Definicié szerint egy rendszer akkor kaotikus, ha léteznek olyan paraméterek, melyek
esetén kaotikus dinamika alakul ki. Altalaban a legaldbb haromvaltozés autoném®
differencidlegyenlettel leirt nemlinearis rendszerek kaotikusak[4]. Nemlinearis rendszereknek
nevezziik azokat a rendszereket, melyek evolicios egyenletei nemlinearisak. A klasszikus
dinamikaban ez azt jelenti, hogy a mozgasegyenletekben a rendszer allapotat jelzd valamely

mennyiség (koordinata, sebesség, gyorsulas, stb.) nemlinearis forméaban jelenik meg[5].

1 Autoném: a differencidlegyenlet nem tartalmazza az id6t expliciten.
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1.2. Determinizmus és kaosz
A kaotikus rendszerek értelmezés szerint determinisztikusak. Tehat adottak a rendszer

dinamikajat leir6 mozgasegyenletek, a kezddfeltételeket, valamint a rendszert jellemzd
paramétereket végtelen pontosan ismerjiik, illetve a mozgasegyenletek kozonséges
differencidlegyenletek (nem stohasztikusak), melyek teljes mértékben meghatarozzak a rendszer
jovobeli viselkedését[5]. ,,Gyakorlati szempontbdl azonban a véges pontossaggal ismert
kezdofeltétell viselkedés az érdekes”[4]. A kaotikus mozgas felerdsiti ezeket a hibakat, és
nagyobb id6éskalan olyan, mintha stohasztikus mozgasegyenletb6l kovetkezne. De mivel ez a
véletlenszerli viselkedés is a kevés valtozot tartalmazo determinisztikus bels6é dinamika

kovetkezménye, ebben az esetben is determinisztikus kaoszrél beszéliink.

A valés fizikai rendszerekben nem csak a kezd6feltételek ismeretében van bizonytalansag,
hanem a rendszer dinamikdjat meghataroz6 paraméterek is fluktualhatnak idében. Példaul a
surl6dasi erd altalaban pontrél pontra valtozik egy gerjesztett fizikai inga esetében is. Igy az azt
leiré differenciadlegyenlet nem determinisztikus, hanem stohasztikus. A gyakorlatban azonban az
ilyen eseteket Ugy tanulmanyozzdk, hogy az idedlis, zaj mentes rendszerre analitikusan,
numerikusan vagy szamitégépes szimulacio segitségével megmutatjak, hogy létezik kaosz, majd
osszevetik a kisérleti viselkedéssel[6].

1.3. Kdoszhoz vezetd utak

Kéaoszhoz vezet6 tutnak nevezziik azt a folyamatot, mely soran valtoztatva valamely, a
rendszert jellemzd paramétert (kontroll paramétert), a rendszer dinamikaja a szabalyosbdl, vagy
latszolag szabalyosbdl kaotikussa valik. A két kiilonb6zd tipusi dinamika kettévalasat
(széthasadasat) bifurkaciénak nevezziik. A bifurkdcié a kontrollparaméter egészen Kkis

valtozasara is létrejohet, mikdzben a rendszer dinamikai viselkedése hirtelen megvaltozik[5].

Az egyik legtipikusabb periodikus mozgasbdl kaotikus dinamikaba vezet§ ut a
perioduskettozé bifurkaciésorozat[4], mely soran mozgis periédusa a bifurkaciok soran
megduplazédik, mindaddig amig végtelenné nem valik. Ez esetben a fazistérben a

karakterisztikus pont trajektoriaja kaotikus lesz[5].

Ha a rendszer olyan, kozel szabalyos mozgast végez, mely két periddussal jellemezhetd, és
ezek aranya irracionalis, akkor a dinamikaja kvaziperiodikus. Ha a kontrollparaméter
valtozasaval a dinamika szabalyosbdl kvaziperiodikussa, majd kaotikussa valik, a kaosz

kvaziperiodikus uton fejlodott ki.
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Intermittencianak nevezziik azt a jelenséget, amely soran a rendszer periodikus
viselkedést, illetve kaoszt is mutat, ugy hogy ezek a mozgastipusok id6ben szabalytalanul,
véletlenszerlien valtakoznak[6], még akkor is, ha determinisztikus rendszerr6l van sz6 és nincs
jelent6sen sok zaj. Altalanosan pedig intermittencianak nevezziik azt, amikor a rendszer
viselkedése véletlenszertien valtakozik latszolag két minOségileg kiilonb6z6 dinamika kozott.
Ahogyan a kontrollparamétert valtoztatjuk a periodikus mozgasban egyre gyakrabban
figyelhetiink meg kaotikus villanasokat, mignem rendszer a teljesen kaotikussa nem valik[5].
Intermittens kaosz megjelenik példaul 1ézerek esetében is. Valtoztatva lézer rezonatortiikrének
dblésszogén, és abrazolva kiilonboz6 szogekre a kilépd sugdar intenzitasat az id6 fiiggvényében
tiszta periodikus jeltdl intermittens ut vezet (I.1. abra) a teljesen kaotikus jel iranyaba (I. tipusu
intermittencia) [6]. Fluidumok és kémiai reakciok esetén megjelend intermittenciardl talalunk

még leirasokat a szakirodalomban[7].

J‘ng'i‘r"li.ilfr”lﬂ%’w@!
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H%ih""fm 1%"’14.'
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(1.1. abra) Intermittens tit a periodikus visekedést6l a kaotikus fele.[6]

Természetesen egy adott paraméter esetén a rendszer viselkedése nem valtozik. Intermittens
esetben azonban latszolag teljesen kiilonboz6 tipust viselkedések nagyon hosszu ideig (a
dinamika karakterisztikus idejéhez képest) maradnak fent, majd hirtelen alakulnak at egymasba
(Iényeges azonban megjegyezni, hogy csak latszdlag teljesen kiilonbdz6 tipisiak). Val6jaban a
periodikus tartomanyban csak kozel periodikus a dinamika, mig egészében véve teljesen

aperiodikus (és kaotikus)[5].

Az intermittencianak négy tipusat kiilonboztetjiik meg. Az I-es tipusu intermittencia vagy stabil
intermittencia esetében a mozgas aplitidoja kozel alland6 (atlagosan). A II-es tipusu
intermittencia akkor jelentkezik, ha egy bifurkacié soran az egyik frekvencia (a frekvencidhoz

tartoz6 hatarciklus) instabillda valik és igy két frekvencidval jelemzett viselkedés kaotikus
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kitorésekkel keveredik. III-as tipusu intermittencia jelenik meg akkor, ha a periéduskett6z6
bifurkacié soran instabill periodikus allapot jon létre, igy szintén kaotikus viselkedéssel
valtakozva van jelen. A IV-es tipusi intermittenciat onnan ismerhetjiik fel, hogy a rendszer
viselkedését ,,nyugalmas” periodusok és kaotikus kitdrések valtakozasa jellemzi. A ,,nyugalmas”
periddusok soran a mozgas frekvencidja kozel zérd, igy kozel(!) stabil allapotnak tekinthet6[5].
1.4. A tanulmanyozott rendszer leirasa

A dolgozatban egy konnyen elkészithet6 kisérleti berendezést modelleziink és

szamitogépes szimulaci6 segitségével vizsgalunk. Tekintsiik el6szor vazlatosan a

tanulmanyozando6 rendszert.

Egy fut6szalagra téglatest alaku, egyforma tomboket helyeziink, melyeket rugéval kotiink
ossze. Az igy kialakitott lancot (I.2.abra) az els6 tombtdl fogva, szintén egy rugdval a foldhoz
képest rogzitjiikk. A futdészalagot mozgasba hozva azt tapasztaljuk, hogy kezdetben a testek a
szalaggal egyiitt mozognak, majd sorra megcsusznak a rajuk haté rugderck hatasara, és késobb
ujbol megallnak a szalaghoz képest. Ez a dinamika olykor periodikusan, maskor meg id6ben
rendezetleniil ismétlédik a kisérlet soran. Tehat kaotikus viselkedést vagy Kkirtikus

onszervezodést kereshetiink a rendszerben.

A futdszalag sebességének bedllitasaval és a tombok szamanak valtoztatasaval kiilonb6z6
paraméterekre tanulmdanyozni tudjuk hogyan viselkedik a rendszer. A rug6-tomb lanc folé
videokamerat szerelve régziteni tudjuk, hogyan mozognak a témbok és hogyan valtozik a lanc

hossza, majd szamitogép segitségével fel tudjuk dolgozni a videdfelvételt.

Tlzziik ki tehat célul a lanc végén elhelyezked6 tomb mozgasanak vizsgalatat, mely

ugyanakkor lehet6séget nytjt a 1anc hosszanak idébeli fluktudcidinak tanulmanyozasahoz.

e . )

(1.2. abra): Hat tombbdl allé rug6-tomb rendszer a futdszalagra helyezve

Minden testre hat az ered6 rugoOerd, valamint a surlodasi er6. A surlodasi erd a test
szalaghoz viszonyitott (1)-es képlettel értelmezett v,, relativ sebességének fiiggvénye (2): ha a

szalaghoz képest mozgasban van, akkor cstszasi strlddasi er6 (Fs) hat rd, ellenkezd esetben a

8
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F

tapadasi strlodasi erd (Fso). A kett6 aranyat jeloljiik a kovetkez6képpen: f= F—SCO
st0

Akkor csuszik meg egy tomb, ha a ra hato Fy kiils6 er6 (jelen esetben az F eredd rugderd)
nagyobb, mint Fyo, a tapadasi sturl6dasi er6 maximuma, és akkor all meg, amikor v, sebessége 0-

ra csOkken (I.3. abra).

megcsliszas

=
F,

(1.3. abra): A tdmbre hat6 sirlddasi er6 (Fs) valtozasa kiils6 erd (Fy) fiiggvényében dbrazolva (a piros szin
egy nyugalombol indul6 testre vonatkozik, a z6ld szin pedig egy mar mozgasban 1év0 testre)

V,=V,—u=Xx,—u (1)

F’ vr:0 A |Fr|<Fst0

.
FS: FSCO’ vr:0 A |Fr|:Fst0‘ (2)
lF w0 V.70 }
Newton 2. torvényét alkalmazva a testekre a kovetkez6 csatolt, nemlinearis differencial-
egyenletrendszert kapjuk:
m-X,=F,(x, ,X,)+F(%,—u ,F (x;,X,))
m-X,=F, (X, ,X, ,X3)+F (X,—u,F (x, ,X, ,X;))
. o 3)
m-X,;=F, (x;_y , X; , X))+ F (X, —u,F (x; 1, X; , X))
m-Xy=F, (Xy_y ,Xy) T F (Xy—u,F (xy_, ,Xy))

A tombokre hat6 surlodasi er6k tobb képlettel vannak értelmezve és nem folytonos
fliggvények, hiszterézisszerli viselkedéssel rendelkeznek, ezért az N darabbol &ll6 csatolt
differencial-egyenletrendszer analitikusan nem megoldhaté. Pontosan az el6bbi tulajdonsaga
teszi az dinamikat nemlinearissa, lehet6vé téve a kaotikus és kollektiv viselkedések kialakulsat.

Itt megjegyezziik, hogy masodik kozelitésben a rugéer6k nagy megnyuilasok esetén fellépd

nemlinedris viselkedése szintén szerepet jatszik majd ebben.

Molekularis dinamika tipusi szimulacioval konnyebben kezelhetd a probléma, valos
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idében kovethetjiik a rendszer viselkedését, egész paraméter-tartomanyokra ,,feltérképezhetjiik”.

Il. A rug6-tomb modell alkalmazasai

Az altalunk vizsgalt rendszer nem mas mint egy klasszikus rug6-témb modell kisérleti
megvaldsitasa. A rugo-tomb modellek a szakirodalomban ma mar egy teljes modellcsaladot
alkotnak és akarcsak a homokdomb modell, nagyon hasznosnak bizonyulnak a kritikusan

onszervez0do rendszerek tanulmanyozasanal.

Az els6 egydimenziés ( e dolgozatban tanulmanyozott rendszerhez hasonld) rugé-tomb
tipusti modellt Buridge és Knopoff tette kdozé 1967-ben[2], melyben sikeresen magyarazta a
foldrengésekre érvényes Gutenberg-Richter torvényt. Azéta szamtalan mads teriileten
alkalmazzak sikeresen: szdradé granularis anyagok toredezésére, feliileteken kapilaris erék
hatasara o©nszervez6d6 nanogdmbdk tanulmanyozasara, nanocsd rendszerekben létrejovo
mintazatok megértésére, magnesezési zajok és Barhausen zaj modellezésére, telepiilések alkotta
foldrajzi régidk kialakulasara[8], tiveglapokon létrejové torések tanulmanyozasasara[9],

autopalyan halado aut6sor modellezésere, stb.
Ebben a részben attekintjiik, milyen eredmények sziilettek a felsorolt alkalmazasok révén.

1. A foldrengések jelentds része tektonikus lemezek talalkozasanal keletkezik. A
lemezek egymas ald bukdasakor felgyilileml6 fesziiltség hatdsdra az egyik lemez hirtelen
megcstszik. Az ekkor felszabadult mechanikai rezgések E energidjaval definialhaté a
foldrengések nagysaga (m): lg(E)=11.8+1.5m . A Gutenberg-Richter t6rvény[10]
szerint ezen a skalan az m erdsségli foldrengések el6fordulasi gyakorisaga hatvanyfiiggvény
szerinti eloszlast mutat. A Buridge-Knopoff modell segitségével ez a dinamika a II.1.abra
figyelembe vételével a kovetkezOképpen magyarazhatd: az egyik lemezt jelképezd als6 sik
elmozdulasanak kovetkeztében felgyiilemlik a rugokban az energia, mely a masik lemezt

modellezd tombok lavinaszer{i megcstszasahoz vezet.

(IL.1. abra): Buridge-Knopoff modell: rugokkal dsszekotott tombok két relativan mozg6 siklap
kozott[2]
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Ezzel a rug6-tomb modellel sikeriilt els6ként igazolni a Gutemberg-Richter térvényt,

visszakapva a hatvanyfiiggvény szerinti eloszlast.

2. Vékonyrétegli nedves granuralis anyagok szaraddsa soran torténd toredezések
kvazisztatikus folyamatnak tekinthet6ek. Ilyen tordezési folyamatok jatszodnak le sar, agyag,
festékréteg, ho, aszfalt, stb szaraddsakor. A jelenség a rug6-tomb modellel a kévetkez6képpen
magyarazhato[11]: ha az anyagrészecskéket tekintjik a tomboknek, a koztik lévo
folyadékhidakat a rugoknak, szaradaskor a rugoallandok novelésével a részecskék a novekvd
fesziiltség hatdsara tomoriilnek, a rugdk elszakadasa esetében toréscentrumok nukledlédhatnak,

érdekes mintazatokat hozva létre [11].

3. Az el6z6 modell nagyon jol alkalmazhat6 nanogémb szuszpenzidk szaradasara
is[12]. Ez esetben azonban nem csak a kapilaris er6k jelentkeznek, hanem elektrosztatikus
taszitas, merev taszitas, valamint surlodasi er6 is. Ezek szintén rugoerok segiségével vihetok be a
modellbe. Az igy kapott eredmények is nagyon jol Osszeegyeztethetek a Kkisérleti

eredményekkel [12].

4. Nanocsé rendszerekben is tapasztalhatunk kapilaris onszervezédést. Ha egy
feliiletre mer6legesen tobbfald nanocsoveket noévesztiink és folyadékba meritjiik, a folyadék
elparolgasa utan cellularis struktirak alakulnak ki. Ez a val6sagban egy harom dimenzids
onszervezddési folyamat, de a rug6-tomb modell sajatossagai révén leegyszeriisithetd és két
dimenzidban is targyalhat6[13]. Ebben az esetben a modellben mar két tipust témbot és rugokat
kell alkalmazni. Elszakithatatlan rugéval a nanocso rugalmas testét, mas tipusu rugokkal meg a
kapilaris er6ket lehet modellezni. A szamitogépes szimulaci6 eredményei szintén a kisérlettel

egyez0 eredményeket mutattak.

5. Ferromagnesek esetében abrazolva a magnesezési gorbét, megfigyelhetd, hogy a
valtozo kiils6 magneses tér hatasara a minta magnesezettsége diszkrét ugrasokban valtozik. Ezt
nevezziik Barkhausen zajnak, mely a doménfalak gyors mozgasanak készonhetd. Egy egyszer(
egydimenzids rug6-tomb modell segitségével[14] a magneses hatdsoknak megfelel6 mechanikai

analogat keresve visszakaphato a hiszeterézis, valamint a Barkhausen zaj is.

6. Egy, autopalyan halad6 autésor dinamikaja egy nemlinerais, komplex jelenség,

viszont jol vizsgalhat6 a statisztikus fizika médszereivel a rugé-tomb modell segitségével[15].

A jelen dolgozatot megel6z6en érdekes eredményeket értiik el egy szintén egydimenzios

rug6-tomb modellben. A dinamika torvényeit alkalmazva, valamint mesterséges szabalyok
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bevezetésével egy autépalyan halado6 autosort modelleztiink(I1.2. abra).

(m)
[L.3]

(I1.2. abra): a. Egyenletesen haladé aut6sor; b. Dugdk kialakulasa[1]

Amennyiben kizarjuk a lehet6ségét, hogy az autok elkeriiljék egymast, a kovetkezd
megfeleltetéseket hasznalhatjuk: az autok legyenek a tombok, a rugok biztositjak a megfeleld
tavolsagot kozottiik, a csiszo és tapadasi surlddasi erdk, valamint a tombok tomege az autdkat
vezet0 személyek reakcididejét és az autok tehetetlenségét adjak. Véletlenszeriien osztva ki a
surlodasi er6ket, modellezhetjiik a vezetési attitlidok kiillénboz6ségét. A sebességkorlatozast az
idGegység alatti 1épéshossz (dy) korlatozasaval érhetjiik el, valamint az iitk6zéseket a testek
kozott minimalis tavolsag definidlasaval. Bevezetve egy rendparamétert, a surldédasi erék
szorasanak fiiggvényében dinamikus fazisatalakulas mutathatdé ki a rendszerben[1]. Ez a
rendparaméter egy autd dinamikajat tiikrozi a sorbol, megadva, hogy milyen hosszu
id6tartamokat kell torlédasban iiljon a vezetd. Vizsgalva ezen id6tartamok (1) eloszlasat (g(1)),
atlagat és szorasat érdekes kovetkeztetéseket vonhatunk le. A surlédasi erék eloszlasanak nagy
szorasa esetén az autok mozgasaban o©nszervezddés figyelhetd meg, lavinaszerli hatasok

jelentkeznek, mig kis szdras esetén rendezetleniil viselkedik az autosor.

A rug6-tdmb modellcsalad szamtalan kritikusan énszervezddo rendszerre és mintazatképzo
folyamatok modellezésére alkalmazhat6. Megfelel6en megvalasztva a tdmbok helyzetét, az er6k
tipusat, a surlodasi eroket, esetleg bevezetve mesterséges torvényeket egy konnyen kezelhetd

modszert nyujt ugy kvalitativ, mint kvantitativ mutatok tanulmanyozasasra.

lll. Analitikus és szimulaciés eredmények egydimenzids
rugo-tomb rendszerekre

Ismertetiink néhany eredményt, melyek kiiléonb6z6 egydimenzids rug6-tomb tomb

rendszerek tanulmanyozasa soran sziilettek.

Szamos rug6-tomb modell 1ényeges eleme a strlodasi erd, melynek hatasara a rendszer
ugynevezett ,,csuszo-tapad6” dinamikat mutat. Téglatest alakii tombot helyezve egy lejtore,
melynek do6lésszoge valamivel kisebb, mint a csuszasi sturlédashoz tartozd szoég, a csuszasi

surlddasi er6 jelenlétében tanulmanyozhat6 a test altal megtett utak hossza. Egyenetlen felszin
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esetében a cstiszasok hossza hatvanyfliggvény szerinti eloszlast eredményez[16].

Egy egyszerli modelt alkalmazva a kisérlet eredményei szimulaciok segitségével jol
reprodukalhatéak. Tekintsiik a lejt6 surlédé feliiletét bitek sorozatanak, melyek mind 0 és 1
értékeket vehetnek fel bizonyos valdsziniiséggel, mig a test alsé feliiletét egyetlen bitnek, mely
1-es értékre van allitva. Surlodasi er6 1ép fel a test és a lejté kozott, amennyiben a test alatti
pontban szintén 1-es bit van. Tulajdonképpen a surlodasi er6 két értékkel jellemzett véletlenszerti
eronek tekinthet6 ebben a modellben. A cstiszasi utak hosszisagara a szimulaciok szintén
hatvanyfiiggvény szerinti eloszlast adnak a kisérletben kapott hatvanykitevokkel[17]. A kisérleti
és szimulacios eredmények kozotti egyezés azt mutatja, hogy a strlodasi erd jelenlétébdl adodo
statisztikus torvényszerliségek jol visszaadhatoak stohasztikus erdk hasznalataval. Ugyanakkor
arra is magyarazatot tudunk adni, hogy milyen hatasok jatszanak fontos szerepet egyenetlen

felszind testek surlodéasakor.

Tekintsiink egy egydimenzios rugo-tomb rendszert, melyet egyenetlen felszinre helyeziink.
Modellezziik a surlddasi erdt az el6z6ekben hasznalt modellt altalanositva: rendeljiik a tombok
also feliiletéhez is bitek sorozatat, melyek bizonyos valosziniiséggel vehetik fel az 1-es értéket.
A lanc egyik végét allando sebességgel huzzuk, melynek hatasara a lanc hossza megnyulik, majd
a testek lavinaszerlien megcsusznak. A rendszer egyensulyba keriil, majd kezdddik elolrél e
folyamat. Tanulmanyozva a lavinakban részt vevd testek szamanak eloszlasat szintén
hatvanyfiiggvény szerinti eloszlast kapunk. Ez az eredmény azt mutatja, hogy a sebesség
novekedésével csokkend stirlodasi eré nem feltétele a komplex dinamika kialakulasanak, mint

ahogy azt korabbi modellek sugalltak[18].

Bonyolultabb strlodasi er6 modelleket hasznalva szamos kiilonb6z6 komplex és kaotikus
dinamika megjelenését mutattak ki olyan egydimenzids rugé-tomb rendszerekben, melyeket
allandoé sebességgel huzunk surlédas jelenlétében. A legegyszeriibb ilyen rendszer, mely kaotikus
dinamikat mutat két testbdl all, melyek nemlinearis sturlodasi er6 hatasanak vannak kitéve[3].
Tanulmanyozva a rendszer dinamikajat analitikusan és numerikusan, megmutathatd, hogy
periodikus, kvaziperiodikus és kaotikus viselkedés is megjelenik bizonyos paraméter-
tartomanyokban. Sikeriilt kimutatni t6bb kiilonb6z0 kaoszhoz vezetd utat is: periodiskett6zo
bifurkaciot, I-es és II-es tipisu intermittenciat és krizis indukalt intermittenciat is[3]. Hasonld
eredményt kaptak linearis, szakaszonként integralhat6 surlodasi er6t alkalmazva is[19]. Ez az

eredmény szintén azt tdmasztja ala, hogy az egydimenzids rugo6-tomb rendszer esetében a
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komplex, kaotikus viselkedés nem feltétleniil a sebesség novekedésével csokkend (vagy
valamilyen mas, bonyolult, nemlinearis fiiggvénnyel valtozd) strlodasi er6 kovetkezménye,

hanem ,,cstisz6-tapadé” dinamika nem vart hatasa.

A rendszer egy masik tanulmanyaban egy sokkal bonyolultabb surlédasi er6 modellt
hasznalnak, bevezetve egy Ujabb allapothataroz6 mennyiséget. Tekintve a lanc atlagos hosszat a
kontrollparaméter fiiggvényében egy folytonos atmenetet talalunk a csiszkald és ,,csiszo

tapad6” dinamika kozott. A szerz6k dinamikus fazisatalakulasra hivjak fel a figyelmet[20].

IV. A rug6-tomb modell szamitégépes vizsgalata

IV.1. A modell és az alkalmazott numerikus modszerek (1. verzio)
Az 1.4. alfejezetben ismertetett rendszert modellezve tokéletesen egyforma testeket és

rugokat alkalmazunk (I.1. abra). A rugok idealisak (1. verzioban). A futdszalag allandé u
sebességgel halad, a testek kezdetben szintén u sebességgel rendelkeznek. A valds fizikai
rendszerben sem a rugok, sem a testek nem tokéletesen egyformdk, a szalag feliiletén vannak
egyenetlenségek, igy a surlddasi egyiitthaté pontrol-pontra valtozik (IV.1. abra). Ezt ugy vissziik
be a modellbe, hogy a testekre haté tapadasi surlodasi er6t (Fy), valamint a cstszasi surlodasi
er6t (Fs.) egymastdl fiiggetleniil, véletlenszerlien, egy-egy atlagos érték (Fqo, és Fso) koriili
azonos o szorasu normal eloszlassal osztjuk ki. Az f; aranyossagi tényez6t ennek megfeleléen az

atlagértékek hanyadosaként definialjuk.

megcsiszas

FS"' r
o ¥

Foank==a®--= csiiszas
: o

F o
acll

>
Fi
(IV.1. abra): A surlédasi er stochasztikus modellje.

Ez részben hasonlit a [18]-ban hasznalt modellhez, de a normal eloszlas miatt realisabbnak
tekintjiik. A testek, ha mozgasban vannak, minden id6lépésben 1j cstszd strlodasi erét és j

tapadasi surlodasi er6t kapnak.
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Tehat bemen6 paramétereink: u a szalag sbessége, m a testek tomege, k a rugoallando, Fyo
a tapadasi strlodasi er6 maximumanak kozépértéke, f; a csuszasi és tapadasi sturlodasi erék
kozépértékének aranya, o a strlodasi erk eloszlasanak szorasa (a rendezetlenség/zaj mértéke),
a rugok nyugalmi hossza és N a tombok szama. Valaszzuk meg a paramétereket a

kovetkezOképpen (az indoklastdl tekintsiink el a kisérleti paraméterek tisztazasaig):

(m=1, 1=50, k=1): e harom paraméter rogzitésével a mechanikdban hasznalatos

alapmennyiségeket skalajat rogzitjiik (tehat pl. a rugok nyugalmi hossza 50 egység),

(Fs0=71.4, £=0.45): megadjuk a surlédasi er6k aranyat, valamint a tapadasi surlédasi er6é

maximumanak kozépértékét,
(N, o, u): valtozé paraméterek.
A tomboknek kétféle mozgasallapota lehetséges a szimulacio soran:

1. 4lland6é sebességgel mozognak a foldhoz viszonyitva (a szalaggal egyiitt mozognak)
mindaddig, mig a rajuk haté eredd rug6er6 nagyobb nem lesz, mint a tapadasi surlodasi erd

-ekkor megcstisznak

2. gyorsulva mozognak a foldhéz és a szalaghoz viszonyitva is, mikézben hat rajuk a
csuszo surlodasi er6 és a rugoerdk, addig amig relativ sebességiik 0-ra lecsokken, ez esetben a

szalaghoz viszonyitva megallnak.

Ezek latszolag nagyon egyszerien kezelhetéek numerikusan is, probléma a
mozgasallapotok kozotti  atmenetkor adodik. A fentiek figyelembevételével, az id6t

diszkretizalva (bevezetve a dt id6lépést) négy esetet kell targyalni:

1.a: egyenletes mozgas
1.b: megcsuiszas

2.a: gyorsulé mozgas
2.b: megallas.

A négy eset részletes targyalasat a Fiiggelékben mutatjuk be.

IV.2. A szimulacios program
A szimulacios program algoritmusvaza a kdvetkezoképpen néz ki:

a) adatok beolvasasa

b) dinamika
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* astrlodasi erdk kiosztasa
* az el6zo lépés alapjan:
* szalaggal mozgas , vagy
* gyorsulé mozgas (els6 két 1épésben Euler II, majd Verlet-mddszer)
* az er6k és sebességek kiértékelése
* megcsuszas ellendrzése, ha kell korrekciok
* megallas ellen6rzése, ha kell korrekciok
c) rendparaméter kiszamitasa
d) eredmények kiiratasa

A b. pontot nagyon sokszor megismételjiik.

A szimuléaci6s programban van be- és kikapcsolhaté grafikus feliilet is (IV.2. abra) (a

testek mozgasat valdés id6ben nyomon kovethetjiik), mely az X11 grafikus kdnyvtarat hasznalja.

® - 0 Spring-Block_v5.1:)

£=54,42

shick stick stick stick stick

0 1 2 3
T T T A T A T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T ITTT T T

(IV.2. abra): A grafikus feliilet: a testek lathatéak a futészalagon egy kezdeti pillanatban
IV.3. Fejlesztések (2. verzio)

A szimulacios programot tesztelve érdekes problémakra bukkantunk. A szalag nagy
sebességeinek esetén nagyon megnd a rendszer hosszanak a fluktuacidja, a testek nagy
amplitidéju mozgast végeznek, vagy lavina fut végig a lancon. Ilyen esetekben, mivel idealis
rugokat hasznaltunk a modellben, olykor megtortént, hogy iitkoztek a testek. Ez azért johetett
létre, mert nagy amplitid6ji mozgasok esetén a tombok tehetetlenségiik miatt egy masik
tombhoz kozeledve, bar a rugot teljesen 6sszenyomtak, mégsem lassultak le eléggé, és iitkoztek.
Ezt gy sikertilt kikiiszobolniink, hogy a rugokat a tovabbiakban, hasonléan a valdsaghoz, csak
egy adott tartomanyban tekintettiik linearis tulajdonsaginak. Egy adott megnytlas, vagy
osszehtizodas folott (Almax) a rugderd exponencialissa valik. Ahhoz, hogy mindenképp elkertiljiik
ezt a nem kivant jelenséget, megtortiik a szimmetriat: 6sszenyomodas esetén nagyobb kitevoji
exponencialis fiiggvényt hasznalunk, mint megnyulaskor. Ezzel egyuttal azt is elekeriiljiik, hogy

a tulsdgosan megnyult rugé nem realisztikus (til nagy értékii) er6ket vigyen be a rendszerbe,
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gerjesztve azt. Az Uj fliggvény paramétereit ugy valasztottuk meg, hogy az erd folytonos és
derivalhato legyen a kétféle viselkedés hataratmenetekor:

k-|All, |All<AL,

F__(Al)=
rugo( ) k-A lmax+%'eb(|Al|AImaX)_%’ |Al|>Almax (4)

Az igy értelmezett fiiggvények negativ és pozitiv tartomanyban mas b értékkel

rendelkeznek, a IV.3. abranak megfelelGen.

100

50

F rugo
/

/

-100 -
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delta_|
(IV.3. abra): A rugber6 az 6sszenyomodas/megnytlas fiiggvényében. Zolddel a lineéaris valtozas, kékkel a
b=0.2, pirossal a b=0.01 paraméternek megfelels exponencialisak vannak 4brazolva Al =20
esetén.

IV.4. Rendparaméter
A rugo6-tomb lancot sok jelenség szempontjabol lehet vizsgalni (kaotikus dinamika,

lavindk, onszervezdédés, fluktuaciok, kollektiv viselkedés). Itt megadunk egy rendparamétert,
melynek segitségével a rugd lanc hosszanak fluktuacigjat vizsgalhatjuk. Ezen jelenséget leird
legegyszeriibb rendparaméter a rendszer teljes hosszanak a relativ szorasa, melyet a kovetkez6

képlettel értelmeziink:

2 2
\/<xN> — <Xy>

r= (5)

<Xy>

ahol <Xxy> alanc atlagos hosszat jeldli.

Ennek a paraméternek segitségével tanulmanyozni tudjuk, mennyire fluktudl a lanc hossza
a paraméterek fliggvényében. A fluktuacio lehet kaotikus mozgas, lavinaszerli viselkedés, de
lehet harmonikus oszcillatorhoz hasonlé rezgés is, tehat 6nmagéaban a rendparaméter nem ad

lehetdséget, hogy megkiilonboztessiik ezeket jelenségeket. A ra kapott eredményeket azonban
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értelmezhetjiik, ha részletesebben megvizsgaluk a megfelel6 Poincare-metszeteket.
IV.5. Szimulaciés eredmények
A 1.2 alfejezetben megadott modszernek megfelel6en tanulmanyozzuk el6szor a rendszert
a surlédasi erében fellépd zaj hianyaban, majd 6sszehasonlitjuk az eredményeket a zajos esettel.

A strlodasi- és a rugber6k kovetkeztében a mozgasegyenletek nemlinedris differencial-

egyenletek, tehat varhatunk kaotikus viselkedést.

Allitsuk be az id6lépés értékét dt=0.001 -re, a szimulaciés lépések szamat
10 -re, melynek t=10° szimulaci6s id6 felel meg. A végs6 rendparaméter

érétkét 10 ugyanazon paramétersorra futtatott szimuldciobol kapott rendparaméterek atlagaként
adjuk meg. Szamos eddigi eredményiink azt mutatja, hogy 10-es atlag elegendd, hiszen 50-es
atlagok esetében sem csokkent szamottevGen a zaj egy-egy kapott gorbe esetében. A szimulaciés
id6 hossza az altalunk vizsgalt paramétertartomanyban szintén elegend6nek tekinthet6, mert bar
hosszabb futtatdsok némileg megvaltoztatjdk a rendparaméter értékét, az eredmény mindségileg
nem valtozik meg. Erre egy késobbi részben még visszatériink. Vizsgaljuk meg tehat a

rendparaméter valtozasat a szalag sebességének fiiggvényében zaj hiadnyaban, illetve kis zaj

esetében.
0.2 T T T T | T
L * o=0 i
o o=1
015 —
£
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o
o
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(IV.4. abra): A rendparaméter a szalag sebességének fliggvényében, zaj hidnyaban (0=0) és kis zaj

esetén (0=1).
Az IV.4. abra alapjan megallapithatjuk, hogy a szalag sebességének novelésével egy
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kritikus sebességérték koriil a rendparaméter értéke hirtelen, fazisatalakulas-szertien, tébb mint
felére esik. Kis sebességek esetén a rendszer hossza nagyon fluktual, majd elérve az u=15-20-as

sebességtartomanyt, a fluktuacié lecsokken és ez megmarad egészen nagy sebességértékekre is.

‘ | - N=S.o=0, xN=615f
| 1 | 1 | | 7

20 30 40 50
T | T T T T T T T
0.15 . > N=5.0-0
LXAIEAN s °
- " wsy oo . i
P
#a¥ .
0.1 ** —]
s
. s . N
B + o°’° + N
e, 0 00"
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(IV.5. abra): Fent: bifurkaciés diagram a 0=0, zajtalan esetre.

Lent: a neki megfelel6 rendparaméter értékek.

Ertelmezziink egy bifurkaciés diagramot a rendszeriinkre a kévetezéképpen: metssziik el a
fazistérben a trajektdriat az utolsé test egy adott koordinataja (pl: xy=615) altal meghatarozott
sikkal. Az igy kapott pontokat levetitjiik az utolso test sebességtengelyére, majd arbazoljuk 6ket
kiilénb6z6 szalagsebességek esetén. Gyakorlatilag elmentjiik az utolsé test sebességét minden
olyan esetben, amikor a koordinatajara igaz, hogy xn(t)>615 és xn(t+dt)<615. Addig futtatjuk a
programot, amig a szalag minden sebességértékére 1000 darab ilyen pontot kapjunk. A IV.5.abra
els6 része tartalmazza a bifurkaciés diagramot. A kontrollparaméter kiilonb6zd értékeire
bifurkacidokat figyelhetiink meg. A kaotikus tartomanyokat periodikus ablakok valtjak fel, melyet
jol tiikroznek az alsé abran lathaté megfelel6 rendparaméter értékek. Megfigyelhet6 azonban,
hogy az u=15-6s sebesség f6lott az utolso test dinamikaja kevés kivétellel mindig periodikus. Az

u=17-es sebességre perioduskett6z6 bifurkaciot lathatunk.
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Tovabba észrevehetjiik, hogy a dinamika zaj nélkiil és kis zaj esetében is kézel ugyanazzal
a rendparaméterértékekkel jellemezhetd, sot kis zaj esetében (0=1 az Fy=71.4 mellett kicsinek
tekinthetd) a gorbe simabba valik. Tehat levonhatjuk a kovetkeztetést, hogy kis zaj jelenlétében a
rendszer statisztikailag (a rendparamétert tekintve) ugyanugy viselkedik, mint annak hianyaban.
Ezt igazolja a IV.6.abran lathaté bifurkaciés diagram is, ahol két teljesen kulénboz6
sebességértékekkel jellemzett tartomanyt talalunk. Az u=17-es sebesség alatt az utolso test
mozgasa teljesen aperiodikus, folotte pedig kozel periodikusnak tekinthetd. Természetesen ezt a
periodikus dinamikat a zaj jelenléte kissé elmossa, de a kis fluktudciék ez esetben is

megmaradnak.

1 ' i
. - s il
-100) | - N=5,0=1,x =615F
| 1 -]
0 10 20 30 40 50
T I T I T I T [ T
0151 )
0.1~ : 7
0.05 - o Seoet® T
PR TS T VP PP e S T Pr e T OT S Ll g *
0 1 | 1 | 1 | 1 | 1
0 10 20 30 40 50

u

(IV.6. abra): Fent: bifurkaciés diagram a 0=1, zajos esetre.

Lent: a neki megfelel6 rendparaméter értékek.

Vizsgaljuk meg részletesebben a fazisatalakulas-szeri atmenetet. Amennyiben
termodinamikai értelemben vett fazisatalakulas torténik, a rendszer méretének novelésével
kellene meredekebb legyen az atmenet. Vagyis a rendparaméter derivaltjanak értéke a
fazisatalakulas pontjaban a rendszer ndvekedésével kellene névekedjen.Amint az az IV.7. abran
is latszik, nagyobb rendszerekre (N=7, N=10) is igazoldédott, hogy 0=0 és o=1 paraméterek

esetén a rendszer dinamikaja statisztikailag nem valtozik.
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(IV.7. abra): A rendparaméter a szalag sebességének fiiggvényében, zaj hidnyaban és kis zaj

esetén, kiilonb6z6 hosszisagu lancokra.

0 .
50
S5 -100
T ST : | - N=10,0=0, x,=1583
L . - . . N=5, 6=0, XN=615
=200 ' | : | . ! | . . :
0 10 20 L — -
E T | T | T I : | , 5
0.14 __ 0 og =og Dnn"n ®oa o I:u N=10, — __
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Ohl __ ° uu 4444444 __
D008 e e e ]
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(IV.8. abra): Fent: a bifurkaciés diagram 5 és 10 test esetében.

Lent: bifurkaciés diagramnak megfelel6 rendparaméter értékek.
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A rendszer méretének novelésével a hirtelen atmenet egyre folytonosabba valik, a
fazisatalakulas-szer(i atmenet elmosodik. Ezek az eredmények azt sugalljak, hogy egydimenzios
rugé-tomb modellekben a kis rendszerek esetében kapunk érdekes viselkedést, és nem a
termodinamikai hataresetben. Mivel a rendszeriink nem egyensulyi rendszer, a rendparaméter
hirtelen valtozasat a kontrollparaméter valtozasanak fiiggvényében dinamikus fazisatalakulas-
szerl viselkedésnek nevezhetjiik. Az N=10 testre készitett bifurkacids diagram is igazolja ezt az
érdekes viselkedést (IV.8. abra), melyen jol latszik, hogy ott ahol a rendparaméter értéke
lecsokken, bar megjelennek periodikus ablakok, ezeket még mindig aperiodikus tartomanyok

zarjak kozre. Ez a rendparaméter folyamatos, de nem hirtelen csokkenéséhez vezet.

Ezek az eredmények némileg hasonlitanak a Ref. [20]-ban kapott eredményekhez, azonban
ott szamottevOen bonyolultabb surlédasi er6é modellt hasznalnak, valamint hoszabb lancot

tanulmanyoznak.

Lattuk, hogy az u=18-20-as sebességtartomany kritikusnak bizonyul, mert a rendparaméter
értéke abba a tartomanyban hirtelen csokken. Vizsgaljuk most meg, mi torténik, ha allando

sebesség esetén noveljiik a sturlodasi erék rendezetlenségét.

Ot test esetén (N=5), allando szalag sebesség mellett (u=25), ndveleve a surlddési erék
szorasat, a 0=3-5 tartomanyban a rendparaméter értéke hirtelen megnovekedik (IV.9.abra).
Tanulmanyozva ezt az atmenetet is nagyobb rendszerre (N=7), 4jbdl azt talaljuk, hogy alanc
hossztsaganak novelésével ellaposodik a gorbe. Tehat a rendszer viselkedésének komplexitasa
testek szamanak csokkenésével novekszik. Ez 1jbol egy nem vart eredmény: egy dinamikus

fazisatalakulas-szerii folyamat a rendszer méretének novelésével eltiinik.

Osszegezve az eddigi eredményeket, az IV.10.abran lathat6, hogy a kritikus sebesség-
tartomany kozelében a rendszer nagyon érzékeny a zaj jelenlétére: az u=20-30-as tartomanyban a

rendszerben 1év6 fluktudciok nagy mértékben megnovekednek o=5 esetén.
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(IV.9. abra): A rendparaméter a stirlddasi er6k rendezetlenségének fiiggvényében, kiilonbz6
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(IV.10. abra): A rendparaméter a sebesség fliggvényében, kiilonb6z6 rendezetlenség melllett.
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(IV.11. abra): A rendparaméter a sebesség fiiggvényében, kiilonb6z6 szimulacios id6kkel.

Ha megkétszerezziik a szimulacidos lépések szamat (IV.1l.abra), és ezzel egyiitt a
szimulacids id6t, azt talaljuk, hogy a kis sebességek esetén a rendparaméter értéke valtozatlan.
Nagyobb sebességek esetén azonban a rendparaméter értéke tovabb csokken, ezzel is
kihangstilyozva az atmenetet. Ez esetben a kezdeti, de hosszu ideig tarto tranziens dinamika

hatasa kezdi elvesziteni a jelent6ségét.

A fenti eredményeket egyszelien szemléletessé tehetjiik Poincare-metszetek készitésével.
Az 6t testbdl allo rendszer allapottere tizdimenzids. Az utolsd test mozgasat tanulmanyozva,
csupan a tizdimenzios allapottérben leirt trajektoria kétdimenzios vetiiletét kdvethetjiik nyomon.
Feltételezve, hogy a trajektoria kaotikus, a vetiilete is kotikus kell legyen. Poincare-siknak
valasszuk ki az utolsd el6tti test atlagos koordinatajanak értékét. Ennek megfelel6en a Poincare-
metszetet gy hozzuk létre, hogy elmetsziik ezzel a sikkal az allapotteret, majd a trajektoria és a
sik metszetébdl keletkezd pontokat levetitjiik az utolso test allapotsikjara (tulajdonképpen
elmentjiik az utolso test koordinata és sebességparosait, akkor, amikor az utolso eldtti test athalad
egy 1 szimulacios egységnyi vastag koordinata intervallumon). Megszamolva, hogy az allapotsik
egy adott koordinatajahoz hany ilyen pont tartozik, haromdimenzio6s hisztogrammot készithetiink
a rendszernek. Ezt nevezziik a Poincare-metszethez tartoz6 normal eloszlasnak. Természetesen
csak véges felbontassal hatadrozhat6 meg az egymadsra es6 pontok szama. Esetiinkben ez a

felbontas egy 500 egységnyi élhosszusagu négyzetracs.
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(IV.12.abra):Poincare-metszetek:bal oldalon zaj nélkiil (6=0),jobb oldalon kis zaj jelenlétében (0=1)
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A 1IV.12.abran két oszlopban abrazoltuk a Poincare metszeteket kiilonb6z6
sebességértékekre. A bal oldali oszlop esetében a rendszerben nincsen zaj, mig a jobb oldali
oszlopban a tanulmanyozott kis zaj (0=1) hatasat mutatjuk be. A zaj nélkiili esetben a sebesség
novelésével a dinamika tipusa megvaltozik: példaul az u=3-as sebességértékre, mig a neki
megfeleld zajos esetben az u=1-es esethez hasonl6 normal eloszlast kapunk. Korabban utaltunk
ra, hogy megvizsgaljuk miért nincsen néhany pont a tobbnyire sima r=r(u) goérbén. Erre a
sebességértékre a rendszer egy periodikus attraktor medencéjébe keriil, ahonnan csak kis zaj
hatasara tud kijonni. A zaj segitségével igy akar oda-vissza ugralhat a karakterisztikus pont a
periodikus és kaotikus attraktorok kozott, méginkabb, ha a két medencét elvalaszté szeparatrix
elég bonyolult szerkezetli. Az u=1-es sebesség Poincare-metszete jol lathatéan bonyolult
szerkezetl, kaotikus dinamikara utalé mintazat, mely kissé elmosddik a zaj hatasara. Az u=25-6s

sebességnek megfelel6 grafikonon a kimagaslo oszlopok a periodikus dinamikat jelzik.

A Poincare-metszetek ismeretében konnyebben értelmezhet6 a IV.4.abra is. Lathatjuk a
hogy a nagy paraméterértékek minden esetben bonyolultabb dinamikahoz kéthet6ek, melyek
nagy fluktuaciokat eredményeznek. A kisebb értékli rendparaméterek periodikus, illetve kvazi-
periodikus viselkedésre utalhatnak. A szalag sebességének fiiggvényében két fazist
kiilonboztethetlink meg annak fiiggvényében, hogy kozben az utols6 test mozgasa ,,cstiszo-
tapad6”, vagy csak cstszo tipusu. A kettd kozott dinamikai fazisatalakulas-szerli atmenetet

figyelhetiink meg.

Az egydimenzi6s rugé-tomb modellekre fellelhet§ eredményeknek megfelelGen [3][19]
[20] a kontrollparaméter kis valtozdsa a dinamika megvaltozasat idézi eld, tehat feltehetGen
szamos bifurkacio torténik ez esetben is. Latszélag azonban a bonyolult fazisterd

rendszeriinkben kis zaj jelenléte leegyszertsiti a dinamikat.

Az IV.13.abran megfigyelhet6 a zaj hatasa kiilonb6z6 tipusu dinamikak esetében. A jobb
oldali oszlop a IV.9.abran lathat6 dinamikus fazisatalakulas-szerti atmenetnek felel meg az
r=r(o) sikban. Jl lathat6, hogy mig a kis sebességnél megjelend kaotikus dinamikét

csak elmossa a zaj, a nagy sebességhez tartozé kis amplitidéju periodikus dinamikabdl egy nagy

fluktuaciéval jellemzett dinamika jon létre.
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(IV.13.abra):Poincare-metszetek kiilonb6z6 o értékekre: bal oldalon u=1, jobb oldalon u=25

A jobb oldali oszlopban a 0=5 -0s eset egy érdekes jelenséget takar. Ha
megnézziik ebben az esetbem, hogyan valtozik a lanc hossza az id6 fliggvényében (IV.14.abra)
azt talaljuk, hogy két teljesen kiilénb6z6 tipusu dinamika valtakozik id6ben. Mivel ez esetben
mar szamottev0 zaj van a rendszerben, zaj indukalt intermittencianak[5] nevezziik ezt a
viselkedést. Az eddigi eredmények alapjan allithatjuk, hogy az itt lathat6 kis fluktuacidval
jellemzett intevallumok tiszta csuszo viselkedéshez tartoznak, mely esetében a lanc hossza

periodikusan valtozik.
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(IV.14.abra): Az utolsé test pozicidja az id6 fiiggvényében u=25, 6=5 esetben.

Az eredményeket Osszefoglalva a rendparaméter segitségével készithetiink egy
paramétertérképet, melyen elkiilonithet6ek a kiilénb6z6 tipusu viselkedések, ugyanakkor
megfigyelhet6 benne a fazisatalakulas-szeri atmenet is (IV.12.abra). A sotéttel jelzett teriiletek
esetén a rendszer dinamikajat kis fluktuaciok jellemzik, mig a vildgos tartomanyokban
lavinaszer(i hatasok jelennek meg. Ha a zaj mértéke meghalad egy kritikus értéket (ow=5), a

szalag sebessége mar nem befolyasolja szamottevden a lanc hosszanak atlagos fluktuaciéjat.
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(IV.12.abra): A rendparaméterrel készitett paramétertérkép 3D-s, illetve 2D-s valtozata.
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V. A rugo-tomb rendszer kisérleti vizsgalata

V.I. A kisérleti berendezés. A kisérlet menete.
A rendszert tanulmanyoztuk kisérletileg is (V.I.abra). Bar a kisérlet valoban kénnyen

elkészithetd, mégis érdemes néhany lépésre kitérniink. Els6dleges célunk az volt, hogy
megmutassuk kisérletileg is, létezik intermittens viselkedés a rendszerben: a rendszer képes

idében valtozo tipusu, komplex dinamikat mutatni.

A berendezésiinkben a futdszalag egy fitnessz teremben haszndlatos futépad része. A
szalag hossza 1.5 m, anyaga gumi. A futépadon 0.1 km/h-as pontossaggal lehet beéllitani a
szalag sebbességét a 0.8 km/h-tél a 12km/h-ig. A kisérletben két értéket hasznaltunk: 0.8 km/h,
1km/h.

A rugok elkészitéséhez argonos hegesztésre alkalmas 0.6 mm atmérgjii acélos drotot
vasaroltunk. A drétot nagy pontossaggal egy 13 mm atmérdjii vasrid koré tekertiik (V.2.abra),
ugy, hogy a szalak egymadssal érintkezzenek. Ezt kovet6en a feltekert drotot gazlang folé
tartottuk és egyenletesen forgattuk mindaddig, amig egyenletesen szint valtott, majd 15 °C-os

vizben hirtelen lehttottiik.

(V.1.abra): A rgo-tomb lanc a kisérletben. Futészalag.
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(V.2.abra): A rugé elkészitése; feltekerés rudra.

Levagva a rogzitéseket a drot megtartotta az alakjat. Egy 3-4 m hossztsagu drotbol igy
sikertilt 2-3 rugét késziteni. Egyforma hossziisagira méretezve és ugyanannyi menetet kivagva
bel6liik kozel egyforma paraméterekkel rendelkezd rugdkat kaptunk. A rugdallanddkat dgy
mértiik le, hogy felakasztottuk 6ket az egyik végpontjuktdl fogva és rendre egy, illetve két testet
rogzitettink rd nehezéknek. Lemérve a megnytlasokat és a testek pontos tomegeét,
meghataroztuk a k rugdalland6 atlagos értékét. A mérések alapjan: k=19.8 N/m. A rugdk

egyensulyi hosszai szintén a (V.1. Tablazat)-ban vannak felt{intetve.

A testek tolgyfabol késziiltek. Méreteik: 4cm x 4cm x 8 cm. Megmérve a tomegeiket 0.1g

pontossaggal a kovetkez6 értékeket kaptuk (o, a tomegek szorasat jeloli):

m(g) <m>(g) | ow | l(cm) | <I>(cm)
1139 | 115.82 | 3.29 7 6.95
122 7.3
116 6
112.5 7.4
114.7 6
8

(V.1. Tablazat): A tdmbok tomegei és rugok egyenstilyi hossza.

A megfelel6 surlédéasi egyiitthatd megtalasdhoz azonban nem tudtunk elGzetes
szamitasokat végezni, hiszen egy adott tipusi anyagon beliil is sok minden befolyasolja annak
értékét. Sem a tolgyfa-gumi parositds, sem a gumi-gumi parositds nem bizonyult megfelelének.
Els6 esetben tul kis fluktudcidkat kaptunk, melyeket nehéz lett volna feldolgozni digitélisan,
masodik esetben meg a nagy tapad6 surlédas miatt a rigdk maradanddan deformélddtak, igy
nem lehetett 6ket Gjra hasznalni. Végiil a ragasztdszalag-gumi parositas lett legmegfelel6bb, igy

testek teljes feliiletét ragasztdszalaggal boritottuk be (V.3.abra).
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(V.3.abra): Egy szigetel6szalaggal boritott tomb és rugok.

A strrlodasi erdket a rugok segitségével hataroztuk meg. A csuszasi surlodasi er6 mérésekor
a futészalag mozgasban volt, és egy mér6léc mellett lemértiik mennyire nyuilik meg a rug6 ha
folyamatosan csuszik a szalagon. A tapadasi strl6dasi er6 maximumahoz meghataroztuk azt a
megnyulast, mely esetében a nyugalomban 1év6 test megcsuszik. A pontossag érdekében a
mérési miiveleteket videofelvételen rogzitettiik, és majd utolagosan olvastuk ki onnan a

megnyulasokat. A kovetkez6 értékeket kaptuk a tapadasi surlodasi er6 maximumara, illetve a

cstiszdsi és tapadasi surlodas aranyéara: F,=1.98N, f,=0.45

A testekre a rugokat szigetel6szalaggal rogzitettiik, ugy, hogy legalabb egy teljes menet
folyamatosan érintkezzen a test oldalaval ugy megnytlas esetén, mint 6sszenyomoddaskor. Ez

biztositja, hogy a hosszvaltozast csak a rugok megnyilasa eredményezze.

A futészalag rovidsége miatt csupan ot testet tudtunk rahelyezni anélkiil, hogy a lanc
maximalis megnytlasakor is még a szalagon maradjanak a testek. Az elsé rug6t a futépad
vazahoz rogzitettiik, és ezzel egyvonalban rogzitettiik a mérdszalagot is a hossz fluktuaciéjanak

meghatarozasahoz.

A rendszer folé kamerat helyeztiink el és 5-6 perces felvételekben rogzitettiik a
mozgasokat. Mivel szamunkra csak a lanc hossza relevans, az utolsé testet fehér sziniire

festettiik, a tobbit meg feketére. fgy konnyebben fel lehetett dolgozni digitalisan a felvételeket.

A videodkat képkockakra bontottuk a Linux ffmpeg parancsaval, a képekbdl kivagtuk a
szamunkra érdekes részletet. A fekete-fehér arnyalatot 99%-osra éllitva a képeken nagyrészt csak
a szamunkra lényeges fehér pixelek halmaza maradt meg(V.4. abra). Készitettiink egy
programot, melynek segitségével leelendriztiik, hogy ezek a pixelek egy nagyobb halmazhoz
tartoznak-e, ha igen, elmentettiik a fajlban a megfelel pixelpoziciét. Tudva, hogy az 1m-es

méroszalag hol ér véget, a pixelek szamanak és a valds méretek aranyaibol rekonstrualni tudtuk a
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lanc hosszat valos mértékegységekben is.

(V.4.abra): Az utolso test pozicidja az id6 fiiggvényében.

V.2. A kisérleti eredmények
Két kozeli sebességértékre lettek sikeresek a kisérletek.
Sikeriilt kimutatni, hogy a kisérlet soran is megjelenik az intermittens viselkedés. Ez
mindkét vide6felvételen megtekinthetd. A felvételekb6l meghatarozva az id6 fiiggvényében a

lanc teljes hosszat, a kovetkez6 grafikonokat kaptuk.

rrrrrr+rrtrrrrrrrTrrr T r ot r Tt Tt Tt T T T
2402 L L L e o] ] T
| 0015 1
22 —
|, 001 |
2 0.005 —
i . ]
B 18 —
el — -
161 —

i
1.2 ! i

A I O T I T I T T T I T A NI
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360
t(s)

(V.5.abra): A lanc hossza az id6 fiiggvényében u=0.8km/h esetén, valamint a Fourier-

tanszformalt.
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1.1

(V.6.abra): A lanc hossza az id6 foggvényében u=1.0 km/h esetén, valamint a két tipust

viselkedésnek megfelel6 Fourier-tanszformaltak.

A grafikonon id6ben jél elkiilonithetd6 doméniumokat figyelhetiink meg, melyek az

V.6.abra alapjan periodikus és kaotikus tartomanyoknak felelnek meg.

A kisérleti eredmények nagyon biztatdak a rug6-tomb modelliinkre vonatkozéan. A tény,
hogy mindkét esetben kaptunk itermittens atmenetet, arra enged kdvetkeztetni, hogy a modell és

az alkalmazott médszerek még tovabbi tanulmanyzasi lehet6ségeket rejtenek magukban.

A kisérleti és a szimuldciés paraméterek egymasnak megfeleltethetéek. Roviden
megmutatjuk a paraméterek kozotti 0sszefliggéseket. A szimuldciok soran rogzitettiik a tomeget,
a rugdallandot és a rugok nyugalmi hosszat, 6ket valasztjuk a rendszer fiiggetlen paramétereinek.
Kozottik és a kisérleti értékek kozott konnyen megadhatjuk az atszamitasi aranyokat az
egyszerli harmas szabély eredményeit felhasznalva. A sebességre, idére és er6re vonatkozd
osszefiiggéseket pedig dimenziondalis megfontolasok alapjan:

-k
tv=t5-J e (26)
mS.kV

ahol a v index a valos étékeket, az s pedig a szimuladcios értékekre vonatkozik. A

sebességekre a kovetkez6 képletet kell alkalmazni:
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uy=u,q (=) (27)

N

] l_v . (28)

|m»
—~

N v

=~

Ismerve az m,, 1, k,, F,, u, értékeket, meghataroztuk, a nekik megfeleld szimulacids

paramétereket:
F ,=71.4, f=045 u=12 2
Megjegyezziik, hogy a kisérletben megjelen6 intermittens viselkedés az u=12-es

szimulacids sebességértéknek felel meg. Ezt az eredményt elég jol visszaadja a modelliink is,

amely 0=5 és az u=16 paraméterek mellett mutat el6szor intermittenciat.

2 Nem véletlen tehat, hogy a dolgozathoz a szimulacidkat is ilyen paramétertartomanyban végeztiik, annak
érdekében, hogy megtartsuk a logikus gondolatvezetést és koherenciat.
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VI. Kovetkeztetések
Egy egyszerli, nemlineréris rendszert tanulmanyoztunk statisztikus fizikai nézépontbol.
Munkank soran sikeriilt egy jol miikodé modszert kidolgozni egy csatolt rendszerben megjelen6

nemfolytonos dinamika molekuldris dinamika tipust szamit6gépes szimulaci6jahoz.

A rendszer sokféle komplex viselkedési format mutat, melyek koziil néhanyat elemeztiink,
ramutatva, milyen paraméterek befolyasoljak kialakuldsukat és egymds kozotti atmeneteiket.
Megmutattuk, hogy a rendszerben megjelenik intermittens viselkedés, amelyet kisérletileg is

sikeriilt kimutatni.

Bevezettiink egy rendparamétert, mellyel a rendszer hosszanak fluktuaci6it mérhetjiik. A
rendparaméter érdekes dinamikus fazisatalakulds-szer(i atmenetet mutat a rendszerben, melyet a
rendezetlenség indukal, és fazisai a ,csiszo-tapadd” és tiszta cstszé tipusu dinamikakhoz
kothetdek. E kettd kozotti atmenet intermittens viselkedéssel valdsul meg. A szalag sebességének
fliggvényében szintén dinamikus féazisatalakulds-szerli jelenséget tapasztaltunk: a szalag
sebességének egy kritikus értéke felett a rendparaméter értéke hirtelen leesik. Kis sebességek
esetén az utolsd test mozgasa tobbnyire kaotikus, ,,cstiszé-tapad6” tipust, a kritikus érték felett
pedig kis amplitidéji, periodikus, csiszo tipusu viselkedést figyelhetiink meg. A
paramétertérképen konnyen elkiilonithetjiik ezeket a fazisokat. Mindkét esetben a rendszer
méretének novelése a hirtelen atmenetet elmossa. Tehat a modelliink ebbdl a szempontbdl is
érdekes, hiszen a termodinamikai rendszerekkel ellentétben csak kis rendszerek esetén mutat

komplex viselkedést.
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Fliggelék: Numerikus médszerek
Ebben a részben ujbol ismertetjik a XIV. ETDK-n is bemutatott numerikus moddszert.
Részletesen targyaljuk a mozgasegyenletek numerikus inegralasakor felmeriild IV.I. részben

bemutatott négy esetet.

l.a
Ha a tomb v, relativ sebessége 0, akkor a szalaggal egyiitt mozog, dj koordinataja a

kovetkezd képlettel pontosan megadhaté:
x,(t+dt)=x,(t)+u-dt (1)

2.a

Ha a test a szalaghoz képest mozgasban van (v, #0 ), akkor numerikusan integralni kell
a mar fennebb ismertetett differencialegyenletet. Mivel az ilyen tipisu mozgasra (rezgémozgas,
de nem idedlis) az alap Verlet-mddszer (“Basic-Verlet”) nagyszamu id6lépés utan is jo

konvergenciat mutat[21], ezt a modszert alkalmazzuk. Ez harmadrend{i modszer:
x;(t+dt)=2-x,(t)—x,;(t—dt)+q,(t)-dt’+ 0O (dt*) )
Ennek megfelelGen a sebességet egy masodrendli modszerrel kell megadni [21]:

x;(t)—x,(t—dt)
dt

v, (t+dt)= +%-[11-ai(t)—2-ai(t—dt)]+O(dt3) (3)

A Verlet-mddszer sziikségessé teszi, hogy elmentsiik a rendszer allapotat az el6z6 két
lépésében. fgy elindulaskor meg kell hataroznunk masodrendii Euler-médszerrel (Euler II) a
koordinatakat és a sebességeket két egymas utani idépontban. Euler II:

xi(t+dt)=xi(t)+vi(t)-dt+% a(t)-de*+0 (df’) "
v,(t+dt)=v,(t)+a,(t)-dt+O(dt*)

Figyelembe kell venniink, hogy az surlédasi er6ben jelentkez6 szakadasi pont miatt, a
gyorsulas sem lesz folytonos fiiggvény. Emiatt minden alkalommal ha egy témb all6 helyzetbé&l
elindul vagy relativ sebessége elGjelet valt, Euler II -vel kell megadni a kezdeti két koordinata és

sebességértéket, kiilonben a Verlet-modszer hiba tagja ebben az esetben O(dt’) lenne.

1.b
A dinamika folytonos szakaszait megvizsgalva lattuk, hogy eltekintve az elindulasoktél, a

koordinatat harmad-, a sebességet masodrendben ismerhetjiik. Amikor egy tomb megcsuszik, mi
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csak azt érzékelhetjiik, hogy a t id6pillanatban még a ra hato riigéeré kisebb, mint a tapadasi
surlodasi er6 maximuma, de a t+dt -ben mar nagyobb. Ez azt jelenti, hogy ebben a dt

id6intervallumban megcsuszott a test a szalaghoz képest. Ha csak a fennebb emlitett

médszerekkel szamolnank tovabb, akkor a koordinataban a hibatag  O(dt’) lenne.

Erre adunk egy masik médszert a kovetkezdkben..

Feltételezziik, hogy a témb a t id6pillanatban még a szalaggal egyiitt mozog, a t+dt -ben

viszont mar csuszik. Jelélje 7,., amegcsuszas pillanatat, ugyhogy

E<Tpg N Tpeg=t+dt (5)
vagy masképp:
Tpeg=t+2z:dt, 0<z A z<1 (6)

A fentiek értelmében ha a koordinatat Taylor-sorba fejtjiik a 7,., koril, jobbrol és balrdl,
a kovetkez6khoz jutunk:

1. 2 3
ST1+=Xx(1t ) 0T +0O(d1
meg) 2 1< meg) ( ) (7)

Xi<Tmeg_6 T):Xi(rrmeg)_X.'z‘(Tmeg)'6 T

Xi(T g TOT) =X, (T )+ X,(T

meg

A 871 értékét az elsG esetben S71=(1—z)-dt , a masodik esetben &T=z-dt -nek

valasztva meg, majd behelyettesitve a (7)-es egyenletekbe a kovetkezdket kapjuk:

xi(H—dt):xi(tJrz-dt)+>'<i(t+z-dt)-(l—z)-dH—%>'<'i(t+z-dt)-(l—z)Z-dt2+O(dt3)

x;(t)=x;(t+z-dt)—x(t+z-dt)-z-dt

(8)

Kivonva egymasbol a két egyenletet:

xl.(H—dt):xi(t)+Xi(t—IrZ-dt)~dt+%)’<'i(t+z~dt)~(1—2)2-dt2+O(dt3) (9)
Tudjuk, hogy a megcsuszas pillanataban

X,(t+z-dt)=v,(t+z-dt)=u |, (10)
illetve

Fr:Fs[()

F —F 11
)'éi(t—i-z-dt):ai(t—i-z-dt):%:ameg (1D
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Mivel a rendszerbe a surldédasi erén keresztiil bevittiikk a stochasztikus viselkedést, a z
egyenletes eloszlast kell mutasson a (0,1] intervallumon. Ennek megfelel6en minden megcsuszas

alkalmaval generalunk egy véletlenszamot a (0,1] intervallumbol, és azt valasztjuk a z értékének.

Tehat 6sszesitve a kapott eredményeket:

1 2 3.2
(t+dt)=x.(t)+u-dt+—=- (1— -dt
x(trdt)=x () budit L a,, (1-2) )

vi(t+dt)=u+a,., (1—z)-dt

képletekkel adhaté6 meg a koordinata, illetve a sebesség a t+dt id6pillanatban, ha t és t+dt

kozott megesuszott a tomb.

2b

A tdmbok megallasa. Az ideélis, folytonos esetben akkor all meg egy surlédassal mozgd
test, ha az érintkezési feliilethez viszonyitott relativ sebessége 0-ra csokken. Ez esetben tjbdl a
tapadasi surlédasi er6 hat ra. Amennyiben megallaskor a testre hato kiils6 erék eredéje nagyobb

mint a tapadasi surl6dasi er6 maximuma, gyakorlatilag “atfut” ezen a megallasi ponton.

Az id6lépést diszkretizalva nem varhatjuk, hogy a relativ sebesség pontosan 0-ra
csokkenjen. Kézenfekvd lenne tehat egy kiiszobsebességet, mint paramétert megadni, mely ala
csokkenve a relativ sebesség értéke 0-nak tekinthet6. Azonban ennek a paraméternek a beallitasa
nehézkesnek bizonyul. Ha tul kis értékre allitjuk, a diszkrét 1épések miatt sok valodi megallast
nem észleliink, ha meg tul nagyra, akkor olyan eseteket is megallasként kezeliink, melyek

valéjaban csak igen kis relativ sebességgel jellemezhet6ek.
A megallas egy altalunk bevezetett targyalasat adjuk meg a kovetkez6kben.

Az alap-Verlet-modszer segitségével a sebességet lokalisan masodrendli képlettel
hataroztuk meg, tehat Taylor-sorba fejtve, csak az els6 harom tag hordoz értékes informaciot

szamunkra:
v.(t+8t)=v,(t)+V,(t)5 t+%\7i(t)-6t2+0(6 t%) (13)

Ismerve a rendszer éllapotat a t-ben, a o6t -t tekintve a fiiggetlen valtozonak, a t
u(t)=t+8t kornyezetében a sebesség a fenti képlettel adhatdé meg, mely egy parabolét

hatdroz meg:
vi(t+8t)=a-8t*+b-8t+c (14)

A 0t maximumat 2dt-nek valasztva meg, egy egyszerl valtozdcserével koénnyen
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belathat6, hogy ez a Vv, (t+58¢): (0, 2dt) >R lokalisan értelmezett fiiggvény egyenértékii a

v,(t):(t, t+2dt)>R globalisan értlemezett fiiggvénnyel.

Minden lépésben, minden tomb esetén feltételezziik, hogy megallt az utolsé dt

id6intervallumban. Ez matematikailag igy irhato:

Vi Teg) =U, tHAE<T, 0 A T St+2:dt (15)
vagy masképp:
Vi(St,,)=u, dt<dt, A 8t <2-dt (16)

Amennyiben taldlunk olyan  6¢,,€R értéket, tgyhogy eleget tegyen a fenti
feltételeknek, a tombot a szalaghoz képest megallitjuk:  Vv,(T,.,)=t , majd ennek megfeleléen

szamoljuk ki a 2dt-ben koordinatajat. Tehat igy a feladatunk megoldani a
a-5t’+b-dt+c—u=0 (17)
masodfoki egyenletet. Ehhez ismerniink kell az a, b, c egyiitthatékat. A c=V,(t) ,

b=v,(t)=a(t) értékek adottak O(dt’) hibaval, az a-t meghatérozhatjuk a kévetkezd

osszefliggésekbol:
v (t+dt)=v.(t)+, (t)-dt-l—%\'/',.(t)-dtz-i-O(dtB) (18)
vi(t4+2dt)=v,(t)+2-v,(t)-dt +2-v,(t)-dt’+0O(dt’) (19)

A (22)-b6l kivonva a (21)-et, kapjuk:

v.(t+2dt)—v(t+dt)—v,(t)-dt
3-dt’

1.
=—v.lt)=
a2,(

(20)

Az a, b, c egyiitthaték ismeretében megadhat6 a (17)-es masodfokud egyenlet megoldasa.
Itt csak azokat az értékeket fogadjuk el, melyekre igaz a (16)-os feltétel. Ha ezt mindkét
megoldés teljesiti, akkor a kisebb 8¢, értéket vessziik figyelembe. Ujbél meghatarozukk a
képlettel értelmezett z értékét, mely két részre osztja a dt intervallumot: az els6 részben a tomb

még gyorsulva mozog, a masodik részben a szalaggal egyiitt halad.

Megjegyzés: ha nem tortént megallas a masodik dt intervallumban, akkor a sebességet
valéban O(dt’) hibaval tudjuk megadni, ellenkezd esetben viszont a v, (t+2dt) értékét

eggyel alacsonyabb rendben ismerjiik, igy a modszeriink rigor6zusan nem harmadrendi.

A paraméterek fiiggvényében gyakran taldlkozunk olyan esettel is, amikor a test relativ

sebessége 0-va valik a dt intervallumban, de a ra haté ered6 rugéeré nagyobb, mint a tapadasi

40



Sandor Bulcsu Egy egyszerli mechanikai rendszer komplex fazistere

surlodasi er6 maximuma. Ilyenkor Euler II moddszerrel szamoljuk ki a koordinatat és a

sebességet, mivel a gyorsulas nem folytonosan valtozik, igy a Verlet-mddszer nem alkalmazhato.

41



	Tartalomjegyzék
	Kivonat
	Bevezetés
	I. Kaotikus dinamika
	I.1. Kaotikus mozgás. Kaotikus rendszer.
	I.2. Determinizmus és káosz
	I.3. Káoszhoz vezető utak
	I.4. A tanulmányozott rendszer leírása

	II. A rugó-tömb modell alkalmazásai
	III. Analítikus és szimulációs eredmények egydimenziós rugó-tömb rendszerekre
	IV. A rugó-tömb modell számítógépes vizsgálata
	IV.1. A modell és az alkalmazott numerikus módszerek (1. verzió)
	IV.2. A szimulációs program
	IV.3. Fejlesztések (2. verzió)
	IV.4. Rendparaméter
	IV.5. Szimulációs eredmények

	V. A rugó-tömb rendszer kísérleti vizsgálata
	V.I. A kísérleti berendezés. A kísérlet menete.
	V.2. A kísérleti eredmények

	VI. Következtetések
	Bibliográfia
	Függelék: Numerikus módszerek

