Nemlokalis kezdeti feltétellel rendelkezd
elsOrendu differencialegyenlet-rendszerek

megoldasainak stabilitasa

Szerzd:

Kolumban Jozsef

Babes- Bolyai Tudoményegyetem,
Kolozsvar, Romania

Matematika és Informatika kar,

matematika szak, alapképzés, II. év

Témavezetd:

dr. Andras Szilard Karoly, egyetemi adjunktus
Babes- Bolyai Tudomédnyegyetem,

Kolozsvar, Romania

Matematika és Informatika kar,

Magyar Matematika €s Informatika Intézet

Kiild6 intézmény: XV. Erdélyi Tudomanyos Didkkori Konferencia (ETDK)

Lezaras Datuma: 2012. majus 31.



Kivonat

A dolgozat célja a nemlokalis kezdeti feltétellel rendelkez6 els6rendii differencial-
egyenlet-rendszerek Ulam-Hyers stabilitdsdnak vizsgélata. Az ujdonsdg a médszerben rej-
lik, mely altalanositott metrikus térbeli operdtorok, vektornormdk, valamint d.n. “nulldhoz
konvergal6” matrixok haszndlatara alapszik. A sajat eredmények tartalmazzdk a kompakt
illetve nemkompakt esetek targyaldsat is.

Kulcsszavak: Ulam-Hyers stabilités, differencidlegyenlet-rendszer, nemlokalis kezdeti

feltétel, nulldhoz konvergdlé métrixok, fixpont tétel, vetkornorma.

1 Bevezeto

Az eredeti problémat Ulam vetette fel 1940-ben (lasd [17]) a fliiggvényegyenletek stabilitasira
vonatkozéan: milyen feltételek mellett 1étezik egy szinte linedris leképezés kozelében egy
linedris leképezés? Erre a kérdésre Hyers ([5]) adott egy részleges megoldast Banach terek
feletti leképezések esetén, mellyel megnyitotta az utat ezen témakorbeli kutatdsok szamaéra.
1978-ban Rassias ([14]) édltalanositotta Hyers eredményét, melynek kovetkeztében még jobban
megndtt a matematikusok érdeklédése ilyen tipusu problémdk irdnt. Azdta szdmtalan pub-
likacio sziiletett stabilitasi problémdk kiilonbozé altaldnositasai kapcsdn (tobbek kozott 14sd
[1], [6], [7], [10], [11], [15], [16]). Az Ulam-Hyers stabilitas egy klasszikus megfogalmazasa
differencidlegyenletek esetén a kovetkezo:

Legyen (X, |.|) egy (valés vagy komplex) Banach tér, a € R, b € R, a < b < +oo,
f :la,b) x X — X folytonos operator. Az

2'(t) = f(t, (1)), Vt € [a,b) (1.1)

egyenlet Ulam-Hyers stabil, ha 1étezik c; > 0 valds szam gy, hogy minden ¢ > 0 és minden
y € Cla,b), melyre
ly' () — f(t,y(t)| <€ VE € [a,b)],

létezik = € C'[a, b) megolddsa (1.1)-nek, melyre
ly(t) — z(t)| < cye, Vt € [a,b).

Egy fontos megemlitendd eredmény Alsina és Ger ([16]) dolgozatabdl szarmazik, mely sz-
erint az iy’ = y differencidlegyenlet Ulam-Hyers stabil, azaz ha egy y : I — R differencidlhaté
fiiggvény esetén minden pozitiv e-ra |/ (t) — y(t)| < €, Vt € I, akkor létezik egy g : I — R
differencialhaté fiiggvény, melyre ¢'(t) = g(t), Vt € I és |y(t) — g(t)| < 3¢, Vt € 1.



Ezen dolgozat célja a kovetkezd tipusti nemlokalis kezdeti feltétellel rendelkezd els6rendi

differencidlegyenlet-rendszerek stabilitdsdnak a tanulméanyozésa:

2'(t) = f1(t, z(t),y(1))

y/(t) = f2(t7 x(t)a y(t))v m. m. J-n (1.2)
z(0) = o]

y(0) = Bly]

Jelen esetben J részintervalluma [0, +00)-nek, mivel a kompakt és nemkompakt esetek eg-
yardnt targyalva lesznek, fi, fo : J x R? — R Carathéodory fiiggvények, o, 3 : X; — R
folytonos linedris funkciondlok, melyekre 1 — «[1] # 0 és 1 — [1] # 0, ahol Xj az a tér, ahol
a z-et illetve y-t keressiik. Harom esetben fogunk Ulam-Hyers stabilitdst megfogalmazni, X
fliggvényében, ennek érdekében atalanositott metrikus térbeli operatorokat, vektornormékat il-
letve u.n. “nullahoz konvergald” matrixokat fogunk haszndlni, a Perov fixpont tételre alapozva
a bizonyitasokat.

Az ilyen tipusu egyenletek illetve rendszerek esetén megfogalmazott kompakt esetbeli

1étezési tételek megtaldlhatdak [4], [8], [9] illetve [13]-ban.

2 Altaldnos értelmezések és haszndlt eredmények
Ertelmezés 1. Legyen X egy nemiires halmaz. Egy X-en értelmezett vektornorma alatt egy olyan
d: X x X — R" n e N fiiggvényt értiink, melyre:
(i) d(u,v) >0, Vu,v € X; ha d(u,v) = 0 akkor u = v;
(ii) d(u,v) =d(v,u), Vu,v € X;
(iii) d(u,v) < d(u,w) + d(w,v), YV u,v,w € X.

Ezen esetben x,y € R", x = (x1,22,...,2,), ¥ = (Y1,Y2,-- -, Yn)s ¢ < y alatt z; < y;,
Vi=1,2,... n-tértink. Az (X, d) parost ataldnositott metrikus térnek nevezik. Ilyen térben a

konvergencia illetve teljesség fogalmai hasonldak a klasszikus metrikus térbeli esethez.

Ertelmezés 2. Egy M pozitiv elemii négyzetes mdtrix nulldhoz konvergdld, ha M* — 0, amikor

k — +oo.

Ertelmezés 3. Legyen (X,d) egy dtaldnositott metrikus tér, T' = X — X kontrakcio, ha létezik

egy nulldhoz konvergdlé M madtrix, melyre
d(T(u),T(v)) < Md(u,v), Vu,v e X.

Ebben az esetben M-et T Lipschitz mdtrixdnak nevezik.
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Tétel 1. Legyen M egy pozitiv elemii négyzetes mdtrix. Egyenértékiiek:
(a) M nulldhoz konvergdlo;

(b) I — M nem szinguldris és (I — M)~ = I + M + M? + ... (ahol I az M-mel megegyezd

méretii egységmdtrix);
(c) M sajatértékei az egységsugari kor belsejében helyezkednek el;
(d) I — M nem szinguldris és (I — M)~ pozitiv elemi.
Bizonyitas: Lasd [12] 151-154, [13]. O

Tétel 2 (Perov). Legyen (X,d) egy teljes dtaldnositott metrikus tér, T : X — X egy kontrakcid,
melynek Lipschitz mdtrixa M. Ekkor T-nek létzik egyértelmii u* fixpontja X-ben, és minden ug €
€ X esetén

d(T*(ug), u*) < M*(I — M) d(ug, T'(up)), V k € N.

Bizonyitas: Lasd [12]. l

Tétel 3 (Nica, 8 ). Az (1.2) rendszerben legyen J=[0,1], X; = W11(0,1). Jeloljiik

181l
11— B’

ahol ||| az o normdja W1(0,1)-en, hasonléan 3 esetén.

A=1+ =1+

Ha létezik ay, az, by, by € RY, melyre

(a1 flz =2l + b lly = 9ll)

| <
| < (azlz — 2|l + b2 lly — ¥l

12l = sup {[2(t)], t € [0,1]};

M — arAy b Ay
a2A2 b2A2

madtrix nulldhoz konvergdld, akkor (1.2)-nek létezik egyértelmii megolddsa W11 (0,1)-n

valamint

Bizonyitds: Az (1.2) rendszer J = [0,1], X; = WH(0,1) esetén egyenértéki (lasd [3]) a
kovetkez§ integralegyenlet-rendszerrel C[0, 1] x C'[0, 1]-ben:

{ r(t) = 7= —oli +f0 fi(s,z(s),y(s))ds

y(t) - 1= 5[1 + fo f2 8 (S>>d5



ahol
/f18$ ))ds, go(t /fgsm (s))ds, Vt € [0,1].

Ez egy fixpont feladat C[0, 1] x C[0,1]-ben a T : C|0,1] x C[0,1] — C[0,1] x C[0, 1],
T = (T1,T5) operator esetén, ahol

Tl (1’, y) (t> =

1_1a[1]04[91]+/0 fi(s,z(s),y(s))ds,
Ty(z,y)(t) = - _1ﬁ[1]ﬁ[92] +/0 fa(s,z(s),y(s))ds,

vVt € [0,1], Va,y € C[0, 1].
Lassuk el C[0,1] x C[0, 1]-t a kovetkezd vektornormaval

Jull = (lzll » 19llo),
€ C[0,1] x C10, 1].
Legyen u = (z,y),u = (z,y) € C0, 1] x C]0, 1]. Ekkor

Ty, y) (1) — Tu(@ 5)(1)] = [9—‘[“‘1’]]
o]

S ol =gl o) — g1 ()] < Avflgr — 9l
1= afl]

minden u = (z,y

+91(t) —q:1(t)] <

vt € [0, 1], ahonnan || T} (z,y) — T1(Z, 9)|l . < A1 llg1 — G1]|... ahol

/ fi(s y(s))ds, Vt € [0,1].

91() — ga(8)] < /0 [fi(s, 2(s), y(s)) = fils, Z(s),5(s))|ds <

t
<(arflz =2l +brlly — 7ll) /O (s)ds < ay[lo = ]| + b1 [ly = Fll »
Vt € [0, 1]. Innen
191 = 91l S arllz =2l + b1 lly = Ull »

és kovetkezésképpen

1T (2, ) = Th(7,9)ll o < Arlan [z = 2]l + 01 ly = 7lloo)-
Hasonldan

1T2(2,y) = To(Z, §)ll o < As(az[lz = Tl + 2 lly = ll0)-
Tehat

1T (u) = T(@)|| < M ju—all.

Mivel M nulldhoz konvergal6 és (C[0, 1] xC[0, 1], ||.]|) teljes, a Perov tétel alapjan kovetkezik
a tétel allitasa. ]



3 Sajat eredmények

3.1 Kompakt esetbeli stabilitas

Tétel 4. Az (1.2) rendszerben legyen J=[0,1], X; = W11(0, 1). Jeloljiik

181l
11— B’

ahol || a|| az o« normdja W*(0,1)-en, hasonléan 3 esetén.

7A2:1+

Ha létezik ay, az, by, by € R, melyre

{mwwmwwﬁ<
|fa(t, z(1), y(1) — fo(t, 2(2), (1))
Va,y,z,5 € WH(0,1), mm. t € [0,1], ahol

12l = sup {[=(t)], t € [0,1]};

M= a1A1 blAl
CZQAQ b2A2

mdtrix nulldhoz konvergdld, akkor (1.2) Ulam-Hyers stabil, azaz létezik Cy € Mayo(RY) tigy,

< (a1 llz =2l +bully —7ll)
< (azllz =zl +b2lly — ¥llo0),

valamint

hogy minden ¢y, €3 > 0 és minden i = (%,4) € Wh1(0,1) x WH(0, 1), melyre
() = f(t, 2(t), §(t)] < @

J(t) — fo(t,2(t), 9(t)| < €2, mm. t € [0,1]

(0) = afz

5(0) = f
létezik egy u* = (x*,y*) € WH(0,1) x WHY(0,1) megolddsa (1.2)-nek, melyre

T(t) — x*(t
(@m %n>§@<q>ﬁmmﬁ‘
5(t) =y (t)] €
Bizonyitas: A (3.1)-es rendszer egyenértéki (lasd [3]) a kovetkez§ integralegyenlet-rendszerrel
C10,1] x C|0, 1]-ben:

{:U(t)zl Lali] + [y fi(s,2(s),y(s))ds + [y b (s)ds
y(t) = =5mBlas] + fy fals,x(s),y(s))ds + [y ha(s)ds

3.1

Sl
I

—

3

Y

, Vt €[0,1],

ahol
@@zﬁﬁ@uﬂmmw+ém@w,
g2(t) :/0 fa(s,x(s),y(s))ds +/0 hao(s)ds, Vt € [0, 1],



hi,hy : [0,1] — [0 +oo) mérthetd fiiggvények, melyekre |h;(t)| < ewi(t), ¥Vt € [0,1],
Vi € {1,2} és hy( fo s)ds folytonos [0, 1]-n, Vi € {1,2}.

Ez egy ﬁxpont feladat C[O, 1] x C[0,1]aT : C[0,1] x C[0,1] — C0,1] x C[0, 1] operator
esetén, T = (T}, Ty), ahol

Ty (x,y)(t) = ol / fi(s,z(s),y(s))ds + /Ot hy(s)ds,
To(x,y)(t) = = B[] / fa(s,x(s),y(s))ds + /Ot ho(s)ds,

vVt € [0,1], Va,y € C[0, 1].
Legyen

Hi(t) = 7 yrolin] + / a(s)ds,

Ha(t) = 1_15[1]5[/32]+ /0 ha(s)ds,

H(t) = (F (1), H(t), vt € [0,1].

Nyilvéanval6, hogy H nem fiigg x-tdl illetve y-t6l, valamint
T(z,y)(t) = T(z,y)(t) + H(t), Vt € [0,1], Yz,y € C[0,1].
Kovetkezésképpen
|7 = T@)| = 17w - 7@

Yu = (z,y),u = (z,y) € C[0,1] x C0, 1].

Tehat T akkor és csak akkor kontrakci6 (C[0,1] x C[0,1],|.]|)-ben, ha T is kontrakcié
ugyanott, ezen esetben a Lipschitz matrixuk megegyezik. A 2. rész 3. tételben latottak alapjan
viszont T kontrakcid, tehat T is az. (C[0,1] x C[0,1],].]|) teljes 4talanositott metrikus tér,
tehat alkalmazhat6 Perov tétele: Vey, eo > 0 1étezik egyértelmti u = (z,9) € C[0,1] x C0, 1]
fixpontja T-nek, illetve u* = (z*,y*) € C[0,1] x C[0, 1] T-nek. Teht a (3.1) megolddsanak a
létezése mindig maga utdn vonja az (1.2) megolddsanak a létezését.

Nyilvan

9(t) —y*(t)]

( [#(t) = 27 ()] ) <la— ||, ¥t e [0,1]. (3.2)

Ekkor

i = wll = | 7@ — Tw)|| = IT(@) + B = T < |T(@) - T(w)] +

HIH| < Mlla—w |+ [|H| = [la— ] < (= M) H]|.



) < Lol

t
el ||
hu(s)ds| < Hh H () < A,
[1—afl]| /0 [T —af1]|
vVt €0, 1].
B t t
1 (8)] = / h(s)ds| < e / (s)ds| < 1, Wt € [0,1].
0 0
Tehat ‘ hi|| < e, ahonnan |H,(t)] < Ayer, Vi € [0, 1], és kovetkezésképpen || H, || <
< Aye;. Hasonléan || Hsl| , < Ages.
Kovetkezik, hogy
- " 1 1 Ae
o — v < (I = M) | H] < (I = M) : (3.3)
A262

Mivel M nulldhoz konvergdld, (I — M )*1 pozitiv elemd; A;, A > 0, véalaszthatjuk

A
Cr=(I—M)"| " "),
0 A,

ekkor (3.2) és (3.3) alapjan

Tehat a bizonyitas teljes. [

3.2 1. Nemkompakt eset: 1/'"!(0, +00)-beli megoldasok stabilitisa
Az (1.2) rendszerben legyen J=[0, +00), X; = W1(0, +00), ahol
W0, 400) = {2 : [0,400) = R | z € W"'(0,n), Vn € N*}.

Legyen
181l

11— B’

ahol ||| az & norméja W1 (0, +00)-n, hasonléan 3 esetén.

o]

Ay :1+—|1—04[1]|

P AQ =1 +
Tétel 5. Ha létezik ay,as,b1,by € RY ésw : [0,400) — [0, 4+00), melyre

{ (1t 2(8), y(t) — fu(t, 2(8), 9(1)| < w(t)(ar |z = 2| + b1 ly — 7ll)
[f2(t, 2(), y (1) = fo(t, 2(2), 5(1))] < w(t)(az |z — Z[| o + b2 [ly — ),

Vo, y, T, 7 € WHH(0, 400), mm. t € [0, +00), ahol
2]l = sup {|z(t)], t € [0, +00)},
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és w mérthetd [0, +00)-n, f0+oo w(s)ds < 1; valamint az

A A
M= apAy LA
CL2A2 b2A2
madtrix nulldhoz konvergdl, akkor fenndllnak a kovetkezoek:

(i) (1.2)-nek létezik egyértelmii (x*,y*) € W(0, +00) x WH(0, +00) megolddsa

(ii) (1.2) Ulam-Hyers stabil, azaz létezik Cy € Mayo(R,) tigy, hogy minden €1,e2 > 0 és
minden @ = (%,7) € W(0, +00) x W0, +00), melyre

3.4)
z(0) = o[z
5(0) = Blyl,
létezik u* = (z*,y*) € W(0, 400) x W0, +00) megolddsa (1.2)-nek, melyre
t(t) —x*(t
<|9§<> x<>|>gcf<el>7we[o7+oo)'
|9(t) =y~ (t)] €
Bizonyitas: Lasd [2] O
3.3 2. Nemkompakt eset: 1. %(0, +00)-beli megoldasok stabilitdsa
Az (1.2)-es rendszerben legyen J=[0, +00), X; = W} %(0, +00), ahol
W20, +o0) = {z : [0, +00) = R |2,2 € L2]0, +oo)} ,
(itt 2" alatt a z altaldnositott derivaltjat értjik)
+oo
L2]0,+00) = {z [0, +00) = R ' / w(s)|z(s)?ds < —i—oo} :
0
w : [0,400) — (0, +00) tgy, hogy
+o00 +o00 t 1
/ w(s)ds =1, Im € R : / w(t)/ dsdt < m?. (3.5)
0 0 o w(s)

Megjegyzés 1. Vizsgdjuk ilyen w fiiggvények létezését. Jeloljiik W (t) = fg ﬁds, ekkor

/Ooow(t)/o @dsdt: i OOII/?///((?)dt.

9




Konnyen beldthatd, hogy W (t) = ce” esetén a fenti integrdl konvergens minden k > 2 és

minden c € R esetén. Nyilvdn

) LN / " oyt = / oLy
w(t) = ——— w =- —_—
ckxk—1ler* 0 cly kakler*

: +
is konvergens, ha c = L ___dt, akkor

0 kxk—1lez
“+o0o
/ w(t)dt = 1,
0

vk > 2.

Legyen

wvafoe el N e
[1—a1])? ] 1-pajE )
ahol ||a|| az o normdja W,*(0, +00)-n, hasonléan /3 esetén.
Tétel 6. Ha létezik a1, as,b1,b € RY ésw : [0, +00) — (0, +00), mely kielégiti (4.2)-et iigy,
hogy
e 2 2
/ w(t)] fit, x(t),y(t)) = fi(t, 2(t), g(£)["dt < (ai || = Tl o + bi [y = Gl )"
0

Va,y, 7,y € W20, 4+00), mam. t € [0,+00), Vi € {1,2}, ahol

HwMQZ[A%xw@Md@F@]a

valamint az

aimA; bymA;
M p—
agmAg meAz

madtrix nulldhoz konvergdlo, akkor fenndllnak a kovetkezoek:
(i) (1.2)-nek létezik egyértelmii (z*,y*) € WL2(0, +00) x W2(0,+00) megolddsa

(ii) (1.2) Ulam-Hyers stabil, azaz létezik Cy € My o(R.) gy, hogy minden €1,e5 > 0 és
minden i = (&, ) € Wi2(0,400) x W2L2(0, +00), melyre

H"ZJ - fl('aia?j)ng <€
||g/ - f? '7j7g)|’w,2 S €2,
2(0) = o7
5(0) = By,

(3.6)
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létezik egy u* = (x*,y*) € WL2(0, +00) x WL2(0, +00) megolddsa (1.2)-nek, melyre

T—zx* €
(y ﬂw)§@<1>
17 = 4" o €2
Bizonyitas: Lasd [2] l
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