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Bevezetés

Elsd par egyetemi éviink soran mind tébb izben is talalkoztunareeBh-féle fixponttétellel,
igy -habar a sziikséges fogalmak csak dejezet elején keriilnek bemutatasra-, bevezetésként
tekintstink egy kicsit vissza erre a jol ismert tételre.

Ha az(X,d) teljes metrikus téren értelmezett K — X fuggvény kontrakcio, azaz létezik
0 € (0,1) ugy, hogy dF (x),F(y)) < dd(x,y) barmely xy € X, akkor F-nek van pontosan
egy fixpontja. (Es teljesiiinek az a-priori és az a-poszteiecslések)

Figyeljuk meg, hogy kénnyedén szerkeszthetlink olyan egysgéldat, aminek egyértel-
mden van fixpontja, viszont nem teljestl a kontraktiv megkaa, igy nem alkalmazhat6 a
Banach-féle fixponttétel. llyen példa az egydimenzios éggémbot 6nmagéra lekéieen-
tikus fuggvény

f:[0,1 —[0,1]: f(x) =X,

melynek természetesen van fixpontja (nem pontosan egytekiddixpontja). Ahhoz, hogy ez
a fuggvény kontrakcio legyen, arra lenne sziikség, hogy

d(f(x), f(y)) =d(xy) < dd(x,y)
=1<9,

ami ellentmondashoz vezet.

Tehat egyértelmiien sziikség van mas fixponttételekre. godat megirasahoz élsorban
kilénb6d fixponttételeket tanulmanyoztam, a kozoéttlikdesszefliggéseket (ok-okozati vis-
zonyokat) prébaltam felkutatni és megérteni.

Masrészt ezek a fixponttételek megfélelajt biztositanak kulonbdzegyenletek, differen-
cidlegyenletek illetve differencialegyenlet rendszeregoldasai létezésének, esetleg egyértel-
miségének vizsgalatahoz.

Ezért a dolgozat két fejezetre tagolodik.

Az 1. fejezetbentdbb ismert fixpontétel keriil bemutatasra, a Brouwer-félpdittételél
kiindulva végigkovetjik a fixponttételek fétlésének egy kis szakaszat. A 2.2-es és a 2.3-es
Schauder tételek példaul a 2.1-es Brouwer tételre épilnetont alkalmazkodnak az aktualis
matematikai eszkdztarhoz, ilyen szempontbdl altalajddsé Brouwer-féle fixponttételt, al-
taldnosabb, végtelen dimenzids térre bizonyitjak a fixpetezését. A 2.2-es tétel a kompakt
halmazokon értelmezett operatorokra mig a 2.3-as tétet @z&orlatos halmazon értelmezett
operatorokra tett kijelentés.

Az 1. fejezetben bemutatott tételek k6zil szamunkra legfobtnaa?.9-es Perov tétel, mely
altalanositott teljes metrikus tereken értelmezett kakitv leképezések fixpontjarol allitjia a
létezést és az egyértelmiséget. Az altalanositott nustidr bevezetése utan a fixponttételek



ilyen jellegll altalanositasa nagy lépest jelentett,dnisaagyon sok olyan probléma van, amit
egy operator fixpontproblémajara visszavezetve egysnétézelhetlink a vektor-értékl norma
vagy metrika segitségével (lasd d@jezetet).

Végul a fixpontfeladatok egy fontos és hasznos tulajdongdgdz Ulam-Hyers stabilitassal
(2.5-6s definicid) foglalkozunk, melynek gyakorlati haétzaz jelenti, hogy ha belétjuk egy
fixpontfeladatrél hogy Ulam-Hyers stabil, akkor azt tudjoleg réla, hogy ha talalunk egy
~-majdnem?” fixpontot, vagyis egy olyan pontot, mely nagyorzé&van az operatorban felvett
ertékéhez, akkor az a pont nagyon kézel van a valddi fixpantho

Itt megjegyezhetjik, hogy a fixpontelmélet fajésében kulcsfontossagu szerepe volt és van
a romaniai matematikai iskolaknak. A dolgozat masikétele, a 2.10-es tétel, ami loan A. Rus
nevéhez kdidik (Iasd [5]).

Az [12], [6], [7] cikkek a fent emlitett mOdszerrel, vagyismlineéris operéatorra alkalmazott
fixponttétel segitségével vizsgéljak nemlineari®edadl differencidlegyenletek megoldasanak
|étezését és egyértelmiiségét.

A dolgozat 2 fejezete-ezekbl a cikkekdl eltéien,- masodfokd nemlineéris differenciale-
gyenlet rendszereket vizsgal.

El6bb a (4.1)-es

( X'(t) = —f(t,x(t),yt)) te[0,1]=:1
y,/(t) = —g(t,X(t),y(t))
a11X(0) +b11X'(0) =0 (1)
a12X(1) +b1X(1) =0 (2)
ap1y(0) +b21y'(0) =0 (3)
az2y(1) +booy' (1) =0 (4).

differencialegyenlet rendszert vizsgaljuk, ami azt jéléogy egy operator fixpontfeladatava
alakitjuk (lasd a (4.10)-es operatort), megkeressik aeha(fGreen fliggvényeket és azok tu-
lajdonsagainak targyalasa utanfagsg fliggvények regularitasa alapjan a kovetkesetekben
fogalmazzuk meg a létezési illetve egyértelmiségi tketjevalamint ezek alapjan az Ulam-
Hyers stabilitast:

() (Lipschitz tulajdonség, (4.11))
Létezneka;, by, ¢i,i € {1,2} pozitiv valos szamok gy, hogix.y € R esetén

{ |f(S,X,y) - f(s7§y>| < a1|X_)~(/| +b1|y_ﬂ7 VX,y,g,;ye R
|g(S,X,y) —g(S,X,Yl)| S a2|x_$(/| +b2|y_ylv \V/X,y,X,yGR

barmelys € R-re.

(ii) (Legfennebb linearis novekedés, (4.12))
Létezneka;, by, ¢j,i € {1,2} pozitiv valos szamok gy, hogi,y,s € R esetén

[f(s.x,y)] <aulX|+bily|+c1
lg(s,%,Y)| < az|x| + baly| + co.

Az alkalmazasok terén altalaban olyan rendszerekkektaahk, melyek jobboldala fligg
azx-t6l és azy'-t6l is. Ezért a 24-es alfejezetben a 4.4-es és a 4.6-es tételek a koedkaki



egyenletrendszerekket vizsgaljak:

(X'(t) = —f(t,x(t),y(t),x'(t),y(t) te[0,1]=
y'(t) = —g(t, (1), y(t),X(t),y(t))
a11X(0) +b11¥(0) =0 (1)
a1oX(1) +b1oX' (1) =0 (2)
a21y(0) + b1y’ (0) =0 (3)
ap2y(1) +bzoy' (1) =0 (4).

llyen tipusu rendszerekkel taldlkozunk altaldban a nesdliis folyadékmechanika prob-
[émait tanulmanyozva. Viszont ennél altalanosabban iSogagmazhatjuk a peremfeltételeket.

A 2.5-0s alfejezetben ezeket a kdvetliemddon altalanosithatjuk:

(X'(t)=—f(t,x(t),y(t)) te[0,1]=:1
y”(t) = —g(t,X(t),y(t))
X'(0) = ao[x] (1)
X(1) = aa[x] (2)
Y (0) = Boly] (3)
L Y(1) = Baly] (4).

Hasonldan a bilokalis feltételhez, a kovetéeendszert is vizsgéljuk:

( X'(t) = —f(t,x(t),yt)) te[0,1]=:1
y'(t) = —g(t, X(t),y(t))
a11x'(0) +b11x'(1) =0 (1)
a12X(0) +bi2x(1) = 0 (2)
az1y'(0) + 21y (1) 0 (3)
( a22y(0) +booy(1) =0  (4).
A vég9, altalanositott forma a kdvetk&z

( X'(t) = —F(tx(t),y(t)) te[0,1] =
y'(t) = —g(t, x(t), y(t))
x(0 )—ao[ X (1)
X(0) = a1[x] (2)
y(0) = [y] (3)
( Y(0) = Balyl (4).



Fixponttételek

1 Hasznalt jel6lések és fogalmak

A kovetked alapértelmezések illetve definicidok altalaban megtatabik a hasonl6 témaju
szakirodalomban, mint példaul a hivatkozott [10] illetwe[2] konyvekben. Mas értelmezések
az egyetemi analizis illetve funkcional analizis kurzusokaltak szamomraismertte, ezért nem
szerepelnek hivatkozasok altalaban az értelmezésektmelle

1.1 Definicié. (Reléciok és 6sszeadas vektorokkal)
Legyenekx,y € R", x= (X1,...,%n), €Sy = (y1,-..,Yn). Ekkor

x<yex <y, Vie{l,...,n}

és hasonléan az=’, ' <’, ' > valamint >’ esetén.
Tovabba ha € R, akkor

x<cex<c Vie{l,...,n}.
Az x+y pedig komponensenkkénti 6sszeadast jelent, vagyis
X+y= (X1 +Y1,X+Y2, -, Xa +Yn)-

1.1 Tétel. (A kompaktsagrol)

(a) Ha egy halmaz kompakt, akkor zart és korlatos is.

(b) Altalaban nem igaz, hogy ha zart és korlatos akkor kornisak halmaz.

(c) Véges dimenzié esetén egy halmaz kompaktsaga eksieaieal, hogy a halmaz zart és
korlatos.

1.2 Definici6. (Operatorok tulajdonsagai)10, 25. oldal]

LegyenekX, Y Banach terek é3 : D ¢ X — Y. A tovabbiakban hasznéljuk a kdvetkez
fogalmakat:

(@) T korlatos haD minden korlatos részhalmdadzaltali képe korlatoy-ban.

(d) T kompakt haD minden korlatos részhalmazétban relativ kompakt részhalmazba
viszi.

(c) T teljesen folytongdha folytonos €s kompakt.

(d) T véges rangdperator, ha (D) C Y/, aholY’ azY tér egy véges dimenzids altere.

1.3 Definicio. € - halé)[10, 14. oldal]
Legyenek(X,d) metrikus térY C X ése > 0.



Ekkor egyR C X halmazrol azt mondjuk, hogy &z ¢ - haloja, ha barmely € Y elemre
teljesul, hogy
JdreR: d(yr)<e

1.4 Definicié. (A metrika és a metrikus tér)
Tekintstik azX # @ halmazt. Ekkor a halmazon értelmezeittrikaalatt ad : X x X — R
leképezést értjiuk melyre teljestlnek:

i) d(u,v) >0, Yu,ve X; d(u,v) = 0 akkor és csakis akkor, he=v;,
i) d(u,v) =d(v,u), Yu,v e X;
i) d(u,v) <d(u,w)+d(w,V), Vu,v,w e X.

A fenti metrikaval ellatot{ X, d) teret metrikus térnek nevezzik.

1.5 Definicié. (A norma és a normalt tér)
Tekintstk azX # @ halmazt. Ekkor a halmazon értelmezetirmaalatt a||-||: X — R
leképezést értjiuk, melyre teljestlnek:

i) ||x|]| >0,V xe X;||x|]| = 0 akkor és csakis akkor, ha=0;
i) [la-x||=1a]-||¥||, Vx € X, a€ R skalar;
i) [x-+yI| < [X]] + 1yl], Y%y € X.
A fenti normaval ellatott X, || - ||) teret normalt térnek nevezzuk.

Megjegyzés.Minden normalt tér szarmaztat egy metrikus teret, melynekikéja a
d: XxX—=R:dxy) =|x—Y|, VXyeX.

1.6 Definicié. (Maximum-norma €s a vektornorma)
LegyenK C C kompakt. Ekkor |- ||« : €(K) — R leképezés anaximum-normaha
barmelyf € ¥ (K) esetén:
|| ]|l =maX|f(t)]:t e K}. (1.1)
Legyen|-|: ¢ (K) — R egy norma. Ekkor & - || : (%(K))” — R leképezés & | normabol
szarmaztatotrektornormaha barmely = (xq,...,xn) € (¢(K))" esetén:

|Xq|
IIXI[=1 : : (1.2)
|Xn|

1.7 Definicié. (Norma szerinti konvergencia)
Egy (Xn) C X sorozat konvergens é&sc X a sorozat hatérérteke, pa litx, — x|| = O.

1.8 Definicié. (Cauchy-sorozat)
Egy (xn) sorozat Cauchy-sorozat ka > 0 esetérd Ng Ugy, hogy||Xm—Xn|| <€V n, m>
Ne.



1.9 Definici6. (Teljes normalt tér)
Ha egy térben minden Cauchy-sorozat konvergens, akkonteljgs. Ekkor a teret Banach-
térnek nevezzik.

1.10 Definicié.[11]
LegyenX Banach-tér| - | X-en értelmezett norma &> : X? — X. Az 1. fejezet példaiban
a kovetked szemilinearis operatorrendszert vesszink alapul:

P1(p1, P2) = P1
1.3
{ P2(p1, P2) = P2 (1.3)
Megjegyzeés.A fenti rendszer ekvivalens a
P(p)=p

fixpontfeladattal, ahdP: X2 — X2 ésP = (P,P), p= (p1, P2).
Ezesetben az (1.2)-es vektornormat fogjuk hasznalni.

1.11 Definicié. (Nulldhoz konvergalé matrix)
Az M € Anxn(R4) métrixrél akkor mondjuk hogy nullahoz konvergalo, ha

|\/|k—>0ﬂ7 k — 0,

ahol Q, azn-dimenzids nullmatrix, és a tartds komponensenkként édten



2 Fixponttételek

2.1 Schauder tipusu fixponttételek

El6szor nézzik meg a Schauder-féle fixponttétel véges diberfizményét, a Brouwer-
féle fixponttételt, amit 1912-ben Luitzen Egbertus Jan Breubizonyitott.

2.1 Tétel. (Brouwer)[10, 28. oldal]

Legyen DcC R" egynemires, konvexskompakthalmaz, valamint a T D — D folytonos
operator.

Ekkor létezik legalabb egy@ D ugy, hogy

T(u)=u.

Megjegyzes.A brouwer-féle fixponttétel a Sperner lemma egyik alkalnsanak, a Knaster-
Kuratowski-Mazurkiewicz tétel (lasd [3, 145. oldal]) stesgigével belathato.

A Schauder fixponttétel Juliusz Pawel Schauder, lengyetmatikus nevéhez kédik, aki
1930-ban altalanositotta Brouwer tételét Banach-terekagyis igazolta a tételt ugy, hogy
nem azR" részhalmazat vette, hanem egy (nem feltétlenil véges didg®rBanach térnek a
megfeleb tulajdonsagokkal rendelkézészhalmazat. Ezt a kbvetket®teltben jelenthetjik ki:

2.2 Tétel. (Schauder)[10, 33. oldal]

Legyen X egy Banach-tér, a & X nemires, konvexéskompakthalmaz ésa T K — K
folytonosoperator.

Ekkor T -nek van legalabb egy fixpontja, vagyis létezikku: T (u) = u.

A bizonyitas a Brouwer-féle fixponttételen alapszik, a fa6]alapjan a kovetkézemma
segitségével vezetjik vissza egy véges dimenzios probéma

2.1 Lemma. [10, 26. oldal]

Legyen HC X korlatosészarthalmaz és TH — Y teljesen folytonos operéator. Ekkor létezik
egy véges rangu folytonos operatorsorozat H — Y, mely H-n egyenletesen tart-hez,
vagyis

T(h) = l!im Tk(h), VheH.

Raadéasul [(H) Cc conT(H)), barmely ke N.

Bizonyitds. (A 2.1-as lemma bizonyitasa)
Mivel T teljesen folytono$i-n ésH korlatos,T (H) relativ kompakt, igy a kovetkézmeg-
figyelést tehetjuk:

Neg
Ve>0 3t eT(H), je{1,2,...,n} : T(H) C | JBeltj).
j=1

Legyen(¢;) ugy, hogy

() ¢; €% (T(H),[0,1]),
(i)) supmp; C Be(t)),



Neg
(iii) Z 9j(t)=1,vteT(D).
=1
Ng
Tovabba legyefs : H —Y gy, hogyT(h) = 5 ¢; (T(h)tj,VheH.
j=1
Az igy szerkeszteff; operator véges rangu és folytonos, valamint
Te(H) C cony(T(H)).
Tovabba & (h) € Bg(t;) és ag;(T(h)) > 0 alapjan felirhatjuk, hogy:
Ng
T -Te(ly=| 3 oi(TM) (6 -TM)|
=1

< zlm (Tt TR
=

<e _Z:‘f’i (T(h))
i=

E.
Vagyis Iirrg)Tg(h):T(h),Vhe H. |
E—

Bizonyitds. (A 2.2-es tétel bizonyitasa)

K kompakt ésT folytonos, tehafl teljesen folytonos.K kompakt, tehat zart és korlatos
is, igy hasznalhatjuk a fenti lemmat, ami alapjan léteznék:&K — K véges rangu folytonos
operatorok, melyek egyenletesen tartamakez aK-n, vagyis

T(u) = lim Tj(u), YueK.

] —

Mivel Tj véges rangu, tekinthetjuk &, C K alteret, mely dj(K) altal generalt veges()
dimenzios altér. Ekkof;j : K NXn; — KN Xp;.
Most aT; operatorokra a Brouwer fixponttételt alkalmazva kapjulgyho
Juj e KNXpy @ Tj(uj) =uj, VjeN.
Mivel K kompakt, minden sorozatdnak van konvergens részsorkizaga. Legyenu* € K

az(Uuj) jen sorozat konvergens részsorozatanak a hatarértéke. Ekkor

T(U") —u| < [T(U) =T (uj) |+ [T (uf) = Tj(uj)| + [T (u) —u"|
= [T(u") =T (up) |+ T (uj) = Tj(uj)] + |uj —u7|
— 0, amikor j— oo.

TehatT (u*) = u*, vagyis az igy megszerkeztett € K fixpontja azT operatornak. |



Megjegyzeés.Mivel a kompaktsag fogalma csak véges dimenzios térbervaleris azzal, hogy

a halmaz zart és korlatos (lasd 1.1-es tétel), pontosablegfiogalmazva ez azt jelenti, hogy
altalaban nem minden zart és korlatos halmaz kompakt. Iggha®ler tétel zart és korlatos
halmazokra val6 megfogalmazasa altalanosabbd@memegfogalmazasnal és a gyakorlatban
hasznosabb is.

Allitas. Végtelen dimenzios tereken a zart gémb altalaban nem kampak
Bizonyitas. (A fenti allitas bizonyitasa)
Legyen2(R) = { (Xa)nz0 C R/ %xﬁ < oo} és|x]|? = %xﬁ Jelolje
K= K=
B(0,1) = {(Xn)n=0 C I%( /Z <1}

Tegyuk fel, hogyB(0,1) kompakt. Ekkor a 2.2-es tétel alapjan
v f:B(0,1) — B(0,1), f folytonos=3x" € B(0,1): f(X") =x"

Tekintslk a kdvetkezleképezést:
f(x1,X2,...) = (1— Zx,—z,xl,xz,...> € B(0,1).
i=
A fuggvény jol értelmezett és mivéky, xo,...) € B(0,1), 1— le,z is a[0, 1] intervallumban

van, tehat a<1— Z\X.'Z,Xl,xz,---) € B(0,1) is teljesul. Ekkor
i=

1600 f0112= | (1—i§n-2,xl,xz,...) - (1—i§y%,y1,yz,...)
(B 2) s L

= (IIX1 = [1y11)?+ [ 1x = yI[Z
<2-|x—ylf.

2

Tehatf Lipschitz, vagyis folytonos operator. Vizsgaljuk meg a @ixpot:
f()(k):<1—zxr2,)q_,)(£,):(Xi,)(é,)(é, ):>)(]k. )(5_)(:’%_
i=

Viszont vilégos hogy a fenti tulajdonsaggal rendetkéxR)-beli elem csakis ax* = 0

lehet, mivel az Xj, < o egyenbtlenség igaz kell legyen. Viszont ez ellentmond annakyhog
=0

f(x') =(1,0,0,...).
Tehat a 2.2-es tétel alapjan az egységgdémb nem kompékiRigtéren. |
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A 2.1-es megjegyzés alapjan indokolt és szikséges a kadetlte| kijelentése, hiszen azt
is lathattunk az tes allitasban, hogy egy nagy egyszer( topologiaju térzamis és korlatos
is, nem foltétlentl kompakt. Vagyis a kompaktsag megkdesteelég szigoru feltételnek tlnik.

2.3 Tétel. (Schauder)10, 33. oldal]

Legyen X Banach-tér, @ X nemures zart, korlatos éskonvexhalmaz ésa T D — D
teljesen folytono®perator.

Ekkor T -nek van legalabb egy fixpontja D-ben.

A bizonyitdshoz a Mazur lemmaét hasznaljuk.

2.2 Lemma. (Mazur lemma]10, 33. oldal]
Banach-tér relativ kompakt részhalmazanak a konvex bualiediv kompakt.

Bizonyitas. (A Mazur lemma igazolasa).egyenX a Banach-téry pedig egy relativ kompakt
részhalmazX-nek. Ekkor egy rogzitet > 0 szamra létezik véges sok eleenek ugy, hogy

Y C [ JBe(x),
i=1

aholxy, ..., xn € X. Legyen
K =conxy,Xo, ..., Xm}.
Lassuk be, hogK relativ kompakt-haléjaY konvex burkanak.
n n

Legyeny € Y. Ekkory = ZAiyi, Ai >0, Z)\i =1,y €Y.
i= =

n
Ekkor létezik mindery;-hez egyji € {1,2,...,m} ugy, hogyy; € B¢(xj;). Ekkor Zl)\ini €
K-ra teljesul, hogy -

IX—iAini\ = }i/\i(yj —uj)|
= f

ami azt igazolja, hogK e-haléja conY-nak. EzUton belathattuk, hogy convelativ kompakt.
|

Bizonyitas. (A 2.3-as tétel bizonyitasa)
Mivel T teljesen folytonos éB korlatos, a definicio alapjan kdvetkezik, hogyD) relativ
kompakt. Ekkor a Mazur lemma alapjanTdD) konvex burka is relativ kompakt, vagyis a

K = con(T(D)) kompakt. Tovabb& konvex (konvex burkol6 lezartja konvex) &c D,
mivel T(D) C D ésD konvex és zart. Most alkalmazva a 2.2-es tétdit: &k — K operatorra,
azonnal kovetkezik a fenti tétel. |

Végul vegyunk egy példat:

Példa. [11]
Tekintstik az 1.10-es definiciot. Legyerekb;, ¢ € R Ugy, hogy

IR (P1, P2)| < & pa| +bi|pz2| +Ci, V p1, P2 € X,
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aholX Banach-térj € {1,2}.
ag b]_
ap b2
Ha azM maétrix nullahoz konvergalo (lasd az 1.11-es definicidtkoalP-nek van legalabb
egy fixpontja,p = (p1, p2), melyre teljesul:

() =t (3) e

Bizonyitas. (A fenti példa bizonyitasa)

LegyenM =

IR (P, P2)| < &l pz| +bi|p2| + i,
Pi(p)] ) ( |1 ) ( C1 )
& <M .
( R(p)l )=\ lpdl ) T\ e
A Schauder tétel (2.3-es tétel) alkalmazasahoz vegytink egy

B={p=(p.p2) € X*/ |p| <Ry, |p2| < Ro}

zart, korlatos, konvex és nemire$zhalmazat aX?-nek és hatarozzuk meg & illetve Ry
konstansokat ugy, hod¥(B) C B.
Ez biztosan teljesul, ha

(IR ) =m(p)=(2)-(R)
“(fr)) =t (2)

ahonnan kovetkezik az (2.1)-es egy@tégnség. |
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2.2 A Leray-Schauder tipusu tételek

2.4 Tétel. (Leray-Schauder alternativa)

Legyen X egy Banach-tér, Z X zart és konvexrészhalmaz és WU~ Z nyilt részhalmaz,
Up € U egy rogzitett elem, valamint TU — Z teljesen folytonos operator. Ekkor a kdvetkez6
két lehetbseg kozil az egyik fennall:

(i) T-nek van legalabb egy fixpontja
(i) JuedU ésA € (0,1): u=AT(u)+(1-A)p
A fenti tétel a kdvetke@képpen is megfogalmazhatjuk:

2.5 Tétel. (Leray-Schauder téte[10]
Legyen X Banach-tér, Z és U a fenti tulajdonsagokkal reredéikhalmazok, valamint T
U — Z teljesen folytonos és

U#(1—=A)ug+AT(u)YuedU, A € (0,1) (2.2)

akkor T-nek van legalabb egy fixpontja.

Bizonyités. Legyen

S={ueU:u=(1-A)up+AT(u), A €[0,1]}.

Ekkor a kovetke@ket figyelhetjik meg:
() uweS= S#0
(i) Szért, mivelT folytonos €90, 1] zart
(iii) az 2.2 feltételben tekinthetjik ugy, hogye [0, 1], mivel

e A =0esetéruc duU £#uyp U

e A =1 esetén & (u) = u egyenletet kapjuk, ami ha igaz, a bizonyitas tovabbi részei
nélkul is igaz a tétel.

Az Urysohn lemma alapjan
— 0, haue oU
39w o) g -{ §pauc?

(1—¢(u))up+¢(u)T(u) haue U

Tovabba tekintsiik a kovetefizeképezéstT (u) = { Uo hauecZ — U

Lathato, hogyT folytonos és

T(Z) c con({up} UT(U)). (2.3)

Mivel U zart ésT teljesen folytonos, vagyis kompakt is, a kompaktsag éeetinébl kovetkezik,

12



hogyT (U) relativ kompakt.

A Mazur lemma ( 2.2) alapjaD := conv{up} UT(_)) relativ kompakt részhalmazanek,
vagyisD C Z kompakt és konvex részhalmaz. igy a 2.3 alaﬂ‘ab) c D.

A 2.2 tételt alkalmazva aX Banach-tér nemdres, konvex és kompaAktészhalmazara és a
T : D — D operatorra azt kapjuk, hogyu* € D : T(u*) = u*. Két esetet killdnboztethetiink
meg:

o U'=Up= ¢(u") =1 (mertug e S = T(u*) = T(u*) (mivelup € S = T (u*) = u*
o U'#£Up=TU)=1—d(U)Up+d(U)T(U) == U eS=p(u)=1=T(Uu)=u*
Tehat mindkét esetben megszerkeztettlklzez tartozé fixpontotll

Megjegyzés.LegyenQ nyilt éskorlatos részhalmaza ax Banach-térnek ugy, hogy®Q.
HaT : Q — Z teljesen folytonos és

TX#AXVYI||X[|=R A >1 (2.4)

akkorT-nek van legalabb egy fixpontj&g; € X : TxX* = x*.
Bizonyitas. LegyenT : B(0,R) — B(0,R) tgy, hogy

_ { T(X) , hal|T(X)|| <R

M=\ T e < hall 0ol > R

Ez az operator teljesen folytonos, B®, R) nem ures, zart és korlatos. Igy a 2.3 tétel alapjan
Ix eX: T(x)=x"

Ekkor két esetet targyalhatunk:
(@) [IX'[] < R=[ITO) = [Ix*]| <R=T(x*) =T(x")

Az utolsé implikacié igaz, mert h&(x*) = T(x) - ||TI?X)|| lenne, akkor
T (x| = | T(x) '&)HH:RIenne.
. Z =k * R * * * ||T(X*>||
(i) [|x*||=RésT(x")=T(X =X'=TX)=x""-
| () =TO) T () - *
[T

Ez viszont ellentmond a 2.4 feltételnek, mivel ebben azbeset =

Példa. [11]
Vegyuk az 1.10-es definicidbeli operatorokat. Legyeseki, ¢ € R Ggy, hogy

IR (p1, p2)| < & pa| +bi|p2| +Gi,

V p1, p2 € X Banach-térj € {1,2} és jelsljieM = ( Z; E; )

HaP, teljesen folytonos és két részre oszthat6 ugy, hogy:
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() B =PL4+P2
(i) [PL(p)| < a&lug| +biluz| +¢
(iiiy (P?(p).pi) <O,

barmelyp = (py, p2).
Ha azM matrix nullahoz konvergal, akkorRafixpontfeladatanak van legalabb egy megoldasa,

melyekre teljesil a (2.1)-es egyenlet, vagyis

(lr) )=o)

Bizonyitas. A Leray-Schrauder tétel alapjan elégséges azt igazolgy barmelyA < [0,1]-re

az
APL(p1, p2) = p1
AP(p1, p2) = P2

egyenletrendszernek ¥2-en vett megoldasainak halmaza korlatos. Vegyik észre;, hog
P> =A(R(P), p) < ARH(P), pi) < IRH(P)IIPi] < (ailus] +bi|uz| +ci) | i
= |pi| < a&fuy|+Dbijuz| 4+

(1o )=m( o)+ (2)

ahonnan azonnali a tétel masodik allitasa is.fads egyenlet). |

Vagyis

14



2.3 Krasnoselski'i tipusu tételek

Megjegyzés.Krasnoselski'i nevéhez tobb tipusu fixponttétel isddik. A 2.6-as tétel olyan
jellegl operatorokra alkalmazhato, melyekalnak egy teljesen folytonos és egy kontraktiv
operator 6sszegekeént. llyenek példaul a Fredholm-Valt@pusu operatorok (lasd [2]).

2.6 Tétel. Legyen X egy Banach-tér, zart éskonvexrészhalmaz és - Z nyilt részhalmaz,
Up € U egy rogzitett elem, valamintTU — Z a kovetkez6 tulajdonsagokkal rendelkezé opera-
tor:

() 3T, :U — Z teljesen folytonos ésT, : U — Z ¢-kontrakci6 Ugy, hogy =T, +T»
(i) T (U) korlatos a Z-ben
Ekkor a kovetkez6 két lehetbség kdzul az egyik fenndll:
(1) T-nek van legalabb egy fixpontjdaban, vagy
(2) JueodU ésA € (0,1):u=AT(U)+(1—A)ug
2.1 Definici6. LegyenX egy lineéaris tér & - || normaval felruhazva s C X.
(1) K egycikkelye Xnek, haAK C K, VA € R, ésK # {0}
(2) K-t kupnaknevezzik, ha olyan cikkele¥-nek, melyre{—K} NnK = {0} teljesul

(3) Kir a kup-beli korcikket jeldli, vagyis ha & r < Rvalds szamok, akkor
Kir={xeK:r<||x| <R}

2.7 Tétel. Krasnoselski'i tétel

Legyenelka, 3 >0, a #B,r:=min{a,B} ésR=maxXa,B}. Legyen T: Kir — K kompakt
leképezés, melyrh € K
0 ugy, hogy Ekkor T-nek van legalabb egy fixpontja a K-ban.

2.8 Tétel. Krasnoselski'i tétel
Legyenekr, R- 0,0 < r < R valos szamok. Legyen: K.r — K kompakt leképezés, melyre
JdheK

0 ugy, hogy
i) TUZAVY||u|=asA >1 (2.6)

i) Tu+uh#uY ||ul|=Bsu >0 (2.7)
Ekkor T-nek van legalabb egy fixpontja grkoen.

Bizonyitas. Legyen

h hau=0
M.T<L-u)+ 1_M).h haO < |jul| <r
Fw—d o\l r
) hallul| € [r.R
R
(- halju|| > R
( <||U|| ) A
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Ekkor T : K — K folytonos leképezés. Legydh:= T (K) = con{hUT(Kr)} C K. Mivel T
kompakt éK;r zart, az értelmezés alapjan (}MQJT(KrR) relativ kompakt. A Mazur lemma
alapjan ( 2.2)D is relativ kompakt halmaz é5(D) € D. Mivel T folyto~nos ésD nemdres,

konvex és kompakt, alkalmazhatjuk a 2.2 tételt, amely atapju* € D: T(u*) = u*
lgazoljuk, hogy||u*|| € [r,R]. Ehhez vizsgaljuk a kbvetkézarom esetet:

e ||uf]|=0 = T(u*) =h=0, ami ellentmondas

o O< Ut <

:>u*:T< - -u*)-l—(l—HuH)-h / r*
[Jur]| r o]
Au:=(1- HL: ! ,Vi= ||l:*|| -U* jeloléseket hasznalva T(v) +p-h=v, ahol||v|| =T

ésu > 0, ami ellentmond a (2.7)-es feltételnek, vagyis ez az esatalhat fenn.

R R [|u]] -
—-u" ) Legyenv:= —— €ésA = . Ekkor azt kapjuk,
ju*|| ) ]| R

o ||U]| >R = u* :T<|
hogy T (v) = Av=u*, vagyis most a (2.6)-es feltételnek mondunk ellent.
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2.4 Az altalanositott metrikus tér és a Perov tétel

2.2 Definicié. (Altalanositott metrikus tér)
Tekintstik azX # @ halmazt. EKkor a halmazon értelmeaatktor-értékli metrikalatt a

d: XxX—R"

leképezést értjiuk melyre teljesilnek:
i) d(u,v) >0, Vu,ve X; d(u,v) = 0 akkor és csakis akkor, he=v;
i) d(u,v) =d(v,u), Yu,v € X;
i) d(u,v) <d(u,w)+d(w,V), Vu,v,w e X.

Az i)-iii)-ben szerepd a relaciok és az dsszeadh8-ben értendek az 1.1-es definicio
alapjan.

A fenti metrikaval ellatot{ X, d) teret altalanositott metrikus térnek nevezzik. Ezen atére
is megfogalmazhatoak fixponttételek. Példaul a Banaahfigbonttételt ilyen iranyban Perov
altalanositotta (lasd [10] és [9]) a kévetkeibgalmak segitségével:

Allitas. (A nullahoz konvergalo matrix tulajdonsagajl0, 152. oldal]
Legyen Me .#n«n(R). Ekkor a kdvetkez6 kijelentések ekvivalensek:

i) M nulldhoz konvergalo;

i) In—M nemszinguléaris (invertalhato) és
(=M=l +M+M? ..
ahol I, az n-dimenziés egységmatrixot jeloli;
i) hadet(ln—AM) =0, A € C, akkor|A| < 1;
iv) In—M nemszinguléaris édn — M)~ 1-nek pozitivak az elemei.
Bizonyitas. (A fenti allitas bizonyitasa)
i) = ii)
M nullahoz konvergalé matrix. Ahhoz hody- M nemszingularis legyen, elégséges azt

igazolni, hogy
(I -M)x=0&x=0.

Legyenx € R" megoldasa az egyenletnek. Ekkor Mx= M2x=--- = M*x = ..., vagyis ha
k-val tartunkeo-hez, azt kapjuk, hogy = 0. Tehatt — M nemszingularis.
Masrészt mivel
= (1 =M)(1 +M+M? 4. 4 M¥) = mKk+?
= (1+M+M24 - MK = (1 =M) (1 = MK,

vagyis(ln—M)™1 =1,+M+M?+ ..., mivel M nullahoz konvergalé matrix.
i) = 1)
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Mivel I, — M nemszingularis matrix, melyre fennall az
(Ih—M) =l +M+M?+. ..

osszefliggés, egelmi, hogy a}( limM* = 0 kell teljesuljon.

i) = iv)

Mivel M pozitiv elemeket tartalmaz, és a ii)-es feltevésben eleemepel, hogy, — M nem-
szingularis, ez az impl&ié egyértelm.

iv) = i)

LegyenMy = In+M + M2+ ... + MK, Ekkor felirhatjuk, hogy

Mi(In — M) = I, — MK+L,

Figyelembe véve, hogyl pozitiv elemeket tartalmaz, valamint az iv) alapjén— M) nem-
szingularis égl, — M)~! pozitiv elemeket tartalmaz, felirhatjuk, hogy

Mic= (In—M* 1) (1, — M)~
_ (In_ M)fl_ Mk+l(|n_ M)fl
< (Ih—M) L.

Mivel My névek\d, ismét egyértelm, hogyka li* = 0 teljesl. |

2.3 Definicio. (Kontraktiv leképezés)
Legyen aZ X, d) altalanositott metrikus tér. & : X — X leképezés kontraktiv, ha létezik
M € n«n(R) nulldhoz konvergalé matrix ugy, hogy barmely € X esetén

d(T(u),T(v)) < Md(u,v).

2.9 Tetel. (Perov)[10, 153. oldal]

Legyen azX,d) altalanositott teljes metrikus tér, a TX — X kontraktiv operator és az
M € #n«n(Ry) a megfelelé nullahoz konvergdld Lipschitz matrix.

Ekkor létezik t1 € X, mely T-nek egyetlen fixpontja és barmety X:

d(TK(u),u") < MK(I =M)~Yd(u, T(u)), Vk € N. (2.8)
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Bizonyitas. (A 2.9-es tétel bizonyitasa)
Legyenup egy tetsbleges elenX-bdl és definialjuk aZuy )k Sorozatot agy, hogy:

U1 = T(Uk), vV keN.
Mivel T kontraktiv azM Lipschitz matrixszal, felirhatjuk, hogy:
d(Uk, Uk 1) = d(T (Uk-1), T (Uk)) < Md(U_1, U) < M?d(Ug 2, Uk1) <

< -+ < M*d(ug, ),

és
m—1
d (U, Ugym) < % d (Ui, Ukrig1)
i=
ke
<d(ug,up) § M.
2,
Vagyis

d(Uk, Uksm) < ME- (1= M)~ d(ug, uy). (2.9)

Tehat(uy)keny Cauchy sorozat. Legyari € X a hatérértéke. Ekkdr(u*) = u* és a (2.9)-es
egyenbtlenséghem — « esetén éppen a tételben kijelentett ( 2.8)-as egyieniséget kapjuk.
A fixpont egyértelmiiségét az bizonyitja, hogy ha |étezrekkénbod fixpont, u; # us,

akkor
d(ug, U3) = d(TH(up), TH(up)) < M*-d(ug, u3),

viszont mivel a jobboldal 0-hoz tant; = us. |
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2.5 Az Ulam-Hyers stabilitas
Az altalanositott metrikus térhez hasonloan értelmeiikety altalanositott normalt teret is.

2.4 Definicio. (Altalanositott normalt tér)
Tekintsik azX # @ halmazt. Ekkor a halmazon értelmezetktor-értékli normalatt a
|- ]| : X — R" leképezést értjik, melyre teljestlnek:

i) |IX|] >0,V xe X, ||x|| =0 akkor és csakis akkor, ha= 0;

i) |la-x|| = |a| - |||, ¥x € X, askalar;
i) [[x+YI[ < [IX[|+[Iyl], ¥y € X.

Az i)-iii)-ben szerepb relaciok és 6sszeadasik-ben értendek az 1.1-es definicié alapjan.
A fenti normaval ellatott X, || - ||) teret altalanositott normalt térnek nevezzik.

Megjegyzeés. Minden altalanositott normalt tér szarmaztat egy altad&ott metrikus teret,
melynek altalanositott metrikajada X x X — R" agy, hogy

d(X,y) = HX_yH? VX,yE X.

2.5 Definicio. (Ulam-Hyers stabilitas)
Legyen(X,d) altalanositott metrikus tér ésTa: X — X operétor. AT (x) = x fixpontfeladat
Ulam-Hyers stabilha barmelye > 0 val6s szam esetén létezilda> 0 valds szam agy, hogy

dx,T(X)) <d = IX e X:T(X")=X", d(X,X) < €. (2.10)
Megjegyzés. (Ertelmezések az altalanositott normalt térg

1.) Az Ulam-Hyers stabilitast értelmezhetjik a 2.4-es deifinértelmében vett altalanositott
normalt téren is, vagyis agX, || - ||) altalanositott normalt téren értelmez@&tt X — X
operator fixpontfeladatdlam-Hyers stabilha barmelye > 0 valés szam esetén létezik a
0 > 0 valés szam ugy, hogy

IX=TX)||<d = IX eX:TX)=x", |x=X|| <e. (2.11)

2.) Az 1.)-es megjegyzéshez hasonléan a 2.3-as definiciioigaimazhatd altalanositott
normalt térre, miszerint héX, d) altalanositott normalt tér, akkoria: X — X leképezés
kontraktiv, ha létezitvl € .#,n(R+) nullahoz konvergaloé métrix ugy, hogy

IT(U) =TV <MlJu—Vv]|, Yu,ve X.

3.) A 2.9-es tétel a kdvetkéképp fogalmazhat6 at:

Legyen az X, || - ||) altalanositott teljes normalt tér;Ta: X — X kontraktiv operator és az
M € #n«n(R) a megfeled nullahoz konvergalé Lipschitz matrix.

Ekkor léteziku* € X, mely T-nek egyetlen fixpontja és barmale X:
I T*(u) — u*]] <M1 =M)~Y|T(u) —ul|, YkeN. (2.12)
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Megjegyzés.A fenti tulajdonsaggal rendelkéfixpontfeladatokat gyakorlatban altalaban egy-
szer(i megoldani, mivel a definici6 alapjan elégséges egglit® megoldast talalni (ekkor
d(x, T (X)) < &) mondjuk numerikus médszerekkel, és az elég kozel lesztavalegoldashoz.

2.10 Tétel. (Ulam-Hyers stabilitas)[5]
Legyen(X,||-||) &ltalanositott teljes normalt tér. Legyen:TX — X kontraktiv operator,
vagyis létezik Me .Znxn(R5) nulldhoz konvergalé matrix:

ITO) =TI <M-[[x=y[|, VxyeX
Ekkor az x= T (x) fixpontfeladat Ulam-Hyers stabil.

Bizonyitds. (A 2.10-es tétel bizonyitasa)

A Perov fixponttétel alapjan létezik egy egyértelrile X fixpontjaT-nek.

LegyenT;(X) = T(X) +h, aholh € X és||h|| < &. Lathato, hogyl; is kontraktiv operator az
M nulldhoz konvergalé matrixszal, mivel

IT00 =W = [[TX) =T W) <M-[x=y]].
Tehat létezik egyértelmien egye X: x = Ty(X) = T(x) + h. Ekkor

[X=x"|[ = [IT(}) +h—T(x)||
<|[IT() =T )| +hl|
<HT(X) T(X )H+5

M -d(x,x*) +

vagyisd(x,x*) < &(In—M)~L.
Tehat minden kozelit megoldas, melyre teljesil ax — T (X)|| < & egyenbtlenség, elég
kozel van a valédi megoldashoz. |

21



Alkalmazasok nemlokalis peremfeltételi
masodfoku differencialegyenlet
rendszerekre

Az el6z0 fejezetbeli eredményeket felhasznalva ebben a fejazdttiénbdd nemlokalis
peremfeltételli masodfoku differencialegyenlet rendszenegoldasainak létezését, egyértel-
miségét és Ulam-Hyers stabilitdsat vizsgaljuk.

Mindezek érdekében @&zor egy integraloperatort rendeliink a rendszerhez (agy hz
operator fixpontja megoldasa legyen a rendszernek, majkil feltételeket szabunk dzés
g fuggvényekre (példaul legyenek Lipschitz tulajdonsagialy legfennebb lineéaris névekedeé-
sliek) és az efsfejezetben targyalt fixponttételek segitségével meghkldy imént szerkesztett
fixpontfeladatot. A [6] és [7] cikkek efBendli rendszereket vizsgalnak hasonl6 médszerekkel.

3 Alapfogalmak

Az els fejezet eredményein kivil a kdvetkealapfogalmakra is sziikséglink lesz:

3.1 Definici6. (Carathéodory fliggvény)
LegyenekX,Y topologikus terek €é$T,M, ) mérheb tér. AzF : T x X — Y leképezés
Carathéodory fliggvénya

i) F(-,x) mérheb,V x € X,
i) F(t,-)folytonos,VteT.

3.2 Definicid. (Lipschitz tulajdonsag)
Az F : R® — R fliggvény Lipschitz tulajdonsagu a masodik és a harmaditozéban, ha
léteznek aa, b pozitiv valos szamok ugy, hogy barmedy R esetén:

|F(va7y) - F(S7$(7y)| S a|X—5q +b|y—§/—], VX,Y,KVG R (31)

3.3 Definicio. (Legfennebb linearis ndvekedés)

Azt mondjuk, hogy aF : R3 — R fliggvény legfennebb lineérisait m masodik és a har-
madik valtozé szerint, ha léteznek azb,c pozitiv valdés szamok Ugy, hogy barmedye R
esetén:

IF(s,xy)| < alx| +bly|+c, ¥x,y e R. (3.2)
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3.4 Definicio. (Kiegészités a 1.6-0s definicidhozgd norma)
Legyen|-|: €(K) — R egy norma. A% osztalya fliggvények normajaként]ja |1 :
1K) — R leképezést vessziik, Ggy, hogy barmely 1 (K) esetén

[[ulligs = [u +0- U], (3.3)
ahol|-|: ¢(K) — R norma.
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4 Bilokalis feltétel

4.1 A probléma megfogalmazasa és tulajdonsagainak vizsgdh

Tekintsiik a kdvetkez bilokalis peremfeltétell differencialegyenlet reneisz

( X'(t) = —f(t,x(t),yt)) te[0,1]=:1
y'(t) = —g(t,x(t),y(t))
a11X(0) +b12X(0) =0 (1) (4.1)
aroX(1) +biX (1) =0 (2) )
a21y(0) +b21y' (0) = 0 (3)

( azay(1) +b2y' (1) =0 (4)

Legyenekf, g: [0,1] x R? — R Carathéodory fiiggvények, @& < Ry, bjj € R%, ahol
i,j €{1,2}. Tovabba jeldlje

Oi = —ai182 + ai2bi1 — ai1biz, (4.2)

és legyerg; > 0.
Alakitsuk at a rendszerben szer@glifferencialegyenleteket integralegyenletekké. Ehhez
integraljuk az eld egyenletet 80,t1] intervallumon:
t1
X (t1) —X(0) = — , (5X(s).y(s)ds (4.3)
Végezzik el &; = 1 helyettesitést és fejezzikX{0)-at ésx'(1)-et az(1)-es illetve a(2)-es
feltételekdl. Ekkor azt kapjuk, hogy

bi> |
—X(1)+ — = / f(s,X(s 4.4
@) a1z b11 Cap (4-4)
Integraljuk a (4.3)-es egyenlete{@t,] intervallumon, ahot; > t;:
ain t2
x(t2) =x(0) = ~t2- 2 x(0) — [“(t2 =9 f(s.x(5).¥(5))ds (4.5)

ahol a 0< s<t; <ty dsszefliggések miat a kdvetkeatalakitasokat végezhettik:

to oty
// (s,X(s),y(s))dsdt = // (s,x(s),y(s))dt1ds

— [T t(sx(s / dtyds
t2

= | (ta—9)f(s,X(s),y(s))ds

Ismét végezzik el & = 1 helyettesitést és rendezzik az egyenletet:

x(1) — x(0) <1— E) _ —/01(1—s>f(s,x(s),y(s)>ds (4.6)

b11
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Adjuk 6ssze a (4.4)-as és a (4.6)-0s egyenletet és fejedanxkO)-at:
1
x(0) = —( br1812 )/ (b—12+1—s) f(s,x(s),y(s))ds
0

ap1bi2 — briasp+agias2 ap

Visszahelyettesitve a (4.5)-es egyenletbe, azt kapjuky:ho

X(t) = (1—t-@) . b11a12_/01 (b—12+1—s) f(s,x(s),y(s))ds— /Ot(t—s)f(s,x(s),y(s))ds

b11 01 a

_ /Olgla,s)-f(s,x<s>,y<s>>ds

aholG;:[0,1] x [0,1] = R

(1
a(bn—t -a11) - (br2+a;z—s-agp) — (t—-s)

0<s<t<1
1
a(bn—t -a11) - (b12+ a2 —s-ain)
0<t<s<1

Gl(t,S) =

1
o (b11b12+a10b11 —S- agob11 —t-ag1bio—t-aniasn

+t-s-apqagp+t-ajbip—t-briap+t-agiago
—s-a11b12+S- briay —s- ajjasn)
0<s<t<1

1
a(bll—t'all) - (b12+a12—s-agp)
0<t<s<1

1
o [b11- (b12+a12—t-a12) +s-aq1(t-a12— bio—ao)]

B 0<s<t<1
- 1
a(bn—t -a11) - (b12+ a2 —s-ain)
\ 0<t<s<1
Tehat
1
—(bio+ajp—t-app) - (b11—s-a;1), 0<s<t<1
Git,9) =9 ¢ (4.7)
E(bll—t‘aﬂ)'(b12+312—5'312), 0<t<s<1
1
Hasonléan
a1\ boiaze [1/ba !
y(t): 1-t-— |- / —+l—S g(S,X(S),y(S>)dS_/ (t—S)g(S,X(S),y(S))dS
21 02 o \ax 0

:/Olez(t,s)~g(s,X(S),Y(S))dS
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aholGy:[0,1] x [0,1] — R és

i(bzz-i- a2 —t-agy) - (b21—s-az1), O
Go(t,s)=¢ P (4.8)
E(bﬂ—t -ap1) - (b2+ax2—s-az), 0
2
Tekintsik Ty, Tz : ([0, 1])? — [0, 1] operatorokat dgy, hogy:
{ Ti(x,Y)(t) = Jg Ga(t,9) - F(s,X(s),y(5))ds (4.9)
T2(xY)(t) = f5 Ga(t,s) - g(s.X(s),y(s))ds
ésa
T:(¢[0,1)° = (¢[0,1))%T = (T, T2) (4.10)

operatort. Lathato, hogy a (4.1)-es differencialegyesietiszer a fenti atalakitasokat és jeldléseket
koveben tekintheh agy, mint aT (u) = u fixpontfeladat, vagyis ha

Jut = (X',y") € (£]0,1])2: T(u*) = u*,
akkorx* ésy* teljesitik a (4.1)-es rendszer egyenleteit a bilokaliepdeltételekkel egytt.

4.1 Lemma. (A Gi(t,s) tulajdonsaga, 1)
A (4.7)-os kovetkeztetés égia> O feltétel alapjan

Gi(t,s) >0, V(t,s) € [0,1]2.
Bizonyitds. (A 4.1-es lemma bizonyitasa)

1. eset: Ks<t<1
Ekkor

1
Gi(t,s) = a(b12+ ajp—t-agp) - (b11—s-a1)

1
= E]_ (b12—|— ao- (1—t)) . (b]_l— S- 3.11).
Lathato, hogy

1
e — >0,
01

i (b12+812-(1—t)) > 0, mivelbjj,ajj,1 -t >0,

e —apnjaip+biiaio—aibip > 0= ap(—a1+b11) > a11b12 > 0= —-a;1+b11 > 0=
b1 >aj;1>s-aj1=big—s-a;1>0

2. eset: Kt<s< 11
Ekkor G4(t,s) = F(bn—t -a11) - (b12+ a2 —s-a12) > 0 a fentihez hasonlé gondo-
1
latmenet alapjan.
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4.2 Lemma. (A Gi(t,s) tulajdonsaga, 2)
_ Gi(s,s), 0<s<t<1
Gi(t,s) < { Gi(t,t), 0<t<s<1

Bizonyitds. (A 4.2-es lemma bizonyitasa)
Mindkét esetben egyszerlien belathat6é az adott egilenség. Példaul az él®setben:

,1€{1,2}.

Gi(t,s) <Gi(s,5) & —t-app< —s-app< 0<s<t

4.3 Lemma. (A Gi(t,s) tulajdonsaga, 3)
Vezessik be a kovetkez6 jeloléseket

1
Vi= sup{ 6o, (6b11b12+ 301+ 2&11&12) /tel },
1

1
Yo = SUp{a(bleralz—t-alz) (b1 —t-ag)/t € |}

— 11
ésa = Bu1812 + 3412011 } r=J % ac 3’12) valamint
301 3 % a>s3
1
o= sup{g (6b21b22 + 302 4 281820) /t € | },
2
1
o= Sup{a(bzz—l-azz—t agp) - (bpr—t-ap)/tel }
. —apjag+3agbpr 1 n Be(33)
- ~ A= 3:2)
e e
1 1
Ekkorsup [ Gi(t,s)ds<T éssup/ Gp(t,s)ds<A

tel JO tel JO
Bizonyitas. (A 4.3-as lemma bizonyitasa) bizonyitashoz az ék6 két lemmat hasznaljuk.

1 1 1
/ Gl(s,s)ds:/ —(bi2+a2—s-a12) - (b11—s-a1)ds
0 0 01

1 1
= /o b11b12+ a1b11 — S(a11b12 4 @19b11 + a11a12) + Saiads

1 1 1
= [(b11b12 +agoby1) — > (a11b12+a1ob11 +anan2) + 3 11812
1
= 6o [6b11b12+ 3a10by1 — 3a11b12 — @181
01
1
= —|6b11b 3071+ 2a;1a
60, [ 11012+ 301 + 23811 12},
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és
1 11
/Gl(t,t)dS:/ —(b12+a12—t-a12)-(bll—t-all)ds
0 0 01
1
= —(bio+ajp—t-azp) - (b11—t-asq).
01
Ezek alapjan:

1
1 6—(6b11b12+301+2a11312), 0<s<t<1
/ Gi(t,s)ds< { 97t
0 F(blz‘l‘alZ—t'alZ)‘(bll—t'all),Ogtgsgl
1

1
Tehat sup/ Gi(t,s)ds=max{yi, y»}.
tel 40
Vizsgaljuk ay;-et, ay,-0t valamint ezek maximumat:
1
Yi= sup{ 6on (6b11b12 + 301+ 2&118.12) /tel }
1

1
= —(6b11b 301+ 2a;1a
601( 11012+ 5071 + Za11 12)

1
Yo = SUp{a(bleralz—t-alz) (b1 —t-ag1)/t e |}

1
s su p{ b11b12 + a12b11 — t(agohrg + ag1bio + ag1ago) +t2- aggag/t € | }

1 1
= a(bllblz-l- a12b11) + El sup{tz -apiao —t(a12b11+ aj1b1o+ a11a12) /t el }

Viszont
t2. ag1a1 — t(agobis + agbio+ aggagn) < 0
& t-anary — (a12bin +apbia +anagn) <0
<0< (1-t) a1+ aiobi1 +aiibio,
ami igaz.

Mivel a O értéket fel is veszi a kifejezéd & 0 esetben
= sup{tz -agiap —t(agohir +abio+agiar) /t €| } =0

Tehat
1
= —(6b11b12+3 2a11a:
)21 601( 11012+ 301 + 2311 12)
_ bubp 1 apar
01 2 30'1

1 1
= —by1b —agobqg.
Y2 o1 1112+U1 12011

)
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Ebbdl kovetkezik, hogy maxyi, o} = { noa

€(33) vaavis [
Y H < .
v axi Y gy's/o e <t

1
Hasonloan kapjuk, hog}/ Go(t,s) <A.
0
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4.2 A megoldas létezése, egyértelmlsége és Ulam-Hyerdiii@sa a Perov tétel alkal-
mazasaval

Megjegyzés.A (4.1)-es egyenletrendszerben szebeplés g fliggvények Lipschitz tulajdon-
saguak a masodik és a harmadik valtozoban az (3.1)-es defadpjan, ha Iéteznek olyaa,
bi, pozitiv val6s szamok,c {1, 2}, hogy

{ |f(S,X,y) - f(s7§y>| < a1|X_)~(/| +bl|y_ﬂ7 VX,y,g,ge R
|g<S,X,y) —g<S,X,)7)‘ < a2|X_)~q +b2‘y_y]7 vx7y7x7y€ R

4.1 Tetel. Tekintstuk a (4.1)-es egyenletrendszert. Ha f és g Lipsthiaponsagu fuggvé-

nyek és és WA = :;g E;g ) nulldhoz konvergalé matrix, akkor a rendszernek létezik

(4.11)

pontosan egyx*,y*) megoldasa.

Bizonyitas. lgazoljuk a Perov tétel segitségeével, hogy a (4.10)-asabperak egyetlen fix-
pontja van. A Perov tétel alkalmazasahoz igazoljuk, hotgzié M € .#5,>(R,) nulldhoz
konvergal6 matrix gy, hogy barmely= (x,y) € (¢[0,1])?, U= (X,y) € (£]0,1])? esetén

[T (u)=T@][ <M-[lu—]|,
ahol

X||oo
Jul = ([l ) vu=xy) e (0.0
és|| - ||~ @ maximumnormat jeldli, vagyisx||. = rl}g;(} IX(t)].

te|0,

A fenti cél érdekében végezziik el a kovetherzajoralasokat:

M0y - X O] = | [ Gt (1(5x9.9(5) - 1(6K(9).5(9))ds

< (@ullx Rl +bally 1) [ 1Ga(t9)ds
A 4.1, 4.2, 4.3-as lemmak alapjan
T2 Y) = Te(KY) o < T - (A1|[X = X[ |eo + D1y = o)
Hasonl6 gondolatmenet alapjan

[1T2(%,Y) = T2(X.9)[le0 < A+ (82| X K[| + b2y = V),

ahol a (4.1)-es tétel étti jeldléseket hasznaltuk.
Tehat

oo =y v = ([EY R

< ar-r by-T ) Hx—ﬂ|oo
—\aA by-A 1Y = ¥eo

= Mra-|[u—1|
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Tehat aT kontraktiv operator, vagyis a #ejezet 2.9-os tétele alapjan létezik= (x*,y*)
T-nek egyetlen fixpontja. Ez implikalja a rendszer egyérteimegoldasanak létezését. W

4.2 Tétel. A 4.1-es tétel feltételei mellett a (4.1)-es rendszer Uklyers stabil.

Bizonyitas. A 2. fejezet 2.10-es tétele alapjan a kontraktiv operatorokrityers stabilak.
A (4.1)-es rendszerhez rend@ltoperator kontraktiv, vagyis &(u) = u fixpontfeladat Ulam-
Hyers stabil, ami implikalja a rendszer Ulam-Hyers stafisat. |
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4.3 A megoldas létezése a Schauder tétel alkalmazasaval

Megjegyzés.Legyenekf ésg legfennebb linearisan névedviiggvények, vagyis az (3.2)-es
definici6 alapjan létezned, bi, ¢i,i € {1,2} pozitiv valds szdmok agy, hogik,y € R esetén

[f(s,%y)| <a|X +baly|+c1 4.12)
la(s,x,y)| < ag|x| + boly| +co. :

LegyenMra = ( :;g E;g ) aholl" ésA a (4.1)-es tételbeli jeldlések.

4.3 Tetel.Haa (4.1)-es rendszerben szerepld f és g fluggvények tegfibhinearis névekedésiiek
és Mra nulldhoz konvergélo matrix, akkor a rendszernek 1étegjaliEbb egy(x*, y*) megoldésa.

Bizonyitas. Ismét a (4.10)-as funkciondlrél bizonyitjuk hogy van leddd egy fixpontja. A
lineéris ndvekedési feltétel miatt a Schauder tételt @fef 2.3-as tétel) fogjuk alkalmazni.
Ehhez keresniink kell egd c (#[0,1])? nemirres, zart, korlatos és konvex halmazt, melyre
T(D) CD.

A 4.1-es tétel jel6léseit hasznélva a bizonyitas alapjtrnégjuk, hogy

1
| eut.9ds=r,
0

1
/ IGa(t,5)|ds< A,
0
A (4.9)-es jeldlés, af nbvekedési tulajdonsaga és a fenti megjegyzés alapjan:

[IT2(XY) llew < T (@1][X][0 + b1 [[Y]eo + 1)
[1T2(%Y)[leo < A(82] X]]e0 + b2yl ]es + C2)

Vagyis

mi= el = (ol )

apl" byl [[X]|oo cil

<
(zﬂbﬁ) “MM T\ e
[[X]foo ) < cal )

= Mrn - +

e < [1¥]]eo CoA

Keressuk me@ry, R, € R, szamokat, melyekre H&||» < Ry és]]y||» < Ry, akkor
ITL(X,Y) | < R1 €s||T2(X,Y)|| < Ro, vagyis ha

ue B(Ry,Ry) = {(xY) € ([0,1])?: ||| < Ry, |IY/|ex < Ro},

akkorT (u) € B(Ry,R).
A nullmétrix tulajdonsagait figyelembevéve ehhez elégsggegy az

(R)z0-m ()
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egyenbtlenség teljesuljon, és akkor a f2jezet 2.3-as tétele alapjanTaoperatornak létezik
legalabb egy fixpontja, vagyis a (4.1)-es rendszernek is. |
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4.4 Bilokalis feltétel, amikor a jobboldal X' ésy is fligg

A nemlineéris folyadékmechanika sok probléméja valamilygsod- (vagy magasabb) rendi
differencialegyenlettel modelleztietPéldaul a [4]-es cikk egy harmadfoku folyadékon kerdsztii
tortérd hdvezetés problémajat vizsgalja, mely két parhuzamos |desitt talalhatd, melyeket
melegitiink. Ezt a jelenséget a kovetleendszerrel irja le:

( X'(t) = +a ()X (t) — 2a¢’(t)x(t) +ap"(t)
y'(t) +ad (t)y(t) +2x(t) +4ap’?(t) =0
X(0)=0
X(1)=0 (4.13)
y(0)=0
y(l):b:wMiez) M =ct

\
Lathatd, hogy ez a rendszer annyiban tér el a (4.1)-es @dtalalaku rendszéit, hogy az
ott szerep fésg fliggvények itt fliggnek &' -tol illetve y'-tél is. Mivel az alkalmazasok terén
altalaban ilyan tipusu rendszerekkel talalkozunk, medgeka jobboldalak fliggnek aztél és
azy'-télis, a kbvetkedekben vizsgaljuk meg ezt az esetet, valamint fogalmazagkarétezési

illetve egyértelmUségi tételeket.
Tehat tekintsik a kdvetkézilokalis peremfeltételii differencidlegyenlet reneisz

(X'(t) = —f(t,x(t), y(t),X(t),y'(t)) te[0,1]=
y'(t) = —g(t,x(t), y(t),X(1),y (1))
3.11X(0) + b]_lX/(O) =0 (1) (4.14)
a2X(1) +b12x'(1) =0 (2) '
a21y(0) +b21y'(0) =0 (3)
( a2y(1) +bpoy' (1) =0 (4)
Mint az eddigiekben, legyenek g: [0,1] x R* — R Carathéodory fiiggvények, és € R,

bij e R%,i,j € {1,2}.

Az el6z6 rendszerhez hasonldan ezt a rendszert is atalakithagjukperator fixpontfela-
datdva. Medfigyelhetjik, hogy a megjelent plusz feltéteyws az, hogy af illetve g fug-
gvényekx'-tol és azy'-tdl is fligghetnek, nem valtoztat a gondolatmenet elejéy. alz ebz6
gondolatmenethez hasonléan azt kapjuk, hogy

-/ "Ga(t,9)- T(s.X(9),(9),X(9).Y(8))ds
valamint 1
:/o Ga(t,s) - 9(s,X(S),Y(s),X(s),Y (5))ds,

ahol gy a 4.2-es egyenletben ado@; : [0,1] x [0,1] — R, valamint a 4.7-es és a 4.8-as
egyenletek alapjan

I/\
I/\
H

1

—(biz+a2—t-a2) (b1 —s-a1), 0<
Gi(t,s)=1¢ § (4.15)
5 (Pi—t-ain)- (b2 +az—s-a2), 0<

I/\
I/\
H
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Lathato, hogy az eszkozolt valtoztatas nem modos§it &, Green fliggvények tulajdon-
sagain, tehat a tovabbiakban is fennallnak a 4.1-es, a s4é&-a 4.3-as lemmak adebleg
bevezetett jelolésekkel.

Most irjuk fel a megfeld operatort, aminek a fixpontfeladata ekvivalens a rentlkizgégith
X illetve y keresésével.

4.4 Lemma. Legyenek € {1, 2}-re a kbvetkezd operatorok:

Tixy)(t) = /OlGi (t,s) f(s,X(s),¥(),X(s),Y (s))ds (4.16)

Ekkor T, T» : (42[0,1])%2 — €20, 1].
Bizonyitds. (A 4.4-es lemma bizonyitasa)

dT; 109G
_I(X7y>(t) = —I(t7s> . f(S,X(S),y(S),X%S),y(S))dS
dt o Ot
ahol an
AG; —F(bil—s'aﬂ)a 0<s<t<1
—(t,9) = !
at 9 ~HMog+ap—s-ap), 0<t<s<1
|
Tehat

%(X,Y)(U = —/Ot %?(bil—s'ail> - f(s,%(s),y(s),X(s),Y(s))ds

B /tl %(biﬁ‘aiz —s-ai2) - F(s,X(s),¥(8),X(9),Y (5))ds

ami folytonost szerint.
igy valobanTy, T, : (€1[0,1])% — €1[0, 1. u

Tovabba tekintsik a
T:(%Y0,1))2 — (£10,1))% T = (T, To) (4.17)

operatort. Lathato, hogy a (4.14)-es differencidlegytneledszer a megfel@latalakitasokat és
jeloléseket kdveten tekintheh Ggy, mint aT (u) = u fixpontfeladat, vagyis ha

Fu = (x",y) € (710, 1))%: T(u) = U,
akkorx* ésy* teljesitik a (4.14)-es rendszer egyenleteit a bilokaliepgeltételekkel egytt.

4.5 Lemma. Az ??-es definicioban szerep|p ||, normat tekintve d4[0,1],|| - ||41) teljes
metrikus ter.

Megjegyzés.A (4.14)-es egyenletrendszerben szdieplés g fliggvények rendelkezzenek a
kdvetked tulajdonsagokkal: legyenek, b, ¢, di pozitiv valés szamok,< {1,2} ugy, hogy

(s, Y.X,Y) — F(SKT.X,¥)| < ax—X| +baly— Y] + 1 — X| +daly — ¥,
XV, X,y € R

‘9(5,X7Y7X/7Y,) _g(s7xy7g77)‘ < a2|X_ﬂ +b2‘y_% +C2‘X/_)A(7| +d2|y_7‘7
VX,X/,y,Y,)’Z,X/,V,VER

(4.18)
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4.4 Tétel. Tekintstk a (4.14)-es egyenletrendszert. Ha f és g a fdajdansaggal rendelkez6
a - I b]_- I
ay-A bz -A
lemma jel6lései, akkor a rendszernek létezik pontosarixégy*) megoldasa.

fuggvények és M = ( ) nulldhoz konvergalé matrix, , ahdl ésA a 4.3-as

Bizonyitas. A bizonyitas gondolatmenete a (4.1)-es tétel bizonyi@shhsonldan a kbvetkéz
a Perov tétel segitségével igazoljuk, hogy a (4.17)-esébdperak egyetlen fixpontja van. A
Perov tétel alkalmazasahoz igazoljuk, hogy a fent megadott .#5,>(R) nulldhoz kon-
vergalé matrix agy, hogy barmely= (x,y) € (¢[0,1])?, U= (X,y) € (¥[0,1])2 esetén

[T (u)=T@][ <M-[lu—]|,
ahol

(Rl
= ([l ). vu=xy) € (0.0

és|| - ||41 az??-es definicié alapjan @*-beli normat jeléli, vagyis
[X|lg2 = [[X]|eo + 8][X ||, ¥x € €40, 1]
ésd = max{%,%:/i € {1,2}}.
A 4.1-es, 4.2-es és a 4.3-as lemmak alapjan végezzik el &kkanajoralasokat:
Ta(x.Y)(t) = Ta(X.9)(t)| =

/OlGl(t,S) (F(s.x(5),¥(9),X(8),¥ (8)) — f(s,X(9), ¥(5). X (9),¥ (9)))ds

= /01 [Ga(t,9)| - |T(s,X(3),¥(5),X(9).Y () — F(s.X(5),9(9),X (5).¥ (9))|ds

< (@0l o+ bally T+ a X Ffe Sl ~F ) [ [Ga(t9)ds
< [ (|l + 8¢ =X 1) + b1 (ly 51} -+ 8] )]

Igy

ITL(%Y) = Ta(X )l l2 < T - (aa|[X = X[ + Daly — V] 1)
Hasonl6 gondolatmenet alapjan

I T2(%,Y) = T2(X.9) | |1 < A (@] [X = X[ 1 + 02|y — V[ 41)-
Tehat

T - T@i =y - Tl = ([ - Eenle )
ap-F bp-T ||X_ﬂ‘ 1
<(2hwn)-(he)
= Mra-|[u—1U]|

Tehat aT kontraktiv operator, vagyis a fejezet 2.9-es tétele alapjan léterik= (x*,y*)
T-nek egyetlen fixpontja. Ez implikélja a rendszer egyérteimegoldasanak létezését. W
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4.5 Tétel. (Ulam-Hyers stabilitas)
Az eldz6 tétel feltételei mellett a (4.14)-es rendszantJHyers stabil.

Bizonyitas. A (4.14)-es rendszerhez rend@ltoperator kontraktiv, vagyis. Zejezet 2.10-es
tétele alapjan & (u) = u fixpontfeladat Ulam-Hyers stabil, ami implikélja a rendsi#am-
Hyers stabilitasat. |

4.6 Tétel. Legyenek f és g legfennebb linearisan névekvo flggvemyak &1 » €s q » pozitiv

-l by-T ) aholT ésA a

valos szamokkal (lasd 4.3-es megjegyzes). Legygn#\/l( a-A by-A

4.3-as lemma jel6lései.
Ha a (4.1)-es rendszerben szerepl6 f és g fliggvények tegdbriinearis névekedésiiek és
Mra nullahoz konvergalo matrix, akkor a rendszernek [étegjklibb egy(x*,y*) megoldasa.

Bizonyités. (A 4.6-os tétel igazolasa)

A 4.3-as tételhez hasonldéan ismét azt igazoljuk, hogy a/§4e$ operatornak van legalabb
egy fixpontja. A linearis ndvekedési feltétel miatt a Schauedtelt (1 fejezet 2.3-as tétel)
fogjuk alkalmazni.

Keressiik meg B C (¢']0,1])2 nemires, zart, korlatos és konvex halmazt, mefyi@) c D.

Felirhatjuk, hogy:

T2 (% Y) oo < T (@1 [X]]oo +D1[yl[e0 +C1),
|| T2(X, Y)| oo < A(2] X[]e0 + 02| [Y]]e0 + C2)-

Vagyis

[T2(X,Y)] e )
TW|| = ||T(X, =
= Imeil = (7o)
aill bql HXHoo cl
< .
= ( a0l bzA) ( Wl ) T\ can
[1X]oo ) ( cal )
— Mra -
b ( ¥l ) T\ can
Keressiik mefry, R, € R szamokat, melyekre ha||» < Ry és||y||» < Ry, akkor
IT1 (X%, Y)lle> < Ry €s|[T2(x,Y) | < Re, vagyis ha
u€B(RL,Re) = {(x) € ([0,1)): [[X||eo < Ry, ||Ylloo < Ro},

akkorT (u) € B(Ry,R).
A nullmétrix tulajdonsagait figyelembevéve ehhez elégsggegy az

(&)=t ()

egyenbtlenség teljesuljon, és akkor a f2jezet 2.3-as tétele alapjanTaoperatornak létezik
legalabb egy fixpontja, vagyis a (4.1)-es rendszernek is. |
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Megjegyzeés.A fenti esetekben a megjelent Green-fliggvényeket megkudajoralni a perem-
feltételekben szereplegyutthatok segitségével. igy lattuk hogy hogyan kell smetkeszteni a
megfeleb matrixot, ami nullahoz konvergdlo kell legyen. Viszontiazathattuk, hogy a Green-
flggvények elagazo fliiggvények, melyek mindkét agukortdolgsak, tehat megmajoralhatjuk
Oket anélkil, hogy expliciten megkeresnénk a majoranst.

Ezt kihasznalva a 2.5-0s alfejezetben megvizsgaljuk hgupramfeltételek altalanositasaval
hogyan kezelhetjik a |étezést és az egyértelmiiséget.
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4.5 A bilokélis peremfeltételek altalanositasa

Legyenek a peremfeltételek az G : €'[0,1] — R, i € {1,2} linearis és folytonos funkcionalokon
keresztll a kovetkéképpen altalanositva:

() = —HLXO() te 01—
/0= 9ty

X' (0) = ap[x

«() = ayl] @) (4.19)
V(0) = Bl &)

| y(1) = Al @)

Integréljuk az elé egyenletet é0,t;] intervallumon és alkalmazzuk r4 az funkcionalt:
t1
X (t1) =X (0) = — | [(8X(s).y(s)ds=: fa(ty) (4.20)
= 01[X] — ao[x] - a1[1] = aa[f4]
= X(1) = do[X] - a1[1] + a1[f1]. (4.21)
A (4.20)-as egyenletet @, t;] intervallumon integralva, & = 1 helyettesitest elvegezve, a
kapott egyenletet vonjuk ki a (4.21)-es egyentétes fejezzik ki ax(0)-at. Igy azt kapjuk,

hogy

K(0) = a0 (aft] +t—1) + ol i)+ [ (1953 y()ds— [ (t—3)(sx(9).y(5)ds
ahol f1(t) = — / " f(s.x(9).y(9))ds
Hasonl6an”

Y(0) = Boy) (1) +£- 1) + Blgr] + [ (1-9)1(sX(9),vS)ds— [ (19T (5x(9),y(5)ds

t
aholga(t) = - [ g(s.x(s).y(s))ds
Legyenek a1, T, : (£[0,1])? — €[0, 1] funkcionalok gy, hogy:

[ T00y)(0) = a0l (enl1) +1- 1) +anlf] + [ (1-9)1(sx(9)Y(9)ds
t

_/O (t—9)f(sx(8),y(s))ds

T200)(0) = Bl (1) + 1) + BilE] + [ (1-9(sx(9).¥9)ds
\ —/Ot(t—s)f(s,x(s),y(s))ds

igyaT: (%¢]0,1])?> — (¥]0,1])% T = (T1, T») teljesen folytonos funkcionalhoz tartozé fixpont
feladat megoldasa elvezet a (4.19)-es differencialegyeahdszer megoldasahoz.

Most vizsgaljuk meg a megoldas létezését, egyértelmiigsga rendszer Ulam-Hyers sta-
bilitasat az eddigiekben is targyalt feltételekre, vagyasd ésg Lipschitz- illetve legfennebb
linearis ndvekedési tulajdonsagat tekintve.
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4.7 Tétel. (Lipschitz tulajdonsag )
Legyenek f és g Lipschitz tulajdonsaguak, azaz teljesit$€Kk 1)-es feltételt.
ool [([[an]| +1) +aa(|[a1|[ +2) bi(|[aa|[+2)
Legyen =
oyen Mg ( 180l (1181l + 1) +@2(|Ball +2)  ba(lBall +2)
matrix. Ekkor a (4.19)-es rendszer Ulam-Hyers stabil ésdiétegyértelmi megoldasa.

Bizonyitas. Ekkor |T1(x,y)(t) — T1(X,y)(t)| =

) nulldhoz konvergalo

= [(ao[x—X]) (a[1] +t—1) +aa[f1— f~1]+/01(1—s)(f(s,x(s),y(s))— f(s,X(s),¥(s)))ds

- [a=9(1(sx9.%9) ~ (sX5),79)) s
< |aolx—x||az[1] +t — 1| + |1 [f1— f~1]}—|—/1|(l—s)|}f(s,x(s),y( s)) — f(s.X(s),¥(s))|ds

+/|t—stsx s)) — f(s,X(s),¥(s))|ds
< Jlao| - [[X— Ko }a11]+t—1}+||a1|| TR
+/|1 8[| F(5.X(8),Y(9) — F(S () }ds+/|t—s|\ (s.X(9),¥(5)) — F(S.X().5(9))|ds

gy [[Ti(xy) = Ta(X 9w <
< |laol[(llera|| + 1) [[x = Kl |eo + || 2| - (B2 X = Xl[oo + b1 [[y = ¥l ]eo) + 2+ (@] X — K[[o + D1 ||y — Fes)
= ([laoll(laa|| +1) +aa([|aw|[ +2)) [[x = K| + (01([] 2] | +2)) [y = ]eo,
és teljesen hasonléan
[ T2(%,Y) = T2(X,9) || < (I[Boll (1Bl +1) +a2(]|Bal| +2) ) [[X =X |eo + (b2 (]| Bl +2) ) [ [y = |eo-
Tehat megkaptuk a kivant majoralast:

ool (laal |+ 1) + ax(llanl [ +2) baanll +2) Y ( [X— Ko
Tl < ( 1Boll(11Bul1+ 1)+ a2l 1Bl +2)  ba(]|Bul| +2) )( -3l )

_ [1X—=X]|co
= Map ( ly Yl )

Tehat aT kontraktiv operator, vagyis a jezet 2.9-0s tétele alapjan egyetleén= (x*,y*)
létezik ugy, hogyT (u) = u és a 2fejezet 2.10-es tétele alapjan a fixpontprobléma Ulam-slyer
stabil. Mindez implikalja a rendszer egyértelmi megaodoheek |étezését és Ulam-Hyers stabi-
litasat.

[

4.8 Tétel. (Legfennebb lineéaris ndvekedés)

Ha a (4.19)-es rendszerben szerepldé f és g figgvényekierib linearis ndvekedésiiek
(vagyis teljesitik a (4.12)-es feltételt) ég Mnullahoz konvergalo matrix, akkor a rendszernek
létezik legalabb egyx*,y*) megoldasa.
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Bizonyitas. A Schauder tétel alkalmazasahoz keressDka(%'[0, 1])? nemiires, zart, korlatos
és konvex halmazt, melyre igaz, hogyD) C D.
Ehhez vizsgaljuk &1 (x,y)(t)|-t.

(ao[x])(a1[1]+t—1)—l—al[fl]-l—/ol(l—s)f(s,x(s),y(s))ds— /Ot(t—s)f(s,x(s),y(s))ds
1
S||Ofo||'IIXIIm\01[1]+t—1\+\\01\\'HleooJr/o [(1=9)[|f(s,x(s),y(9))|ds
+/t t—s||f(sx(5),y(s))|ds
0

t
< ol X a(8 +t -3+ (au o+ bixo-+o1) (1+ [ 5) + - 1o

Hasonl6an majoralhatjuk B(x,y)(t)-t. Hat-vel szuprémumra térink, a kdvetkezgyen-
|6tlenséget irhatjuk fel:

m < 5° )+ ( SRS )
Ahhoz, hogy a kivant halmazt megkapjuk, keresstRaR, € R, szamokat, melyekre ha
[IXl]eo < Ry €s]]y[[ee < Rp, akkor|[Ta(X,Y)||e < Ry €s[|Ta(x,Y)||e < Re, vagyis ha
u€ B(Ri,Re) = {(x,Y) € (¢[0,1])% 1 |[X||es < Ry, ||Yl[eo < Re},
akkorT (u) € B(Ry,Rp).

. Ry _1 C1(||G;|_H +2) T
Ehhez elégséges, ho{y R, ) > (1—M) ( S(l1B] +2) teljesuljon. [
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5 Polilokalis feltétel

Tekintsuk a kdvetkez polilokalis feltétell masodfoku differencialegyeniendszert:

CX(t) = —(t,x(1), (1)) te[0,1=1
y'(t) = —g(t,x(t), y(t))
allx’( )—f—bllX/(l) =0 (1) (5 1)
a12X(0) +b1ox(1) =0 (2) '
az1y (0) + b1y (1) = 0 (3)

( a2y(0) +baoy(1) =0  (4)

Ahol f,g: [0,1] x R? — R Carathéodory nggvények;,j , bij, valés szamoki, j € {1,2}, és
a11+b11 # 0, a2+ b1z # 0, @21+ bp1 # 0, a2 + b2 # 0.
Az els) differencialegyenletet integraljuk[@, t;] intervallumon, ahol; € |. Ekkor:

t1
X(t)=X(0) = = [ " f(s:x(9).y(9))ds
A t; = 1 esetén azt kapjuk, hogy

1
X(1)-X(0) =~ [ 1(s.x().y(s))ds

viszont az(1)-bdl X (1)-et kifejezve és visszahelyettesitve azt kapjuk, hogy

0= [*f(sx(9.y9)ds

ajn1+b11 /o

igy

anbilbll/ F(s,X(s),¥(s))ds~ /otlf(s,X(s),y(s»ds

Az igy kapott egyenletet integraljuk[@,t,] intervallumon, ahot; < ty:

X(t2) —X(0) = tp- — 222 / £(s,X(s),y(s))ds— /0t2 Otlf(s,x(s),y(s))dsdtl.

a1+ b1y
Ismeétt, = 1-et helyettesétiink a fenti egyenletbe, majd kifejezz{®)&bol azx(1)-et

K0 -x0) = 2B [T i(sx(9).y()ds— [ (1-9)- 1(s(3).y(5))ds

a1 +bi1 /o
(@) -x0) = [ (2~ 1+s) - f(sx(9).)ds
—X(0)- <1+ Z—i) — /0 ' (allb‘il‘lbll - 1+s) f(s,X(s),Y())ds
0 = 22 [P s f(sx(9).v)ds
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Tehat

X(t) = b2 /1( a11 —s)-f(sx()y())ds+t b1 /1f(s,x(s),y(s))ds

aio+bioJo \a1+bis 1+ b1 Jo
t
- [t=9-f(sx(9).y(9)ds
0
! aq1- b2 bio byy )
B -s +t- - f(s.X(s),Y(5))ds

_/Ot(t_ s)- f(s,X(9),y(9))ds
_ /Olel(t,s)-f(S,X(S),y(S))dS

aholGs: [0,1] x [0,1] — R

( ai1-b b b
11-b12 P2 b t—s)
(a11+b11)(a12+b12) ajz+bio aj1+ b1
Git.s) — 0<s<t
1t s) = ag1-bip . b1 Lt b11
(aq1+b11)(a12+bio) ajp+bio aj1+ b1
L 0<t<s
( aq1-bio L B2 A
(a11+b11)(a12+b12) ajp+bio aj1+ b1
_ 0<s<t
- aq1-bio o b2 it b11
(aq1+b11)(a12+bio) ajp+bio aj1+ b1
\ 0<t<s

Hasonléary(t) / Ga(t,s) - g(s,x(s),y(s))ds aholG, : [0,1] x [0,1] — R, és

az1- b2 L P2 A
(321+ bo1)(Bz2+b22) @zatb  @i+bo
Golt.s) — 0<s<t
2(t,s) = a1 - g2 g P2 o b
(B21+Db21)(B22+b22) — @zot+bz  @p+b
\ 0<t<s

Legyenl € R Ugy, hogy|Gi(t,s)| < T ésA € R, ugy, hogy|Ga(t,s)| <A.
Legyenek

:/Olel(t,s)~f(s,X(S),Y(S))dS
_ /O  Galt,9)- g(5.X(5),¥(9))ds
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ésT : (¢[0,1))?> — (¥]0,1])% T = (Ty, To) teljesen folytonos funkcional.
Ekkor aT (u) = u fixpontfeladatvu* = (x*,y*) € (¥]0,1])> megoldasa kielégiti a (5.1)-es
rendszert.
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5.1 A polilokalis peremfeltételli rendszer megoldasanakétezése és egyértelmlisége a
Perov tétel alkalmazasaval

Legyenekf ésg Lipschitz tulajdonsagu fuggvények, vagyis barmely, X,y € R:

{ [F(5%y) = f($XY)| < arx—X|+bi|y—¥]
‘g(S,X,y) - g(s,X,y)| < a2|X—)~(1 +b2|y_§4

ahola;, b valés szamok/i € {1,2}.
5.1 Tetel. Ha f és g Lipschitz tulajdonsagu figgvéenyek és létezak A a fenti médon és az

Mra = ( Z;g E;g ) nullahoz konvergal, akkor a (5.1)-es rendszernek ponteggmegoldasa
van.

Bizonyitas. Az el6z0 alfejezetben latott médszerhez hasonl6éan majoraljuk a

Ta(x,y)(t) = Ta(x,y)(1)]

kifejezést. Végeredményl azt kapjuk, hogy

T2(%,Y) = To(Z, )| |eo < T [@1] X=X |eo + B[]y = F|oo]
és

IT2(%Y) = T2(X, 90 < B[] [X — X][eo + 2|y — Vo]
vagyis

T -T@l = ITexy) - TRl = (|70~ 2E - )

_ (@l b\ ([[x—e
—\ @l b Y =¥l

=Mra-[lu—1]|
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5.2 A megoldas létezése a Schauder tétel segitségével

5.2 Tetel. Ha a (5.1)-es rendszerben szerepld f és g fuggvények regibrlinearis nbve-
kedéslek (vagyis teljesitik a (4.12)-es feltételt) ¢a Nulldhoz konvergaldé matrix, akkor a
rendszernek |étezik legalabb egy,y*) megoldasa.

Bizonyitas. A Schauder tétel alkalmazasahoz keresddla (%[0, 1])2 nemires, zart, korlatos
és konvex halmazt, melyre igaz, hogyD) C D.
Ehhez vizsgaljuk &7 (X, y)(t)|-t.

T O] < [ 161631 (53], y(9) s
< T (X + Bl + 1)

Végeredménydl:

[ 1X]oo cal
T <Mra-
< wea- ([l )+ (&
Ahhoz, hogy a kivant halmazt megkapjuk, keressiRaR, € R, szamokat, melyekre ha
u€ B(Ry,R2) = {(x,Y) € (7[0,1])%: [|X||e < Ru, ||Yl|e < Ro}, akkorT (u) € B(Ry,Rp).
. Ry 1 cal
Ehhez elégséges, ho{y R, ) > (1—M) ( Colh
Tehét a 2fejezet 2.3-as tétele alapjan a bizonyitas teljes.

teljesuljon.
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6 A peremfeltételek altalanositasa

Most vizsgaljuk azt az altalanositott peremfeltételt, kamiazx(0) és az<'(0) értékeket is-
merjuk valamilyera, B : €'[0,1] — R, i € {1,2} linearis és folytonos funkcionalokon keresztil:

CXI(E) = —F(E X)) te [0, =1
0= gty

X = 0p|X

£(0) = a1 ) 6.1)
Y(0) = ol @3

L y(0) = Buly (4)

Integraljuk az elé egyenletet 80,t;] intervallumon, majd a kapott egyenletet integraljuk a
[0,t] intervallumon. Igy azt kapjuk, hogy:

X(t) = aofx] +t- azx] — /Ota —9)f(s,X(9),y(s))ds 6.2)

LegyeneKT;, T : (£]0,1])? — %[0, 1] funkcionalok ugy, hogy:
nmwaruMﬂ+rmm—A%—@ﬂ@«%ﬂ@ﬂs
Ta(x) (1) = Bobd +t-Bix = | (t=9)g(s:x(5),%(8))ds
igy aT: (€[0,1))?> — (€[0,1))% T = (T1,T») teljesen folytonos funkcionalhoz tartozé fixpont
feladat megoldasa elvezet a (6.1)-es differencialegyeshelszer megoldasahoz.

] +ag+||oa|| by
6.1 Tétel. Ha az M= [ |90

( [[Bo+az+||Bi]| b2
fuggvények Lipschitz tulajdnosaguak, akkor a (6.1)-eslsear Ulam-Hyers stabil és létezik
egyértelm megoldasa.

matrix nulldhoz konvergald és az f és g

Bizonyitas. A T (u) = ufixpontfeladat megoldasahoz alkalmazzuk a Perov tétekt ladk fel
a|Ta(xy)(t) = To(Xy) (V)]-t:

= aox— +t-asix— 7 [ (t-9)(f(sX(9.¥(9) - f(s %)
< 1]l |+ ]t R+ €51 F(5(5),¥(5)) — F(5X9)Ids

t
< ||Ofo||-||><—>”<Hoo+|t|-||011||-IIX—ﬂIo«»+(alllx—ﬂloo+bl||y—Y’Hoo)/0 t—slds

Szuprémumra térve kapjuk, hog¥ (u) — T(T)|| < [|aol| +a1+][a|| by )( [1X=X[|eo )
P piuk, hogy (u) <7”—(H&H+m+umu b, )\ ly—vll.

A Perov tétel (elé fejezet, 2.6-0s tétel) alapjan tehat létezik egyetlerofitja aT (u) = u
fixpontfeladatnak. A 2.7-es tétel alapjan pedig a fixpoatfat Ulam-Hyers stabil. Mindez
implikalja a rendszer stabilitdsat és azt is, hogy a renmdskdétezik egyértelmi megoldadi.
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, b
6.2 Tétel. Ha a fent megadott M- llao|| +ag + || by
J (Hﬁo||+az+Hl31H by

és az f és g fuggvények legfennebb linearis ndvekedéslak, & (6.1)-es rendszernek van
legalabb egy megoldasa.

) matrix nullahoz konvergalo

Bizonyitas. A Schauder tétel alkalmazasahoz keressiinkizgy(%[0, 1])2 nemires, zart, ko-
rlatos és konvex halmazt ugy, hogyD) C D.

)01 = a0l +t- @i~ [ (-9 (x5, v(5)d
< faofd|+ ][l - [ ft—5l- (59 y(3))Ids

t
S||Ofo||-||X||oo+|t|-||0!1||-||X||oo+/0 [t] - (aa|x(s)[b1|y(s)| + c1)ds

Hasonléan majoralhatjuk B (x,y)(t)-t. t-vel szuprémumra térve a kovetkeegyenbtlen-

séget irhatjuk fel:
X=X |eo ) ( 1 )
Tl <M-
mn<m( =3 )+ (2
Ahhoz, hogy a kivant halmazt megkapjuk, keressiRaR, € R, szamokat, melyekre ha
uc B<R17 Rz) = {<X7y) < ((5[07 1])2 : ||X||°° <R, ||y||°° < R2}7 akkorT(u) € B(RL RZ)
Ehhez elégséges, ho{y 2; ) > (I — M)—l( g; ) teljesuljon. ]

Megjegyzés A fenti (6.1)-es altalanos peremfeltételli rendsdéda a;, 3 funkcionalok megvalasztasa-
val visszakaphatjuk a (4.1)-s és a (5.1)-es rendszere&ltall a (6.1)-es rendszert kapjuk, ha

a0l = —2x(0)
ail
es
a2[X] = a12X(1) + b12x(0) — X (0).
Ezek a funkcionalok linearisak.
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