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Bevezetés

A dolgozat két részre tagolédik. Az elsd részben tobb ismert fixpontétel keriil bemutatdsra,
a Brouwer-féle fixponttételtdl kiindulva végigkovetjiik a fixponttételek fejlédésének egy kis
szakaszat. A Schauder tétel példaul a Brouwer tételre épiil, viszont alkalmazkodik az ak-
tudlis matematikai eszkoztarhoz, ilyen szempontbdl dltalanositja a Brouwer-féle fixponttételt,
altalanosabb, végtelen dimenzids térre bizonyitja a fixpont 1€tezését. A fejezetben bemutatott
tételek koziil szamunkra legfontosabb a Perov tétel, mely altaldnositott teljes metrikus tereken
értelmezett kontraktiv leképezések fixpontjardl allitja a 1étezést és az egyértelmiiséget. Az al-
taldnositott metrikus tér bevezetése utin a fixponttételek ilyen jellegli dltaldnositdsa nagy 1épest
jelentett, hiszen nagyon sok olyan probléma van, amit egy operator fixpontproblémajara vissza-
vezetve egyszeriien kezelhetiink a vektor-értékii norma vagy metrika segitségével. Végiil a fix-
pontfeladatok egy fontos és hasznos tulajdonsiagéval, az Ulam-Hyers stabilitdssal foglalkozunk,
melynek gyakorlati hasznat az jelenti, hogy ha belatjuk egy fixpontfeladatrél hogy Ulam-Hyers
stabil, akkor azt tudjuk meg réla, hogy ha talalunk egy "majdnem" fixpontot, vagyis egy olyan
pontot, mely nagyon kozel van az operdtorban felvett értékéhez, akkor az a pont nagyon kozel
van a valddi fixponthoz.

Az [5], [7], [8] cikkek a fent emlitett mdédszerrel, vagyis nemlinedris operatorra alkalmazott
fixponttétel segitségével vizsgiljadk nemlinearis elsérendi differencidlegyenletek megolddsanak
1étezését és egyértelmiiségét. Ezektdl a cikkektdl eltérden, a dolgozat masodik felében masod-
foku nemlinedris differencidlegyenleteket vizsgdlunk. Tekintsiik a kovetkezd rendszert:

{ X'(6) = —f(t.x(0),9(0)) 1€ [0,1]
V() = —g(t,x(1), (1)) ’

melyet kiilonb6z6 nemlokdlis peremfeltételekkel ellatva, valamint az f és g fiiggvényeket kiilon-
boz6 reguldris tulajdonsagokkal felruhdzva, megvizsgaljuk, hogy mikor hasznalhatjuk az els6
fejezet tételeit és mikor jelenthetjiik ki a rendszerrdl hogy 1étezik megoldasa, 1étezik egyértelmii
megolddsa vagy Ulam-Hyers stabil. Az eljards lényege az, hogy a fenti rendszer ekvivalens
egy operitor fixpontfeladatdval. Az operator viszont T'(u) = T (x,y) = (Ti(x,y), Ta(x,y)) alaku,
ezért egy lehetséges €s természetes eljaras, hogy altaldnositott metrikus téren dolgozunk.

A [9] cikkben hasonl6, de sokkal sajatosabb rendszer megoldasanak létezésével foglalkoz-
nak mds mddszerekkel. Ebben a dolgozatban altaldnosabb rendszert vizsgdlunk a fent emlitett
modszerrel, €s igy 1atjuk be a megoldas 1étezését, egyértelmiiségét illetve stabilitdsat.

A dolgozat f6 eredménye az utolsé dltalanositas, amelyben a nemlokalis peremfeltételek

x(0) = aplx]
X' (0) = oy [x]
¥(0) = Boly]
¥'(0) = Biy]

alakdak. A fenti rendszert ezekkel a peremfeltételekkel elldtva a kapott rendszer példaul egy
olyan fizikai rendszernek a modellje lehet, melyben két kiilonbdz6 mozgasban 1évé testnek a
paly4djat akarjuk meghatdrozni, amelyek egymds gyorsuldsit szabdlyozzak, ismerve a kezdeti
helyzetiiket €s sebességiiket a palydktdl fiiggd operatorok éltal. Ebbdl az altaldnositasbol visz-
szanyerhetjiik a bilokalis illetve Cauchy peremfeltételi felatatokat is.



Fixponttételek

1 Hasznalt jelolések és fogalmak

1.1 Definicio. (Relaciok és osszeadas vektorokkal)
Legyenek x, y € R", x = (x1,...,x,), és y = (y1,...,yn). Ekkor

x<yex<y,Vie{l,....,n}

és hasonldan az =", ’<’, >’ valamint *>’ esetén.
Tovabba ha ¢ € R, akkor

x<cex<c Vie{l,...,n}.
Az x +y pedig komponensenkkénti 6sszeaddst jelent, vagyis
x+y=(xX14+y1,%2+ 2, s Xn + ).

1.1 Tétel. (A kompaktsdgrol)

(a) Ha egy halmaz kompakt, akkor zdrt és korldtos is.

(b) Altaldban nem igaz, hogy ha zdrt és korldtos akkor kompakt is a halmaz.

(c) Véges dimenzio esetén egy halmaz kompaktsdga ekvivalens azzal, hogy a halmaz zdrt és
korldtos.

1.2 Definicié. (Operatorok tulajdonsagai)

Legyenek X, Y Banach terek és T : D C X — Y. A tovéabbiakban hasznaljuk a kovetkezd
fogalmakat:

(a) T korldtos, ha D minden korlatos részhalmazat Y egy korlatos részhalmazaba képezi le.

(d) T kompakt, ha D minden korldtos részhalmazat Y-ban relativ kompakt részhalmazba
ViSZi.

(c) T teljesen folytonos, ha folytonos és kompakt.

(d) T véges rangii operator, ha T(D) C Y', ahol Y’ az Y tér egy véges dimenzils altere.



2 Fixponttételek

2.1 Schauder tipusu fixponttételek

El6szor nézziik meg a Schauder-féle fixponttétel véges dimenzids el6zményét, a Brouwer-
féle fixponttételt.

2.1 Tétel. (Brouwer)[3, 28. oldal]

Legyen D C R" egy nemiires, konvex és kompakt halmaz, valamint a T : D — D folytonos
operdtor.

Ekkor létezik legaldbb egy u € D 1igy, hogy

T(u) =u.

A Schauder fixponttételben éltaldnositjuk a teret, nem az R" részhalmazat vessziik, hanem
egy (nem feltétleniil véges dimenzids) Banach térnek a megfeleld tulajdonsagokkal rendelkez6

v

részhalmazat. Ekkor a kovetkezd tételt fogalmazhatjuk meg:

2.2 Tétel. (Schauder) [3, 33. oldal]

Legyen X egy Banach-tér, a K C X nemiires, konvex és kompakt halmaz és a T : K — K
Jolytonos operditor.

Ekkor T-nek van legaldbb egy fixpontja, vagyis létezik u € K : T (u) = u.

A bizonyitds a Brouwer-féle fixponttételen alapszik, a [3]-as alapjan a kovetkez6 lemma
segitségével vezetjilk vissza egy véges dimenzids problémara:

2.1 Lemma. [3, 26. oldal]

Legyen H C X korldtos és zdrt halmaz és T : H — Y teljesen folytonos operdtor. Ekkor létezik
egy véges rangii folytonos operdtorsorozat T, : H — Y, mely H-n egyenletesen tart T —hez,
vagyis

T(u) = lim Ty (u).

k—o0

Rdaddsul Ti,(H) C conv(T(H)), bdrmely k € N.

Bizonyitas. (A 2.2-es tétel bizonyitasa)

K kompakt és T folytonos, tehat T teljesen folytonos. K kompakt, tehat zart és korlatos
is, igy hasznalhatjuk a fenti lemmat, ami alapjdn léteznek a T} : K — K véges rangu folytonos
operatorok, melyek egyenletesen tartanak 7-hez a K-n, vagyis

T(u) = lim Tj(u), Vu € K.
J—o

Mivel T; véges rangy, tekinthetjiik az X,,, C K alteret, mely a T;(K) dltal generdlt véges (n;)
dimenzios altér. Ekkor 7} : K NXy; — KN Xy,

Most a T; operatorokra a Brouwer fixponttételt alkalmazva kapjuk, hogy

Ju; €KNXy;: T(uj) =uj, VjeN.



Mivel K kompakt, minden sorozatdanak van konvergens részsorozata K-ban. Legyen u* € K
az (u;‘) jen sorozat konvergens részsorozatanak a hatarértéke. Ekkor

T (") —u®| < [T (") =T ()| 4 |T (u) = Tj(uy) |+ |T () — u|
=T (") =T (uj) |+ |T () = Tj(u)| + uj —u’|
— 0, amikor j — oo.
Tehat T'(u*) = u*, vagyis az igy megszerkeztett u* € K fixpontja az T operdtornak. |

Mivel a kompaktsdg fogalma csak véges dimenzids térben ekvivalens azzal, hogy a halmaz
zart és korlatos, pontosabban megfogalmazva ez azt jelenti, hogy dltaldban nem minden zart
és korlatos halmaz kompakt. Igy a Schauder tétel zart és korldtos halmazokra valé megfogal-
mazdsa altaldnosabb az el6bbi megfogalmazdsndl és a gyakorlatban hasznosabb is.

Allitas. Végtelen dimenzios tereken a zdrt gomb dltalaban nem kompakt.

Bizonyités. Legyen I2(R) = {(xu)n>0 CR/ Y xf < oo} és||x||> = Y x¢. Jelolje
k=0 k=0

B(0,1) = {(x)azo € P(R)/ Y. 2 < 1}.
k=0

Tegyiik fel, hogy B(0, 1) kompakt. Ekkor a 2.2-es tétel alapjan
V f:B(0,1) — B(0,1), f folytonos = 3x* € B(0,1) : f(x*) =x"

Tekintsiik a kovetkezd leképezést:

flxr,x0,...) = (1 .

xiz,xl,xz,...) € B(0,1).

[e)

1

1

A fiiggvény jol értelmezett és mivel (x1,x2,...) € B(0,1), 1 — lez is a [0, 1] intervallumban
i=1

van, tehat a (1 — inz,x] X2, .. ) € B(0,1) is teljesiil. Ekkor
i=1
2

||f(x) _f(y)||2 = H (1 - ZX?,X],XZ,...) - (1 - ZyzgaylayZa"')
i=1 i=1
(o) (o) 2 (o)
~(E-%4) +
i=1 i=1 k=1

2 2
= (|[x[| = Iy|1)= =+ l}x = ¥l|
<2-|lx—y|*

(xx —yk)2

Tehat f Lipschitz, vagyis folytonos operétor. Vizsgaljuk meg a fixpontot:
f(x*) = (1 — Zx?‘z,x*f,xé,...) = (X],X2,X3,...) = X] =X, =x3 =...
i=1

4



Viszont vilagos, hogy a fenti tulajdonsdggal rendelkez6 I?(IR)-beli elem csakis az x* = 0

lehet, mivel a Z x% < o egyenlbtlenség igaz kell legyen. Viszont ez ellentmond annak, hogy
k=0

f(x*)=(1,0,0,...).
Tehét a 2.2-es tétel alapjan az egységgomb nem kompakt az [*(R) téren. |

2.3 Tétel. (Schauder)[3, 33. oldal]

Legyen X Banach-tér, D C X nemiires, zdrt, korldtos és konvex halmaz és a T : D — D
teljesen folytonos operdtor.

Ekkor T-nek van legaldbb egy fixpontja D-ben.

A bizonyitdshoz a Mazur lemmét hasznéljuk.

2.2 Lemma. (Mazur lemma)[3, 33. oldal]
Banach-tér relativ kompakt részhalmazdnak a konvex burka relativ kompakt.

Bizonyitas. (A 2.3-as tétel bizonyitasa)
Mivel T teljesen folytonos és D korlatos, a definicié alapjan kovetkezik, hogy T (D) relativ
kompakt. Ekkor a Mazur lemma alapjan a 7' (D) konvex burka is relativ kompakt, vagyis a

K = conv(T (D)) kompakt. Tovdbba K konvex (konvex burkold lezértja konvex) és K C D,
mivel 7 (D) C D és D konvex és zart. Most alkalmazva a 2.2-es tételta T : K — K operdtorra,
azonnal kovetkezik a fenti tétel. n

2.2 Az altalanositott metrikus tér és a Perov tétel

2.1 Definicié. (Altalanositott metrikus tér)
Tekintsiik az X #* @ halmazt. Ekkor a halmazon értelmezett vektor-értékii metrika alatt a
d: X x X — R" leképezést értjiikk melyre teljesiilnek:

i) d(u,v) >0, Vu,v € X; d(u,v) = 0 akkor és csakis akkor, ha u = v;
ii) d(u,v) =d(v,u), Yu,v € X;
iii) d(u,v) <d(u,w)+d(w,v), Vu,v,w € X.

Az 1)-iii)-ben szerepl6 a relacidk és az Osszeadds R,-ben értendéek az 1.1-es definicid
alapjan.

A fenti metrikdval elldtott (X,d) teret dltaldanositott metrikus térnek nevezziik. Ezen a téren
is megfogalmazhatdak fixponttételek. Példdul a Banach-féle fixponttételt ilyen irdnyban Perov
altalanositotta (lasd [3] és [2]) a kovetkezd fogalmak segitségével:

2.2 Definicié. (Nullahoz konvergalé matrix)
Az M € My xn(Ry) matrixr6l akkor mondjuk hogy nulldhoz konvergdld, ha

MK =0, k — oo,

ahol 0, az n-dimenziés nullmatrix, és a tartds komponensenkként értendd.



Megjegyzés. (A nullmatrix tulajdonsagai)
Legyen M € #,x,(R;). Ekkor a kovetkezd kijelentések ekvivalensek:

1) M nulldhoz konvergalo;
i1) I, — M nemszinguldris (invertdlhato) és
(Li—M)'=L+M+M*+...,
ahol [, az n-dimenzids egységmatrixot jeloli;
iii) hadet(l,—AM) =0, A € C, akkor |A| < 1;
iv) I, — M nemszingularis és (I, — M)~ '-nek pozitivak az elemei.

2.3 Definici6. (Kontraktiv leképezés)
Legyen az (X,d) éltaldnositott metrikus tér. A T : X — X leképezés kontraktiv, ha 1étezik
M € My«n(R4) nulldhoz konvergdlé métrix dgy, hogy barmely u,v € X esetén

d(T(u),T(v)) <Md(u,v).

2.4 Tétel. (Perov) [3, 153. oldal]

Legyen az (X,d) dltaldnositott teljes metrikus tér, a T : X — X kontraktiv operdtor és az
M € My«n(Ry) a megfeleld nulldhoz konvergdlo Lipschitz mdtrix.

Ekkor létezik u* € X, mely T-nek egyetlen fixpontja és barmely u € X :

d(T*(u),u*) < M*(I —M)~'d(u,T(u)) V k € N. 2.1)
Bizonyitas. Legyen ug egy tetszSleges elem X-bdl és definidljuk az (uy)ren sorozatot dgy,

hogy:
Uk = T(uk), VkeN.

Mivel T kontraktiv az M Lipschitz métrixszal, felirhatjuk, hogy:
d (g, upsr) = d(T (ug—1), T (u)) < Md (w1, ) < MPd (g, up—1) <
<o < MAd(ug,m),

€S
m—1
d (g, theym) <Y d(ugeriseyivn)
i=0
m—1 )
< d(ug,ur) Z MK
i=0
Vagyis
d (e, W) < M5 (I—=M) ™" d(ug,uy). (2.2)

Tehat (u )ren Cauchy sorozat. Legyen u* € X a hatérértéke. Ekkor 7' (u*) = u* és a ( 2.2)-6s
egyenlStlenségben m — oo esetén éppen a tételben kijelentett ( 2.1)-es egyenlStlenséget kapjuk.
A fixpont egyértelmiiségét az bizonyitja, hogy ha létezne két kiilonbozd fixpont, uj # us,
akkor
d(”Tv ”E) = d(Tk(’[lk)7 Tk(”ﬁ)) < Mk ’ d(”T? ué)v

viszont mivel a jobboldal 0-hoz tart, u} = u;. |



2.3 Az Ulam-Hyers stabilitas
Az 4ltalanositott metrikus térhez hasonldan értelmezhetjiik az dltaldnositott normaélt teret is.

2.4 Definicié. (Altalanositott normalt tér)
Tekintsiik az X # & halmazt. Ekkor a halmazon értelmezett vektor-értékii norma alatt a
| ]| : X — R" leképezést értjiik, melyre teljesiilnek:

i) ||x|| >0,V x €X;|x|| = 0 akkor és csakis akkor, ha x = 0;
ii) ||la-x|| = |a|-||x]|, Vx € X, a skalar;
i) [Jx -yl < [Ixl[+ Iyl v,y € X.

Az 1)-iii)-ben szerepld relaciok és 6sszeaddsok R,,-ben értenddek az 1.1-es definicid alapjan.
A fenti normaval elldtott (X, ||-||) teret dltaldnositott normalt térnek nevezziik.

Megjegyzés. Minden éltaldnositott normdlt tér szarmaztat egy altalanositott metrikus teret,
melynek altaldnositott metrikdja a d : X x X — R" 1igy, hogy

d(x7y) = ||X—y||, \V/X,yEX.

2.5 Definicié. (Ulam-Hyers stabilitas)
Legyen (X,d) altalanositott metrikus tér és a T : X — X operdtor. A T'(x) = x fixpontfeladat
Ulam-Hyers stabil, ha barmely € > 0 valds szam esetén l1étezik a & > 0 valds szam gy, hogy

dx,T(x))<d = X" €X:T(x") =x", d(x,x") < e. (2.3)

Megjegyzés. 1.) Az Ulam-Hyers stabilitast értelmezhetjiik a 2.4-es definicié értelmében vett
altalanositott normdlt téren is, vagyis az (X, || - ||) dltalanositott normalt téren értelmezett
T : X — X operdtor fixpontfeladata Ulam-Hyers stabil, ha barmely € > 0 valos szam esetén
1étezik a 6 > 0 valés szam dgy, hogy

Jx—TX)|| <6 = X eX : TX") =x", |[[x—x"|| <e. (2.4)

2.) Az 1.)-es megjegyzéshez hasonléan a 2.3-as definici6 is dtfogalmazhaté altalanositott
normadlt térre, miszerint ha (X,d) éltaldnositott normalt tér, akkor a 7 : X — X leképezés
kontraktiv, ha l1étezik M € ), ,(R ) nulldhoz konvergdlé métrix gy, hogy

| T (u)—T®W)|| < M|lu—v||, Vu,v € X.

Megjegyzés. A fenti tulajdonsiaggal rendelkezd fixpontfeladatokat gyakorlatban altalaban egy-
szerli megoldani, mivel a definici6 alapjan elégséges egy kozelité megoldast taldlni (ekkor
d(x,T(x)) < &) mondjuk numerikus médszerekkel, és az elég kozel lesz a valédi megolddshoz.

2.5 Tétel. (Ulam-Hyers stabilitds)[6]
Legyen (X,||-||) dltaldnositott teljes normdlt tér. Legyen T : X — X kontraktiv operdtor,
vagyis létezik M € My, (Ry) nulldhoz konvergdlo mdtrix:

ITx) =TIl <M-[x=yl], Vx,yeX
Ekkor az x = T (x) fixpontfeladat Ulam-Hyers stabil.



Bizonyitas. A Perov fixponttétel alapjan 1étezik egy egyértelm( x* € X fixpontja T-nek. Legyen
x=T(x)+h="T(x), ahol h € X és ||h|| < 6. Lathatd, hogy T is kontraktiv operator az M
nulldhoz konvergdlé matrixszal, mivel

1T () = Ti)I| = [T () =TI < M- [lx=y]].
Tehét létezik egyértelmiien egy x € X: x = T1(x) = T (x) + h. Ekkor

||x—=x*|[ = [|T (x) +h — T (x7)]|
<[IT(x) =T )|+ |[A]]
<||T(x) T(x )||+5
M-d(x,x*)+

vagyis d(x,x*) < §(I, — M)~ .
Tehét minden kozelité megoldés, melyre teljesiil az ||x — T'(x)|| < § egyenlGtlenség, elég
kozel van a val6di megoldashoz. [



Alkalmazasok nemlokalis peremfeltételi
masodfoku differencialegyenlet
rendszerekre

Az eloz6 fejezetbeli eredményeket felhaszndlva ebben a fejezetben kiilonboz6é nemlokalis
peremfeltételi masodfoku differencidlegyenlet rendszerek megolddsainak létezését, egyértel-
miiségét és Ulam-Hyers stabilitdsat vizsgaljuk.

Mindezek érdekében el6szor egy integraloperatort rendeliink a rendszerhez ugy, hogy az
operator fixpontja megolddsa legyen a rendszernek, majd kiillonboz6 feltételeket szabunk az f és
g figgvényekre (példaul legyenek Lipschitz tulajdonsdguiak vagy legfennebb linearis novekedé-
stiek) €s az elso fejezetben targyalt fixponttételek segitségével megoldjuk az imént szerkesztett
fixpontfeladatot. A [7] és [8] cikkek elsdrendii rendszereket vizsgdlnak hasonlé médszerekkel.

3 Alapfogalmak

Az elso fejezet eredményein kiviil a kovetkez6 alapfogalmakra is sziikségiink lesz:

3.1 Definicié. (Carathéodory fiiggvény)
Legyenek X,Y topologikus terek és (7,M, u) mérhetd tér. Az F : T x X — Y leképezés
Caratheéodory fiiggvény, ha

i) F(-,x) mérhets, V x € X,
ii) F(t,-) folytonos, V¢ € T.

3.2 Definicié. (Lipschitz tulajdonsag)
Az F : R?® — R fiiggvény Lipschitz tulajdonsigi a masodik és a harmadik valtozéban, ha
léteznek az a, b pozitiv valés szamok ugy, hogy

F(s.5,y) = F(s.5)] < alx—X)+bly 3], Vx.n. &7 € R G3.1)

3.3 Definicié. (Legfennebb linearis novekedés)
Azt mondjuk, hogy az F : R® — R fiiggvény legfennebb linedrisan né a masodik és a har-
madik valtoz6 szerint, ha 1éteznek az a, b, c pozitiv valds szamok dgy, hogy

|F(s,x,y)| <alx|+Dbly|+¢, Vx,y €R. (3.2)



4 Bilokalis feltétel

Tekintsiik a kovetkezd bilokélis peremfeltételt differencidlegyenlet rendszert:

(X'(t) = —f(t,x(1),y(t)) te[0,1]=:1
y'(t) = —g(t,x(t),y(t))
a11x(0) —|—b11xl(0) =0 (1) @.1)
appx(1)+b1px'(1)=0  (2) :
a21y(0) +b21y'(0) =0 (3)

( any(1)+bxny (1)=0 (4)

Legyenek f, g:[0,1] x R? — R Carathéodory fiiggvények, és a;; € Ry, b;; € R%, ahol
i,j € {1,2}. Tovibba jelslje

o; = —a;1ap +apb;1 —aibp,

és legyen o; > 0.
Alakitsuk at a rendszerben szerepld differencidlegyenleteket integralegyenletekké. Ehhez
integraljuk az els6 egyenletet a [0, 7] intervallumon:

Y(0) =X (0) == [ f5x(5)3(5))ds. @2)

Végezziik el a r; = 1 helyettesitést és fejezziik ki x'(0)-4t és x'(1)-et az (1)-es illetve a (2)-es
feltételekbdl. Ekkor azt kapjuk, hogy

by ain b1

—x(1)+— x(0) = ——= ]f(s,x(s),y(s))ds. (4.3)

aiy by a2 Jo

Integréljuk a (4.2)-es egyenletet a [0, ;] intervallumon, ahol #, > #;:
15}
x(2) =x(0) = =12+ .—-x(0) — /0 (12 —5)f (s,x(s),y(s))ds. (4.4)
Ismét végezziik el a t, = 1 helyettesitést és rendezziik az egyenletet:
ai !
w1 =x(0) (1= 2 ) == ["(1=5)7(s.x(5).5(9))ds. @3)

Adjuk 6ssze a (4.3)-as és a (4.5)-0s egyenletet és fejezziik ki az x(0)-at:

0 == () (22 ) o) (9)as.

ainbia —bnap +ajann ap

Visszahelyettesitve a (4.4)-es egyenletbe, azt kapjuk, hogy:

()= (1= 0 2002 ) s a(0)at6ds— [ 0915000506

01 ain

1
_ /0 Gi(t,5)- f(5,x(s),y(s))ds,

10



ahol G : [0,1] x [0,1] — R
(1
;(bn —t-ayp)-(bip+an—s-ap)—(t—s)

1

0<s<t<1
Gi(t,s) =1 1 - T T
—(b11—t-an)- (bin+ain—s-an)

o1
0<r<s<1

1
;(bllblz‘f‘alzbll —s-apby—t-anbp—t-anan
1
+t-s-aynanp+t-anbip—t-brjan+t-ajan

—s-aybyp+s-byapp —s-ajan)

0<s<t<l
1
a(bn—t'an)'(b12+6112—s'6112)
\ 0<r<s<1
(1
a[bn'(1712-1-6112—t'alz)-l-s'an(t'au—blz—alz)}
B 0<s<r<1
- 1
a(bn—t'an)'(b12+6112—s'6112)
L 0<r<s<1
Tehat |
—(bia+aip—t-apn)-(br1—s-ann), 0<s<t
Gi(t,s) = 611 (4.6)
a(bn—t'an)'(b12+6112—s'a12), 0<t<s
Hasonldan
B ari\ boaxn ' (bxn !
y(t) = l—f'b— : : ——+1—s|g(s,x(s),y(s))ds — [ (t—s)g(s,x(s),y(s))ds
21 (9] 0 \a22 0

1
:/0 Ga(t,s) - g(s,x(s),y(s))ds,
ahol G, : [0,1] x [0,1] — R és

1
—(byp+axp—t-an) (byy—s-az), 0<s<t

GQ(I,S) = (iz
;2(1921 —t-ap1)- (b +an—s-an), 0<t<s
Tekintsiik a 71, 5 : (¢[0,1])> — €[0, 1] operdtorokat tgy, hogy:
{ et = i G1(6,5) £(5,5(5),())ds W
T(x,y)(1) = Jo Ga(t,5) - g(s5,x(s),y(s))ds

T:(¢[0,1])* — (¢[0,1])*,T = (T, T2) (4.8)

11



operéatort. Lathato, hogy a (4.1)-es differencidlegyenlet rendszer a fenti 4talakitasokat és jeloléseket
kovetben tekinthetd dgy, mint a 7 (#) = u fixpontfeladat, vagyis ha

Ju* = (x*,y*) € (C[0,1])? : T (u*) = u*,
akkor x* és y* teljesitik a (4.1)-es rendszer egyenleteit a bilokalis peremfeltételekkel egyiitt.
4.1 Lemma. (A G;(t,s) tulajdonsdga, 1)
A (4.6)-os kovetkeztetés és a o; > 0 feltétel alapjdan
Gi(t,5) >0, V(1,5) € [0, 1)%.
Bizonyitas. 1. eset: 0 <s<t¢
Ekkor

1

Gi(t,s) = a(bIZ +ap—t-apn)- (b —s-an)
1

= a(blz—i-alz- (1 —l‘)) . (bll —S-Clll).

Lathatd, hogy

1
e — >0,
o]
e (bix+app-(1—1)) >0, mivel b;j,a;j,1 —1 >0,
o —ayaip+biiaip—an by >0=apn(—an+bi) >anbp>0=—a+b;; >0=
byjy >an >s-an =byy—s-a;1 >0
2.eset: 0<r <y .
Ekkor G(z,s) = E(b“ —t-ay)- (b1p+app —s-app) > 0 a fentihez hasonlé gondo-
1

latmenet alapjan.
|

4.2 Lemma. (A G,(t,s) tulajdonsdga, 2)
Gi(s,s), 0<s<t
Gl(t’s)g{ Gi(t,1), 0<r<s.

Bizonyitas. Mindkét esetben egyszer(ien beldthat6 az adott egyenlStlenség. Példaul az elsé
esetben:
Gi(t,s) < Gi(s,s) & —t-ap < —s-ap<0<s<t

4.3 Lemma. (A G,(t,s) tulajdonsdga, 3)
Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket

1
nh= sup{a(6b11b12+361 —|—2a11a12)/t € I},
1

1
4% :SUP{a(b12+a12—t'012)'(b11 —t-ay)/t GI}

12



— 3ab 1 11
és o = —NA2 T30 ~r=¢ oo (3’12) valamint
301 3 4 a > 3
1
01 = sup {5 (6b21b22 +30, —|—2a21a22) /t € I},
2
1
6= sup {a(bzz +an —t-azz) . (b21 —l‘-azl)/l‘ € I}
—apjax + 3az by 1 o1 ﬁ S (l l)
és ﬁ = > -, A= 3712 .
30 3 6 p=>3
1 1
Ekkorsup | Gi(t,s)ds <T'éssup [ Ga(t,s)ds <A

tel JO tel JO

Bizonyitas. A bizonyitdshoz az el6z6 két lemmat hasznaljuk.

1 1
/G1(s,s)ds:/ —(b1y+ayp —s-ap)-(byy —s-ap)ds
0 0 O1
1 !
= ;1/0 bi1biy +aibiy —s(ai by +apbi +anan) + s*anapds
1 1 1
=5 (b11b12+“12b11)_5(“11b12+a12b11+011012)+§-a11a12

1
= %o [6b11b12 +3ai2b1 —3ai1biz — aran)
(9]

1
= —[6b11b12+301 +2ay1a12],
661

1 1 1
/Gl(t,t)dS:/ —(bip+app—t-ap) (b1 —t-ay)ds
0 0 O
1
:a(b12+012_t'012)'(b11_t'all)-

Ezek alapjén:

1
1 6_(6b11b12+361+2a“a12>’ 0<s<t
/ Gi(t,s)ds < 161
0 ;(b12+a12_t‘al2)'(b11_t‘all)a 0<r<s
1

1
Tehdt sup | Gi(t,s)ds = max{y;,p}.
tel J0
Vizsgéljuk a y;-et, a -6t valamint ezek maximumat:

13



1
"= sup{§(6b11b12 + 30 +2a11a12)/t € I}
1

1
——(6b11b12+301 +2a11a12)
661

1
}/2:sup{a(blz—i—alz—t-au)-(b11—t-an)/t EI}

1
= sup {b11b12 +apbi —t(ainbyy +anbia +ajan) + 12 -ayan/t € 1}

1 1
= a(bllbu"‘alzbll) —l—asup{tz -a11a12—t(a12b11 +ay1bp —|—a11a12)/t € I}

Viszont
t*-apja —t(anby +anbi +anan) <0
& t-apay — (apbi +anbiy +anap) <0
& 0<(1—1)-anapp+anby +ai b,
ami igaz.

Mivel a O értéket fel is veszi a kifejezés a t = 0 esetben

= sup {tz-analz —t(alzbll +a11b12+a11a12)/t € I} =0

Tehat
1
= —(6b11b12+ 301 +2
4l 60'1( 11012+ 301 + anan)
_bubn 1 anan
(o] 2 301 ’

1
Y2 = —bubia+ —ab.
O] O]

11 I
Ebbdl kovetkezik, hogy max {7, } = { nooe (s ’12) , vagyis / Gy (t,s) <T.
r oz3 0

1
Hasonldan kapjuk, hogy / Gs(t,s) <A.
0
[

4.1 A megoldas létezése, egyértelmiisége és Ulam-Hyers stabilitiasa a Perov tétel alkal-
mazasaval

Megjegyzés. A (4.1)-es egyenletrendszerben szerepls f és g fiiggvények Lipschitz tulajdon-
sdguak a mdsodik és a harmadik véltozoban a (3.1)-es definici6 alapjan, ha 1éteznek olyan a;,
b, pozitiv valds szamok, i € {1,2}, és
{ |f(s,x,y) —f(S,in,j}N < al|x_f| +b1|y_37|7 Vx,y,fk}ge R (49)
|g(s,x,y) - g(s,x,f)ﬂ S a2|x_ﬂ +b2|y _37]7 Vx,y7x,y eR
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4.1 Tétel. Tekintsiik a (4.1)-es egyenletrendszert. Ha f és g Lipschitz tulajdonsdgi fiiggvé-
al - bl T
a-A by-A
pontosan egy (x*,y"*) megolddsa.

nyek és és Mra = ) nulldhoz konvergdlo mdtrix, akkor a rendszernek létezik

Bizonyitas. Igazoljuk a Perov tétel segitségével, hogy a (4.8)-as operatornak egyetlen fixpontja
van. A Perov tétel alkalmazaséhoz igazoljuk, hogy 1étezik M € .#»(R ) nulldhoz konvergal6
matrix dgy, hogy barmely u = (x,y) € (€[0,1])?, i = (X,y) € (€¢[0,1])? esetén

70~ @] < M- e,
ahol
Jull = filf7 ) o= € w012

és || - || @ maximumnormat jeldli, vagyis ||x||« = rn[ax] |x()].
t€|0,1
A fenti cél érdekében végezziik el a kovetkezd majordlasokat:

1
|T1(x,y) (1) = T1(x,5) (1) | = ‘/0 Gi(t,5) - (f(s,x(5),y(5)) — f(5,(s5),5(5))) ds

1
< (arllx=Fle+ b1l =5) [ [G1(09)]ds
A4.1,4.2,4.3-as lemmdk alapjan

171(x,y) = T1 (,3)[[e0 < T+ (a1]]x = X]o + D1 |y = )

Hasonl6 gondolatmenet alapjin

1T2(x,y) = To(%,9)lle0 < A+ (@2]lx = Floo + b2y = 1)

ahol a (4.1)-es tétel elotti jeloléseket hasznéltuk.
Tehat

7 - 7@ = 17) - 16N = [0~ A )

< a-I' by-T' ) ||x—ﬂ|m
- az-A bz-A ||y—ﬂ|m
= Mra - [|u—ul|

Tehdt a T kontraktiv operétor, vagyis az I fejezet 2.4-os tétele alapjén létezik u* = (x*,y*)
T-nek egyetlen fixpontja. Ez implikdlja a rendszer egyértelmi megoldasdnak létezését. |

Vi

4.2 Tétel. Az eldzd tétel feltételei mellett a (4.1)-es rendszer az I fejezet 2.5-es tétele alapjdn
Ulam-Hyers stabil.

Bizonyitas. Az I fejezet 2.5-es tétele alapjan a kontraktiv operatorok Ulam-Hyers stabilak.
A (4.1)-es rendszerhez rendelt T operator kontraktiv, vagyis a T (u#) = u fixpontfeladat Ulam-
Hyers stabil, ami implikalja a rendszer Ulam-Hyers stabilitasat. |
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4.2 A megoldas létezése a Schauder tétel alkalmazasaval

Megjegyzés. Legyenek f és g legfennebb linedrisan ndvekvd fiiggvények, vagyis az (3.2)-es
definici6 alapjan 1éteznek a;, b;, c;,i € {1,2} pozitiv valés szamok gy, hogy Vx,y € R esetén

|f(s,2,9)] < ar|x[+bi]y|+ ¢ (4.10)
|g(s,x,)| < az|x| + ba|y| + c2. .

Legyen My = ( Z; :Z Z; :Z ) ahol " és A a (4.1)-es tételbeli jelolések.

4.3 Tétel. Ha a (4.1)-es rendszerben szerepld f és g fiiggvények legfennebb linedris novekedésiiek
és Mra nulldhoz konvergdlo mdtrix, akkor a rendszernek létezik legaldbb egy (x*,y*) megolddsa.

Bizonyitas. Ismét a (4.8)-as funkcionalrdl bizonyitjuk hogy van legaldbb egy fixpontja. A
linedris novekedési feltétel miatt a Schauder tételt (I fejezet 2.3-as tétel) fogjuk alkalmazni.
Ehhez keresniink kell egy D C (%[0, 1])? nemiires, zért, korltos és konvex halmazt, melyre
T(D) CD.

A 4.1-es tétel jeloléseit haszndlva a bizonyitds alapjan felirhatjuk, hogy

1
/’QQJWBSR
0

1
/ﬁ@@mmgA
0

A (4.7)-es jelolés, az f novekedési tulajdonsiga €s a fenti megjegyz€s alapjan:

173 (x,3) e < T(ar|lx][eo + 1 [yl + 1)

I T2(x,3) e < A(az||x]|oo 4 b2]]y]]eo + C2)

Vagyis

T
T(u)|| =||T (x, = 173
Iir@i=lreali=( |l
_(al borY (|l
T\ @A bhA [1]]e=
[ %] | oo ) ( il )
i ( [11]eo 24
Keressiik meg R, R, € R, szamokat, melyekre ha ||x|| < Rj és ||y||e < R, akkor
|71 (x,9)]|e0 < Ry Es ||Ta(x,Y)]]e < R, vagyis ha

u € B(R1,R2) = {(x,y) € (10,1])° : [|x]|eo < Ry, |Iylleo < R2},

akkor T'(u) € B(R1,R2).
A nullmétrix tulajdonségait figyelembevéve ehhez elégséges, hogy az

(5 )zt ()
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egyenlGtlenség teljesiiljon, és akkor az I fejezet 2.3-as tétele alapjdn a 7' operdtornak 1étezik
legalabb egy fixpontja, vagyis a (4.1)-es rendszernek is. |

Megjegyzés. A fenti esetben a megjelent Green-fiiggvényeket meg tudtuk majordlni a perem-
feltételekben szerepld egyiitthatok segitségével. Igy lattuk hogy hogyan kell megszerkeszteni a
megfeleld matrixot, ami nulldhoz konvergalo kell legyen. Viszont azt is lathattuk, hogy a Green-
fliggvények elagazo fiiggvények, melyek mindkét 4gukon folytonosak, tehdt megmajoralhatjuk
Oket anélkiil, hogy expliciten megkeresnénk a majoranst.

Ezt kihasznalva a 2.3-as alfejezetben megvizsgaljuk hogy a peremfeltételek altaldnositasaval
hogyan kezelhetjiik a 1étezést és az egyértelmiiséget.

4.3 A bilokalis peremfeltételek altalanositasa

Legyenek a peremfeltételek az a;, B : €0, 1] — R, i € {1,2} linedris és folytonos funkciondlokon
keresztiil a kovetkezdképpen altaldnositva:

¢ ) = —f(x(0) (1)) 1€ [0,1] =1
i - SHea0)
X(1) = o 4] @) 1)
¥(0) = foly] ()

L y(1) = BilY] (4)

Integréljuk az elsd egyenletet a [0,#;] intervallumon és alkalmazzuk rd az ; funkciondlt:
5l
K (1) =(0) == [ f5.2(9),5(6))ds = fi(0) (4.12)

= oy [x'] — a[x] - e [1] = oy [ 1]
= x(1) = oplx] - o [1] + 0 [ f1]. (4.13)

A (4.12)-as egyenletet a [0,7,] intervallumon integrdlva, a r, = 1 helyettesitést elvégezve, a
kapott egyenletet vonjuk ki a (4.13)-es egyenletbdl és fejezziik ki az x(0)-at. Igy azt kapjuk,
hogy

(0) = ol (o [1] 1 1) 4 en 7]+ [ (1)), (5))ds— [ )7 (5,5(5). 35,

ahol fi(1) = — [ (5.x(5),¥(5))ds.

Hasonldan

() = Bob) B8] 44— 1) + Bl + [ (1)), v(6))ds — [ (6 9)7(s.(6), (),

ahol g;(¢) = —/Otg(s,x(s),y(s))ds.
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Legyenek a 71, T> : (¢[0,1])?> — [0, 1] funkcionalok tgy, hogy:
(

i) (1) = colel(enl1) 1 1)+ cal i)+ [ (15105505, (s))ds
— [ =) 7Gs.x(5) )

o (00)(0) = Bobl (Bil1) 1= 1) + Bia] + [ (1 5)7(5,x(5),0(5))ds
— [ = 9)705.505) )

\

Igya T :(%[0,1])> — (€[0,1])?, T = (T}, T») teljesen folytonos funkcionalhoz tartozé fixpont
feladat megoldésa elvezet a (4.11)-es differencidlegyenlet rendszer megoldasahoz.

4.4 A megoldas létezése, egyértelmiisége és Ulam-Hyers stabilitasa az altalanos perem-
feltételek mellett a Perov tétel alkalmazasaval

4.4 Tétel. Legyenek f és g Lipschitz tulajdonsdgiiak, azaz teljesitsék a (4.9)-es feltételt.

Legyen My = ( llow||([ea ][+ 1) +ai([[oa][+2)  bi(||eul[+2)

lldhoz ki ilo
[1Bol ([1B1][+ D) +ax([[Bi][+2)  ba(][Br][+2) ) s romrersere
madtrix. Ekkor a (4.11)-es rendszer Ulam-Hyers stabil és létezik egyértelmii megolddsa.

Bizonyitas. Ekkor |7 (x,y)(t) — T1(x,y)(t)| =
- ‘(ao[x—ﬂ) (onl1] 41— 1) b lfi =7+ [ (1) (7o), (6)) — £ 5,051, 505) ) s
— =) (655().5(5)) ~ S 5.7),505))) s

< ol [ea{1] 1 1| fen i~ Fl| + 10051 5x().(6)) — 15, 505) 505D

[ =Sl £5.306),5(6)) = (5,750, 5(5)) s

< lleol|-[lx — Fllofoa[1] + £ — 1] +[[ea] |- |l ~ Fill-

5205505 — s 76D + [ 5705505, 55) — s, 751, 5050 s
Tgy (|71 (x,y) = T1(%,3) || <

< llaoll(leall+ 1)[lx =3l + [lea|| - (@1 ]}x = X[]oo + b1 ][y = Flleo) + 2 (@1 ]Jx = X[o + b1 [y — F1|o)
= (llooll(llea I+ 1) +ai([loa || +2)) [lx = 3o + (b1 ([0t [ +2)) [[y = F1lo

és teljesen hasonldan

17(x,y) = T (E3)leo < ([1Bol (118114 1) +az (1Bl +2) ) [|x =X ]eo+ (B2 ([1B1 1 4+2) ) [ [y = ]o-
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Tehat megkaptuk a kivant majoralast:

ool [(leall + 1) +ar(lall +2) billen][+2) \ ([l
[T ()l < ( IBollCIBUI+ D)+ ax(IBill +2) Ba(lIBull +2) )( 1y =31l )

P ( [ lx = X0 )
BNy = e

Tehdt a T kontraktiv operator, vagyis az I fejezet 2.4-os tétele alapjan egyetlen u* = (x*,y*)
1étezik ugy, hogy T (u) = u és az I fejezet 2.5-es tétele alapjan a fixpontprobléma Ulam-Hyers
stabil. Mindez implikdlja a rendszer egyértelmli megoldasanak 1étezését és Ulam-Hyers stabi-

litasat.
|
4.5 A megoldas létezése altalanositott peremfeltételek mellett a Schauder tétel segit-

ségével

4.5 Tétel. Ha a (4.11)-es rendszerben szerepld f és g fiiggvények legfennebb linedris nove-
kedésiiek (vagyis teljesitik a (4.10)-es feltételt) és Myg nulldhoz konvergdlo matrix, akkor a
rendszernek létezik legaldbb egy (x*,y*) megolddsa.

Bizonyitas. A Schauder tétel alkalmazésahoz keressiik a D C ([0, 1])? nemiires, z4rt, korlatos
és konvex halmazt, melyre igaz, hogy T'(D) C D.
Ehhez vizsgdljuk a | T} (x,y)(z)|-t.

(a0l (1] +1 = 1) +anlfi]+ | (1= ) F(s.x(5), () s — JA (6= )£ (5,x(5),y(s))ds
< ||060||-|IXI|oo|061[1]+t—1\+||061||-||f1||oo+/01|(1—S)I\f(S»X(S),y(S))\dS
+ [ =l 5,1(5),5(5)) s

t
< ol ko111~ 1]+ Gl b1 ) (14 15 ) + -1l

Hasonl6an majoralhatjuk a 7> (x,y)()-t. Ha ¢-vel szuprémumra tériink, a kovetkezd egyen-
16tlenséget irhatjuk fel:

e ( i )+ (iR
Ahhoz, hogy a kivant halmazt megkapjuk, keressiik az R1,R, € R szdmokat, melyekre ha
[xlleo < Ry €s [[¥]|e < Ro, akkor ||Ti(x,y)[|ee < Ry €s |[T2(x,y)l|eo < R, vagyis ha
u € B(Ry,Ry) = {(x,) € (€[0,1])* : [xl|eo < Ry, [yl]o < Ro},
akkor T'(u) € B(R1,R»).
Ehhez elégséges, hogy ( Ilg; ) >(I—M)™! ( ZEHO?H +2) > teljesiiljon. [
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5 Polilokalis feltétel
Tekintsiik a kovetkezd polilokalis feltételti masodfoku differencidlegyenlet rendszert:

( (f) ( x(t), (f)) te0,1]=

(5.1)

azy (0)+521y(1) 0
( any(0)+bpy(1)=0 (4)

Ahol f,g: [0,1] x R? — R Carathéodory fiiggvények, a;, bij, valés szamok, i, j € {1,2}, és
a1 +b11 #0,a12+b12 #0, ax +bay #0, axn + by # 0.
Az els6 differencidlegyenletet integraljuk a [0,7;] intervallumon, ahol ¢ € I. Ekkor:

5]
K1) =2(0) == [ fs.5().5(5))ds
A 11 = 1 esetén azt kapjuk, hogy

V(1) ~(0) =~ [ 7(s.1(5).5(5))ds

viszont az (1)-b8l X' (1)-et kifejezve és visszahelyettesitve azt kapjuk, hogy

oy= b [’ s,x(s),y(s))ds
?(0) = 2t [ flsix(s).5(9))ds

Igy
V) = P [ psa(s) (6 — [ 7Gs,x(6)v(5))ds
an+bi T '
Az igy kapott egyenletet integraljuk a [0, 1] 1ntervallum0n, ahol 1| < tp:
()20 =t [ ts.x(9) s — [ [ sxts),v(s))asd
x() —x 5,x(s),y(s))ds — 5,x(s),y(s))dsdt;.
? > an +biy 0o Jo Y :

Ismét 1, = 1-et helyettesétiink a fenti egyenletbe, majd kifejezziik a (2)-b8l az x(1)-et

1
W) =50 = P [ ), 60— [ (18] s.5),0(5))ds
1
x(1) = x(0) = /O (L—lﬂ) - F(5,%(s),(s))ds

ail +by

0 (1422 ) = [ = 1) (906
0 = 2 [T ()6

ap+biaJo \ai+bi
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Tehat

b ! ary b1 !
)= 2 [ ) o)t P [ st p(s)d

_ /O[(; —5) - f(s,x(s),y(s))ds

! ai -bi b1» b1y )
/0 ((011+b11)(a12+b12) ap+biy e f( ( ) y( ))

_/Ot(t—s).f(s x( ) ( ))ds
:/01Gl(t,s)-f(s,x(s)7y(s))ds,

ahol Gy : [0,1]x [0,1] > R

~

air bz b2 b

—S- +t- —(t—s
(a11+b11)(an+b12) ap+bio ajr+bn (1=5)
G _ 0<s<t
1(,5) = air-bia b2 . b
—s. .
(a11+b11) (a2 +b12) aip+bin ayr+bn
L 0<r<s
( aii-bi g M2 dn
(a11+b11)(ain+b12) ap+bio aii+bi
_ ) 0<s<t
- aii-bip . b L b
(a1 +b11)(ain+b12) aip+bin ayi+bn
0<r<s

Hasonl6an y(z) / Ga(t,s) - g(s,x(s),y(s))ds, ahol G, : [0,1] x [0,1] — R, és

a1 - b b2,
(6121 +by1)(axn +b2) axn +bx azi +bay
G B 0<s<y¢
2(t,5) = a1 -bxp ba L by
_S .
(a21 +ba1)(axn +b2) axn +bx azi +bay
0<r<s

\

Legyen I € R, ugy, hogy |Gi(z,s)| <T és A € R, ugy, hogy |Ga(z,s)| < A.
Legyenek

0= [ G1(6:9)-7(5.1(5).3(5))ds
D))= [ Galoss) gls,2(5),0(5))ds
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és T : (€¢[0,1])* — (€[0,1])%, T = (T1,T>) teljesen folytonos funkcional.
Ekkor a T (u) = u fixpontfeladat Vu* = (x*,y*) € (€[0,1])* megolddsa kielégiti a (5.1)-es
rendszert.

5.1 A polilokalis peremfeltételii rendszer megoldasanak létezése és egyértelmiisége a
Perov tétel alkalmazasaval

Legyenek f és g Lipschitz tulajdonsagu fiiggvények, vagyis barmely x,y,x,y € R:

{ \f(s,x,y) —f(s,f&)\ < al‘x_)a "‘blb’_ﬂ
|g(s,x,y) — g(s,%,y)| < aa|x — x| +ba|y -]

ahol a;, b; valés szamok Vi € {1,2}.
5.1 Tétel. Ha f és g Lipschitz tulajdonsdgii fiiggvények és létezik I és A a fenti modon és az

Mrpp = ( Z; Z Z; g ) nulldahoz konvergdl, akkor a (5.1)-es rendszernek pontosan egy megolddsa

van.
Bizonyitas. Az el6z06 alfejezetben latott moédszerhez hasonléan majoraljuk a
|71 (x,y) (1) = T (x, ) (1)

kifejezést. Végeredményiil azt kapjuk, hogy

173(x,y) = T1 (%, 3)l]e0 <T@ = oo + b1y = 3]eo]

1T2(x,) = T2 (%,5) |0 < Alaz]lx —X[oo + b2y — J1|-o]

vagyis
1T () =T @] =T (x,y) = T(EI)| = ( H%gi; - gg%H: )

< al bl (O [lr—xl
—\ ;A bh)A [y — ¥|eo

= Mra - ||u—u]|

5.2 A megoldas létezése a Schauder tétel segitségével

5.2 Tétel. Ha a (5.1)-es rendszerben szereplé f és g fiiggvények legfennebb linedris nove-
kedéstiek (vagyis teljesitik a (4.10)-es feltételt) és Mrp nulldhoz konvergdlo mdtrix, akkor a
rendszernek létezik legaldbb egy (x*,y*) megolddsa.

Bizonyit4s. A Schauder tétel alkalmazasdhoz keressiil a D C (€’[0, 1])? nemiires, zart, korldtos
és konvex halmazt, melyre igaz, hogy T'(D) C D.
Ehhez vizsgdljuk a | T} (x,y)(2)|-t.
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1
|71 (x,y) (1)] S/O |G1(2,5)] - f (5,x(5),y(s)|ds
< T(ai]lxlles +b1l[y[[o + 1)

Végeredményiil:

T(u)|| < My - +
Irl < e ( {5l )+ (&

Ahhoz, hogy a kivant halmazt megkapjuk, keressiik az R, R, € R, szdmokat, melyekre ha
u € B(R1,R2) = {(x,y) € (€[0,1])? : ||x|| < R1,|[Y|]e < R2}, akkor T (u) € B(Ry,Ry).

4z Rl —1 Clr
> —
Ehhez elégséges, hogy ( Ry ) >(I—-M) ( A
Tehat az I fejezet 2.3-as tétele alapjan a bizonyités teljes.

teljestiljon.

6 A peremfeltételek altalanositasa

Most vizsgaljuk azt az dltalanositott peremfeltételt, amikor az x(0) és az x'(0) értékeket is-
merjiik valamilyen o, B : €[0,1] — R, i € {1,2} linedris és folytonos funkciondlokon keresztiil:

CX() = —f(rx(0)y(0) 1€ 0,1]=1
yl(/ét))_: _tg(]nx(t)vy(t)) (1)
(0)— el @) (6.1
y(0) = Boly] (3)

L Y(0)=Bily (4)

Integréljuk az els§ egyenletet a [0,7;] intervallumon, majd a kapott egyenletet integraljuk a
[0,7] intervallumon. Igy azt kapjuk, hogy:

t
(1) = o] + - el = [ (1=5)f(5.x(5),(5))ds: ©2)
Legyenek 71, T» : (€]0,1])? — %[0, 1] funkciondlok tigy, hogy:

Ti(x,y)(t) = oo[x] +1- o [x] — /0 (1= 5)f(5,x(5).3(s))ds
T (x,y)(t) = Bolx] +1- B [x] - /0 (1= 5)g(s.x().5(s))ds

IgyaT: (€[0,1])?> — (€]0,1])%, T = (T1, T») teljesen folytonos funkcionalhoz tartozé fixpont
feladat megoldésa elvezet a (6.1)-es differencidlegyenlet rendszer megoldaséhoz.

|l + a1+ |Jeu ]| by
1Bo+az+||Bil| b2
fiiggvények Lipschitz tulajdnosdguak, akkor a (6.1)-es rendszer Ulam-Hyers stabil és létezik
egyértelmii megolddsa.

6.1 Tétel. Ha az M = ( > mdtrix nulldhoz konvergdlo és az f és g
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Bizonyitas. A T (u) = u fixpontfeladat megoldasahoz alkalmazzuk a Perov tétel. Ezért irjuk fel
a |Ti(x,y) (1) = Ti(x,y) (1) |-t

— a3+ 1-cal =3~ [ (1-9)(£(5:x(5).(5) ~ £(5.5.5))ds
< 1] lfv= o - el [T+ [ =] ss2(6),9(6)) = S (575l ds
< 100l =Tt ]l =T+ =Tl + 111y =511-) [ e sl

||| +a1+[laa | by ) , ( [ br = ]| )
[Boll +ax+[Bill b2 [y =Me /)
A Perov tétel (els fejezet, 2.6-os tétel) alapjan tehdt 1étezik egyetlen fixpontja a T'(u) = u
fixpontfeladatnak. A 2.7-es tétel alapjdn pedig a fixpontfeladat Ulam-Hyers stabil. Mindez
implikdlja a rendszer stabilitasat €s azt is, hogy a rendszernek 1étezik egyértelmi megolddsa. B

b
6.2 Tétel. Ha a fent megadott M = [|oof| +ar +loa || by
@ a jent megado (||l30||+a2+||l31|| by

és az f és g fiiggvények legfennebb linedris novekedésiiek, akkor a (6.1)-es rendszernek van
legaldbb egy megoldasa.

Szuprémumra térve kapjuk, hogy ||T(u) — T (u)|| < (

) madtrix nulldhoz konvergdlo

Bizonyitas. A Schauder tétel alkalmazisdhoz keressiink egy D C (%[0, 1])? nemiires, zrt, ko-
rldtos és konvex halmazt tgy, hogy T(D) C D.

73 03)(0)] = [aolel+r-cala] = [ (¢ =5)(5:2(5).5(6))ds]
< Joalal + - Joa o)l = [l =s]- 1/ (5,5(5).5(6))lds

t
< HaoH'IIXI!oon\-HOtlH'HXHer/O 1]+ (ar|x(s)[1[y(s)] +c1)ds

Hasonl6an majordlhatjuk a 75 (x,y)()-t. t-vel szuprémumra térve a kovetkezd egyenlGtlen-

séget irhatjuk fel:
[[o¢ = X ) < €1 )
Tu|l <M- +
irat <=3l )+ (¢
Ahhoz, hogy a kivant halmazt megkapjuk, keressiik az R1,R, € R szdmokat, melyekre ha
u € B(R1,R2) = {(x,y) € (€[0,1])* : ||x]|ec < R1,|[Y|]ec < R2}, akkor T (u) € B(Ry,Ry).

Ehhez elégséges, hogy ( gl ) >(I—M)"! ( gl ) teljesiiljon. [
2 2

Megjegyzés. A fenti (6.1)-es dltaldnos peremfeltételd rendszerbdl az o, B; funkciondlok megvalasztasa-
val visszakaphatjuk a (4.1)-s és a (5.1)-es rendszereket. Péld4ul a (6.1)-es rendszert kapjuk, ha

ool = —21¢(0)
arg
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OCQ[X] = 6112)((1> +b12x(0) —x’(O).

Ezek a funkcionalok linearisak.
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