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1. Bevezetés

A kvantuminformatika alapotletéhez legegyszeriibben a Moore-torvényként elhirestilt
empirikus megfigyelés alapjan juthatunk el. Gordon Moore, az Intel egyik alapitdja publikalta
1965-ben [1] felfedezését arrdl a hosszu tava trendrdl, miszerint egy integralt aramkorben
koltséghatékonyan elhelyezhetd tranzisztorok szdma nagyjabol kétévente megduplazodik. Az
Osszefliggés maig pontosnak bizonyult, és ezzel egyidejlileg folyamatos méretcsokkenés is
megfigyelhetd az integralt aramkordk vilagdban, ami azt jelenti, hogy ha ez a trend
folytatddik, akkor elébb vagy utdbb eljutunk arra a pontra, ahol egy bitnyi informaciét egy

atomban kell tarolnunk.
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Ilyen mérettartomanyban mar a kvantummechanika torvényei érvényesek, ami jelentds
mukodésbeli kiillonbségeket fog jelenteni a mostani szamitogépekhez képest. Ennek a
kihangsulyozéasara az igy térolt biteket kvantumbiteknek (vagy rdviden qubitnek) szokas
nevezni, az ezekkel operalo szamitdégépeket kvantumszamitogépeknek, altalanossagban pedig
a kvantummechanikdn alapuld informéciotarolést, feldolgozast és tovabbitast Osszefoglald
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Ahhoz, hogy kvantumszinten taroljunk digitalis informaciot, olyan kvantummechanikai
objektumokra van sziikséglink, melyek legalabb két, mérésekkel jol megkiilonboztethetd
allapottal rendelkeznek. Ilyen lehet példaul az elektronok, vagy atommagok spinje
(perdiilete), fotonok fliggdleges, vagy vizszintes polarizacidja, esetleg elektronok jelenléte,
vagy hianya arany és gallium-arzenid nanopottyokon (vagyis igen kisméretli, legfeljebb
néhany ezer atombol 4ll6 kristalyokon).

A teriilet elméleti hattere ma mar részletesen kidolgozott, amibdl pontosan tudjuk, hogy a
kvantuminformatika szdmos olyan alkalmazasi lehetdséget rejt magéban, ami klasszikus
algoritmusokkal nem megvalosithato. Példaul az ugynevezett Grover algoritmus [3], mely
nagy, rendezetlen adatbazisban valosit meg keresést rendkiviil hatékonyan, a Peter Shor
nevével fémjelzett primfaktorizacios algoritmus [4] pedig polinomidlis id6 alatt képes feltdrni
az RSA titkositast. Kommunikacioban a kvantumkriptografiai algoritmusok [5] [6] [7],
melyek tokéletes feltorhetetlenséget biztosithatnak, és az igynevezett szuperstiri kodolas [7],
mely képes megduplazni az atvitt informacido mennyiségét, csak néhany példa a sok koziil.

Ennek ellenére a kvantuminformatika relative lassan fejlédo tertilet, ami részben annak
koszonhetd, hogy a kvantummechanika absztrakt természete miatt az elmélet nehezen érthetd,
a helyzetet pedig csak rontja, hogy eddig nem létezetett olyan reprezentacid, mely klasszikus
analdgiaval vezetné be a tobb kvantumbitbdl all6 rendszerek viselkedését. Ez a dolgozat egy
ilyen reprezentaciot mutat be, téglalapokkal és fekete-fehér szinezéssel jelenitve meg az egyes
kvantumbiteket, a bitek kozti Osszefiiggéséket pedig a téglalapok rekurziv egymdasmellé
helyezésével, és fraktalok alkotasaval hozza 6sszefiiggésbe.

2. Kvantuminformatikai alapismeretek

Az elmélet szerint a kvantumbitek viselkedése fliggetlen attol, hogy pontosan milyen
fizikai objektum (példaul elektron vagy foton) hordozza az informaéciot, €s attdl is, hogy az
adott objektumnak melyik tulajdonsagdba van kodolva az informdacio (példaul egy foton
polarizacidja vagy fazisa is hordozhat informdciot), igy a tovabbiakban errél nem beszéliink
részletesebben. Az itt kovetkezd részben azokrdl az alapvetd Osszefliggésekrdl lesz szo,
melyek minden kvantuminformatikai rendszerre érvényesek, az alkalmazds céljatol és
megvaldsitas modjatol fliggetlentil.

2.1. A kvantummechanika alaptérvényei

Az allapot

Fiiggetleniil attdl, milyen fizikai rendszer hordozza az informacidt, az ilyen rendszerek
allapotait minden esetben az ugynevezett Hilbert tér egy vektoraként reprezentaljuk. Ez egy —
komplex szamtest felett értelmezett — linedris vektortér, mely altalaban végtelen dimenzios, de
a kvantuminformatikaban 4altalaban csak kétdimenzids altereivel foglalkozunk. A
kétdimenzids altérben vélasztott ortonormalt bazis vektorait tekintjiik a bit 0 és 1 értékének,
¢s az altérben taldlhatd vektorokat az tigynevezett bra-ket formalizmus szerint specialis

zardjelekbe tett betlikként, vagy szamokként szokas jeldlni. A bazisvektorok jele példaul: |O>

€s |1> . Mivel a vektortér linearis, ezért egy kétallapotu fizikai rendszer nem csak a |0> €s |1>

allapotok valamelyikében lehet, hanem ezeknek tetszéleges komplex szamokkal képzett
linarkombindacidja is lehetséges:



ly)=24|0)+b|l) a,beC (1)
Ez az Ggynevezett szuperpozicio.
ldofejlodés

Az allapotok iddbeli megvaltozasat a Hibert tér vektorira hato unitér operatorokkal lehet
leirni. Ezeket jelolésben kalappal ellatott nagybetiikkel szoktuk megjeleniteni, példaul:

U

v) =) 2)

Mivel a leirds statisztikus jellegli (vagyis szemben példdul a newtoni mechanikéval,
melyben arra a kérdésre kerestiik vélaszt, hogy egy adott ¢ idOpillanatban milyen allapotban
van egy adott test - példaul hol van, vagy milyen sebességgel mozog - addig a
kvantummechanika olyan kérdésekre ad valaszt, hogy milyen valoszintiséggel van egy adott
pillanatban a vizsgalt részecske egy adott allapotban - példadul egy adott helyen). Az
allapothoz tartozo6 valoszinliség nem mas, mint a megfeleld allapotvektorhoz tartozé komplex
egylitthato abszolut érték négyzete.

) =dgyssiy: {04 5

Ez alapjan a komplex egyiitthatokat valdszinliségi amplitidonak, vagy roviden
amplitidonak nevezziik. (Ennek fényében az is lathato, hogy az Osszes lehetséges allapothoz
tartozd egyiitthatd abszolut értékének négyzetosszege egyet kell, hogy adjon, hiszen a
részecskének biztosan lennie kell valamilyen allapotban).

PO =ldl”| e 4 —
P@):W} ol +lpl" =1 (4)

Meéreés

Azt, hogy pontosan milyen allapotban van a részecske, méréssel allapithatjuk meg, ami
(szemben a klasszikus fizikaval) befolyasolja a rendszert. Azt, hogy mik a lehetséges
allapotok, amiben a rendszeriinket talalhatjuk, a mérési Gsszedllitas hatdrozza meg: példaul
egy fliggdleges ¢és vizszintes polarizacidé mérésére alkalmas berendezés a beérkezd fotont
mindig e két allapot valamelyikében fogja taldlni, viszont ha negyvendt fokkal elforgatjuk a
berendezést, mindig két atldos polarizaciot regisztral az eszkoziink. Azt viszont, hogy a
részecskét milyen valoszintiséggel talaljuk egy adott allapotban, ezzel nem lehet befolyasolni,
tehat fliggetlentil a mérés elvétdl, két méromiiszer nem ad mas mérési eredményt, sét, az sem
valtoztatja meg a mért allapotok valdszinliségét, ha mas lehetséges allapotokat kezdiink
keresni. Ha elforgatjuk a detektorunkat, az 0j valdszintiségeket a Hilbert tér egy bazis
transzformdciodja alapjan lehet szamolni. Fontos tudni, hogy két allapotot csak akkor tudunk
egyértelmiien megkiilonboztetni egymastol, ha azok egymasra a Hilbert térben ortogonalisak.

Ha egy altalanos normalt allapoton valositunk meg mérést, akkor a kovetkezd

valoszinliséggel kapunk egy adott |(p> normalt vektorhoz tartozo6 allapotot:



[v) =a,]0)+a,[1)
|9) =b4[0)+b]1) 5)
PQ(P>): ‘<(P|W>‘2 = ‘aobo* + albl*‘

Ahol a <(p

hasznalt vektorunk nem normalt, a valosziniiséget még le kell osztanunk annak hosszéaval.)
Amennyiben a ket vektorokat komplex értékii oszlopvektoroknak képzeljiik, akkor a bra
vektorok ezek konjugalt transzponaltjaiként sorvektorok lesznek, a kettejiik szorzata pedig a
szokasos értelemben vett skaldrszorzat.

Amennyiben a mérést ugyanabban a bazisban végezziik, amiben leirtuk a rendszert, mas

, igynevezett bra vektor a |(p> ket vektor adjungaltja. (Ha a rendszer leirasara

szoval annak a valoszinliségét keressiik, hogy a rendszeriink egy |n> normalt bazisvektornak

megfeleld allapotban van, akkor az Osszefiiggés a (6) képletnek megfeleléen egyszeriisodik,
vagyis visszakapjuk a (4) Osszefliggést.

|v) =a]0)+b|1)

Ha:

[n) =[0)

P(0))=[o )" =l (6)
Ha:

p(1)=[(1hv) =[bf

A tovabbiakban feltételezziik, hogy a mérés a leirdshoz hasznalatos béazisban torténik, és
bazis transzformaciot sehol nem alkalmazunk.

A masik méréssel kapcsolatos fontos tudnivald, hogy mivel befolyasolja az allapotot,
vannak olyan informéciok, amiket egyidejlileg (vagyis egymas utani mérésekkel) nem lehet
kinyerni a rendszerbdl: példaul nem lehet megallapitani egyidejiileg egy részecske helyét és
sebességét, mivel az egyik mérése a masikat befolyasolja. (A vizsgélt rendszeriink a mérés
utan a mért |(p> allapotba kertil.)

Erdemes még megjegyezni, hogy mivel a mérésekkel az amplitidok abszolut érték
négyzetérdl szerezhetiink informaciot, ezért egy egységnyi abszolut értékii komplex szammal
valo szorzas nem valtoztatja a mérés végeredményét. Ezt a szamot globalis fazisfaktornak
szokés nevezni, és mivel ez nem mérhetd, tekinthetjiik a leirds altal mesterségesen behozott
faktornak és teljes egészében elhanyagolhatjuk.

c(a| 0>+b|1>)z a| 0>+b|1>, ha|c|2 =1 (a,b,c € C) (7)

Osszetett rendszer

Osszetett rendszer esetén, vagyis ha egynél tobb kvantummechanikai objektum egyiittes
viselkedését akarjuk leirni, az egyes objektumok lehetséges dallapotai altal kifeszitett
vektorterek tenzorszorzatat kell venniink, mely maga is lineéris tér. Az egyszertiség kedvéért
az Osszetett rendszerek leirdsakor a jeldlésben Osszevonjuk, és kozos zarojelben abrazoljuk a

6



ketvektorokat. A kdvetkez6 (8) példa azt mutatja be, hogy az 5.1. mellékletnek megfeleléen
hogyan lehet kiszamolni két tetszéleges kvantumadllapot tenzorszorzatat, illetve hogyan
szoktuk elhagyni a tenzorszorzat jeleket.

0,)®b,[1,)=a,b,(0,)®]1,))=a,b,

a, 0a1b> (8)

A tovéabbiakban az also indexeléstdl, mely azt hivatott jelezni, hogy melyik érték melyik
bithez tartozik, eltekintiink, és ezt egyszeriien a bitértékek sorrendjének megtartasaval fogjuk

jelolni. Tehat el6z6 példank végeredménye a tovabbiakban igy jelenik majd meg:

a,b,

0,1,)=ab|01) 9)

Ha példaul két bitbdl allo, altalanos kvantumregisztert akarunk leirni, akkor az egy kétszer
két, vagyis négy dimenzids térben fog torténni. Raadasul a négy szokvanyos allapot mellett
ezek linearkombindcioi is lehetségesek:

a|00)+5|01) +¢[10) + d|11), ahol |a" +|p| +|c|" +|d| =1¢és (a,b,c,d € C) (10)

Mas szavakkal ez azt jelenti, hogy a tenzorszorzattér linearitdsa miatt olyan allapotok is
eléallhatnak, melyeket nem lehet felirni egy bites allapotok tenzorszorzataként. Példaul:

Iﬂm):%:???@)??? (11)

Ez azt bizonyitja, hogy a linearkombinacié a tenzorszorzatképzéssel alkotott allapotok
halmazabdl kivezet, vagy mas szavakkal: egy tobb qubites rendszer joval tobb, mint az egyes
bitek 0sszessége.

Az ilyen allapotoknak az alkalmazasok szempontjabol nagy jelentdsége lesz.

2.2. Miiveletek, 6sszefont bitek

Kérdés, hogy a Boole-algebra miiveleteihez képest milyen 1) miiveleteket végezhetiink a
kvantumbiteken. Az egy bites logikai kapuk kozil négy alapmiveletet szokas

megkiilonboztetni a kvantuminformatikaban, ezeket X,Y,Z,6s H operatorokkal jeloljiik.

Az X operaciot végrehajtdé kapu a klasszikus NOT miivelet kvantumos kiterjesztése,
mely a két lehetséges allapothoz tartoz6 valosziniiségi amplitadokat cseréli fel:

X(a]0)+b[1)) = 5] 0) + al1) (12)
Amennyiben a két allapot koziil barmelyik amplitiddja nulla (és ennek megfelelden a
masiké egy), visszakapjuk a klasszikus negalasnak megfeleld hataresetet, és ebben az esetben

ugynevezett klasszikus bemenetrdl, vagy klasszikus bitr6l beszéliink.
A tobbi operatornak nincs klasszikus megfeleldje, ezek hatasa rendre:

¥(a|0) + 5]1)) = i(p] 0) — a[1)) (13)



Z(a|0)+b[1)) = a|0) — |1) (14)

_a+b

7l )+ )1))=22]0)+ <21 a3

Ezeket a miiveleteket végrehajtd egy bites kapuk rajzat lasd a 2. 4bra.

X~ Y

/ H

2. abra Egy bites kvantumkapuk aramkéri rajza.

A tobb bites operatorok koziil csak a legfontosabbat, a kontrollalt NOT, vagy réviden
CNOT operatort emliteném. Ez a miivelet két biten operal, melyek koziil az egyiket ¢, vagy
kontroll bitnek, a masikat ¢, vagyis target bitnek szokas nevezni. Klasszikus esetben,
amennyiben a kontroll bit értéke 0, a target bit valtozatlan marad, viszont ha 1, a target biten a
kapu egy negalast hajt végre. Vagyis klasszikusan a CNOT igazsagtablaja:

A kvantumbiteken végrehajtott CNOT miivelet eredménye klasszikus bemenetekre
megegyezik, altalanos esetben pedig (mivel, mint minden kvantummechanikai miiveletnek,
ugy ennek is linedrisnak kell lennie), ezek szuperpozicioja lesz, igy:

)@ ) = (a|0) +5[1))@ (c|0) + |1)) = ac|00) + ad|01) + be|11) + bd|10)  (16)

Ahol a @ jel a CNOT miivelet végrehajtasat jeloli. A CNOT kapu aramkori rajza a
lathato.



c) ' ')

3. dbra Egy CNOT kapu aramkori rajza. Feliil az tgynevezett kontroll, alul a target bit.

Be Ki
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Di Vincenzo bizonyitotta azt a tételt, miszerint a CNOT operatorral, és az egybites

alapmiiveletek koziil tetszélegesen valasztott két operatorral — leggyakrabban az X ésa H
operatort valasztjdk — minden lehetséges kvantum-aramkor felépithetd [8]. (Megjegyzendo,
hogy bar a biteknek nem feltétleniil van koziik az elektromos dramhoz, példaul a dolgozat
hatralévo részében féleg fény alapt informacidatvitelrdl lesz sz6, ennek ellenére az egymas
utan kovetkezo kapuk rendszerét tovabbra is aramkornek szokés hivni.)

Szintén a CNOT miivelet egy sajatos tulajdonsdga eredményezi a legjellegzetesebb
kétbites kvantumallapotokat, az tugynevezett Osszefont, vagy Bell-allapotokat. Az ezek
eléallitasara szolgald dramkor, és az egyes bemenetekhez tartozo kimenetek listaja az alabbi,
4. abran lathato:

o N\

I—H ® )

B,

i) -

4. abra Osszefont, igynevezett Bell-allapotok létrehozasara szolgalé kvantumaramkor.



Be Ki

oo) | Jpuy=I2e )
oy ()=t
o) | jpu)=2L 1
=2

Ezeknek az allapotoknak az a sajatossaga, hogy ha az egyik biten mérést hajtunk végre,
annak végeredménye teljesen véletlenszerli, azonban a madsik biten a mérés eredménye
hatarozottan korreldl az els6 mérés eredményével. Ebben az az érdekes, hogy jelenlegi
ismereteink szerint semmiféle paraméter nem rogziti elére egy mérés eredményét [8], €s a két
mérést egymastol tetszoleges tavolsagban, és tetszdleges idopontban végrehajthatjuk, igy
elérhetd, hogy a két bit kozott még fénysebességgel se johessen létre informacidesere [9], a
korrelacio mégis fenn fog allni. (Ennek ellenére a véletlenszeris€ég miatt nem lehetséges
informaciot tovabbitani fénysebességnél gyorsabban, hiszen — mint arrdl a 2.1. fejezetben sz6
volt — a méréssel nem lehet befolyasolni annak végeredményét.)

Tovéabbi fontos tudnivald, hogy ez a négy Bell-allapot a Hilbert térben ortogonalis
egymasra, vagyis lehetséges olyan mérést konstrualni, amivel egyértelmiien
megkiilonboztethetdek. (Gondoljunk csak az dket eldallitdo aramkor megforditasara.)

2.3. A sliriiségmatrix

A stiriségmatrixok az Osszetett kvantumrendszerek, vagy egyszerli kvantumrendszerek
sokasdganak leirasara szolgalo matematikai objektumok. Altalanos forméajuk:

p=2pv; v,

, Vp; €R, Vp,; 20, ij=1 (17)
]

Ahol pj-k nem-negativ valos szamok, melyek 6sszege 1, a bra vektort pedig itt is ugy lehet
elképzelni, mint a ket oszlopvektor konjugalt transzponaltjat (kettejiik szorzata egy matrixot
ad). Ez a leiras azért érdekes, mert példaul elképzelhetd olyan sokasag, melynek 50%-a egy
adott, j=n kvantumallapotban van (p,=1/2), 50%-a pedig egy masik j=m &llapotban talalhato
(pm=1/2). Ezt nevezziik kevert allapotnak, és abban az esetben, ha azonos bazisban mériink,
mint amiben leirtuk a rendszeriinket, méréssel megkiilonboztethetetlen a szuperponalt
allapottol. A kiilonbség abban rejlik, hogy a kevert és szuperponalt allapotok a
bézistranszforméciora masképp reagalnak. Eppen ezért fontos lesz, hogy a tovabbiakban nem
alkalmazunk bazistranszforméciot, igy nem lesz sziikség ra, hogy mindenhol k6zdljiik, kevert
vagy szuperponalt allapotokrdl beszéliink-e.

A stlirliségmatrix egy adott nm eleme ez alapjan:

‘WJ>:Z°5

i), P =2pichlen) (18)
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A strliségmatrixot elsdsorban azért szoktak hasznalni, hogy egyetlen matematikai
objektummal le lehessen irni egy egész sokasagot, hatranya viszont, hogy bar a ket
vektorokbol torténd megalkotasa egyértelmii, a visszatranszformalds mar nem. Mas szoval ez
annyit tesz, hogy mig egy adott ket vektorhoz mindig egy és pontosan egy stirliségmatrix
tartozik, addig el6fordul, hogy egy stirliségmatrix tobb ket vektornak is parja lehet.

2.4. Bloch-gémb

Kétallapotu kvantumrendszereket konnyedén lehet abrézolni az tugynevezett Bloch-
gombon, melyet Felix Bloch vezetett be 1946-ban [10], és azota is valtozatlan formaban
hasznaljak a kvantuminformécié vizualis megjelenitésére.

A reprezentacio lényege, hogy a globalis fazisfaktor miatt mindig fel lehet irni egy qubit

egylitthatoit ugy, hogy a

0> allapothoz tartozd valoszinliségi amplitadd valos szam, az
amplitidokat pedig kifejezhetjiik trigonometrikus 6sszefiiggéseken keresztiil:

|\|1> = a| 0> + b| l> = cos[%) 0> +e' sin(g) 1>; a,0,0eR; beC (19)

A trigonometrikus Osszefiliggésekben szerepeld szogeket felhasznélva, a qubit értéke egy
egységnyi sugaru gombfeliiletre mutato vektorral reprezentalhato:

11)

5. abra Az Gigynevezett Bloch-gomb egyetlen kvantumbit megjelenitésére alkalmas [11].

A klasszikus bitértékek a gomb északi és déli sarkanal taldlhatéak, a gombfeliilet tobbi
része pedig a szuperponalt allapotokat jeldli.

A Bloch gémbon az egy qubites)A( LY és Z kvantumkapuk az x, y és z tengely koriili,
180°-o0s forgatasokat valdsitanak meg (innen kapték a neviiket).

Az egyik probléma a Bloch-gombbel, hogy hiaromdimenzios reprezentaciot ad, amit
mindig nehezebb vizudlisan kovetni, mint egy kétdimenzidsat. (Idérdl iddre eldkeriil az a
probléma, hogy az allapotot reprezentald vektor a sikbol kifelé, vagy a sikba befelé mutat, ami
sokszor nem egyértelmii.)
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A masik probléma, hogy a Bloch gémb hasznélhatatlanné valik, ha tobb qubites, komplex
rendszerekrdl van szd. Ez kiilondsen az dsszefont qubiteket érinti, melyek elengedhetetlenek a
kvantumszamitogépek miikddéséhez. Bar ma mar tobb olyan geometriai objektumot is
ismerilink, melyek matematikailag ekvivalensek sok qubites rendszerekkel [12] [13], ezeknek
sokszor megvannak a maguk korlatai (példaul kizarolag maximalisan dsszefont rendszereket
képesek abrazolni), raadasul altalaban komplikaltak, és nehéz réluk praktikusan hasznalhato
informadciot leolvasni.
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3. Uj reprezentacio fraktalokkal

Az itt kovetkezd részben az 4ltalam kidolgozott reprezentaciokrol, és azok
tulajdonsagairdl lesz szo.

3.1. Egy qubit reprezentalasa
A 2.1. fejezet (1), (3) és (4) Osszefiiggései alapjan tetszéleges qubitre igaz, hogy:
ly)=al0)+bl1);  abeC; o +]b =1 (20)
Mas szoval egy tetszleges kvantumallapot az egyes klasszikus bitértékek komplex
linearkombindciojaként all eld, ahol a kombinaci6 egyiitthatdéinak, az tugynevezett
valosziniliségi amplitidoknak az abszolutérték-négyzetosszege egyet ad. Ezt kiindulépontnak

hasznalva egy bitet reprezentalhatunk a kovetkezdképpen. Eldszor is irjuk fel a komplex
valosziniiségi egyiitthatokat Euleri alakban:

ly)=Ac“|0)+Be®|1);  A,B,a,peR (21)

Erre a kovetkez6 Osszefiiggések teljesiilnek:

0<A,B<LI 0<a,p<2m (22)

A’ +B? =1 (23)

Vagyis a valtozokkal visszatértiink a valds szdmok korlatos halmazara, ami megkonnyiti
majd a dolgunkat az allapotok reprezentalasakor. Ezeket az Osszefliggéseket felhasznalva, a
komplex szamsik vektorainak A és B* hossznégyzeteit abrazolhatjuk a kovetkezé osztott sav-
diagrammal:

"' g
A? B’
6. abra Egyetlen kvantumbit reprezentalasara alkalmas savdiagram. A fekete rész szélessége a 0 érték
mérési valoszinliségét, a fehér részé az 1 érték mérési valoszinliségét mutatja.
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A sziirke kerettel ellatott sav fekete fele tartozzon a 0 bitérték amplituddjanak abszolut
érték négyzetéhez, a fehér fele pedig az 1 bitértékéhez. Ez azért lesz hasznos a késObbiekben,
mert, mint azt a 2.1. fejezet (3) Osszefliggésben mar lattuk, a savok szélessége igy rogton
megadja a mérési valdszintiségeket. Példaul, ha az egész csik fekete, a qubiten végzett mérés
1 valoszintiséggel ad 0 értéket, ha az egész fehér, 1 valdsziniiséggel talaljuk a rendszeriinket
az 1-es értékhez tartoz6 allapotban, mig ha félig fehér, félig fekete, a mérés 50-50% eséllyel
ad 0-at vagy 1-et.

Ez a kép egyeldre nem tartalmazza az a-val és B-val jelolt fazisokat. A fazisinformacio
megjelenitéséhez hasznalhatunk a sdvok egyes felére behtizott vizszintes csikokat. A csikok
magassaga fogja meghatarozni az a és B Euler-szogek 0 és 2m kozti nagysagat, illetve a
hozzajuk tartozo exponencialis fliggvény egységnyi abszolut értékii eredményét. A csikokhoz
hasznaljuk a sav szinének komplementerét (fehér alapon feketét, fekete alapon fehéret), és ha
a csik magassaga a sav tetejére vagy aljara esne, tekintsiik gy, hogy a csik a sziirke keret
mogott van, igy nem latszik. Ha ezt betartjuk, késobb nem fordulhat majd eld, hogy a csikot
véletlentil 6sszekeverjiik a sav szilirke szegélyével.

2n ————p +1 —>
3n/2 —> | —
T — | —
/2 ——p | —
0 —(&I +1—e>I

(a) (b)

7. abra A fazis megjelenithetd a savok fekete és fehér felére behtizott, vizszintes csikkal. A csik
magassagabol leolvashato az Euler-sz6g nagysaga (a), vagy az exponencialis fliggvénnyel képzett egységnyi
abszolut értékl komplex szamérték (b).

Az eddigiek alapjan lassunk néhany egyszerii példat:

17 (0)+i[1))/v2

8. abra Néhany egyszer(ibb példa egy qubit abrazolasara. A fekete savrész a 0 értékhez, a fehér az 1-hez
tartozik. A savrészek szélessége a mérési valosziniiséget, a rajtuk elhelyezett vizszintes vonal magassaga a fazist
jeloli. (Amennyiben nincs vizszintes vonal, ugy tekintjiik, hogy a fazis 0° és a csik a sziirke keret ,,mogott” van.)
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Erdemes még megemliteni, hogy a globélis fizis miatt, melyrdl a 2.1. fejezet (7)
Osszefliggésében volt sz0, a sav két felén a csikok tetszéleges magassagban lehetnek, egészen
addig, amig a magassagok relativ értéke megegyezik, ahogy az a 9. abran latszik. Ehhez
kapcsolodik, hogy sokszor érdemes olyan globdlis fazist valasztani, ami a legkisebb bitértéki,
nem nulla valoszintiséggel eléfordulé allapothoz 0°-os Euler-szoget rendel.

i(o)-)/v2 = (j0)-11))/~2

9. abra A globalis fazis miatt a fazisokat hordozo6 vizszintes vonalak tetszéleges magassagban lehetnek
egészen addig, amig egymdashoz viszonyitott relativ magassdguk megegyezik.

A késObbiekben nem lesz igazan érdekes, de mivel egy-egyértelmii ekvivalencia van a
kétdimenzids komplex vektorterek, és az ilyen jellegli osztott sdvok kozott, bizonyitottnak
tekinthetd, hogy a savok maguk is vektorteret alkotnak. A savok terében a miveletek az
ekvivalencia szabalybol kovetkeznek. Altaldnos esetben egy komplex szammal valé szorzas a
savon a szam abszolut-érték négyzetével valo, vizszintes iranyt merdleges affinitast, illetve a
fazist reprezentald savok eltolasat jelenti. Az Osszegzés alatt pedig egymadsra ortogonalis
allapotok esetén az allapotokat reprezentdld sdvok egymas mellé illesztését kell érteni. Mi a
tovabbiakban a tér (4) szerint értelmezett megszoritasan dolgozunk, melyet a sav egységnyi
hossza biztosit.

1 1~\—1/\E\2:1/2

oo

=

B - o)/

(/2] +(/~2) =1/2+1/2=1

-t o
-t -

0)/72

/2 (0)+1)/~2

1/2

10. abra Az egy qubit reprezentalasara szolgalo savok vektorteret alkotnak. Egy komplex szammal valo
szorzas a szam négyzetével valo merdleges affinitasnak, és a fazisinformacio reprezentalasara szolgalo vizszintes
vonal eltolasanak felel meg (fent). Az 6sszeadas miivelete ortogonalis allapotok esetén a savrészek egymasmellé

rajzolaséval egyenértéki (lent).
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Bar a tovabbiakban nem foglalkozunk kevert allapotokkal, megemlitjiik, hogy a kevert és
szuperponalt allapot kozti kiilonbséget egy apré haromszog beillesztésével reprezentalhatjuk
egyetlen qubit esetén.

1 1
pIZE pZZE
p A A
PR wa-l =D

NG

11. abra Balra egy szuperponalt allapot lathato, jobbra pedig egy kevert allapotot jelenitettiink meg. Feliil a
kis fekete haromszdg mutatja, hogy itt valojaban nem egy qubitrdl, hanem egy egész sokasagrol beszéliink,
melyek kozott két eltéré qubit is megtalalhato Vo-V4 valdszinliséggel. A tovabbiakban kevert 4llapotokkal nem
foglalkozunk.

3.2. Tobb qubites rendszerek reprezentalasa

Tobb qubitbdl 4llé rendszerek esetén nagyon hasonloan jarhatunk el. El6szor is a biteket
rendezziik olyan sorrendbe, ahogyan a protokoll végén mérni akarjuk oket, majd a
bitértékeket jeloljiik szinekkel, feketével a 0-at, fehérrel az 1-est, majd a bitsorozat értékét
fentrél lefel¢ egymas ald illesztett, megfeleld szinli savokbol alkotott oszlopokkal
reprezentaljuk. (Mas szoval a bitértéket fentrdl lefelé olvasva a savok szine jeleniti meg.)

000) 001) 010) 111)

12. 4bra Tobb bites rendszerek esetén a bitérték sorozatokat megjelenithetjiik fiiggéleges oszlopok
segitségével. Fentrol lefelé olvasva a fekete 0-at jelent, a fehér 1-et.

A tobb qubitbdl all6 kvantumrendszert az egy qubiteshez hasonléan tugy fogjuk
megjeleniteni, hogy a fiiggdleges oszlopokat egymdas mellé illesztjiik, a bitértékek szerinti
novekvo sorrendben. Ezek szélessége az adott bitsorozat mérési valoszinliségét reprezentalja
(a teljes szélességet tovabbra is egységnyinek tekintjiik), a fazisinformaciot pedig az oszlopok
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legalso savjaban elhelyezett vizszintes csik fogja hordozni. A késobbi 1épések egyszeriisitése
érdekében a savok kozotti sziirke keretet foliilrdl lefelé haladva mindenhol elhagyhatjuk, ahol
azonos szind, azonos fazisu savok érintkeznek, és a folottiikk 1évé savban nincs elvalasztod

vonal.
Egy altalanos, harom qubites kvantumrendszeren bemutatva:

|\V> =Cooo exp(iy0001000> +Coy exp(iy0011001> +...+Cyy exp(iy111)111> (24)

Co00sCooro---»Ciiy €R, 0<Cyp5Cppis---Cyyy =1 (25)
, we
c’=P@). D.c’=1 (26)
12000
YooosYoors-+» Y11 € R, 0 <Y000>Yoo1>-+->Yin <2, (27)

Ahogy az az OsszefliggésekbOl latszik, a valtozok ebben az esetben is valdsak ¢és
korlatosak.

Y000

]’Ym

2 LYJ2 2
COOO COOI Clll

13. dbra Egy tetszdleges, harom qubites rendszer megjelenitésére szolgalo reprezentacio.

3.3. Tenzorszorzatok és fraktalleiras

Bizonyos tobb qubites rendszereket fel Iehet 1irni egy qubites rendszerek
tenzorszorzataként. Ehhez eldszor az eldzé fejezethez hasonloan sorba kell rendezniink a
qubiteket Uigy, ahogy az algoritmusunk végén majd mérni akarjuk dket. A kovetkezo 1€pésben
vesszilk az elsd két qubitet reprezentdld savot és a masodikbdl az elsd sav két fele ala
masolunk egy-egy példanyt ugy, hogy a vizszintes tengely mentén vett merdleges affinitassal
a masolatok szélességét a felettiik 1évo sav részeinek szélességéhez igazitjuk.
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gy 0

&

W) =|v,) ®|w,) ®|yy)

14. abra Harom tetszdleges qubitbdl alkotott rendszer reprezentacioja. Késébb be fogjuk latni, hogy ez a
fazisinformacio megjelenitésének kis atalakitasa utan megegyezik azzal, amit a 3.2 fejezetben ismertetett sok
qubites megjelenitésébdl kapnank ugyanezen harom qubit tenzorszorzatara. Megjegyzendd, hogy a voros
keretekre valdjaban nincs sziikség, azokat csak azért hasznaljuk itt, hogy jobban latsszon, mit hova masolunk.

Ezek utdn a harmadik qubitrdél készitlink a vizszintes tengely mentén zsugoritott
példanyokat, és bemasoljuk Oket a masodik sav minden egyes fele ald, majd ugyanezt
megismételjilk a negyedikkel, és igy tovabb. A kapott alakzat minden egyes 1) qubit
hozzaadasaval egyre bonyolultabb lesz.

A kialakul6 kép tulajdonképpen nem lesz mas, mint egy véletlen fraktal. Ez leirhato az
ugynevezett Lindenmayer rendszerben [14] [15], mely a fraktdlok gyartdséra szolgalod
formalis nyelv. Ehhez sziikségiink van egy axidmanak nevezett elemre, mely a fraktal
kialakitdsa sordn a kezdeti feltételnek felel meg, majd iigynevezett konstansokat és valtozokat
kell valasztanunk, melyek a rekurziv Gjrairasi szabaly soran megmaradnak, vagy atalakulnak.

#lw= o 210

\ |

\
altozék)

ﬁ
Valtozok

Harmadik konstans

15. abra A harom kvantumbithez tartozo savok részei mint a Lindenmayer formalizmus konstansai és
valtozoi, illetve a kezdeti feltételként szolgalo, igynevezett axidma.

Jelen esetben az axidoma egy egységnyi szélességll, sziirke, vizszintes csik, mely teljes
egészében valtoz6. Az elsd konstans az elsd qubitet reprezentdld sav lesz, mely majdnem
teljes egészében konstans is, leszamitva a sziirke keret alsé részét, a sdv mindkét fele alatt.
Mivel két fele van a savnak, ezért ez tulajdonképpen két valtozot jelent, még akkor is, ha a
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sav teljes egészében fehér, vagy fekete — ekkor a sav masik felét nulla-szélességlinek
tekinthetjlik. A rekurziv szabaly, mely alapjan a fraktalt megalkotjuk, hogy a sziirke keretek
also részeit cseréljiik a rakovetkezd qubitet reprezentald savra.

Kiindulas

%abély

Végallapot

16. abra A fraktalalkotasi algoritmus szabalya.

A véletlenfraktal-jelleget az adja, hogy a szabaly nem teljesen determinisztikus, hiszen
nem hatdrozza meg a kovetkez6 rekurzids 1épés savjait, melyek a konstansokat és valtozokat
hordozzak.

Ha a végeredményt 6sszehasonlitjuk azzal, amit a 3.2. fejezetben kaptunk, lathatjuk, hogy
az egyetlen kiilonbség, hogy ott a teljes fazisinforméacido a legals6 savokban volt. A
tenzorszorat alakot kdnnyen at lehet alakitani a korabbi fejezetben emlitett kifejtett formaba
ugy, hogy az dsszes fazisinformacidt hordozé vizszintes vonalat az oszlopok legalsé savjaba
masoljuk, és 0sszeadjuk a magassagukat. (Ha az eredmény magasabb lenne, mint maga a sav,
akkor torusz-szertien alulrdl tériink vissza a 2w periodicitas miatt.)

1 1 3 (3
lyd=]v, )@ [v,)® |v,)= B \\V)_\E\ooo)H E‘OOD*\/%‘OI(»*I E\011>+

= %@ (\/%o}— \/i:|1>J ® % - +\g\100>+i %\101)—&\110)—1 %\111)

17. abra A fazisinforméaci6 legalso savba masolasaval 1étrehozhatjuk ugyan azt az abrat, amit a 3.2-es
fejezetben leirt modszerrel kapnank az egyes qubitek tenzorszorzatara.

A fazisok két eltér6 megjelenitési modja nem jelent lényegi kiilonbséget, egészen
egyszerlien a bra-ket formalizmusban ugyanazon allapot egy masfajta felirdsanak felelnek
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meg. Ez a melléklet (38) Osszefiiggésébdl latszik, ami kimondja, hogy tenzorszorzatképben
nem lehet egyértelmiien megallapitani, hogy egy adott komplex szorzofaktort a tenzorszorzat
melyik vektora hordoz.

Azt, hogy a fazisok legals6 savba masoldsaval valéban ugyan azt a képet kapjuk, mint
amit a 3.2. fejezet eljardsaval kapnank, Gigy lathatjuk be, hogy egyenként bebizonyitjuk az
Euleri amplitddok négyzetére €s az Euleri szogekre az ekvivalenciat. Ehhez ismét a melléklet
(38) Osszefiiggését hivjuk segitségiil.

Ez alapjan a kovetkezd 0sszefiiggés érvényes:

|0;) = C, expliy, ) w,) ®C, expliv, Jw,) ®...®C, expliv, |w,) =

. (28)
=C,-Cy . Cyrexplily, + 75+ 47, Wi Ws oy, ) =

Ahol minden ‘\p j> egy egybites, klasszikus allapotnak felel meg, és 2" darab ‘(p j> allapot

létezik, melyek mind kolcsondsen ortogonalisak egymasra. A 3.2. fejezetben leirt altalanos
abrazolds az Euleri amplitidok szorzatanak négyzetét jeleniti meg a szélességben, a
tenzorszorzat abrazolas, pedig a merdleges affinitasok segitségével, grafikusan szamitja ki a
négyzetek szorzatat, ezek megegyeznek egymassal:

(C Gy C ) =€) (C) (G (29)

A tenzorszorzat abrazoldsanal, amikor a teljes fazisinformaciot a legals6 savba masoljuk,
a fazisinformaciot megjelenitd vonalak magassaganak Osszeaddsakor tulajdonképpen az
Euleri szogek 0sszegét szamitjuk ki, igy a teljes rendszer megalkotdsanak kétfajta modszere
ebbdl a szempontbdl is megegyezik.

A 3.2. fejezetben definidltunk egy modszert, mely tetszOleges sokbites allapotot képes
reprezentalni. Mivel az itt kozolt fraktalleirds a tenzorszorzatképet allitja eld, amirdl a
fentiekben belattuk, hogy valdoban azonos az éltalanos megjelenités tetszdleges tenzorszorzat
allapotra alkalmazott esetével, igy azt is belattuk, hogy a fraktalalkotasi algoritmus ebben az
adott bazisban valoban ekvivalens a tenzorszorzassal.

3.4. Osszefont allapotok és szétvdlaszthatésdg

Az eldz6 fejezetben lattuk, hogyan kell egy qubites rendszerekbdl megalkotni egy
tenzorszorzatot reprezentaldé képet, most lassuk ugyanezt forditva. Bizonyos esetekben
tudnunk kell, hogy egy sok qubites rendszer egyes qubitjei hogyan viselkednek egy
algoritmus végén. Ahhoz, hogy erre a kérdésre valaszolni tudjunk, meg kell forditanunk a
Lindenmayer rendszer szabalyat és ki kell emelniink a megfeleld elemeket a teljes képbdl. Ez
tulajdonképpen pontosan ugy zajlik, ahogy azt a 14. abran lattuk, csak a nyilak iranya
forditott. Amennyiben a fazisokat a legals6 savba masolva elvégeztiik a tenzorszorzast, ugy
ehhez el6szor 17. abranak megfeleléen ki kell emelniink azokat (ez szintén a nyilak
megforditdsa mentén zajlik, mikdzben nem szabad elfelejteni, hogy az n-edik qubit
kiemelésekor 2™ példanyt akarunk kiemelni, még akkor is, ha ezek koziil egyesek szélessége
nulla).

Fontos megjegyezni, hogy az ilyen kiemelés nem mindig végezhetd el. Ez egy régota
ismert jelentség, mely szerint egy tetszéleges sokbites kvantumrendszer nem mindig bonthato
szét egy qubites allapotok tenzorszorzatara. Ezek a 2.2. fejezetben mar emlitett 6sszefont
allapotok, és nagy jelentdségiik van a legtobb kvantumalgoritmusban. Az dsszefonddottsagot
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a 3.2. fejezetben leirtak alapjan jelenithetjiik meg, példaul a 18. dbran a Bell-bazis allapotait
lathatjuk.

_|00)+]11) _lo1)+[10)
‘Boo>_ \/E ‘B01>_ ﬁ

_[00)—11) _lon-fio)

‘B10>— \/E “311>_ \/5

18. abra A Bell bazis.

Mar ranézésre latszik, hogy ezek egyike sem szétvalaszthatd, hiszen nincs olyan egy
qubites allapot, amit az els6 qubit két fele ala masolva megkaphatnank a tenzorszorzatot,
hiszen a masodik qubitot reprezentdldé sav szinének egyszer fehérnek, egyszer feketének
kellene lennie.

_[00)+[11) _[0)+]1) g 09
Boo) = 5o h ® 2777

™

19. abra Nem szétvalaszthato allapotok megjelenitése. Amint az az egyik Bell allapoton jol latszik, léteznek
olyan allapotok, melyeket nem lehet felirni a tenzorszorzas megjelenitésére szolgald rekurziv fraktalalkotassal.
Ha a két qubit szétvalaszthato lenne, 1étezne olyan qubit, amit az els6 két fele ala masolva megkaphatnank az
Osszetett képet, azonban ennek az egyik oldalon teljesen fehérnek, a masik oldalon teljesen feketének kellene
lennie, ami nem lehetséges, igy a Bell allapot nem szétvalaszthato.

//

Az igazéan érdekes ebben a reprezentacioban, hogy azt is egyértelmiien meg tudja mutatni,
ha egy sok qubites rendszer egyes részei szétvalaszthatoak, masok viszont nem. A 20. abran
egy négy qubitbdl allo rendszer latszik, mely két Bell-allapot tenzorszorzata, melyeket viszont
kiilon-kiilon mar nem lehet tovabb bontani.
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_[00)+]11)
‘B00>— \/E

_loo)-J1)
o=

20. abra Egy részlegesen szétvalaszthato allapot. Az els6 két és masodik két qubit egy-egy nem
szétvalaszthato Bell allapotot alkot, a négy qubitbdl allo teljes rendszer azonban két két-qubites alrendszerre
oszthato.

A kiemelés ebben az esetben nagyon hasonldan zajlik a Lindenmayer rendszerbeli szabaly
megforditasdhoz, itt azonban az egyes qubitek kiemelése helyett egész bitcsoportokat
emeliink ki. A 20. &brdan a szaggatott nyil azt abrazolja, hogy az n-ediknek szamito
bitcsoportbol tovabbra is 2™ példany van jelen, igaz ezek kozill néhany nem latszik, hiszen
nulla a szélességiik. (A lathatatlan példanyok az elsé két qubit |01> és |10> értékeihez

tartoznak.)

3.5. Mérés és feltételes valosziniiségek

Ha a teljes rendszeren mérést akarunk vérezni, akkor az i-edik bitsorozathoz tartozé P(i)

valosziniiség a 21. abranak megfeleléen Ci*-lesz. (Jelen esetben az i sorszamot binaris alakban
kell elképzelni, a szdmozas nullatdl indul, a teljes rendszer reprezentalasara szolgald abra
szélességét pedig tovabbra is egynek vessziik.)
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21. abra Az els6 qubiten végrehajtott mérés utan kitakarhatjuk az abra egyik felét. Tegyiik fel, hogy a
mérési eredmény 0, ebben az esetben a fehér savrész alatti allapotokat takarhatjuk ki (ha mérés 1-ed adna, a
fekete savrész oldalaval tennénk ugyan ezt). Ha a megmaradt oldal szélességét tekintjiik 1-nek, akkor az
oszlopok ehhez viszonyitott szélessége a feltételes valosziniiségeket jeloli. Ezt az eljarast tobbszor is
ismételhetjiik.

23



Azonban sok qubites kvantumrendszerek esetén eléfordul, hogy az algoritmusunk kdzben
le kell mérniink egy qubit értékét, a tobbivel pedig tovabbi miiveleteket kell végezniink.
Ekkor valik hasznossa az, hogy a sok qubites rendszert reprezentald abra megalkotasakor
abba a sorrendbe rendeztiik a biteket, ahogy majd mérni akarjuk Oket. Ugyanis ha az elsé
qubiten hajtunk végre egy mérést, annak az eredménye 0 vagy 1 lesz, a mérés utani allapotot
pedig az abranak az a fele fogja megadni, amelyik a megfeleld szin alatt talalhat6. Példaul, ha
az elsd biten végzett mérés 0-at ad eredményiil, akkor az 4bra baloldalat kell a tovabbiakban
figyelembe venni. Ha ennek az oldalnak a szélességét vessziik 1-nek, akkor az itt taldlhato
fiiggbleges oszlopok Ci* szélessége a feltételes valosziniiségét fogja megadni a masodik és
harmadik qubit értékének, az elsé qubit mérési eredményének fliiggvényeében. Példaul a 21.
abran, ha teljes reprezentdcid szélességét vessziik 1-nek, akkor az elsé oszlop szélessége
megadja, mekkora a valdsziniisége, hogy a teljes rendszeren végrehajtott mérés utan 000
bitsorozatot kapunk eredményiil.

Ha azonban csak az els6 qubiten hajtunk végre mérést, €s tegyiik fel, hogy ennek az
eredménye 0 lesz, akkor a mérés utani allapotot az abra bal fele reprezentalja, ami —
koszonhetden a fraktalok onhasonldsaganak — maga is egy tobb bites kvantumrendszert ir le.
Ekkor, ha ennek a szélességét tekintjiik egységnyinek, az elsdé oszlop szélessége azt a
feltételes valdszintiséget adja meg, hogy a masodik és harmadik qubiten végzett mérés
eredménye 00, feltéve, hogy az elsén végzett mérés eredménye 0.

Azt, hogy ez valdban igy van, viszonylag konnyen be lehet latni az 5.3. mellékletben
kozolt, oszlop és sorvektorokon alapuld leirds segitségével. Egy n bitbdl allo rendszert egy N
elemt, komplex értékii oszlopvektor ir le, ahol:

N=n’ (30)

A mérés utani eredmény vizsgalatdhoz eldszor meg kell alkotnunk a mérés matrixat a
teljes rendszeren. Mivel a legels6 qubitet mérjiik, az ezen végzett mérés 2x2-es matrixanak, €s
a tobbi qubiten végzett identitdsnak a tenzorszorzata:

M, 07 [1 0 10 M,
P = ® ® - ® = 31)
0 M,| |01 0 1 M,

Ahol attol fiiggden, hogy melyik bazisallapotot mérjiik:
M,=1¢sM, =0 vagy M,=0¢sM, =1 (32)

Ennek hatasa egy tetszéleges n qubitbdl allo ket vektorra:
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M, T o ][ Mge, |
0 :
M, Cn2 _ M, -y (33)
M, C(nj2)r1 M, ¢ (nap
0 : :
L Ml__ C | L M, -cy i

Amennyiben a mérés eredménye 0, a vektor mésodik fele nullazédik le, amennyiben 1, az
elsé fele. Ez felel meg annak, hogy a mérés utdn az abra egyik felét elhagyjuk (amennyiben
nem is volt olyan fele, amit el kellene hagynunk, az annak felel meg, hogy lenulldztuk a
nullaszélességli részt). Ez a (33) kifejezés lesz a melléklet (49) képletének szamlaldja a
nevezd pedig a (33) kifejezés eredményvektoranak hossza, vagyis ez felel meg annak, hogy a
megmaradt rész szélességét tekintjiik 1-nek.

Ezt a logikét pedig tovabb lehet folytatni a tobbi qubitre is, ha a masodik qubiten végzett
mérés eredménye is 0, a lesziikitett rendszert is tovabb sziikithetjiik. Az 1j, egységnyinek
tekintett szélességhez viszonyitva pedig az elsd oszlop szélessége azt adja meg, hogy mekkora
a feltételes valoszinlisége, hogy a harmadik qubiten végzett mérés nullat ad, ha az els6 két
qubit mérési eredménye 00. (Jelen példankban ez 1 valdsziniiségii, vagyis biztos esemény.)

Ezt természetesen tetszdleges bitkombinaciora el lehet jatszani, igy a fraktal alakzatban
egyuttal hatalmas mennyiségli informacié van a feltételes valoszintiségekrol.

3.6. Qubitek sorrendjének cseréje, rendezés

Ahogy arr6l mar korabban sz6 volt, a bitértékeket reprezentald fliggdleges savokat
nagysag szerint ndvekvo sorrendbe rendezziik. Abban az esetben azonban, ha valamilyen
okndl fogva menet kozben meg akarjuk véltozatni, hogy milyen sorrendben mérjiik a qubitet
mérjiik az algoritmusunk végén. Ekkor elsé 1épésben megcseréljiik a savok sorrendjét, ami
meg fogja zavarni a nagysagszerinti rendezésre, és az elvalasztd sdvokra vonatkozd korabbi
konvencidinkat. Masodik Iépésben az eltérd szinkombindcioju, fiiggdleges savok mentén
felvagjuk az allapotot reprezentdld képet, majd ujrarendezziik, és az eredményen ismét
elvégezziik feliilrdl lefelé haladva a sziikségtelen elvalasztod keretek eltavolitasat.
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22. abra Ha meg akarjuk cserélni a qubitek sorrendjét, akkor a savok felcserélése utan sziikség van egy
tovabbi 1épésre is, mellyel az oszlopokat cseréljiik meg, hogy megtartsuk a bitértékek ndvekvo sorrend;jét.
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3.7. Logikai kapuk hatasa

A 2.2. fejezetben leirt alapmiiveleteket vizualisan is meg lehet jeleniteni, lassuk most
ezeket.

3.7.1. X operator

Ahogy azt a negalasnal lattuk, az X operator a (12) képletnek megfeleléen |O> allapotba
viszi az |1> -et, és forditva |1> -be a |O> -at. Ez vizudlisan annyit tesz, hogy a negalt sav

részeinek szine feketébol fehérré, fehérbol feketévé valtozik.

Természetesen sok qubites rendszer esetén ez megzavarhatja a bitsorozatok nagysagrendi
sorrendjére vonatkozo konvencionkat, ezért még egy tovabbi rendezési 1€épésre is sziikség
lehet. Ebben a 3.6. fejezethez hasonldoan a fliggdleges savok mentén felvagjuk a
reprezentaciot, €s az egyes savok sorrendjét felcserélve alakitjuk ki a végleges képet.
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23. abra Negalas esetén meg kell valtoztatnunk a negalt sav részeinek szinét, majd at kell rendezniink az
oszlopokat, hogy megtartsuk a bitértékek novekvd sorrend;jét.
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3.7.2. Y operator

Az Y miivelet a (13) képletnek megfeleléen a bitértékek megvaltoztatasan tul, egy
faziseltolast is bevisz a rendszerbe. Ez az eltolas fiigg a bitértéktdl, igy fekete és fehér alapon
mas-mas vizszintes vonalak fognak megjelenni. Mivel az Euler szogek Osszeadddnak, ez a
fajta fazistolas a feketérdl fehérre valtoz6 mezdkben a sav magassaganak haromnegyedével, a
fehérrol feketére valtozd mezdben egynegyedével tolja folfelé a meglévd, fazist jelzd
vonalakat. (Emlékezziink, hogy ha nincs lathatdo vonal, akkor az azt jelenti, hogy az adott
vonal legalul, a sziirke keret mogott van, illetve, hogy a 2p periodicitds miatt a sav alja és
teteje torusz-szertien kapcsolddik egymashoz.)

Megjegyzendd, hogy a megvaltozott fazisinformécionak nem feltétleniil van értelme
abban a savban, ahol a valtozas tortént. Amennyiben a valtozds azt eredményezi, hogy
egyetlen qubitet reprezentald allapot masolatait kapjuk (mint ahogy ezt a 24. 4bran is
lathatjuk), akkor érdemes megtartani a fazisinformaciét. Ha azonban nem ez a helyzet
(példaul ha az &bran feliilrél a masodik savban a két fekete és két fehér rész ardnya nem
egyezik meg), akkor érdemes a fazisinformaciot a rekurziv fraktalalkotasi eljarashoz
hasonléan a legals6 sdvba masolni, és a magassagokat a periodicitds szem el6tt tartasaval
Osszeadni.

Mivel a sokbites allapotok sorrendje itt is felborulhat, sziikség lehet egy tovabbi, rendezd
1épésre, ugy, ahogy azt a negalas esetében lattuk.
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24. abra Y kapu esetén a szin az ellenkezdjére valtozik, a feketér6l fehérre valtozd savban a fazist

reprezentald vonal ¥s-el felcstszik, mig a feketébdl fehérre valtozo savrészekben csak Yi-el. A szinek valtozasa
miatt sziikség van az oszlopok sorrendjének felcserélésére is.
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3.7.3. Z operator

AZ operator nem valtoztatja a bitértékeket, igy nincs olyan szinvaltozas sem, ami miatt a
bitértékek nagysag szerinti sorrendje megvéltozna. Az operator egyetlen hatdsa a (14)
Osszefliggés szerint egy fazistolas a fehér szini mezokon. Az Euler szogek itt is
Osszeadddnak, igy abban az esetben, ha a fehér szinli sdvnak mar volt nem 0°-os fazisa, a
fazist jelz6 vonal folfelé tolodik a sadv magassaganak felével. Itt is igaz, hogy a periodicitas
miatt, ha a sav teteje f61¢ emelkedne, a vonal alulrdl tér vissza, illetve, hogy altalanos esetben
érdemes a fazisinforméaciot a legalsé sdvba mésolni, a sdvok magassagat 6sszeadva.

25. abra A Z operator hatasara a fehér savrészeken a fazist reprezentalé vonal Ys-el felcsuszik.



3.7.4. CNOT operator

A CNOT operator hatasa a negalashoz igen hasonld, azonban mivel ez egy kontrollalt
operator, a hatasat csak akkor fejti ki, ha a kontroll-bit értéke 1, més szoval azokban a
fliggbleges oszlopokban, ahol a kontroll-bitet fehér savrész reprezentélja.

Hasonloan az elézdekhez itt is sziikség lehet egy rendezési 1épésre a 26. abra azonban e
helyett egy masik érdekes jelenséget mutat be: azt, ahogy a harmadik, klasszikus bitérték az
elso bitrdl vezérelve dsszefont allapotba keriil a kontroll bittel.

CNOT

26. abra A CNOT operator hatasara a kontroll bit fehér savrészei alatt a target bit savrészeinek szine
megvaltozik. Természetesen ez utan sziikség lehet egy rendezési 1épésre is, amit az abran nem jeloltiink.

3.7.5. H operator

Az 0Osszes alapvetd logikai kapu kozil a Hadamard kapu hatasat a legnehezebb
vizualizalni. Ez azért van, mert ez a kapu a sav fekete és fehér részeinek aranyat valtozatja,
méghozza a savrészek szélességének megfeleléen. Ezért azt javasoljuk, hogy ennél az
operatornal inkdbb papiron végezziik el a szamitast, és az eredményt dbrazoljuk ujra a fenti
reprezentacid segitségével.
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Inkabb érdekességként, mint praktikus jelleggel azért itt most kozoljik azt is, hogyan
lehet egy egy-qubites allapoton a Hadamard operaciot grafikusan elvégezni.
A (15) képletben a komplex szamokat atirva Euleri alakba:

ﬁ(A eXP(iOL) 0> +B exp(iB] 1>) =
_ Aexplia) + Bexp(ip) 0)+ Aexplio) - Bexp(ip) "

72 72

A savrészek 1) szélességének meghatarozasdhoz ezeknek az abszolut-érték négyzetére
lesz sziikségilink. Ennek megfeleléen alakitsuk tovabb a kovetkezo kifejezést, mely a |O> érték

b

(34)

valoszinliségi amplitidojanak abszolut-érték négyzete:

el () -

_ |a|2 +|b|2 +ab" +a’b _

’ 69)
_ A’ +B? N Aexplio)Bexp(—iB)+ A exp(—io)Bexp(ip) _
2 2
_ l N AB exp{i(oc - B)}+ AB exp{i(B - oc)}
2 2

1L

Az atalakitdsok soran kihasznaltuk, hogy az Euleri amplitidok négyzetének Osszege
mindig egy (lasd (26) képlet), illetve, hogy az Euleri amplitidé négyzete megegyezik a
komplex szdm abszolut-érték négyzetével. A * a komplex konjugalést jeldli.

Szavakban kifejezve a (35) Osszefliggés végeredménye annyit tesz, hogy a Hadamard
operator hatdsara a fekete sav az 1/2-ed hossztsadghoz képest annyival tér el, amennyi a IL.-vel
jelolt érték, ami tulajdonképpen egy komplex szdm valds része. Ahhoz, hogy ezt a komplex
szamot abrazolni tudjuk, sziikségiink lesz még néhany triikkkre. A kérdés egyszeriibbik része
az o—f szog meghatarozasa. Ehhez elég venniink a sav fekete és fehér felén talalhato, fazist
jelolé vonalakat, majd az egyik magassagat a periodicitas szem el6tt tartasaval kivonni a
masikbdl (Iényegében mindegy melyiket vonjuk ki melyikbdl).

Masrészt ki kell szdmolnunk az AB hosszusagot. Ehhez hivjunk segitségiil egy parabolat,
amit majd a késdbbiekben is felhasznalhatunk. A paraboldn végzett vetitésekkel kdnnyedén
megszerkeszthetjiik hosszusdgok négyzetét és gyokét, azonban van egy kevésbé ismert
Ssszefiiggés is, amit felhasznalhatunk: Ha egy y=x> egyenletii parabolan fekvé (-a,a’), (b,b%)
pontokat 0sszekdtjiik egy egyenessel, akkor az egyenes a (0,a-b) pontban fogja metszeni az y
tengelyt. (Természetesen csak akkor, ha a és b nem-negativ, valdés szamok.) Az dsszefliggés
levezetését az 5.2. mellékletben lehet megtalalni.

Ennek ismeretében az AB szorzat tigy szamolhat6 ki, hogy eldszor felmérjiik a sav fekete
¢s fehér felének hosszat a parabola szimmetriatengelyére (27. abra folytonos nyilak), majd
merdlegesen egyeneseket szerkesztiink a parabola ivéig, és a metszéspontokat egyrészt
levetitjiik a szimmetriatengellyel parhuzamosan (vastag szaggatott vonal), masrészt egymassal
Osszekotve meghatarozzuk a metszéspontot a szimmetriatengellyel (vastag szaggatott vonal).

Ez a pont fogja megadni a szorzat értékét, a fent meghatarozott szog segitségével pedig
megalkothatjuk a komplex vektort (vékony szaggatott nyil), melyet a valos tengelyre vetitve
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meghatarozhatjuk, hogy mennyivel tolddik el a sav fekete részének szegélye az 1/2-hez képest
(vékony szaggatott nyil). Azt hogy ez az eltolédéas tulajdonképpen ndveli, vagy csokkenti a
fekete sav méretét, a fazisok kiilonbségének értéke fogja meghatarozni. (n/2-ig ndvekedés,
/2 ¢és 31/2 kozott csokkenés, majd 31/2 felett ismét novekedés tapasztalhato.)

27. abra Altalédnos estben a Hadamard operétor hatdsanak vizualis megjelenitése rendkiviil bonyolult lehet.

Az 1j fazisok meghatarozasahoz részben ismét a parabolak segitségével meghatarozott
gyokoket hivjuk segitségiil (vastag szaggatott vonal), melyek az Osszeadandd vektorok
hosszat fogjak adni (szaggatott-pontozott nyil), részben pedig a kiinduld qubit fazisértékeibol
olvassuk majd le (szaggatott-pontozott nyil) a komplex szdmsikon abrazolt vektor szogét.
Miutén a vektorokat dsszegeztiik, allasukbol leolvassuk a qubitiink fazisat (pontozott nyil).

34



Erdekesség, hogy bar ebben az esetben csak a vektor allasa érdekes, hossza nem, de ahhoz,
hogy ezt helyesen meghatarozzuk, mégis sziikségiink van a masoléds soran a korrekt hosszak
megtartasara.

Szintén egy rejtett buktatd, amire felhivjuk a figyelmet, hogy a Hadamard kapu az
egyetlen a kordbban ismertetett alapmiiveletek koziil, mely alapvetéen masképp reagal a
szuperponalt és kevert allapotokra (a 27. abra kidolgozott példaja egy szuperponalt allapotra
vonatkozik). Amennyiben kevert allapoton végezziik a miiveletet, akkor az allapot Osszes
lehetséges értékén kiilon el kell végezniink azt, igy, mintha mindegyik egységnyi hossza
lenne, majd a végeredményeket a valdszinliséggel, mint egy vizszintes tengely mentén
végrehajtott merdleges affinitas egyiitthatojaval eltorzitva kell Osszeilleszteni. Ez a dolgozat
alapvetden nem foglalkozik sem sokasdgokkal, sem bazis-transzformaciokkal, igy itt most
ennél részletesebben nem tériink ki erre.

A legtobb kvantumalgoritmusnal jol viselkedd, nevezetes bitértékekre hattatjuk a
Hadamard operatort, igy az eredményt szerkesztés nélkiil, fejbdl is konnyt reprodukalni, de
mint azt lattuk, az altaldnos eset vizualis megjelenitése nem egyszeri. A 27. dbran lathato
példa a szamsik valés tengelyén marad (a sziirke kor az egységkort jeloli), de el lehet
képzelni, hogy ha nem igy lenne, mennyire komplikaltta vélna a szerkesztés. Eppen ezért a
Hadamard operator hatdsanak targyaldsatol tobb qubites esetben eltekintiink, és inkabb azt
javasoljuk, hogy egyéb modszerekkel szdmolja ki az érdeklddd a végeredményt, majd azt
forditsa vissza a mar ismertetett modszerek segitségével a vizualis reprezentaciora.

3.8. Kapcsolat a siirlisegmatrixszal

Az eddigiekben ismertetett képet felhasznalhatjuk arra, hogy szerkesztéssel megallapitsuk
beldle a stirliségmatrix egyes elemeinek adatait. Mivel a siiriségmatrix egy komplex értékii
matrix, ezért minden eleménél a nagysagot és fazist kiilon kell megallapitanunk. Mint eddig
altalaban, itt is tiszta allapotokkal foglalkozunk. Minden kiilondsebb szdmolgatas nélkiil
megallapithatjuk, hogy ha eltekintiink a fazisinformaciotol, akkor a fliggdleges oszlopok
sz¢lességei a stirliségmatrix foatlojat adjak.

A tobbi elem nagysagat az el6z6 3.7.5. fejezetbdl mar ismert parabola segitségével
szerkeszthetjiik meg. Ekkor a slirliségmatrix nm elemének nagysagahoz eldszor felmérjiik a
képiink n-edik és m-edik fiiggdleges oszlopahoz tartozo szélességeket (vékony, szaggatott
nyil) a parabola szimmetriatengelyére (n-et és m-et binaris alakban képzeljiik el, a szamozas
0-tol indul, az oszlopok sorszamanak meghatarozasakor iigyeljiink arra, hogy egyes
sorszamokhoz 0 szélesség is tartozhat), majd arra merdlegesen a parabola ivéig vetitjiik, és a
metszéspontokat Gsszekotve egyenest huzunk (vastag, szaggatott vonal). Az 5.2. melléklet
szerint az egyenes szimmetriatengellyel vett metszéspontjanak magassaga adja a két hossz
gyokének szorzatat, ami egyuttal a stiriségmatrix megfeleld elemének abszolut értéke.

Mar csak a fazisra van szilikségiink. Ennek meghatdrozasahoz el6szor vessziik az m elem
fazisat reprezentald vizszintes vonalat, tlikrozzilk a sav magassaganak felénél huzo6do
képzeletbeli szimmetriatengelyre (pontozott vonal, ez a miivelet felel meg a komplex
konjugalasnak), majd az igy kapott magassagot hozzdadjuk az n-edik elem fazisanak
magassagahoz a 27 periodicitas figyelembevételével (sziirke, szaggatott-pontozott nyil — ez a
miuvelet felel meg a komplex egységvektorok 0sszeszorzasanak).

Az eredményt dbrdzolhatjuk a komplex szamsik vektoraként, ahol a vektor hosszét a
parabolérol, iranyat pedig 6sszegzett fazisbol olvashatjuk le (duplapontozott-szaggatott nyil).
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28. abra A siriiségmatrix egyes elemeinek megjelenitése tiszta allapot esetén.

Abban az esetben, ha kevert allapotrol van szd, a sokasag minden egyes elemét leird tiszta
allapot esetén el kell végezni ezt az eljarast, majd az eredményt megszorozni a p;
sulyfaktorokkal, és az igy kapott stiriségmatrixokat elemenként 6ssze kell adni.

3.9. Altalanositds véges allapotu, diszkrét kvantumrendszerekre

Az itt leirtak els6sorban a qubitek megjelenitésére szolgalnak, ami azt jeleneti, hogy
kétallapotu kvantumrendszereket, és az ezek tenzorszorzat terén értelmezett Osszetett
rendszereket reprezentaljak. Azonban abban az estben, ha kettdnél tobb, de véges (és
altalaban nem nagyszamu) kvantumallapottal rendelkezd rendszert akarunk megjeleniteni,
akkor kovethetjiik a kovetezd eljarast. El6szor is megszamozzuk az allapotokat, és minden
egyes allapothoz rendeliink egy szint.

Példaul tegyiik fel, hogy egy elektron véges szamu gerjesztett allapotat akarjuk

megjeleniteni egy atomban. Ekkor az alapéllapotot jel6lhetjiik |0> -val és fekete szinnel, az

els6 gerjesztett allapotot |1> -el és fehér szinnel, és igy tovabb, a masodik harmadik és
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3)-al, |4) -el, illetve vorossel kékkel és zolddel.

Az eddigiekhez hasonldéan az adott szinnel kitoltott részekbdl allo vizszintes savokban
abrazolhatjuk az egyes kvantumallapotok megtaldlasi valoszinliségét, a fazisokat pedig a
komplementer szinnel jeldlt vizszintes vonalak reprezentaljak.

negyedik gerjesztett allapotot rendre |2> -vel,

|\V>: C,exp (iY0)|O>+ C, exp (i71)|1>+C2 eXp (iY2)|2>+
C, exp (iy3)|3>+ C, exp (iy4)|4>+

- >4 < L L >

2 2 2 2 2
C 0 C 1 C2 C 3 C4
29. abra Ha kett6nél tobb, véges szamu ortogonalis allapotban lehet a kvantumrendszeriink, a tovabbi

allapotok megjelenitésére hasznalhatunk egyéb szineket. Példaul egy elektron alapallapotat jelolhetjiik feketével,
els6 gerjesztetett allapotat fehérrel, a masodikat pirossal a harmadikat zolddel, a negyediket kékkel, stb.

3.10. Altaldanositas egyéb reprezentaciok alkotdséhoz

Bizonyos esetben fontos lehet, hogy olyan reprezentaciokat alkossunk, melyek
matematikailag ekvivalensek az eddig leirtakkal, de egyéb tulajdonsagaikban kiilonboznek.
Példaul amiatt, hogy ugy dontottiink, az Euleri amplittdok négyzetét abrazoljuk, a
reprezentacionkbol konnyli leolvasni az egyes mérési eredmények valoszinliségét, ¢és a
feltételes valosziniiségeket, ugyanakkor ennek az az éara, hogy altalanos esetben bizonyos
miuveleteket, mint példaul a Hadamard operator hatasat bonyolult dbrazolni.

Az itt kovetkezd részekben a teljesség igénye nélkiil, csak emlités szintjén bemutatunk
néhany egyéb reprezentdciot, majd altalanositjuk Oket cimkézett eldjeles binaris fakon
keresztiil.

3.10.1. Reprezentacid perec diagramokkal

Az eddig ismertetett, savdiagramokra épitett reprezenticido egyik gyengesége, hogy
nagyon gyorsan ,,tomorodik”. Ez alatt azt kell érteni, hogy szerencsétlen esetben az n-edik
qubitot reprezentald sav akar 2" részb6l is allhat (a szamozas 1-tél indul). Ezen a helyzeten
sokszor segit az Osszefonddottsdg, de erre természetesen altalanos bitsorozat
reprezentalasakor nem szamithatunk, ami megnehezitheti a sok qubitbdl all6 rendszerek
reprezentalasat.

A helyzetet némileg javithatjuk azzal, ha a savreprezentéaci6 két végét dsszeillesztve savok
helyett egymasba dgyazott perecdiagramokat hasznéalunk, és a sugarasan, bentrdl kifelé indulo
szeleteket ugy rendezziik at, hogy azok az oOramutatd jardsa szerint ndvekvd sorrendben
mutassak a bitértékeket. Mivel a perec kerlilete is folyamatosan novekszik az ujabb bitek
hozzaadasaval, ezért egyre tobb helylink van a tovabbi szeletek reprezentalasara.

Természetesen, mivel a szeletek szama hatvanyfiiggvény szerint ndvekszik, a kertilet
viszont csak négyzetesen, a reprezentacio igy is tomorddni fog, de nem olyan gyorsan, mint a
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savdiagramok esetén. A modszer hatranya, hogy kisszamu qubit esetén feleslegesen pazarol
helyet.

30. abra Ha gytriibe zarjuk az eddig ismertetett reprezentaciot, egyre tdbb helyiink lesz a tovabbi savrészek
reprezentalasara, hiszen a keriilet folyamatosan ndvekszik.

3.10.2. Reprezentacid szinezett csucsu kockakkal

Egy masik lehetséges megkozelités, hogy a fazis reprezentalasra a szinkort hasznaljuk. Ez
sok esetben azért természetesebb, mint az eddig leirt vizszintes vonalak hasznélata, mert
minden tovabbi feltételezés nélkiil teljesiti a periodicitast. Ha egy pont szine reprezentalja a
fazist, mérete pedig az abszolut értéket (vagy annak négyzetét), akkor ezzel a modszerrel
egyetlen ponttal tudunk reprezentalni egy komplex szamot. A bitértékeket a pontok
elhelyezkedése jelolheti, példaul egy n bitbdl all6 kvantumrendszert reprezentalhatunk egy n-
dimenzids hiperkocka csucsaira elhelyezett szinezett pontokkal. Ennek az eljardsnak az
elénye az, hogy harom dimenzidig kdnnyli a mérés utan kapott feltételes valdszintiségeket
meghatarozni gy, hogy a kocka lapjaival parhuzamos szimmetriatengelyeknek csak az egyik
vagy masik oldalat nézziik. A modszer hatranya az, hogy harom dimenzi6 felett nem kdnnyt
atlatni hol vannak a keresett sikok, eldnye, hogy nem sziikséges eldére tudnunk, milyen
sorrendben akarjuk mérni a bitértékeket.
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Im(z)

Bit #1

31. abra Ha a qubitek fazisat szinekkel, nagysagat a szines pont nagysagaval jeloljiik, akkor egy n qubitbdl
4all6 rendszert megjelenithetiink egy » dimenzids hiperkocka cstcsaira elhelyezett szines pontokkal. A modszer
elénye, hogy a szinkdr természetesen visszaadja a periodicitast, €s a reprezentacio ugyan ugy viselkedik
barmilyen sorrendben is mérjiik az allapotokat.

3.10.3. Reprezentacié Bloch gombokbdl alkotott fraktalokkal

Természetesen a mar jol ismert, és megszokott Bloch gédmbdket is hasznalhatjuk a
sokbites kvantumrendszerek reprezentalasara. Egy lehetdség, hogy a korabbi, fekete és fehér
oldallal ellatott savok helyett a parokba rendezett komplex szamokat a jol megszokott Bloch
gombon jelenitjiilk meg. Azt a kapcsolatot, amit korabban az egyes qubitek kozott a savrészek
egymasalattisaga jelenitett meg, most jelolhetjiik fekete és fehér nyilakkal. (Ha egy mérés 0-at
ad az elsé biten, a fekete nyil mentén elindulva kaphatjuk meg a t6bbi bitbdl alkotott
alrendszer allapotat, mig ha a mérés eredményeként 1-et kapunk, a fehér nyil mentén
haladunk tovabb.) Ennek a reprezentacionak az elénye, hogy példdul a Hadamard operator
hatasat konnyebb rajta nyomon kovetni, hatranya, hogy sok helyet pazarol, nem mutatja
tisztan a mérési valdszintiségeket, és a mérés utani allapot abrazolasdhoz meg kell novelni
pontok méretét.
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32. abra Sok qubites rendszerek abrazolasa Bloch-gombokbdl alkotott fraktalokkal.

3.10.4. Altalanositas el6jeles cimkézett binaris fak segitségével

Az itt emlitett reprezentéacion til természetesen masokat is alkothatunk. A ko6zos ezekben,
hogy mind egy eldjeles, cimkézett binaris faval egyeznek meg matematikailag. A bindaris fa
cimkéi komplex szamok lesznek, a graf éleinek eldjelei pedig a 0 és 1 bitértékeket jelenitik
meg.

A 3.2. fejezetben mar lattuk, hogyan képes tetszéleges allapotot leirni egy savokbol
alkotott fraktal. Az ott bemutatott fraktal minden egyes savja 2" darab komplex szamot jelenit
meg, ahol 7 a sav sorszdma (a szamozas feliilr6l, 0-t6l indul). Csak a levél elemeknek van
nem 0°-os fazisuk, a gyokérelem cimkéjének abszolut érték négyzete 1, a cimkék abszolut
értéke monoton csokken az élek mentén a graf magasabb szintjei fel¢ haladva, tovabba a
levélelemek cimkéinek abszolut érték négyzetdsszege 1-et kell, hogy adjon a (24) ¢és (26)
Osszefliggések miatt. Megjegyzendd, hogy bar a grafban a gyokérelem jelenitheti meg a
globalis fazist, addig ez a sdvokra épiilo reprezentacioban nem jelenik meg.

Globihs tazis

Elst gbit

Masodik gbit

Masodik gbit

c) Cc; c); c;

33. abra A tobb qubites rendszert reprezentalhatjuk egy eléjeles cimkézett binaris faval, melyben csak a
levélelemeknek van nem 0°-os fazisa.
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A mérés utani allapotot a bindris fa részfaja fogja megadni, de ehhez a részfa cimkéit le
kell normalni a levélelemek abszolut érték négyzetdsszegével, hogy a (26) Osszefiiggés
tovabbra is teljesiiljon. Mivel az informacio tilnyomo tobbségét a levélelemek hordozzak (a
savdiagramokon alapul6 abrak esetén ez a legalsé savot jelenti), ezért sok esetben, példaul a
3.10.2. fejezetben emlitett, szinezett csucsu kockaknal, elegendd azokat megjeleniteni.

1 2
C, C,
34. abra A mérés utan a rendszert reprezentalo fa egy részfara egyszertisodik.

c, c,

A 3.3. fejezetben leirt rekurziv eljaras itt annyit tesz, hogy az el6z6 qubiteket reprezentald
rendszer levélelemeit cseréljiik le ugy, hogy a hozzaadando, harom csuccsal rendelkezd, egy
qubitet reprezentald fa globalis fazisat a helyettesitendd levélelem fazisdnak konjugaltjara
allitjuk be. Ezek utan a levélelemet lecseréljiik a haromelemi grafra, az 0j graf cimkéit pedig
beszorozzuk a lecserélendd cstcs cimkéjével (ez felel meg a savokon alapuld reprezentacio
esetén a fazisinformacio legalsd sdvba masolasanak, és a szélesség eldzd savrészekhez
igazitasanak).
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35. abra A tenzorszorzat képzésre szolgald rekurziv algoritmus egy lépése a binaris fak esetén megegyezik
a levélelemek és a cimkék lecserélésével.
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4. Osszefoglalas

Végezetiil foglaljuk 6ssze eddigi eredményeinket, és vesslink egy pillantast a tovabblépési
lehetdségekre is.

4.1. Eredmények

A kvantuminformacid vizualis reprezentalasara szolgald jelenlegi modszerek vagy rosszul
kezelik a tetszdleges allapotokat, vagy nem alkalmasak arra, hogy sok qubitbdl allo
rendszerek informaciotartalmat jelenitsiik meg oly modon, hogy az kdnnyen atlathaté legyen.

Mi itt most egy olyan mddszert vazoltunk fel, mely egyszerti eszkozokkel, téglalapokkal
¢s fekete-fehér szinezéssel jeleniti meg az egyes kvantumbiteket, a bitek kozti
Osszefliggéséket pedig a téglalapok rekurziv egymésmellé¢ helyezésével, ¢és fraktalok
alkotasaval hoztuk Osszefiiggésbe. Igy sok qubitbdl allo rendszereket reprezentalhatunk
attekinthetden.

A téglalapok szélessége a mérési valdszinliséget, az egyes téglalapokon elhelyezett
vizszintes vonalak magassaga a fazist jeloli. Ez az elrendezés lehetové teszi, hogy konnyen
atlassuk a mérés utan kapott egyes allapotok valosziniiségét, és sok-qubites rendszerek esetén
bepillantast nyerhetiink az egyes méréskombinaciok eredménye utan kialakulo feltételes
valdsziniiségekbe is.

A rekurziv egymasmellé helyezés, és a fazisok atmasoldsa egyik téglalaprél a masikra
lehetévé teszi, hogy tenzorszorzat allapotokat is konnyedén megjelenitsiink. A folyamat
megforditasdval megallapithatjuk, hogy egyes sok qubitbdl all6 kvantumrendszerek
szétvalaszthatoak-e illetve, hogy hanyat lehet koziiliik szétvalasztani.

A két tulajdonsag egyiitt lehetdvé teszi, hogy felismerjiik az 0sszefonddottsagot illetve
annak mértékét, a fraktdlok Onhasonlosdgat kihaszndlva pedig alrendszerek viselkedésébe
nyerhetiink bepillantast.

Végiil megmutattuk, hogy a fenti reprezentacid téglalapjai altal hordozott informaciod
matematikailag ekvivalens egy cimkézett eldjeles bindris faval. Ezen keresztiil mas
reprezentaciokat is lehet alkotni, melyre emlités szintjén lattunk par példat.

4.2. Tovabblépési lehetbségek

A tovabbiakban érdemes lehet megvizsgalni, hogyan hatnak a reprezenticiora a
bazistranszformaciok, hogyan lehet leirni, ha nem a bazisvektoroknak megfeleld méréseket
hajtunk végre, illetve pontosan hol, és miben jelenik meg a kiilonbség az dsszefont és kevert
allapotok kozott.

A miivelettel kapcsolatban érdemes tovabbi, egyszeriibb modszereket keresni a Hadamard
kapu leirdsara, érdekes lehet megvizsgalni az egyes kapuk infinitezimalis generatorainak
hatéasat, ¢és esetleg megvizsgalni, lehet-e valami altaldnosat mondani a reprezentacioban egy
tetsz6leges kvantumkapu hatasarol.
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5. Melléklet

5.1. Tenzorszorzat

Tegyiik fel, hogy adott két vektortér, V,, n dimenzids és W, m dimenzids. Képezziink a
veV, é we W, vektorokbol alkotott rendezett part, melyet a kdvetkez6képpen jeloliink:

v ® w . Ezt akkor tekintjiik tenzorszorzatnak, ha a rendezett parokon értelmezett 6sszeadas és
komplex szdmmal valo szorzas teljesiti az alabbi dsszefiiggéseket:

VV,v,,v, eV, é Vww,w, eW,_ esetén
VO (W, +W,)=VOW, +VOW, (36)
(V,+V,)@W=V,QW+V, ®W (37)
Va e C esetén

a(X®7y)=(aX)®y =X ®(ay) (38)

A fenti relaciok kovetkezménye, hogy, ha {Ei}il tetszOleges bazis Vy,-ben, és {fj }j:
tetszOleges bazis Wy-ben, akkor az g; =¢€; ®fj elemek is bazist alkotnak, mely az

ugynevezett V. ® W_ tenzorszorzat-teret fesziti ki.

5.2. Szorzat szerkesztés parabola segitségével

Ha van egy y=x’ egyenletii parabolank, és a rajta fekvd (-a;a®), (b;b”) pontokat
0sszekotjiik egy egyenessel (a €s b nem-negativ szdmok), akkor az egyenes a (0;a-b) pontban
fogja metszeni az y tengelyt.

Ennek belatasdhoz eldszor szamoljuk ki az 6sszekotd egyenes meredekségét:

b’ -a’ (b+a)(b-a)

m-= =
b+a b+a

=b-a (39)

A levezetés soran feltessziik, hogy a és b nem egyszerre 0 (ez esetben a szorzatuk
természetesen 0). Amig az egyenes a (-a;a”) pontbél az y tengelyig eljut, meredekségének a
szorosaval n0 a magassaga, vagyis a végleges érték:

y=a2+a-(b—a)=ab (40)

Tehat az egyenes y tengellyel vett metszéspontjanak koordinataja valdban (0;a-b).

45



I\ IR J X
Y Y

a b

36. abra Hosszlsdgok szorzata szerkeszthetd egy parabola segitségével.

5.3. Bra-ket formalizmus vektorokkal

A bra-ket formalizmus absztrakt vektorait valdédi oszlop ¢és sorvektorokkal is
megjelenithetjiik. Ekkor a nulla és egy értékhez, illetve egy altalanos ket vektorhoz tartozé
komplex értékii vektorok [9]:

|o>=m, |1>:m, |w>=a|0>+b|1>=aﬁ}+b{(j=[ﬂ @

abeC, |a +[b’ =1 (42)

Ahol:

A tenzorszorzat ekkor nem mas, mint a Kronecker-szorzat [9]:

uUV ul’zV
UV = u,,V u,,V (43)

A ket vektorhoz tartoz6é komplex bra vektor pedig a ket vektor transzponalt konjugaltja

[9]:
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|w>=m:<w|= 2 v (44)

A rendszeren végrehajtott mérés matrixa pedig, ha a detektor a bazisvektorokhoz tartozé
allapotnal, illetve egy tetszéleges vektorhoz tartozoé allapotban szélal meg biztosan [9]:

1 0 0 0 *oab’
O N SR T O SR TR e

Ha egy qubites rendszeren hajtunk végre mérést, akkor annak valosziniisége, hogy a
rendszert egy adott |m> allapotban talaljuk [8]:

__Mw
) by “©

Ahol M" az M métrix konjugalt transzponéltja.
Tobb qubites rendszerek esetén egy altalanos ket vektor [9]:

Co...00
|0) = Cp.0]0-+-00) + gy [0---01) +... 4 ¢y [1-+-11) = Co-o (47)

C1--~11

Ha egy n-qubitbdl allé rendszer elsé qubitjén hajtunk végre egy mérést, akkor a mérés
matrixa [8]:

P, =(m)m|) ®1, 1 ®...81, (48)

Ahol I-k identitdsmatrixok. A teljes rendszer mérés utani allapota pedig, ha a mérés
eredménye m [8]:

_ PJo)
P(m))= w (49)
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