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BEVEZETES

A matematika alkalmazhatosagi probléméja igen nagy maultra tekint vissza, €s végigvonult
szinte az egész nyugati filozofiatorténeten. Platontol Millig a probléma mibenléte nagyjabol
egyseges jelleget Oltott; késobbi targyaldsa, beleértve annak kortdrs megjelenését is, noha
megorizte a kiinduld probléma felvetését, szamtalan tovabbi kérdéssel gazdagodott. Ebbdl
adoddan mar nem igazan beszélhetlink egyetlen problémardl, hanem csupan egy igen
szerteagazo problémakorrél, mely szamtalan megkdzelitésmodot foglal magéaban. Lévén,
hogy a problémakér targyalasa csupan a 90-es években kapott 4j erére,' egyel6re kevés olyan
iras sziiletett, amely az egész kérdéskor attekintésére torekedne. Mark Steiner a kivételek kozé
tartozik, és atfogd képet igyekszik elénk tarni a matematika alkalmazhatdsagi problémajat
illetden, mégpedig a problémakort harom részre - szemantikai, metafizikai és deskriptiv
problémara - osztva. A jelen tanulmany vizsgalati targya Steiner azon allitdsanak
feliilbiralasa, miszerint Frege a szemantikai problémara, és ezzel a metafizikaira is végleges
megoldast kinalt, igy minden tovabbi diszkussziot feleslegessé téve.

Az emlitett részproblémak és Steiner 4llaspontjanak ismertetése utan Frege Grundlagen-jét*
allitva a vizsgéalodas kozéppontjaba szeretnék érvelni Steiner felfogasanak tarthatatlansaga
mellett. Mint 1atni fogjuk, noha Frege logicizmusédnak inkonzisztencidja nem fenyegeti Frege
megoldasat, egy masik, Frege matematikafiloz6fidjat érintd problémarol, az ugynevezett
Julius Caesar-problémar6] viszont mar nem mondhatjuk el ugyanezt. Allitdsom tehat az lesz,
hogy az emlitett probléma mind a szemantikai, mind a metafizikai probléma fregei megoldasa
alol kihtizza a talajt, €és igy azok nem tekinthetok véglegesnek.

Ezen tanulmdny sordn nem kivanok teljeskorti attekintést adni Frege matematikafilozofiai
nézeteir6l, hanem csak annyi informaciot szeretnék kozoIni, amely lehetdvé teszi szdmunkra

az emlitett problémak megértését és allaspontom belathatosagat.

' Ennek okairdl, lasd WILHOLT (2006). Wilholt amellett érvel, hogy mig a 20. szazad elején az
alkalmazhatosagi probléma még felkapott témanak szamitott a korai logicistak korében, addig a logikai
pozitivizmus eldretdrésével parhuzamosan a probléma fokozatosan eltiint a filozofiai diszkussziokbol, mivel a
logikai empirizmus, ¢lén Carnappal, az alkalmazhatdsagi problémat teljes egészében megoldottnak tekintette.

2 FREGE (1884/1999) Természetesen Fregének Az aritmetika alapjairél c. mivérél van széd, amelyet a
masodlagos szakirodalom csak Grundlagen-ként szokott emliteni az eredeti német cimnek (Die Grundlagen der
Arithmetik) megfelelden.



1. STEINER ES AZ ALKALMAZHATOSAGI PROBLEMA

Az alkalmazhat6sagi probléma szamos vonatkozassal bir, mivel az, hogy milyen allaspontot
képviseliink akar a matematikai allitdsok sziikségszertiségét €s a prioritasat illetden, akar a
matematikai tdrgyak ontologiai stdtuszanak vonatkozéasaban, stb., befolyassal lesz arra, hogy
miként is fogunk vélekedni az alkalmazhatdsagi probléma megoldasanak tekintetében.
Mindemellett a probléma targyaldasmodjanak sokszinlisége nem csupan abbol fakad, hogy az
egyes valaszoknak milyen metafizikai, episztemologiai vagy szemantikai, stb. eléfeltevései
vagy kovetkezményei vannak, hanem abbol is, hogy egyaltalan mit értiink alkalmazhatdsag
alatt ¢s hogy miként is kozelitjiik meg magat a problémat. Kozelithetiink egyrészt a
matematika feldl és feltehetjiik a kérdést, hogy milyennek kell lennie a matematikénak, vagy
miképpen kell felfognunk a matematikat ahhoz, hogy az alkalmazhat6 legyen akar a
tudomanyokban, akar a hétkoznapi életiink soran, vagy hogy mi teszi érvényessé az
alkalmazott matematikai kovetkeztetéseinket. Masrészt kozelithetiink a tudomanyok, és
leginkabb a fizika feldl, és tobbek kozott olyan kérdéseket feszegethetiink, mint hogy miként
lehetséges, hogy némely tudomanyos elmélet meg sem fogalmazhaté a matematika segitsége
nélkiil, és hogy ezek a matematikai megfogalmazasok gyakran olyan, még fel nem tart fizikai
tényeket, 0sszefliggéseket jeleznek eldre és vezetnek 1j elméletekhez, amelyek pusztan fizikai
alapokon megjosolhatatlannak bizonyultak volna. Ertheté modon, mig a fizikusokat inkabb ez
utobbi kérdések foglalkoztatjak, és sokan koziilik bamulattal adoznak a matematika ¢és a
fizika homomorfizmusa el6tt, addig a filozofusok inkdbb a matematikat allitjdk a
kozéppontba, és minden tOliik telhet6t megtesznek azért, hogy mindenféle misztikussagot
tavol tartsanak ¢és felszdmoljanak a matematika fizikdra vald alkalmazhatosaganak
magyarazata soran. Steiner allaspontja szerint a filozéfusok ¢€s a fizikusok szandékaik ellenére
gyakran elbeszélnek egymas mellett, és mindez pontosan az eltérd megkdzelitésmodoknak
koszonhetd, amely mogott pedig az alkalmazhatosag fogalmanak kiilonbozd hasznalatai
allnak.’
Mindezt figyelembe véve, Steiner szerint az alkalmazhatosdgi problémat az alabbi
részproblémakra érdemes osztanunk:

o A szemantikai vagy mas néven logikai probléma azt boncolgatja, hogy mi biztositja a

kevert, azaz nem tisztan matematikai kovetkeztetéseink érvényességét, vagyis az olyan

 STEINER (1998) 13-15.0.



kovetkeztetéseink érvényességét, amelyek alkalmazott ¢&s tiszta matematikai
allitasokat is tartalmaznak.

o A metafizikai probléma abban a kérdésben all, hogy hogyan lehetnek a matematikai
igazsagok barmely modon is relevansak az empirikus vilagra nézve, adva a
matematika birodalma és az empirikus vilag k6zott huz6do ontologiai rést.

o Végiil a deskriptiv probléma arra irdnyul, hogy miként lehetséges, hogy a matematika
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nyelve oly sikeresen alkalmazhato6 fizikai elméletek leirasara és elérejelzésére.

Mivel vizsgalodasunk kdzéppontjaban a szemantikai és a metafizikai probléma, illetve Frege
ezekre adott valasza all, igy a kovetkezd szakaszban részletesebben is bemutatom az emlitett

problémakat, valamint Steiner alldspontjat a fregei megoldast illetden.

1.1 STEINER A METAFIZIKAI ES A SZEMANTIKAI PROBLEMA FREGEI
MEGOLDASAROL

Ahogy azt Steiner megjegyzi az alkalmazhatosagi problémaval kapcsolatban, a 19. szdzadban
a modern logika kialakuldsaval és a matematika logicista megalapozésara tett kisérletekkel a
matematika alkalmazhatésdganak magyarazata uj szempontokkal boviilt. Frege logicizmusa,
mint latni fogjuk, az alkalmazhatosag ujszerli kérdésfeltevését ¢és megkozelitését tette
lehetove, amely elsdsorban a szemantikai probléma megfogalmazasdban, valamint a

szemantikai és metafizikai problémara adott valaszdban mutatkozik meg.’

1.1.1 A LOGIKAI ES A METAFIZIKAI PROBLEMAROL

Ahhoz, hogy tetten érhessiik az alkalmazhatdsagnak ezt az imént emlitett vonasat, tehat egy
olyan kovetkeztetést kell szemiigyre venniink, amelyben mind tiszta matematikai allitasok,
mind pedig kevert, vagyis alkalmazott matematikai allitadsok szerepelnek.

Vegyiik a kovetkez6 példat:

*STEINER (1998) 16-26.0. Maga Steiner, konyvében a deskriptiv probléma megoldasat célozza meg. Ennek
kritikai osszefoglaldjat nyujtja COLY VAN (2001), aki ramutat, hogy mind az antirealista (Field) mind a realista
(Quine) szamara ugyanugy felmeriil a deskriptiv probléma.

> STEINER (2005) 641.0. A logicizmus allaspontja szerint az aritmetika logikai alapokra helyezheté és
helyezendd, vagyis minden aritmetikai allitast és fogalmat pusztan logika eszkdzokkel igazolhatunk, és igy az
aritmetika a logika részét képezi. Kivalod attekintését nyujtja a logicizmusnak Horsten (2012)

5



P1  7+5=12

P2  Hét alma van az asztalon.

P3 Ot korte van az asztalon.

P4  Egyik alma sem korte.

P5 Csak almak és korték vannak az asztalon.
P6 Az almak és a korték gyiimolcsok.

K  Tizenkét gyiimbles van az asztalon.’

Steiner az alabbi megjegyzéseket fiizi a példahoz:

"A kovetkezd kérdés meriil fel: a tiszta matematikai propozicidnak, ami lathatéan
'természetes szamokrol' sz6l, mi kéze van a gylimOlcsokhoz? Ennek a kérdésnek két
aspektusa van, egy logikai €s egy metafizikai. A metafizikai kérdés abbol a matematikai
targyak és empirikus targyak kozotti ontologiai résbol fakad, amire mar Platon felfigyelt:
hogyan lehetnek a matematikai targyakra vonatkozd igazsagok barmely modon is
relevansak az empirikus vilagot illetéen?
A logikai kérdés abbol a kiilonbségbdl fakad, ami a 'hét' és az '6t' szamnevek melléknévi
¢s fonévi hasznalata kozott all fenn. Ez a kétértelmiiség olyan félreérthetdséghez vezet,
ami a kovetkeztetésiink logikai érvényességének alaasasaval fenyeget. Természetesen ez
a két kérdés osszefiigg."”’
A fentihez hasonlo kovetkeztetésekkel mind a hétkdznapi, mind pedig a tudomanyos ¢letben
gyakran talalkozhatunk, €s szdmtalanszor meggydzOdhettiink mar sikerességiikrél. Ahhoz
azonban, hogy a matematika alkalmazhatosdganak eme sikerességét megmagyardzhassuk,
mindkét problémara megoldast kell talalnunk, ugyhogy hasznos lesz alaposabban is

kifejtentink Oket.

Ami a logikai vagy mashol szemantikainak nevezett problémat illeti, mint lathatjuk, P1 egy
tiszta matematikai allitas és kizarolag szamneveket, illetve egy azonossagi relaciot tartalmaz,
vagyis csak ¢és kizarolag matematikai kifejezéseket foglal magaban. Ellenben P2, P3 és K
kevert matematikai allitdsok, amelyek ebbdl adédéan mind matematikai, mind nem-
matematikai elemeket magukban foglalnak, vagyis tartalmaznak szamneveket, valamint (jelen
esetben) tobbek kozott gyiimdlesok neveit is.

A problémat az okozza, hogy a szdmnevek latszolag méas-mas funkciot toltenek be a tiszta,

illetve a kevert allitasokban. A '7+5=12' tiszta 4allitasban a '7' egy matematikai targy neveként

6 A példat egy aprobb modositassal Steinertél vettem — 1asd STEINER (1998) 16.0. Természetesen a hétkoznapi
életben a kovetkeztetéseink nem ilyen format oltenek, példaul P4 nem gyakran fogalmazédna meg benniink,
hiszen evidencianak tekintjiik, azonban 1évén, hogy logikai problémardl is van sz6, a formai pontossag
nélkiilozhetetlen.

" STEINER (2005) 642.0.



jelenik meg, vagyis mint tulajdonnév, mint a hetes szdm neve. Ezzel szemben példaul a 'hét
alma van az asztalon' kevert allitdsban a 'hét' kifejezés az alma predikdtumaként szerepel,
vagyis az almakrol allit valamit, mégpedig azt, hogy hét van beldliik. Tehat ugyanaz a
kifejezés, jelesiil a 'hét', a kiilonbozé premisszakban kiilonboz6 értelemben szerepel. Es persze
ugyanez elmondhaté az 5-r6l és a 12-r6l is. Ezen kiilonbségekbdl fakaddan pedig logikai
formajat tekintve a kovetkeztetést érvénytelennek kellene tekinteniink, hiszen a konkluzio
nem kovetkezhet a premisszakbol, amennyiben nincs kapcsolat P1 és a tobbi premissza
kozott.

Mindamellett nagyon jol tudjuk, hogy a fenti kdvetkeztetés érvényes. Tehat a filozofiai
problémank jelen esetben abban all, hogy talalnunk kell egy olyan interpretaciot, amely
mellett a kovetkeztetés érvényes.

Logikai értelemben, a kérdésfeltevés természetesen eldrejelzi annak megoldasat: fel kell
szamolnunk a tiszta és a kevert matematikai allitasokban el6forduld szamnevek kozotti
kiilonbséget azok logikai kategoriait illeten, €s egy egységes logikai, illetve szemantikai
magyarazattal kell eléallnunk. Logikai szempontbol tehat valasztanunk kell ak6zott, hogy a
szamneveket individuumnevekként, vagy predikatumokként fogjuk-e fel. Frege az eldbbit

valasztotta, de err6l majd késdbb.

Ami a metafizikai problémat illeti, ez az a probléma, mely mar Platontol kezdve jelen volt a
filozofiatorténetben. Tehdt mig a szemantikai probléma valoban csak a 19. szdzadban
mertilhetett fel, addig a metafizikai probléma, annak klasszikus kérdésfeltevésével mar a
kezdetektdl jelen volt a filoz6fidban.

A matematika alkalmazhatosadgi problémdja annak klasszikus megfogalmazasaban a
kovetkezOképpen foglalhatd Ossze. Egyrészt adott a koriilottiink levd vilag, azaz a Természet
a benne taladlhatdé konkrét fizikai targyakkal és ok-okozati viszonyokkal, a maga &llando
valtozasaival egyiitt. Ezt a vilagot leginkabb tapasztalati Uton ismerjik meg ¢és tényeit
kontingens, olykor-olykor revidealt igazsagokkal irjuk le. Masrészt, ha fogalmazhatok igy,
adott szamunkra a 'matematika birodalma', a matematika targyai, amelyeket jellemzden
absztraktnak tekintiink (tehat téren és idon kiviili targyaknak, amelyek nem vesznek részt
oksagi kapcsolatokban). Ezen birodalmat nem tapasztalati, hanem a priori médon ismerjiik
meg, ¢s igazsagait altalaban sziikségszeriieknek, oOrokérvényilieknek tekintjikk. Ez egy
nyilvanvaldan elnagyolt kép, de talan jol érzékelteti azon altalanos meggydzddésiinket (vagy
legalabbis a tobbségiinkét), miszerint a matematika targyainak természete kiilonbozik a fizikai

vilag targyainak természetétol.



Mindamellett viszont azt tapasztaljuk, hogy a matematika itéletei nagyon is sikeresen
alkalmazhatdak a természet tényeire vonatkozoan. Ebbdl kovetkezéen addodik a feltételezés,
hogy kell lennie valamiféle kapcsolatnak, amely 0Osszekoti ezt a két nagyon kiilonbozo
vilagot, és amely biztositja a matematika empirikus vilagra valé alkalmazhatosagat. A
metafizikai probléma igy tehat abban all, hogy miként is tudunk koherens moédon szamot adni
errdl a kapcsolatrol. Mas szavakkal: adva a fizikai €s a matematikai kdzotti ontologiai rést, a

matematika igazsagai miképpen lehetnek relevansak az empirikus vilagra nézve.®

Mint lathatjuk, a szemantikai probléma merdben eltér az alkalmazhatosadgi probléma
klasszikus targyaldsatol, hiszen egyaltalan nem a matematikai és a fizikai régio
kiilonbozéségeébdl fakad: a gytimblesos példankhoz hasonld kovetkeztetéseket ugyaniigy akar
absztrakt targyakra vonatkozodan is felirhatnank, példaul ha egy egyenlet gyokeit vagy az
érvényes arisztotelészi szillogizmusokat akarnank dsszeszamolni. Igy a klasszikusto] eltéréen
a szemantikai probléma megolddsa nem a matematikdnak a természetre vald
alkalmazhatdsagarol akar allitani valamit, hanem a matematika altalanossdgban vett
alkalmazhatdsagarol, tehat tekintet nélkiil arra, hogy mire is alkalmazzuk azt. Ha ez utobbit
sikeresen magyarazzuk, akkor természetesen az empirikus vilagra vald alkalmazhatésag
magyardzata is adva lesz szamunkra — ezt Fregénél is megfigyelhetjiilk majd, aki szintén

altalanossagban targyalja az alkalmazhatosagot és a szemantikai problémara adott valaszaval

egyben a metafizikai problémara is valaszol.

1.1.2 FREGE MEGOLDASAROL

Ebben a szakaszban Frege megoldasat csak nagyvonalakban fogom felvdzolni, ahogy azt
maga Steiner is teszi, €s majd csak a dolgozatom masodik felében fogom azt részletesebben is
kifejteni, jovatéve az erre a szakaszra jellemzd tomorség okozta magyarazatbeli

hianyossagokat.

A probléma megoldasara alapvetéen két stratégia kinalkozik: vagy elismerjiik az emlitett kapcsolat fennallasat
¢és ezzel egyiitt az alkalmazhatosagi probléma 1étjogosultsagat, és valoban magyarazattal kivanunk szolgalni az
emlitett kapcsolatot illetden, vagy eleve tagadjuk a probléma fennallasat. Az elsé stratégiat kovette tobbek kozott
Platon, Descartes és Kant, a masodikat Berkeley €s Mill. Lasd STEINER (2005) 625-627.0. Mint lathatjuk, én
azzal az eldfeltevéssel vazoltam fel a problémat, hogy az emlitett ontologiai rés valdban fennall, és a két régiod
kozotti kapesolat magyarazatra szorul.



A szemantikai problémat maga Frege vetette fel, €s ha hihetiink Steinernek, 6 is oldotta meg.
A metafizikai probléma ellenben nem keriil explicit modon targyalasra Frege altal, de az
elébbire nytjtott megoldasa erre is valaszul szolgal.

A szemantikai probléma fregei megoldasanak lényege abban &ll, hogy a szamneveknek
egységes értelmezését nyujtja: azok mind tiszta, mind kevert matematikai allitasokban
ugyanugy individuumnevekként fognak szerepelni, és magukra a szdmokra, mint absztrakt
targyakra, osztalyokra referdlnak. fgy amikor azt mondjuk, hogy 'hat alma van az asztalon',
akkor ezzel azt fejezziik ki, hogy 'az asztalon levd almik szdma [van] hat'. Ezzel
tulajdonképpen egy azonossagi allitdst tesziink, ¢s mivel a szamokat Frege szerint
fogalmakhoz rendeljiik hozza, igy minden kevert allitas felirhatdo az NxFx=n' formaban, ami
azt jelenti, hogy az F fogalomhoz tartoz6 N szamossadg azonos n-nel. Tehat nem fizikai
targyrol/targyakr6l, hanem magérol az F fogalomrdl allitunk valamit, igy a szdmtulajdonitasi
predikatumok masodrendli predikatumok lesznek. (Példaul az 'azonos 6-tal' masodrendii
fogalmat/predikatumot allitjuk az 'asztalon levd gyiimdlcsok' elsérendli fogalmarol.) Az 'n'-re
tovabbra is igaz lesz, hogy nem predikatum, hanem csupén része az '= n' predikatumnak ¢€s
egy targyat nevez meg, mégpedig azt az osztalyt, amelynek elemeit az adott szamossagu
fogalmak alkotjdk. Steiner interpretalasdban igy a kovetkezd tétel segitségével irhatjuk fel
kovetkeztetéstinket:

VEVG(NxFx =n & NxGx = m & ~3x(Fx & Gx) =»Nx(Fx & Gx) =n+ m)
Szavakkal kifejezve: Minden F-re és G-re, (ha az F-hez tartozd szdm = n, és a G-hez tartozo
szdm = m, ¢és nincs olyan x, ami F ¢és G, akkor az (F és G)-hez tartoz6 szdm = n + m).
Mindezek utan mar nincs mas dolgunk, mint F €s G helyére behelyettesiteni a kovetkezésben
szereplé fogalmakat, és maris érvényes a kovetkeztetésiink.” Ezzel a szemantikai probléma
megoldasra keriilt. A metafizikai probléma megoldasat pedig az a fregei nézet szolgaltatja,
miszerint a matematikai entitdsok nem kozvetleniil a fizikai vilaghoz, hanem csupan
fogalmakhoz kapcsolodnak, fogalmak ala pedig empirikus €és nem-empirikus targyak is
eshetnek.

Steiner szavaival:
"Most mar levonhatjuk a kovetkeztetést, hogy Frege teljes egészében megoldotta az
alkalmazhat6sag szemantikai és metafizikai problémajat. (...) a szemantikai probléma
megoldasa soran Fregének egyetlen matematikai és nem-matematikai targyak kozotti,

metafizikailag gyanus relaciot sem kellett posztuldlnia. A matematikai targyak csak mas
matematikai targyakkal, valamint fogalmakkal allnak kapcsolatban. Az, hogy a fizikai

? STEINER (1998) 17-18.0.



targyak fogalmak ald eshetnek ¢s halmazok elemei lehetnek, csak azok szdmadra
probléma, akik nem hisznek a halmazok vagy fogalmak létezésében. Talan anélkiil, hogy
egyaltalan szandékaban allt volna, Frege megoldotta az alkalmazhat6sdg metafizikai
problémajat és feleslegessé tette 'AZ' alkalmazhatosagi probléma kortars diszkusszioit." ™

Ugyanez a nyomatékos hangnem jelenik meg a kdvetkezd sorokban is:

"Noha a kortars irodalom alapjan, a matematikai alkalmazhatosagot érint6é legfobb
problémak azok, amelyeket 'metafizikai' problémaknak nevezhetiink (...) annak oka, hogy
nem foglalkozom ezekkel a 'problémdkkal' nagyon egyszerti: Frege megoldotta dket.
Mindamellett, hogy Frege soha nem tette sz6va megoldasat, az megjelenik a Grundlagen-
ben. Amennyiben mégis megtette volna, ugy felesleges diszkusszidval toltott évek
sokasagatol kimélte volna meg a filozofiai kozosséget."!
Steiner tehat igen mély meggy6zddéssel allitja, hogy Frege tobb mint széz évvel ezeldtt mar
megoldotta ezeket a problémakat, és azt is hozzaflizi, hogy ha egyesek ugy tesznek, mintha ez
nem igy lenne, az azzal magyarazhatd, hogy nem forditanak kelld figyelmet arra, hogy az
alkalmazhatésag mely fogalmaval is dolgoznak éppen. Az én allaspontom szerint
természetesen ennek mas okai vannak, mégpedig az, hogy Frege val6jaban nem oldotta meg
végérvényesen a fenti problémakat - remélem dolgozatom kdvetkezd részében sikeriil majd
mindezt megmutatnom.
Egyvalamiben azonban biztosan egyet kell érteniink Steinerrel, mégpedig abban, hogy Frege
logikai rendszerének inkonzisztencidja nem érvényteleniti Frege megoldasat. Mint ismeretes,
Frege logicista programja kudarcba fulladt, mivel tobbek kozott egy olyan axiomadra épitett,
amely mindamellett, hogy nem tekinthetd logikainak, inkonzisztensnek is bizonyult. Ez az
Gigynevezett V. alaptorvény, amit Frege Az aritmetika alaptérvényeiben (Grundgesetze)'
fogalmaz meg, ¢és amelynek tarthatatlansdgara Russell mutatott rd. gy Steiner
megcafolasahoz kézenfekvd lenne azt allitani, hogy Frege megoldasai azért nem tekinthetdk
véglegesnek, mert logicizmusa kudarcba fulladt. Ez azonban nem allja meg a helyét.
Egyrészt, ahogy Steiner is emliti, Boolos kimutatta, hogy a Grundlagen programja
konzisztens masodrendi logikat alkot — ez az, amit Boolos FA-nak hiv (Frege
Arithmetic)."Masrészt ~ Frege  elmélete a  természetes  szamokrél,  valamint
matematikafiloz6fidjdnak jelentds része megfogalmazhaté a 'fogalmak terjedelmére' valo
hivatkozéas nélkiil is, amely fogalom az V. axioma kimondasara vezette 6t. Harmadrészt a

Grundgesetze formalis nyelvén az alkalmazhatdsagi probléma meg sem fogalmazhato, igy

' STEINER (1998) 23.o0.

' STEINER ua., 19.0.

1> FREGE (1893/2000) Az eredeti német cim: Grundgesetze der Arithmetik.
> BOOLOS (1987)
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amire leginkabb tdmaszkodhatunk és tamaszkodnunk kell, az valtozatlanul a Grundlagen,
amely Frege aritmetikafiloz6fidjanak logikai és filozofiai alapjait tarja elénk - ennek

természetes nyelvi kontextusa az, amiben az alkalmazhatosag egyaltalan targyalasra kertilhet.

Mivel a Grundlagen Frege korai miivei koz¢€ tartozik, felmeriilhet benniink a kérdés, hogy
Frege késobbi irasai mennyiben modositottak a Grundlagen aritmetikafilozofigjan és igy
valéban érdemes-e azt vizsgalat targyava tenniink. Ezzel kapcsolatban Dummett nyugtathat
meg minket, aki részletes kifejtését adja annak, hogy Frege aritmetikafiloz6tidja, munkéssaga
soran milyen véltozasokon esett at. Osszességében azt lathatjuk, hogy a természetes szamok
elméletének logikai konstrukcidja ugyanaz maradt a Grundgesetzeben 1is, csak sokkal
részletesebben kifejtve. Ugyanigy a 'Jelentés és jelolet'’* tanulsigai sem mondanak ellent a
Grundlagenben foglaltaknak, hanem sokkal inkabb pontositjadk és kiegészitik azokat, gy
ahogy azt Frege a 'Fiiggvény és fogalom' vagy a 'Fogalom és targy' cimfi iraséban is teszi.'’
Dummett konkluzidja tehat az, hogy a Grundlagent, mint olyat tarthatjuk szdmon, amely
Frege érett aritmetikafiloz6fidjanak hiteles képét nytjtja, nem pedig csupan munkassaganak

egy mar feliilirt szakaszaét. '

Amiben szintén egyet kell értenlink Steinerrel (¢s Dummettel is), az az, hogy Frege
megoldasa szamos eldnnyel bir, és elkeriili mind a Mill-féle empirizmussal, mind a standard
matematikai platonizmussal jaré problémakat.'” Maga Frege is platonista allaspontot képvisel,
ugyhogy miel6tt belekezdiink Frege kritikai targyaldasidba, érdemes attekinteni elméletének
erényeit is, szembedllitva azt az emlitett két allasponttal.

Dummett Steinernél sokkal érzékletesebben fejezi ki az alkalmazhatosagi problémaval jard
nehézségeket. 1. Ha tul szorosra flizziik a kapcsolatot a matematika birodalma €s az empirikus
vildg kozott, akkor noha a matematikai és a fizikai kozelsége miatt az alkalmazhatdsag
konnyedén biztosithatdo lesz, nagy eséllyel bucsit mondhatunk a matematikai igazsadgok
sziikségszertiségének. 2. Ellenben ha tulsagosan nagy tavolsagot feltételeziink a két régio
kozott, tulsagosan elszigeteljiik ket egymastol akkor a matematikai igazsagok sziikségszert
jellege nem fog ugyan sériilni, de nem fogunk tudni kapcsolddasi pontot talalni a két régio

kozott.'®

'* FREGE (1892/2000)

'> FREGE (1891/2000) és FREGE (1892/2000a)

' DUMMETT (1991) 1-9.0.

' STEINER (2005) 642-643.0. A platonizmus részletes attekintését nyujtja LINNEBO (2011)
"8 DUMMETT (1993) 430.0.
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Az elsO klasszikus esete a Mill-féle empirizmus, a masodiké pedig a platonizmus, ugyanis
egyikik sem tud -eleget tenni azon kovetelményeknek, amelyeket elvarnank az
alkalmazhatdsagi probléma megoldasatol: hogy megdrizziik a matematikai igazsagok
szitkségserliségét, illetve hogy széleskorii alkalmazhatdsagot biztositsunk. "

Mill 4llaspontja igen egyedi: az aritmetikat is empirikus tudomanynak tartotta, annak tételeit
pedig érzéki megfigyeléseken alapuld induktiv altaldnositdsok eredményének. Példaul a
harmas szam definicidja szerinte targyak egy bizonyos kapcsolatdban all, amelyek egy adott
érzéki benyomast okoznak benniink (péld4ul latunk harom kavicsot). Az alkalmazhatosag igy
mar eleve adva lesz a definiciokban, de tobbek kozott nehezen tudunk majd mit kezdeni a 0-
val és a nagy szamokkal, hiszen nehézkes lenne ezeket barmely fizikai ténynek is
megfeleltetni. A kovetkezmények egyértelmiiek: lemondhatunk a matematikai igazsagok
sziikségszerliségérol, ¢s az alkalmazhatosag egy jelentds teriiletérdl, ugyanis csak a fizikai
targyakra valo alkalmazhatdsagot fogjuk tudni magyarazni. Tovabba az aritmetika jelentds
részét is ellehetetleniti az elmélet, hiszen csak arr6l tud mondani valamit, ami érzékileg
megfigyelhets.”

A platonizmus ezzel szemben azt allitja, hogy a matematika targyai az empirikus valésadgon
tali absztrakt, elmefiiggetlen, objektiv entitdsok. Ezeket az intuici®6 képessége altal
ragadhatjuk meg, ami parhuzamba allithat6 a fizikai targyak érzékelésének képességével, igy
a matematika targyait ugyanugy felfedezziik, nem pedig feltalaljuk.>'Ezzel kapcsolatban
rogton két kérdés is adodik. Ha a matematika kiilonalldo birodalmat képez, akkor 1. hogyan
szerezhetlink tudast rola? 2. miképpen magyardzhatjuk a matematika fizikara valo
alkalmazhatdsagat? Az intuicid képessége, ami az 1. probléma athidaldsara hivatott, nem
nyujthat szamunkra kielégitd magyarazatot, ugyanis teljes egészében figyelmen kiviil hagyja a
matematika és a fizika kozott fennalld modszertani kiilonbségeket, kiilonos tekintettel a
bizonyitds modjara.”’Ebben a felfogasban a 2. kérdésre szintén nem adhatunk megfeleld

valaszt, hiszen amennyiben a matematika targyai absztrakt entitdsok €s nem vesznek részt

' Ez az, amit Pincock Dummett-dilemmdjinak nevez, ugyanis nehéz olyan megoldést taldlni a matematika
alkalmazhatosagi problémajara, mely mindkét kdvetelménynek eleget tesz. Lasd PINCOCK (2004) 141-142.0.

% Frege hosszas ¢és csip6s kritikajat nydjtja a milli "kavics- és mézeskalacs-aritmetikanak". Lisd FREGE
(1884/1999) 28-42.0.

1 Ez a Godel-féle platonizmus allaspontja, ami a platonizmus legkidolgozottabb véltozata.

22 Egyrészt ha komolyan vesszik az analogiat az érzékelés és az intuicid kozott, arra jutunk, hogy
elé6fordulhatnak olyan matematikai tények, amelyek semmilyen olyan mas ismeretiinkbdl nem levezethetoek,
aminek tudatdban vagyunk. Masrészt a matematikaban nincs olyasmi, mint 'kdvetkeztetés a legjobb
magyarazatra' — egy matematikai tétel igazolasanal, szemben a fizikaival nem a kovetkezményeket teszteljiik le,
hanem megnézziik, hogy azokbodl az igazsagokbol, amelyekkel mar rendelkeziink, levezethet6-e az adott tétel.
Harmadrészt mig a fizikdban megvan a lehetdségiink arra, hogy ijabb és Ujabb finomitasokat hajtsunk végre a
megfigyelési eszkozeinken mintegy kibOvitve az érzékelésiink hatarait, addig az intuicio képességének
fejlesztése nem igazan all médunkban; és még sorolhatnank. Lasd DUMMETT (1993) 431.0.
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oksagi relaciokban, vilagos hogy nem 4&llhatnak kapcsolatban az oksagi torvények altal
meghatarozott fizikai vilaggal. gy noha a matematikai igazsigok sziikségszer(i jellege
biztositott, a bizonyitds modja, valamint a matematika alkalmazhatdsaga magyardzat nélkiil
marad.

A matematika tehat nem az empirikus, €s nem is az empirikuson tuli valosagrol szol. De

akkor mir61? Ahogy azt Dummett irja, Frege valasza brilians. Eszerint...

"(...) a matematika nem sz6l kiilondsképpen semmirdl: inkdbb komplex deduktiv érvek
szisztematikus felépitésében all. A deduktiv gondolkodds viszonylag gyenge
premisszakbol kiindulva és a nyilvanvalotol tavol allo utakat jarva képes gyakran
meglepd kovetkezmények sokasdganak felfedésére. A matematikdban az ilyen utak
feltarasra keriilnek, ¢és a kovetkezményeik derivalasdnak eszkozei propoziciok
formdjdban megodrzésre keriilnek a jov0 szdmara. A matematikai tételek ebben a
felfogasban deduktiv alprogramokat testesitenek meg, amelyeket ha egyszer felfedeztiink,
azok ismételten felhasznalhatoak a legkiilonbozébb kontextusokban."*
Frege logicista platonizmusa tehdt nem csak, hogy megdrzi a matematikai igazsadgok
sziikségszeri jellegét, hanem azok logikai megalapozasardl is gondoskodik, és ezzel
megfeleld képet ad a matematika ¢és mas tudomanyok kozotti kiilonbségekrdl az
ismeretszerzés, a bizonyitds modjat €s az ismeretek valosziniiségi fokat illetéen. Ebben a
felfogasban az aritmetika a geometriatol is elkiilondl. Mig ez utobbi allitasai szintetikus a
prioriak, addig az aritmetika analitikus a priori allitdsokkal dolgozik, vagyis allitdsokkal,
amelyek levezethetdek olyan altalanos logikai torvényekbdl, amelyek maguk nem szorulnak
bizonyitasra. A szdmok torvényei €s a gondolkodés térvényei igy a legbensébb kapcsolatban
allnak egyméssal, hiszen az aritmetika mindenre vonatkozik, ami elgondolhat6.** Ezzel a
matematika széleskori alkalmazhatdsaga magyarazatra lel. Tovabba mivel a matematika
kijelentései ugyanugy allitasok, tehat igazak vagy hamisak, igy érthetévé valik, hogy a
matematikusok miért érdekeltek abban, hogy allitdsaik igazsagértékeit alkalmazasuktol
fiiggetleniil is meghatarozzék, valamint igy az alkalmazott matematikai allitdsok tartalmarol

rom

és igazsagértékérol is szamot tudunk adni, barmire is alkalmazzuk éket.”

2 DUMMETT (1993) 431.0.

** FREGE (1884/1999) 39.0. Frege szerint sokat koszonhetiink Kantnak az analitikus és szintetikus itéletek
megkiilonboztetése miatt, noha mig Kant szerint az aritmetika, csakigy mint a geometria, szintetikus a pirori
itéleteket fejez ki, addig Frege szerint az aritmetika torvényei analitikusak, kovetkezésképp a prioriak. Ezzel
kapcsolatban megjegyzendd, hogy Fregét egyaltalan nem az itéletek tartalma, vagy a tartalom megalkotasanak
modja érdekli, amikor ujradefiniadlja a kanti distinkciokat, hanem az itéletek igazolasanak modja. Az &
meghatarozasaban a szintetikus a priori itéletek olyan, egy specidlis tudomanyhoz tartozé (vagyis nem logikai)
altalanos torvények alapjan bizonyithatéak, amelyek maguk nem szorulnak bizonyitasra. FREGE ua. 23.0.

» DUMMETT uo. Frege igy egy nagyon egyedi keverékét teremtette meg a logicizmusnak és a platonizmusnak.
Ahogy azt Dummett megfogalmazza, a logicizmus nem természetes szovetségese a platonizmusnak, mivel a
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2. FREGE ES AZ ALKALMAZHATOSAGI PROBLEMA

A tovabbiakban eldszor is ki szeretnék térni a Grundlagen azon allitasaira, melyek Frege
megoldasanak alapjaul szolgalnak, valamint részletesebb attekintését szeretném nyujtani a
Julius Caesar-problémanak, amely miatt - 4llitdisom szerint - Frege megoldasa nem tekinthet6

végérvényesnek.

2.1 GRUNDLAGEN

A Grundlagen - tovabbiakban G/ a masodlagos szakirodalomnak megfeleléen — egyik 0
kérdését a 62.§-ban olvashatjuk:

"Hogyan lehet hat adott szamunkra egy szam, ha se képzetiink, se szemléletiink nem lehet

rola? A szavak a mondatok Osszefliggésében jelentenek valamit. Feladatunk tehat az,

hogy meghatarozzuk az olyan mondatok értelmét, melyekben szamnév fordul eld."
Mivel Frege az aritmetika szigoru, logikai alapokra vald helyezését tlizte ki céljaul, igy a G/
els6 harmadat annak megmutatédsara szentelte, hogy az aritmetika nem lehet sem tapasztalati,
sem szemléleti megalapozottsagu. A szamok tehat nem lehetnek kiilsd dolgok tulajdonsagai
(lasd Frege Mill-kritikajat), viszont szubjektivak sem lehetnek, tehat nem azonosithatjuk dket
mentalis képekkel, folyamatokkal és megalapozasukat sem épithetjiik ezekre (ez egyben
Frege Kant-kritikajanak és anti-pszichologizmusanak f6 mondanival6ja).** Amikor szamot
rendeliink valamihez, azt nem egy kiilsé dologhoz és nem is valami mentélishoz rendeljiik
hozz4, hanem fogalmakhoz. A szamneveket tartalmazé kijelentések igy igazabol fogalmakrol
allitanak valamit. Példaul az eldttem levd fakra ugyanugy mondhatom, hogy 'egy facsoport' és
azt 1s, hogy '6t fa'. Amennyiben a szamokat targyaknak tulajdonitanank, azt lathatnank, hogy
ugyanazon targyakhoz kiilonb6z6 szdmokat rendelhetiink hozza. A facsoport-fogalom, illetve
a fa-fogalom esetében viszont nem szembesiiliink ezzel a problémaval, és igy a
szamtulajdonitasok ugyantgy kizarjak egymast, mint ahogy azt mdas azonos tipusba esd

predikadtumoknal is megfigyelhetjiilk (mint ahogy nem allithatjuk valamirdl egyszerre azt,

logika legaltalanosabb felfogasa szerint nem léteznek logikai targyak: Frege blivészmutatvanya volt, hogy a
szamelmélet és az elemzések vonatkozasaban a platonizmust logicizmussal kombinalta. DUMMETT (1991)
301.0.

% Szemlélet alatt természetesen a kanti szemlélet-fogalmat kell érteniink, de mint az kimutathaté, Frege két
kiilonboz6 értelemben is hasznalja a sz6t, hol valamiféle szubjektiv belsé képet, hol bizonyitasra nem szoruld
azonnali belatast értve rajta (Kant szerint a szamformuldk ugyanis nem bizonyithatdak). Errél a kettds
szemléletfelfogasardl, illetve arrol, hogy Frege érvei mennyiben alljak meg a helyiiket a kanti szemléletfelfogast
figyelembe véve, lasd JOHN (2008)
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hogy mozgasban van és nyugalomban van). Mindez pedig igen elonyds a szamok

alkalmazhatdsagara nézve. Ahogy Frege megfogalmazza:

"Ezek utdn a szam széles alkalmazhatosdga is magyardzatra lel. Valoban rejtélyes,
hogyan lehetne ugyanazt kimondani belsd és kiilsd jelenségekrdl, térbeli és iddbeli
dolgokrdl, de ugyantigy téren és idOn kiviiliekrdl is. De végiilis a szam megadasanal ez
egyaltalan nem is torténik meg. Csak ama fogalmaknak tulajdonitunk szamokat, melyek
ala aztan a belsOt €s a kiilsot, térbelit €s az iddbelit, a téren €s 1don kiviilit hozzuk." (G
48.8)

Fontos megjegyezni, hogy fogalom ¢és targy megkiilonboztetése jelen esetben

grammatikai/szintaktikai alapokon torténik. A fogalom mindig predikativ, ellenben egy

targynév soha nem Iéphet fel fogalomként, viszont fogalom részét képezheti! Frege szavaival:
"Fogalom szamomra az, ami egyedi megitélhetd tartalmak lehetséges allitmanya, targy az
ilyenek lehetséges alanya. Ha az ‘a tdveso tengelyének iranya egyenloé a Fold tengelyének
iranyaval' mondatban ‘a tdvesé tengelyének iranyat' alanynak tekintjiik, akkor az
allitmény az, hogy '‘egyenlé a Fold tengelyének iranyaval'. Ez fogalom. A Fold
tengelyének irdnya azonban az allitmanynak csak egy része; dnmagéban véve targy,
mivel alannya is tehetd." (G/ 103. labjegyzet)
A fentiek értelmében, amikor azt mondjuk, hogy az 'F fogalomhoz az n szdm tartozik', az 'n
szam', mint targy az 'n szam tartozik hozzd' fogalom részét képezi — éppen ezért nem
mondhatjuk, hogy a szam egy fogalom tulajdonsaga lenne, hanem csupén azt, hogy egy része
annak. Az 'n szam tartozik hozza' masodrendli fogalmat pedig elsérendi fogalomhoz
rendeljik hozza, példaul 'az asztalon levé gylimolcsok' fogalmahoz, vagy 'ezen egyenlet
gyokei' fogalmahoz.*’
Ez azonban még nem elégséges annak meghatarozasdhoz, hogy mit is fejeznek ki a
szamneveket tartalmazé mondatok (mondatok, mivel a kontextus-elv értelmében a szavak
jelentése mindig csak a mondatok kontextusaban adott). Ahhoz, hogy meghatirozhassuk ezen
mondatok értelmét, eldszor is meg kell hatdroznunk az ujrafelismerést kifejez0 mondatokat,

amely altal barmely két szdmneveket tartalmazé mondatrol el tudjuk donteni, hogy vajon

7 Amikor viszont azt mondjuk, hogy 'a Vénusz a Hajnalcsillag', akkor igazabol azonossagot allitunk (azt, hogy a
két individuumnév ugyanazt a targyat jeloli ki), és az azonossag természetesen minden esetben megfordithato.
Ellenben ha a kapcsolat alany és allitmany kozott egy targynak a fogalom ala vald esését fejezi ki, példaul 'a
Vénusz bolygé' mondatban, akkor nem megfordithatd a kapcsolat, hiszen ezzel azt fejezziik ki, hogy a Vénusz,
mint targy, a 'bolygd' fogalma ald esik. A distinkcidval kapcsolatban eddig elhangzottakrol lasd FREGE
(1892/2000a) 100-105.0., illetve GI 72-80.0. A 'Fogalom és targy' c. irasaban Benno Kerry Grundlagennel
kapcsolatban tett kritikaira valaszolva Frege részletesebben is vazolja a kett6 kozotti kiilonbséget, immar jelentés
és jeldlet megkiilonboztetését is belefoglalva. Kerry azt kifogasolja, hogy targy és fogalom megkiilonboztetése
igen csak relativ, és lehet valami egyszerre targy és fogalom is, példaul 'a 16-fogalom' targyként 1éphet fel. Frege
felfogasaban azonban 'a 16-fogalom' egy targy neve, nem pedig fogalom. Lasd FREGE (1892/2000a) 104-105.0.
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ugyanazt a szdmot jelolik-e ki. Frege szavaival: "Ha az a jellel targyat kell jeloIniink, akkor
kell, hogy legyen olyan ismertetdjeliink is, amely minden esetben eldonti, hogy b ugyanaz-e,
mint a (...) Azutan, hogy hozzjutottunk egy ilyen eszk6zhoz arra, hogy megragadjunk ¢€s
azonosként ujra felismerjiink egy szamot, megtehetjiik, hogy egy szamnevet adunk neki
tulajdonnévként". (G/ 62.§) Frege ehhez az tigynevezett Hume-elvet hivja segitségiil: 'az F
fogalomhoz tartozd szam ugyanaz, mint a G fogalomhoz tartozo szdm, ha az F és G ala es6
targyak egy az egyhez megfeleltethetdséglick, vagyis koOlcsondsen egyértelmi
hozzarendelhetdség all fenn kozottiik'.

Ezzel a definicidval kapcsolatban azonban komoly problémaba {itkdzik: nem mondja meg,
hogy mi is egy szdm - ezzel el is érkeztiink a Julius Caesar-problémahoz, amit majd a
kovetkezd szakaszban fogok részletesebben kifejteni. Most csak annyit, hogy a probléma
elnevezése abbol a kérdésbdl fakad, hogy a definicid alapjan nem tudjuk eldonteni, hogy
Julius Caesar szam-e. Frege ennek okan modosit a definicion, és bevezeti a fogalom
terjedelmét: "az F fogalomhoz tartoz6 szdmossag az 'egyenld szamossagu az F fogalommal'
fogalom terjedelme". (G/ 68.§) Ezzel mar a szamok logikai alapokon vald definicidja is
lehetové valt (példaul a nulla az '6nmagaval nem azonos' fogalom terjedelmével azonos
szam). Igy modositva a Hume-elvet azt kapjuk, hogy 'az F-hez tartozd szam azonos a G-hez
tartoz6 szdmmal, akkor €s csak akkor, ha az F és G terjedelme k6zott kolcsondsen egyértelmi
hozzarendel€s tehetd'.

Ezzel Frege megoldottnak tekintette a problémat. {gy elmondhatjuk, hogy a szamnevek
osztalyokat jelolnek ki, mégpedig azon fogalmak osztalyait, amelyek ald adott szdmossagu
targy esik. Ez az osztaly adja meg az adott szamfogalom terjedelmét. Példaul a 'hét' szamnév
egy olyan halmazt jelol, mely elemként tartalmaz minden hét elemli halmazt — ez adja a hét
fogalmanak terjedelmét.

Mindezzel a matematika alkalmazhatosagardl teljeskorli magyardzatot kapunk. A szamok
meghatarozdsa mar eleve magaban foglalja azok alkalmazéasanak lehetOségeit, €s azaltal, hogy
a szadmtulajdonitasi fogalmak pusztan fogalmakhoz kapcsolodnak és hogy fogalmak ala
mindenféle targy eshet, a metafizikai problémarol szdmot is adtunk, a szdmok egységes
targyként valo értelmezésével pedig a szemantikai/logikai problémat is megoldottuk.

Mint korabban utaltunk ra, az tgynevezett V. axiomaval kapcsolatos Russell-paradoxon, mely
a fogalmak terjedelmével kapcsolatban is ugyanugy megfogalmazhat6, nem <érinti az
alkalmazhatdsagi probléma megoldasat. (Boolos volt az, aki kimutatta ugyanis, hogy Gl-ben a
fogalmak terjedelmére valo hivatkozas helyettesithetd a Hume-elvre valéo hivatkozassal.)

Azonban Aallitdisom az, hogy a Julius Caesar problémardl mindez nem mondhatd el. A
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kovetkezd szakaszban a problémat érintd fregei szOvegrészek felhaszndldsaval az
alkalmazhatdsagi probléma és a Julius Caesar-probléma kozotti 6sszefliggésekre ramutatva

szeretnék érvelni allitdsom tarthatosdga mellett.

2.2. A JULIUS CAESAR-PROBLEMA

A Julius Caesar-probléma a Gl-ben kétszer is elokeriil. El6szor az 56.§-ban, miutan az el6z6
paragrafusban Frege megkisérli a 0 ¢és az 1, valamint a szdmok egymasra kovetkezésének
definiciojat:
"(...) Hasonloképpen mondhatnank azt is: egy F fogalomhoz az 1 szam tartozik, ha nem érvényes
altalanosan, barmely g-ra az a tétel, hogy a nem esik F ala, viszont az
"a F ala esik" és "b F ala esik"
tételekbdl altalanosan kovetkezik, hogy a és b ugyanaz.
M¢ég az van hatra, hogy altalanosan meghatarozzuk az atmenetet egy szamrol a rakovetkezore. A
kovetkezé megfogalmazast probalhatjuk ki: az F fogalomhoz az (n+1) szam tartozik, ha létezik
olyan a targy, amely F ala esik és olyan, hogy az "F ala esik, de nem a" fogalomhoz az n szam
tartozik.
56.§ Ezek a meghatarozasok olyan magatol értetédden kinalkoznak eddigi eredményeink alapjan,
hogy ki kell fejteniink, miért nem tekinthetjiik 6ket kielégitének.
Leginkabb az utolso definicio ébreszthet kételyt, 1évén, hogy szigorian véve "az F fogalomhoz az
n szam tartozik" kifejezés értelme éppolyan ismeretlen szamunkra, mint azé, hogy "az F
fogalomhoz az (n+1) szam tartozik". Azt ugyan ennek és az utolsé definicidnak a segitségével
meg tudjuk mondani, hogy mit jelent
"az F fogalomhoz az 1+1 szam tartozik",
azutan, ezt felhasznalva, meg tudjuk adni annak a kifejezésnek az értelmét, hogy
"az F fogalomhoz az 1+1+1 szam tartozik"
stb.; de — hogy kirivo példat adjunk — azt definicionk alapjan soha nem fogjuk tudni eldonteni,
hogy egy fogalomhoz a Julius Caesar szam tartozik-e, hogy Gallianak ez az ismert hoditoja szam-
e, avagy nem. Meghatdrozasi kisérletiink alapjan azt sem tudjuk bizonyitani, hogy ha az F
fogalomhoz az 'a’ szam tartozik, és ugyancsak a 'b' szam, akkor fenn kell, hogy dlljon a=b. Ezért
nem volna igazolhato az a kifejezés, hogy "azon szam, mely az F fogalomhoz tartozik”,
kovetkezésképp altalaban lehetetlen volna igazolni szamok kozotti egyenldségeket, mivel
egyadltalan nem tudnank megragadni egy meghatdarozott szamot. Csupan latszat, hogy amit
meghataroztunk, az a 0 és az 1; valojaban csak a
"hozza tartozik a 0 szam"
"hozza tartozik a 1 szam"
szofordulatok értelmét adtuk meg; de az nem megengedett, hogy ezeken beliil 0-t és az 1-et mint
onallo, Gjra felismerhet6 targyat kiilonboztessiik meg." (GI 55-56.§) [kiemelés t6lem]

A Julius Caesar-probléma tehdt a szdmok individuacidjanak problémaja. Mivel Frege a
szdmokat, mint 6nall6 targyakat akarja meghatarozni, igy meg kell tudni mondania, hogy a
szamnevek mire is referalnak. Ha nem tudjuk megmondani, hogy mi egy szam, és hogy
hogyan kiilonitsiik el méas dolgoktdl, akkor azt sem fogjuk tudni megmondani, hogy egy szam
azonos-e¢ Julius Caesarral, vagy hogy a kettd azonos-e harommal — igy az egyenldségek

logikai alapokon torténd igazolasa lehetetlen, tovabba a szdmneveket tartalmazé mondatok
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értelmét sem tudjuk megadni, mert nem fogjuk tudni, hogy mi az a szdmossag, amit benniik
ujra felismerhetiink.

Frege a probléma megoldasat el6szor a 62-63.§-ban nyltja, amikor is bevezeti a mar emlitett
Hume-elvet: 'az F fogalomhoz tartozd szam ugyanaz, mint a G fogalomhoz tartozd szam, ha
az F és G ala es6 targyak kozott kolcsonds egyértelmii hozzarendelhetdség all fenn'. Frege a
Hume-elvben egy olyan eszkozt lat, amely alkalmas arra, hogy megadja a szamok
egyenldségének altalanos ismertetdjegyét, tovabba arra is, hogy altala megragadjunk, és
azonosként Gjra felismerjiink egy szdmot. Azonban hamar csalodnia kell, és mar a 66.§-ban
mas megfogalmazasban ugyan, de Gjra szembetalaljuk magunkat a Julius Caesar-problémaval.
Itt Frege az "a irdnya megegyezik b iranyaval" példat hasznélja az 'F fogalomhoz tartozé szam

azonos a G fogalomhoz tartoz6 szammal' megfeleldjeként, €s a kdvetkezdkre jut:

"(...) ez az eszkOz [a Hume-elv] nem minden esetben kielégitd. Azt példaul nem tudjuk
segitségével eldonteni, hogy Anglia ugyanaz-e, mint a Fold tengelyének iranya. Bocsanat
ezért az értelmetlennek latszo példaért! Természetesen senki nem fogja Osszetéveszteni
Angliat a Fold tengelyének iranyaval; de ez nem a mi meghatarozasunk érdeme. (...)
Hidnyzik az irdny fogalma; hiszen ha ezzel rendelkeznénk, akkor leszogezhetnénk, hogy
ha q nem irdny, Ugy mondatunkat tagadni kell; ha q irdny, akkor az eldbbi meghatarozas
dont."
Tehat a Hume-elv sem mondja meg nekiink, hogy mi is egy szam. Természetesen ez olyasmi,
amit mindannyian tudunk, de mivel Frege az aritmetika logikai megalapozasat tiizte ki c€lul,
nem tdmaszkodhat semmiféle eldzetes tuddsra, €s ennek tudataban helyesen allapitja meg a
Hume-elvnek, mint implicit definicibnak, a szamok azonossagi kritériumként valo
hasznalhatatlansdgat. A torténet innentdl ismerds: Frege explicit definiciot vezet be ¢s
kijelenti, hogy 'az F fogalomhoz tartoz6 szamossag az 'egyenlé szamossagt az F fogalommal'
fogalom terjedelme'. A Hume-elv terjedelmekkel valé megfogalmazasa viszont, mint késébb

az V. alaptorvénnyel kapcsolatban kideriill, nem nyujthat szilard alapokat a szdmossag

meghatarozésara. A Julius Caesar-probléma tehat megoldatlan marad.

gy nem maradt mas hatra, mint hogy szemiigyre vegyiik, hogy az emlitett probléma érinti-e a
szemantikai €s a metafizikai probléma megoldésat.

El6szor is tisztdznunk kell, hogy a Julius Caesar probléma, csakiigy mint az alkalmazhatdsagi
probléma, csak ¢s kizardlag a Grundlagen nyelvezetén fogalmazhaté meg, hiszen a

Grundgesetze formalis nyelve vagy akar altalaban a tiszta aritmetika nyelve egyaltalan nem
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teszi lehetdvé a Julius Caesar-ra valo referalast. Tehat kérdésfeltevésiink csak a G/ keretein
beliil lehetséges.
Demopoulos ¢és Clark kdvetkezd sorai a témaban nem igazan biztatoak Steiner allaspontjara
nézve:
"A tiszta aritmetika esetében a Julius Caesar-probléma nem vethetd fel, mivel a tiszta
aritmetika nyelvezetében nincsenek benne olyan szinguldris terminusok, mint a. De amint
a nyelvet kiterjesztjik gy, hogy empirikus szingularis terminusokat is magaban
foglaljon, ahogy az az alkalmazott aritmetika esetében lenne, a Hume-elv tobbé mar nem
alapozza meg a szambeli egyenldoségek értelmét, és a Julius Caesar probléma mar nem
hagyhato figyelmen kiviil. (...) a nehézség abban all, hogy minden olyan nyelv, amelyen
az aritmetika alkalmazhat6sagi problémaja értelmesen felvethetd, olyan nyelv, amelyben
a Julius Caesar problémaval szintén szembe kell nézni. Es ez utdbbi az, ami ugy tlnik,
kifogott Fregén."®
Ez persze még nem kell, hogy Steiner kedvét szegje, hiszen az idézet csak annyit allit, hogy
mindkét probléma csak és kizardlag természetes nyelvi kozegben fogalmazhatd meg, de azt
nem mondja ki, hogy az utobbi probléma meg nem oldésa hatalytalanitja az alkalmazhatdsag
megfeleld magyarazatat. Steinert ugy tudjuk megcéafolni, ha rdmutatunk a két probléma
kozotti 0sszefiiggésekre. Ehhez pedig a fentiek értelmében elegendé rdmutatnunk a Hume-
elvnek az alkalmazhatdsag magyarazataban betoltott kozponti szerepére.
A szemantikai/logikai probléma esetében ez egyértelmii, hiszen az arra épil, hogy a
szamokat, mint targyakat fogjuk fel, akar kevert, akar tiszta matematikai allitdsokban
fordulnak is eld a szamnevek. Ahogy mar emlitettiik, a Hume-elv hivatott a szambeli
egyenldségek értelmének megalapozasara, arra hogy megragadjunk, és azonosként ujra
felismerjiink egy szamot. Ahogy Frege mondja, "az egyenldségek sokoldali és jelentds
alkalmazhatdsaga joval inkdbb azon nyugszik, hogy fel tudunk valamit Gjra ismerni, habar
kiilonb6zé modokon adott". (GI 67.§) Enélkiil még az 'F fogalomhoz tartozd szam' értelmét
sem tudnank megragadni (G/ 56.§), mivel nem tudnank megallapitani, hogy melyik is az a
szam. Ezek alapjan pedig egyértelmii, hogy az 1.1.1.-ben felvazolt gylimolcsos
kovetkeztetést sem tudnank értelmezni vagy kielégitden megalapozni.
Itt azonban meg kell emliteniink egy esetleges zavarforrdst. Steiner a kevert és tiszta
allitasokat is tartalmazo kovetkeztetések logika érvényességével kapcsolatos kérdést hol
logikai, hol szemantikai problémanak nevezi, és mint lathattuk, a probléma megoldasat is
formalizélva vazolta fel. Azonban ezen a ponton ujra fel kell hivnunk a figyelmet arra, hogy

amennyiben a szemantikai/logikai problémat az alkalmazhatésagi probléma egy eseteként

 DEMOPULOS-CLARK (2005) 137-138.0.
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akarjuk szamon tartani, akkor félrevezetd a 'logikai probléma' elnevezés €s a formdlis nyelv
hasznalata, hiszen ez az a nyelv, amelyben a probléma meg sem fogalmazhat6. Biztosak
lehetlink benne, hogy az a mod, ahogy Frege formalizalna a kovetkeztetést, érvényes
eredményre vezetne, még akkor is, ha a logikdja mogdtt meghuzodo filozofiai elgondolasok
problémakba iitkoznek. EbbOl a szempontbdl tehat a 'szemantikai probléma' elnevezés
véleményem szerint talalobb, még akkor is, ha az alkalmazhatdsag deduktiv funkcidjara
helyezziik a hangsulyt. A kérdést tehat nem gy kellene megfogalmazni, hogy hogyan is
biztositsuk az adott kovetkeztetés érvényességét, hanem hogy milyen értelmezését kell
adnunk az alkalmazott matematikai allitaisoknak ahhoz, hogy kevert kontextust
kovetkeztetésekben premisszaként szerepeltethessiik Oket.

Ami a metafizikai problémat illeti, kézenfekvé lenne azt allitanunk, hogy mivel a
szemantikai probléma megoldasa szolgaltatta a metafizikai probléma megoldasat is, igy
mivel az elébbit nem tekintjik megoldottnak, az utdbbit sem tekinthetjilk annak.
Tulajdonképpen igy is all a helyzet. A szamok absztrakt, objektiv entitasok, és ha semmilyen
mddon nem tudjuk megragadni 6ket, ha nem tudunk szamot adni a referenciajukrol, akkor
legfeljebb annyit allithatunk réluk, hogy vannak — ez azonban nem sok mindent magyarazna.
Ahogy azt Dummett megfogalmazza, tipikus ellenérv az absztrakt targyakkal szemben, hogy
mivel nincs oksagi erejiik, nem magyaradznak semmit, ez azonban egyaltalan nem igy van.
Vegyiik Frege (€s egyben Dummett) példajat, az Egyenlitdt, ami szintén absztrakt, objektiv
targy, mégis van magyarazoereje. Persze csak akkor érthetjiik meg, hogy mi a referencidja,
ha értjiik azokat a mondatokat, amelyek magukban foglaljak azt, és csak ha megadtuk ezen
mondatok igazsagfeltételeit, tudjuk elmagyarazni, hogy mi is az a targy.”’Es mint lathatjuk,
a Julius Caesar probléma lehetetlenné teszi, hogy utat talaljunk a szadmokhoz, hiszen
lehetetlenné teszi, hogy megmondjuk, hogy egy adott fogalomhoz mely szdmossag tartozik,
mivel az egyenldségek meghatarozottsaga nélkiil, még csak meg sem tudjuk érteni az ilyen
tipusi allitisokat. Megértés nélkiil pedig a referenciajukat sem tudjuk kijelolni. Igy
Osszességeében levonhatjuk a konkluziot, hogy Frege megoldasa — szemben a Steiner altal

irottakkal — nem jelenti a szemantikai és a metafizikai probléma végsé megoldasat.*

? DUMMETT (1993) 434.0. Ahogy azt Dummett is megjegyzi, Frege és Russell szamara is a f6 problémat a
matematikai targyak referenciaja okozta.

3% Végh amellett érvel, hogy a szamok megragadasara a Hume-elv az altalunk elérhet6 legjobb eszkoz. Erre utal
tobbek kozott az is, hogy a Julius Caesar-probléma megoldasi kisérletei sorra kudarcba fulladtak. Ha pedig nem
tudjuk a szamokat kdzvetlen modon megragadni, akkor valamilyen szemléletben kell, hogy adottak legyenek.
Végh nem foglal allast az tigyben, hogy miféle szemléletrdl is van sz6. VEGH (2005) 337.0. Frege ellenben
egyértelmien foglalt allast: életének utolsd éveiben visszatért ahhoz az allasponthoz, amit annak idején a
Grundlagenben elvetett, tudniillik, hogy az aritmetika nem alapulhat pusztan a logikan, hanem mindamellett,
hogy igazsagai a priori igazsagok, tiszta téri vagy id6i szemléleten kell alapulniuk. Fregének azonban mar nem
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KONKLUZIO

Mint lathattuk, noha Steiner igen erds meggydzddéssel allitja, hogy Fregének a matematikai
alkalmazhatdsag szemantikai és metafizika problémara nyujtott megoldasa végérvényesnek
tekinthetd, a Julius Caesar-probléma alkalmazhatosagi problémaval vald 6sszefliggéseinek
fényében mindez nem csak hogy kétségbevonhatd, hanem meg is cafolhato.

A Grundlagen prdzai nyelvezete, amelyen az alkalmazhatdsag kérdése felvetddik, a Julius
Caesar-problémaval val6 szembenézést is megkdveteli, és a fentiek fényében most mar
kijelenthetjiik, hogy amennyiben ez utobbi probléméira nem tudunk kielégitd valasszal
szolgalni, gy magyardzatunk az aritmetika alkalmazhatosagat illetden szintén nem
mondhato6 teljesnek. Ha esetleg be is bizonyosodna, hogy a Hume-elv a szdmunkra elérhetd
legjobb eszk6z a szamok megragadasara, az sem jelentene kiutat Frege szamara, hiszen a
szamok pusztan logikai alapokon torténd megragadasa tovabbra is lehetetlen lenne. Es mivel
a Grundlagen kozéppontjdban nem az alkalmazhatosdg, hanem a logicizmus all, igy ha
esetleg Frege mar joval korabban lemondott volna az aritmetika logikai megalapozasarol, az
a szemantikai és metafizikai probléma teljesen mas felépitésli magyardzatat implikalta
volna.

Osszességében tehat azt mondhatjuk, hogy Steiner tévedett az emlitett fregei megoldasok
végérvényességét illetden, ¢és igy tovabbra is nyitott az alkalmazhat6sadgi probléma

metafizikai €s szemantikai jellegli diszkusszioja.

allt modjaban kifejteni allaspontjat, és igy nem tudhatjuk biztosan, hogy vajon a Hume-clvvel kapcsolatos
problémak vezették-e el ehhez a szemléletvaltashoz.
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