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BEVEZETES

A csoportalgebra fogalmat Frobenius vezette be a mult szazad elején, ami kiilondsen hasz-
nosnak bizonyult a véges csoportok reprezentacidinak vizsgilatdban. Ezt kovetSen, év-
tizedekig csak alkalmazdsok szempontjabdl vizsgéltdk a csoportgytirtiket. A mult szdzad
60-as éveiben a végtelen csoportokkal képzett csoportgyliriikrél nagyon sok eredmény szii-
letett. Néhany év alatt kialakult e teriilet problematikdja, b&viiltek a tematikai vizsgédlatok
és tobb attekintd cikk is megjelent. A gy(riielmélet hatarteriiletén megsziiletett az algebra
egy Uj dga - a csoportgylirtik elmélete. A csoportgylirlik nagyon érdekes algebrai struk-
turdk, amelyeket nemcsak a reprezentdcidelméletben, hanem természetesen a csoport és
gylrtielméleten kiviil a homoldgidban, kohomoldgidban, a kodelméletben és az algebrai
topoldgidban is alkalmaznak.

A csoportgytirtik egységcsoportjanak vizsgalatit G. Higman kezdeményezte a mult sza-
zad 40-es éveiben. Disszertacidja hossza idére meghatdrozta az egész szamok feletti cso-
portgylirik egységcsoportjanak problematikdjat és tovabbi kutatdsat. Az egységcsoportok
irdnti érdeklddést fokozta, hogy egyes eredményeit mas teriileteken is sikeresen alkalmaz-
tak.

Sajnos jelenleg kevés csoportgylirli egységcsoportjdnak a struktirdjdra sikeriilt teljes jel-
lemzé€st adni, igy e teriilet problematikdja a mai napig nyitott. Az egységcsoport csoport-
elméleti szempontbdl val6 vizsgdlata azért érdekes mivel ez egy olyan csoport, amelyben
explicit szdmitdsokat lehet végezni. Munkdm célja az egész szamok feletti csoportgyt-
rik tanulményozasa és egységeinek meghatarozdsa. Munkam elsd fejezeteiben ismertetem
mindazon csoportgytiri elméleti alapfogalmakat és tételeket melyeket tovabbi munkdm
soran felhaszndlok. Munkdm tovabbi részében meghatdrozom az alacsonyabb rendd cso-

portok egész szamok feletti csoportgylriiinek egységeit, illetve konkrét példakon szemlél-

tetem az erre alkalmas modszerek hasznalatat.



1. A CSOPORTGYURU FOGALMA

oy s

Legyen G véges csoport a szorzasra nézve, illetve Z az egész szamok gyfirije. Legyen
u:G— 7

a (G csoporton értelmezett fiiggvény, és jelolje

Supp(u) = {g € G | u(g) # 0}

az u fliggvény tartéjat.
Jelolje ZG a G csoportnak a 7Z gyfrtre val6 leképezéseinek a halmazat. Két u,v € ZG
fiiggvényt akkor tekintiink egyenlGnek, ha tetszGleges g € G esetén u(g) = v(g). Most

definidljuk kovetkez6képpen tetszbleges u, v € Z(G elemek Osszeaddsat

(u+v)(g) = u(g) +v(g),

illetve szorzasat

(u0)(g) = Y u(h)o(h™'g).

heG
A ZG halmaz a rajta definidlt miiveletekre nézve gyfirt alkot, melyet a tovdbbiakban cso-

portgyiriinek neveziink.

A csoportgytrtik vizsgdlatdnak egyszerdsitése céljabol érdemes bevezetniink a

{Vg € Glu(g) = u,}

jelolést. Ekkor az u € ZG fuggvény egy >, u,g alakd formdlis sszeggel egyértelmiien

geCG
meghatédrozhatd, igy a fiiggvényt a tovabbiakban formadlis 6sszegként tudjuk kezelni. A for-
malis 0sszegek bevezetésével a csoportgylirlire vonatkozé miiveletek a kovetkez&képpen

definialtak: ha

u:Zugg és v:ZUgg

geG geG

a ZG elemei, ahol u,, v, € Z, akkor

u—i—U:Z(ug—i—vg)g és

geG
w=3" (Z u> 0
geG \heaG
Fontos megjegyz€s, hogy a Z(G csoportgytiriiben a G csoport elemei és a Z gytr( elemei
felcserélhetSk és a ZG csoportgyfrt elemeinek formalis 6sszeg alakban vald felirdsandl a

nulla egyiitthatéval rendelkezd tagokat elhagyjuk.
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1.1. DEFINICIO. Legyen u = 3.

gec Ugg a Z.G csoportgyiiri nulldtol kiilonbozd eleme.

A G csoport
Supp(u) = {g € Gluy # 0}

részhalmazdt az u elem tartdjdnak, a Supp(u) dltal generdlt részcsoportot pedig az u elem

tartocsoportjdnak nevezziik, és a (Supp(u)) jelolést alkalmazzuk.

A ZG csoportgytiri vizsgalatanal kiemelt szerep jut a G csoport részcsoportjai altal meg-
hatarozott idedloknak. A tovdbbiakban ezen idedlok néhany fontosabb tulajdonsdgédval
foglalkozunk.

A G csoport H részcsoportja szerinti baloldali mellékosztilyok egy teljes reprezentans-
rendszerét R;(G/H )-val, a jobboldali mellékosztalyok egy teljes reprezentdnsrendszerét
R.(G/H)-val jeloljik. A reprezentinsrendszerek szabad kivdlasztdsa miatt a tovabbiak-
ban mindig feltételezziik, hogy azok tartalmazzak a csoport egységelemét.

Legyen H < G és jeldlje I, (H) a ZG csoportgy(ird dsszes olyan elemének a halmazat

amely felirhat6

Z u™(h —1)

heH

alakban, ahol u") € ZG. Lithat6, hogy I;(H) a ZG csoportgyiir( balidedlja, és ennek
generatorrendszerét a {h — 1|h € H} elemek adjdk. Hasonl6képpen hatdrozhaté meg az

I,(H) jobbidedl. Ha [;( H) kétoldali ideédlja ZG-nek akkor az I (H) jelolést haszndljuk.

1.2. LEMMA. Ha a ZG csoportgyiiriiben az I;,(H) balidedlt mint baloldali Z-modulust

tekintjiik, akkor ez szabad modulus, és az
M={x(h—1)|zx e R(G/H),1#he H}
halmaz elemei az I;(H) szabad Z-modulus bdzisdt adjdk.

Bizonyitds: A tételt indirekt médon bizonyitjuk, azaz tegyiik fel hogy M elemei lineérisan
Osszefiiggbek a Z gyiiri felett. Valasszunk ki M/ -bdl egy minimalis linearisan 0sszefiiggd

rendszert. Ennek elemeire érvényes az
up, 1 (hy — 1) +up,xe (ho — 1) + ... up, x5 (hs — 1) =0 (1.1)

Osszefiiggés, ahol x; € R(G/H),1 # h; € H és 0 # uy,, € Z. Mivel az z; (h; — 1)
elem tartdja részhalmaza az x; H mellékosztalynak, és H kiilonb6z6 mellékosztilyai nem

tartalmaznak kozos elemet, 1.1 csak akkor lehetséges ha x1 = 9 = ... = z,. Mivel a



hi,hso, ..., hs elemek kiilonbozdek és h; # 1, ezért 1.1-bol kdvetkezik, hogy
uhlhl -+ uh2h2 + ...+ uhshs = Zuhi,
i=1

ami ellentmondds, tehat M elemei linedrisan fliggetlenek a Z gytrd felett.

Most legyen g € G, h € H és g = xhy aholx € R)(G/H) és hy € H. A
gh—1)=xz(hth—1)—x(hy —1)
egyenlGség azt bizonyitja, hogy M elemei az [;(H) idedl bazisét adjik. m

1.3. TETEL. Legyen v : G — H epimorfizmus, amelynek magja az N normdlis részcso-

port, és legyen

P (Z ugg> = ugp(g) (uy €7Z).

geG geG

A ¢ : ZG — ZH leképezés a Z.G csoportgyiiriit a ZH csoportgyiiriire képezd homomor-

fizmus, és ennek magja az I(N) idedl.

Bizonyitds: Legyen u és v a ZG tetsz6leges elemei. Az dsszeadds tulajdonsagaibol adodik,

hogy

Plutv) = (ug+v9) p(g) = §u) + §(v).
geG

Hak,l € Z és g, h € G, akkor

o(kg - Ih) = o(klgh) = klp(gh) = klp(g)p(h) = o(kg)o(lh).

Mivel ¢ a ZG gyfri additiv csoportjanak a ZH gy(rd additiv csoportjara val6 homomor-

fizmusa nyilvanval6, hogy
p(u)p(v) = e(uv)
tehat ezzel belattuk, hogy ¢ gytri-homomorfizmus.

Haz € R (G/N)ésn € N akkor

Pl (n—1)) = p(x)@(n —1) = 0,

és az 1.2 lemmabdl kovetkezik, hogy az (V) ideédl a ¢ homomorfizmus magjdban van.

Konnyedén beldthatd, hogy a G csoport

G = U xN

2€R)(G/N)



diszjunkt halmazokra bonthaté. Nyilvdnvald, hogy hasonléképpen igaz az R,.(G/N') jobb-
oldali mellékosztalyok teljes reprezentans rendszere esetében is. Legyen az u elem a ¢

homomorfizmus magjdban. Belathat6, hogy az u elem egyértelmten el6all
U= urYr + u2y2 + ... + UsYs

alakban, ahol y; € R.(G/N) ésu; (€ ZN) =3 n W,
Ekkor

0 = @) =¢(u)@)+ @) o)+ + @ (us) o (ys) =

_ (Z u;”) © (yl) + ...+ (Z Ufp) ¥ <y5) .

neN neN
Mivel ¢ (1), ..., ¢ (ys) pironként kiilonbozdek, igy > ul) =0 tetszOleges 1 < i < s

esetén,

ui:Zug)(n—l)—l—Zug):Zug)(n—l)EI(N).

neN neN neN
Kovetkeztetésképpen u € I (N). m

Legyen az v — x* leképezés a ZG csoportgytriinek egy masodrend( anti-automorfizmusa,
azaz ZG-nek olyan kolcsonosen egyértelmi leképezése, melyre tetszlleges u,v € ZG

esetén, a kovetkezd
1. (u+v)" =u*+v*,
2. (uv)" = v*u*,
3. (W) =u

1.4. LEMMA. Az

u= Zugg —u = Zugg_l (1.2)

geG geqG

leképezés Z.G-nek involiicioja.

Bizonyitds: Legyen Vu,v € ZG, ekkor

(utv)" = Z (ug + vg) g ' = Z (ugg_l + Ugg_l) = Zugg_l—i—ngg_l =u"+v,

geG geG geqG geG
(uv)* = g ( g U/a;'Uzlg> gl = g ( E uxvy> gl = g Uyy_l E upr = v,
geG \zeG geG \z,yeG yeG zeG
E3
*\ * -1 —-1\—1
(u):<§ Ugg ) :5 ug(g ) :5 Ugg = U.
geG geG geG

Es ezzel bizonyitottuk a lemma allitds4t. m



2. EGYSEGEK A CSOPORTGYURUBEN

2.1. DEFINICIO. A ZG csoportgyiirii u elemére azt mondjuk, hogy egység, ha létezik
olyan v € ZG, hogy uv = vu = 1.

7

Nyilvanvald, hogy a ZG csoportgyirt 6sszes egységei csoportot alkotnak, amelyet a ZG
csoportgyliri egységcsoportjanak neveziink, és rd a tovabbiakban az U (ZG) jelolést
alkalmazzuk.
Legyenu = ) geG Ugg @ Z.G csoportgylird eleme és
X (u) = Z Ug-
9eaG
Belathato, hogy a x : ZG — Z a ZG csoportgyfr(it a Z gytrire képezé homomorfizmus.

Ennek alapjan

V(ZG) = {u:Zugge U(ZG) | > ug = 1}

geG geG

részcsoportja az U (ZG) csoportnak, és a ZG csoportgy(ird normalizalt egységcsoportja-
nak nevezziik.

Vildgos, hogy G részcsoportja V' (Z(G)-nek, tovabba
U(ZG) =V (ZG) x U (Z) = V (ZG) x {~1,1}. 2.1)

AzU(Z)G = {kg|k € U(Z),g € G} halmaz elemei a ZG csoportgy(irdi egységei.

Ezeket az egységeket trivialis egységeknek nevezziik.

2.2. DEFINICIO. A V (ZG) = G teljesiilésekor a V (ZG) csoportot trividlisnak nevez-

zlik.



3. TRIVIALIS EGYSEGEK A CSOPORTGYURUBEN

A csoportgyfiri egységeinek a vizsgédlatandl dltaldban nagyon nehéz feladat annak megal-
lapitasa, hogy az adott csoportgyliri rendelkezik-e valddi egységekkel. Ezen fejezet célja
olyan csoportgytirik bemutatdsa amelyek csak trividlis egységeket tartalmaznak. A ko-
vetkez6 tételek bizonyitdsandl figyelembe vessziik a 2.1 direkt felbontds kovetkezményét,
azaz ha az egész szamok feletti csoportgytiriiben a normalizalt egységcsoport trividlis, ak-
kor az egységcsoport csak trividlis egységeket tartalmaz.

3.1. TETEL. A ZCy-nek csak trividlis egységei vannak.

Bizonyitds: Legyen adott tetszdleges u = ag + aja eleme a V' (ZCy) csoportnak, és az

inverze legyen u~! = 3y + f1a. Nyilvadnval6, hogy ag + a; = 1 és By + 31 = 1, illetve
uut = (ag + aqa) (Bo + Bra) = 1.

A zérojeleket felbontva
oo + apfra + arfoa + a1 = 1,

majd pedig dtrendezve a tagokat,

(B0 + a1 1) + (1B + ) a = 1.

Mindezekbdl kapjuk az egységeket meghataroz6 diofantoszi egyenletrendszert a Z-ben

(
ag+ap =1

Bo+pB1=1
apfBy +onfr =1
\ apBy + oy = 0.

3.1

A rendszer utolso eldtti egyenletébdl kivonva az utolsé egyenletét ijabb egyenletet kapunk

(g — 1) Bo + (a1 — ) fr = 1,

és a megfelel6 algebrai atalakitds utan kapjuk, hogy

(o — 1) (50 - 51) =L
A Z-ben ennek megoldasa visszavezetédik az

ag+a; =1
o (3.2)
040—041::|:1
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egyenletrendszer megolddsara. Ebbdl az egyenletrendszerbdl kovetkezik, hogy

Oy = 0 Qp = 1
vagy 3.3)
a1 = 1 a1 = 0

azaz a V' (ZC5) csoport trividlis. Ezzel a tétel dllitdsat igazoltuk. m
3.2. TETEL. A ZCs-nak csak trividlis egységei vannak.

Bizonyitds: Legyen u = ag + aja + asa® a V (ZCs) tetszSleges eleme. Ertelmezziink
a (5 csoporton egy olyan ¢ leképezést, mely a csoport tetsz6leges g elemét az inverzébe
viszi at, azaz Vg € C3 : ¢ (g) = g~ ' és terjessziik ki linedrisan a ZC3 csoportgy(iriire,
azaz Vv € ZC3 : 9 (v) = Y o, Vg (9). Az 1.4 lemmdbdl kovetkezik, hogy a definidlt
leképezés involucid a csoportgytiriiben.

Vizsgaljuk meg az up (u) egység szorzatot:

up (u) = (ap+ ara+ axad®) (g + asa + ara®) =

= of+0of + a5+ (o + aqas + apaw) (a+ a) .

Legyen 71 = af + a2 + a3 €s 12 = qpay + qpag + @y, Az up (u) = 71 + 72 (a + a?)

szorzat egység €s legyen inverze 6, + 0 (a + a?) alakd. Ekkor

UQE (U) ((51 + (52 (CL + CL2)) = ’7151 + ’}/2(52 (CL + a2)2 + (’}/152 + 72(51) (a + CL2)

= (7101 + 27202) + (02 + 7202 + 7201) (a + a®) = 1.
Az egységeket meghataroz6 diofantoszi egyenletrendszer a kovetkezd:

01 + 27205 = 1
7101 Y202 (3.4)
Y102 + Y209 + Y201 = 0.

Konnyedén beléthatd, hogy up (u) és inverze normalizélt egységek ezért y; + 27, = 1 és
01 + 20, = 1. Behelyettesitve a 3.4 rendszerbe, hogy 7, =1 — 27, és 6y = 1 — 20, az
(1 — 2’72) 52 + 7252 + V2 (1 — 252) =0

egyenletrendszerhez jutunk, melybdl azt kapjuk, hogy

V2
Oy = . 3.5
S (3.5)

Ennek Z feletti megoldédsa a v, = 09 = 0. Ezt a 3.4 rendszer els$ egyenletébe helyettesitve
kapjuk, hogy v10; = 1 melybdl pedig kovetkezik, hogy a2 + a2 + a2 = 1 azaz ZC3-ban

csak trividlis egységek vannak. m
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3.3. TETEL. A ZCy-nek csak trividlis egységei vannak.

Bizonyitds: Legyen u = ag + aja + aza® + asa® tetsz8leges V (ZC,) elem. Legyen ¢
leképezés olyan, hogy tetszdleges g € C, elemre ¢ (g) = ¢g*. Konnyedén igazolhat6, hogy
a ¢ homomorfizmus és képe izomorf a 'y csoporttal. Terjessziik ki a ¢ leképezést linedri-
san a Z(C)y csoportgytrtire. Belathat6, hogy a kiterjesztett ¢ leképezés homomorfizmus és

képe izomorf a ZC'; csoportgyfirivel. Ekkor azt kapjuk, hogy
P (u) = ap + aa® + ag + aza® = (ag + a) + (a1 + az) a®
egység a Z(C'y-ben. Mivel ZC5-ben csak trividlis egységek vannak, igy két esetet kapunk:
I.agt+as==x1,01 +a3 =08 ayp+ a1 +as +as =1;
2. a0+ as=0,a1 +ag3==F1é g+ a; +as+az =1.

Most vizsgaljuk meg az elsé esetet. Kifejezve az o és a; tagokat és visszahelyettesitve

azt kapjuk, hogy
U= g+ aa+aza® +aza® =1 — g — aza+ aza® + aza® = 14 (ay + asa) (a2 — 1) )
Ennek inverze legyen v = 1 + (82 + B3a) (a® — 1) alakd. Ekkor
uu' = 14 (ag+ fs — 2028 + 20305) (a® — 1) +
+ (a3 + B3 — 22083 — 2a302) (a2 — 1) a=1.
Ez csak akkor teljesiil ha

(1 =20) B2 + 20333 = —xz
—2a302 + (1 — 2a3) 3 = —a.

A 3.6 egyenletrendszert megoldva

(3.6)

B _ (1 — 2(1/2) (—Oég) — 20&20[3 _ —AQ3
’ (1 — 205)% + 402 (1 —20)% + 402’

A kapott képlet Z feletti értékeket csak akkor vesz fel ha a3 = 3 = 0. Ezeket vissza-

helyettesitve a 3.6 rendszerbe azt kapjuk, hogy (1 — 2aw) S = —as melybdl kifejezve a
Ba-t

T 12,

innen pedig o, vagy 1 vagy 0. Tehat az elsd eset teljesiilésekor megkapjuk a 1 és a?

B

elemeket.

Most vizsgaljuk meg a masodik esetet. Ekkor
U= —a2+a—a3a+a2a2+a3a3:a(l—l—(ag—aga) (a2—1)).

11



Belathat6, hogy a mésodik esetben az el6zdvel szimmetrikus esetet kapunk melyben a
diofantikus egyenletrendszerbl azt kapjuk, hogy o, = 0 és as vagy 1 vagy 0. Igy a
mdsodik eset teljesiilésekor megkapjuk a a és a® elemeket. Ezzel belattuk, hogy az 6sszes

lehetséges egység trividlis. m
3.4. TETEL. A ZCgs-nak csak trividlis egységei vannak.

Bizonyitds: Legyen u = ag + aya + aza® + aza® + aua* + asa® a ZCg csoportgy(rd nor-
malizalt egysége. Legyen ¢ olyan, hogy ¢ (g) = ¢° tetsz6leges g € Cy elemre. Kénnyen
belathato, hogy ¢ a Cs csoport C'5 csoportra képezd csoport - homomorfizmus, és linedrisan
kiterjesztve ¢ a ZCy csoportgytirti Z(C5 csoportgytrtire képezd gyiird - homomorfizmus.

Ekkor
P (u) = ap + a1a® + ay + aza® + ay + asa® = (g + o + ay) + (a1 + az + as) a®

egység a ZCy-ben. Az el6zd tételekbdl tudjuk, hogy Z(Cs-ben csak trividlis egységek van-
nak igy két esetet kapunk:

1. a0+a2+a4:1,a1+oz3+oz5:Oésa0+a1+a2+a3+a4+a5:1;
2. Oéo—|—()é2+6¥4:0,041+043+0(5:1éSOéQ+061+CY2+063+044+045:1.

Hasonl6képpen definidlhatunk egy \ : Cs — C3 homomorfizmust, ahol A (g) = ¢? tet-

szbleges g € (g elemre. Ezt a homomorfizmust linedrisan kiterjesztve a X ZCs — ZC,

7 7z

gylr( - homomorfizmust kapjuk. Az el6zéekhez hasonlé médon

A(u) = g+ a1a® + aza’ + as + aga® + asa’ = (o + a3) + (o + ay) @’ + (ay + as) a’
a Z(Cj trividlis egysége, igy harom esetet kapunk:
a. agt+as=1, a1 +a4 =0, as + a5 = 0;
b. ag+a3=0,a; +as =1, as + a5 = 0;
c.agt+a3=0,a01+a,=0,a9+ a5 =1.
Az 1. és az a. eset teljesiilésekor
ag=1—ay4+ as
ap = —Qy

(3.7

Qg = —Q

3 = 0y — Q5.
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Ezt visszahelyettesitve és a megfeleld algebrai atalakitasok elvégzése utan kapjuk, hogy
uw=1+ (a5 —Qy — aua — a5a2) (1 — a3) , (3.8)
és legyen ennek inverze
uwl=1+ (55 — B4 — Paa — 65a2) (1 — a3) )

Ekkor
wu Tt =1+ (a5 —ay + Bs — By — aqa — Pya — asa® — ﬁ5a2) (1 — a3) +

+ (asBs — asfs — asfaa — a5 P50 — aufs + cuBs + aufaa + aufsa’® — cufsat

+oufaa + asfad’ + aufsa’ — asfsa’ + asfia’ 4+ asfia’ + 04555a4) (1 - a3)2 .
Elvégezve a megfeleld algebrai dtalakitdsokat, illetve dsszevonva az egynemi tagokat

uut = 1T+ (=14 20y — das) By + (1 — day + 20a5) Bs — g + ) +
+ ((—1 + 4oy — 2@5) B4 + (—2054 — 2055) Bs — 054) a—+

+ ((20{4 + 2&5) 54 + (—1 + 2@4 — 4@5) B5 — CY5) CL2 = 1,
és ebbdl pedig megkapjuk a

(—1 420y — 4as) fa+ (1 — day + 2a5) f5 = o —
(=14 day — 205) By + (=204 — 20a5) Bs =
(204 + 20i5) By + (=1 + 20y — das) B5 = s
diofantoszi egyenletrendszert. Konnyen lathatd, hogy az els6 egyenlet el6all a mésik kettd

linedris kombindcidjaként tehdt a rendszer elsd egyenletét kivéve a

(=14 4oy — 2a5) By + (=204 — 205) B5 = oy
(2&4 + 20{5) 54 + (—1 + 20&4 — 4065) ﬁg, = Oy

(3.9

egyenletrendszert kapjuk. Az el6z6 tételhez hasonlé médon igazolhatd, hogy Z felett csak
akkor van megolddsa ha oy = a5 = 0.

Ezzel megkaptuk a Cy csoport egységelemét és az el6z6 tételhez hasonldan itt is igazolhato,
hogy a tovabbi 5 lehetséges eset az el6bbivel szimmetrikus és belSliik megkapjuk az 6sszes
tobbi trividlis egységet. Ezzel beldttuk, hogy az dsszes lehetséges egység trividlis. m

Megjegyezném, hogy ezen tételekhez hasonlé médon bizonyithato:

3.5. TETEL. Legyen GG véges Abel csoport. Ha a G elemeinek rendje osztoja 4-nek vagy
6-nak, akkor Z.G egységei trividlisak.
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4. A CSOPORTGYURU CENTRUMA

7

Az el6z0 fejezetben lathattuk, hogy vannak olyan csoportgytirik, amelyek csak trividlis
egységeket tartalmaznak. Ennek a fejezetnek a célja olyan mddszer felépitése, amely se-
gitségével eldallithatunk nem trividlis egységeket.

Legyen G véges csoport a szorzasranézve. A g, h € G elemeket felcserélhetéeknek mond-

juk,hag-h = h-g. A csoport minden elemével felcserélhet elemek
Z(G)={g € G|Vh € G: gh = hg} 4.1

halmazét a GG csoport centrumanak hivjuk.

Legyen g,h € G és jeldlje (g,h) = g 'h~'gh ezen elemek kommutatorat. A g és h

elemek pontosan akkor felcserélhetSek, ha (g,h) = 1. A G Osszes kommutdtora altal
generalt
G'={(g,h)|g,h € G) 4.2)

részcsoportot a G derivalt csoportjanak vagy kommutator részcsoportjanak nevezziik.
Legyen G véges csoport és G/Z(G) rendje 4 ekkor két eset lehetséges:
1. G/Z(G) = Cy = {(a);

2. G/Z(G) = Cy x Cy = {a,b).
Az elsé eset teljesiilésekor
Vagi,92 € G : g1 = 210 és gy = 200’
ahol z1, 20 € Z(G) ési,7 € {0,1,2,3}. Azonnal lathatd, hogy
G2 = 210" 2007 = 212007 = 25210" = nalza' = gog

ami ellentmonddés. Ezzel belattuk hogy az els6 eset lehetetlen.
Legyen G véges csoport és G/Z(G) = Cy x Cy = (a, b). Ekkor tetsz6leges g € G elemre
g* € Z(@). Emiatt a®, b* € Z(G) és

ab = zba,z € Z(G).

Ezért a G csoport barmely eleme felirhat6 x, az, bxr vagy abx alakban, ahol z a centrum

eleme. A kommutatorok

(azy,bry) = a toy b oy tax by = (a,b) és
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(axy, abzy) = a~ ' (ab) " aab = a b a " a?b = (a,b)

ezzel beléttuk, hogy csak egy nem trividlis kommutétor 1étezik. Ebbl azonnal arra jutha-
tunk, hogy G’ = {1, z} és ennek kovetkezménye, hogy ha g és h a G tetszSleges elemei
akkor hg = gh vagy hg = zgh. Mivel G kommutdtorai részcsoportot alkotnak nyilvan-
val6, hogy 22 = 1.

Definidljunk egy uj involuciét, legyen g € G és

g, ha g centrum elem
¢® = 4.3)
gz, ha g nem centrum elem

illetve linedrisan kiterjesztve

U= Zaigi —u? = Zaigi@.

geG geqG
4.1. LEMMA. Legyen G véges csoport mely elemeinek rendje osztoja 4-nek vagy 6-nak

és G/Z(GQ) = Cy x Cy. Az u — u® leképezés involiicid, és a kovetkezd tulajdonsdgokkal:
1. uu® = u®u
2. uu® centrdlis elem és ha u egység, akkor (+G pontossdggal) uu® = 1

Bizonyitds: Legyen G’ = (z). Jelolje I (G') = (1 — z) Z(G, amely nem mas mint a z — 1-el
generalt idedl. Az 1.3 tételbdl kovetkezik, hogy mivel G’ normadlis részcsoportja G-nek,
akkor a G/G’ faktorcsoport Z (G/G") csoportgyfirdje izomorf a ZG/I(G’) faktorgyfird-
vel. Nyilvdnvald, hogy G/G’-ben minden kommutétor trividlis igy G//G’ kommutativ.
Konnyen lathat6, hogy G/G’ elemeinek rendje osztéja 4-nek vagy 6-nak igy a 3.5 tétel
alapjan minden egység a Z |G /G'] csoportgyiirtiben trividlis. Nyilvanval6, hogy ha
G= |J 26,
z€R)(G/G")

akkor az = + I(G’) (ahol x € R, (G/G")) alaki elemek a ZG /I (G') faktorgytiriiben mul-
tiplikativ csoportot alkotnak, amely izomorf a G /G’ faktorcsoporttal, és ezek az elemek a

ZG /1 (G") faktorgyiirtinek - mint baloldali Z-modulusnak - egy Z-bazisat alkotjak. Mivel
u+1(G") =g+ 1(G),esetén
ug L+ 1(G)=1+1(G)
ezért az u egység felirhat6 (=G pontossdggal)
u=14+(1-2)«q,
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alakban ahol a a ZG eleme. Hassunk az u-ra a @ involdciéval ekkor beldthatd, hogy uu®
a centrum eleme és trividlis azaz (+G pontossdaggal) uu® = 1. m

Most mindezek alapjan képesek vagyunk olyan eljardst késziteni melyekkel nem trividlis
egységek hozhatéak létre. Legyen G olyan csoport mely a 4.1 lemma feltételeinek megfe-

lel, ekkor a csoportgy(ird tetsz6leges u egységére (=G pontossaggal)
w® =1+ (1-2)a)(1+(1-2)a®) =1.

Mivel (1 — 2)* = 2(1 — z) ezért a megfelels algebrai atalakitdsok és Gsszevondsok utdn
azt kapjuk, hogy
1+ (1-2) (a+a®+2aa%) =1.

Tehat u akkor és csakis akkor egység ha
(1-2)(a+a®+20a%) =0 4.4)

teljesiil, igy ennek segitségével (=G pontossdggal) meghatarozhatok a csoportgyfiriibeli

egységek.
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5. PELDAK

Legyen G olyan véges csoport melyben |G/Z (G)| = 4. Jeldlje a és b a G csoport két

egymastol kiillonb6z6 nem centrélis elemét. Igazolhatd, hogy
G=7Z(G)UaZ (G)UbZ (G)UabZ (G),

és az el6z0 fejezet alapjan tetszbleges u € ZG egység eldall 1 + (1 — z) a alakban, ahol
a € ZG. Legyen
Z(G> = {Z7217Z27"' 7Zn};

ekkor
(g + ara + b + azab) + (ay + asa + agb + azab) z1 +
(Oég + aga + Oélob + O[u(Lb) Zog+ ... = (CY() + oz + agzo + .. ) +
+ (a1+a521+a922+...)a+(a2+a621+a1022+...)b+
(

a3 + arzy + 1120 + .. .) ab. (5.1
A konnyebb atlathatésdg érdekében jeldlje
{(L’Z' =o; + g2+ + ai+4nzn} ez (ZG) . (5.2)

Az 5.1 és a 5.2 képletekbdl kapjuk, hogy u = 1 + (1 — 2) (¢ + x1a + x2b + x30b). Az
el6z8 fejezetben ismertettet modszer alapjan u® = 1 + (1 — z) (zg — z1a — x2b — x30b)

és mivel (1 — 2)> = 2(1 — z), illetve ba = abz ezért
wu® =14 (1 — z) (2xg + 225 — 2 (z10)” — 2 (220)* — 2 (I’g@b)Q) : (5.3)

Konnyedén igazolhatd, hogy

2 2 2 2 2 2
Ty = o + 204054421 + Q427 + 205041820 + 206140648212 + Qi g2y + 0. (5.4)

7

Most mindezek segitségével az el6z0 fejezetbe leirt modszer hasznélata sokkal egysze-
rlibbé valik.
5.1. 8-ad rendii csoportok egész szamok feletti csoportgyiiriiinek egy-
ségei
Legyen |G| = 8¢és |G/Z (G) | = 4, ekkor
w® = 1+ (1-2) (200 + 205 — 2 (a1a)® — 2 (azb)® — 2 (agab)Q) =
= 1+2(1—a2) (a0+a§+a%—(a§+a§)b2). (5.5)
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Mivel a? és b? centralisak és a®> = b*> = 1 nem lehetséges, igy koziiliik az egyik biztosan z
és (izomorfia erejéig) feltételezhetjiik, hogy z = a?. Mindezekbdl vu® = 1 ha

(1—a*) (a0 + g+ ai — (a3 +a3)b%) =0.
Mivel b? centralis, igy két eset lehetséges:

e b2 = 1 esetén 8-ad renddi diéder csoportot kapunk és az egységeket meghatdrozo

diofantoszi egyenletiink o + a2 + a2 — a3 — a2 = 0;

e 1’ = 7z esetén 8-ad rendii kvaternié csoportot kapunk és a diofantoszi egyenletiink
Qo + a2 + a2 + ad + a2 = 0. A megfeleld algebrai dtalakitdsok utdn az egyenlet
(1 + 200)% 4 (200)* + (201)* + (202)* + (2003)* = 1 alakii melybdl kivetkezik, hogy

ebben a csoportban csak trividlis egységek vannak.

5.2. 16-od rendii csoportok egész szamok feletti csoportgyiirdinek egy-
ségei
Munkdm utolsé részében olyan 16-od rendd csoportokat mutatok be melyek a méd-

szerlink haszndlati feltételeinek eleget tesznek. A moddszer hasznélatat a kovetkez6 négy

csoporton szemléltetem:
1. {a,b,cla® =* = (ab)* = %, ¢! = (a,c) = (b,c) = 1),
2. {a,bla* = b* = 1,ba = a®b),
3. {(a,bla’ =b* = (ab)? = (a2,b) = 1, ),
4. {a,bla® = (ab)? = 1,0* = a?).

1. Legyen G = (a,b,cla® = b* = (ab)’ = ¢*,¢* = (a,c) = (b,¢) = 1). Konnyedén iga-
zolhat6, hogy z = (a,b) = (ab)” = ¢® és z; = c.
A 5.4 képlet alapjan 2?7 = o + 20,0 44¢ + o2, ¢ és a 5.3 képlet alapjan
w® = 1+2(1-¢) (zo+ 2§ — (z10)” — (z4b)” — (xgab)Q) =
= 1+2(1=¢) (wo+af + 2] +25+13). (5.6)
Az eredeti jelolésekhez visszatérve €s a megfelel6 algebrai dtalakitasok elvégzése utdn
w® = 142(1-7) (a+of+al+as+a; —aj —a; —af —a7) +

+2c (1 — 02) (g + 200y + 20105 + 20006 + 203007) .
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Innen kapjuk az

2 2 2 2 2 2 2 2 __

(5.7)
oy + 20[0(%4 + 20[1065 + 20[2066 + 2(1/30(7 =0

diofantoszi egyenletrendszert amely megadja az egységeket (G pontossdggal).

27

2. Legyen G = (a,bla* = b* = 1,ba = ab). Az el6z8hoz hasonlban itt is igazolhatd, hogy

z=(a,b) = a®és z; = b*. A 5.3 és a 5.4 képletek alapjan 7 = a? + 20, 44b* + a2, és
w® = 1+42(1—a?) (zo+ 2f + 2] — 3b” — 23b°) =
= 1—|—2(1—a2) (:U0+3cg+:v%— (x%—i—a:?),)bz).
Az eredeti jelolésekhez visszatérve €s a megfelel6 algebrai atalakitdsok elvégzése utan

w® = 142(1-a®) (ap+of +af +ai + af — 2006 — 20307) +
+2b2 (1 — az) (a4 + 2090y + 200105 — ag — 04(25 — a§ — a?) .
Ebbdl megkapjuk a

200 + 203 + 202 + 202 + 202 — dasag — dazar =0 (5.8)
20 + dagay + dajas — 2038 — 204% — 2a§ — 204% =0 .

diofantoszi egyenletrendszert. A rendszer egyenleteit egymasbodl kivonva a
2 (g — vg) + 2 (g — g)> + 2 (01 — a5)® + 2 (ag — ag)” + 2 (a3 — ar)> = 0

egyenlethez jutunk. Ezt 2-vel szorozva és egyet hozzaadva mindkét oldalahoz a megfelel

algebrai atalakitdsok utdn az
(142 (a0 —aa)” + (2(a1 — a5))" + (2(a2 — a6))* + (2 (a3 — a7))* = 1
egyenletet kapjuk, melynek megoldasa

a1 = 05,0 = O, 3 = Q7

14+2(ap —ay) = £1.

5.9

Két esetet targyalunk
L ag=ay, a1 = as, as = ag, a3 = ag,

II. Qg = 0y — 1,041 = (5, (g = Qg, O3 = (X7.
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Az 1. esetben
u=1+ (1-a%) (1+b*) (g + ara+ asb + azab),
ekkor ujra elvégezve a konjugalttal val6 szorzast arra juthatunk, hogy vu® = 1 ha
200 + 4af + 4ai — das — 4aj = 0.

Az egyenlet mindkét oldaldhoz 1 + 2a,-t adva és a megfeleld algebrai dtalakitdsok utdn
megkapjuk az
(14 2a0)* 4 (2a1)% — (202)* — (203)* = 1 + 201

alakud diofantoszi egyenletet.

A 1II. eset teljesiilésekor azt kapjuk, hogy
u = 1+ (1=2)(140%) (as+oqa+ ab+ azab) — (1 —z) =

= 24+ (1—2) (1+V°) (u + ara + azb + azab) = zv

ahol v egység az 1. eset szerint.

3. Legyen G = (a,bla* = b* = (ab)® = (a2,b) = 1, ). Ebben az esetben
z = (a,b) = a b 'ab = baab = a*b?
és 21 = a®. A 5.3 és a 5.4 képletek alapjan 22 = a? + 200440 + a4 €8
w® = 142 (1—a®?) (zo+ 22 — 2a® — 230* — 23 (ab)*) =
= 142(1-a%") (zo+ 25 — 2]a® + 23a° — z3) . (5.10)
Az eredeti jelolésekhez visszatérve €s a megfelel6 algebrai atalakitdsok elvégzése utdn
w® = 142 (1 - a2b2) (040 + 04(2) + Ozi — 20 a5 + 200900 — a% — oz?) +
+2a? (1 — a2b2) (a4 + 2090y — a% — ozg + a% + oz% — 2a3a7) =0.
alaku és ebbdl megkapjuk az

ag + of + af — 20105 + 20906 — o —az =0 (5.11)

g+ 20004 — a2 — a2 + a3 + a2 — 2aza; =0

diofantoszi egyenletrendszert.

4. Legyen G = (a,bla® = (ab)? = 1,b* = a?). A nem trividlis kommutator
z = (a,b) = a b 'ab = baab = a*V* = a*
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és konnyen belthat6, hogy z; = a.

7

Az el6z8 példékhoz hasonléan =7 = of + 20;0440° + o, 4a* és

wu® = 142 (1 — a4) (:170 + a2 — 22a® — 23 — 13 (ab)Z) =

= 14+2(1—a") (zo+aj — zia® — 23a° — 7).

Az eredeti jelolésekhez visszatérve és a megfelel$ algebrai dtalakitdsok utdn

wu® = 1—1—2(1—a4) (ao—kag—ai+2a1a5+2a2a6—a§+a$)—|—

+2a? (1 — a4) (044 + 20904 — oz% + ozg — ozg + ozé — 2a3a7)
alaku és ebbdl megkapjuk a

ap +af — af + 20105 + 2005 — a3 +aF =0 (5.12)

a4+2a0a4—a%+a§—ag+a§—2a3a7:0

diofantoszi egyenletrendszert.
Ezzel egyiitt sikeresen meghataroztuk mindazon diofantoszi egyenleteket melyek segitsé-

gével megdllapithatjuk az adott csoportgytriibeli elem invertalhatésagat.
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OSSZEFOGLALAS

7 7

A ZG csoportgylird invertdlhaté elemeit egységeknek nevezziik. A csoportgydrl Osszes
egysége csoportot alkot, amelyet csoportgyliri egységcsoportjdnak neveziink, és ra az
U (ZG) jelolést haszndljuk. Az U (Z)G = {kg|k € U(Z),g € G} halmaz elemei a
ZG csoportgytirti egységei melyeket trividlis egységeknek nevezziik.

Munkam sordn kideriilt, hogy a csoportgyliriik egységeinek meghatarozdsa nagyon bonyo-
lult feladat, mivel az egész szamok feletti csoportgylirlikben egy elem nem csak attdl lesz
invertalhatatlan, hogy nulloszté hanem attdl is, hogy az egész szadmok halmaza nem test
azaz nem tartalmazza minden elemének inverzét. Ezéltal szinte minden probléma diofan-
toszi egyenletek, illetve nagyobb csoportok esetén diofantoszi egyenletrendszerek megol-
dasat igényli mely egy nagyon nehéz és nagy odafigyelést igényld feladat.

Munkam soran sikeresen igazoltam, hogy ZCs, ZCs, ZCy, ZCg és Z(Q)g csoportgylirik
csak trividlis egységeket tartalmaznak. Rengeteg szamitast tett egyszer(ibbé a normalizalt

egységcsoport

V(ZG) = {u:Zugge U(ZG) | uy = 1}

geG geG

haszndlata és az a tény, hogy az egész szamok feletti csoportgyliriikben ha a normalizalt
egységcsoport csak trividlis egységeket tartalmaz akkor maga az egységcsoport is. Mun-
kdmban bemutattam egy olyan eljarast mely segitségével a megfeleld feltételeknek eleget
tevd csoportok egész szamok feletti csoportgy(iriiiben meghatarozhatok a nem trivialis egy-

ségek, illetve sikeresen alkalmaztam nem trividlis egységek meghatarozésara.
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