l'ml'l'ﬁ'lﬂ'll "'Tl"‘l""l'ﬁl'l"]lf']'l"‘l"‘l'l"‘Iﬂlﬁ‘"lmmm r‘l’ﬂlﬁ'l"‘l"‘l"‘l'ﬂlﬁ'lﬁ'l‘l‘l’ﬂll'I'Il'l‘I'Tlﬁ'll
[T 1] [TT11

BUDAPESTI MUSZAKI ES GAZDASAGTUDOMANYI EGYETEM
TARTOSZERKEZETEK MECHANIKAJA TANSZEK

ABRAHAM ZOLTAN
EPITOMERNOK HALLGATO (B. SC.)

FOTOELASZTIKUS ANYAGU GERENDAK
FESZULTSEGEI ES ALAKVALTOZASAI

TDK DOLGOZAT

KONZULENS,
DR.KAROLYI GYORGY
EGYETEMI TANAR

Budapest, 2012. oktéber



Absztrakt

Egyes nematikus folyadékkristaly-elasztomerek, totoelasztomerek fény hatasara
megvaltoztatjak szerkezetiiket és alakvaltozastverkmek. Mivel az anyagba behatolo
fény intenzitasa exponencialisan csokken a belamtoklységével, az eloszlasa sem lesz
linearis. Emiatt kilpontosan terhelt gerendaknat Késziltségmentes tengely is
keletkezhet a keresztmetszetben. Kiegészitve Mn&a¢s L. Mahadevan munkajat [1],
levezetem a kilpontos nyomdeel terhelt fotoelasztikus anyaghdl készult szinmikes
keresztmetszét gerenddk statikus viselkedését fény hatasara. zt8mstikusan
feltérképezem a fesziltségmentes tengely helyzetéd analitikus és numerikus
eredményt mutatok a feszultségmentes tengelyek &mm és helyének

paraméterfliggésére. Bemutatom a gorbilt fotoelasztierenda egyensulyi alakjat.

[1]: M. Warner, L. Mahadevan, Photo-induced defotioas of beams, plates and films,
Phys. Rev. Let82, 134302 (2004).

Certain nematic liquid crystal elastomers, calleabfpoelastomers, change their structure
and deform when exposed to light. The distributbtight intensity is not linear, rather,
absorbed light in the material decreases expon#éntigith depth. As a consequence, two
stress free axes may develop when the beam, begiehas excentric normal load. |
supplement previous studies [1] by investigatirgdtatic behavioof excentrically loaded
photoelastics beams of symmetric cross-section ruhiglet. |1 systematically find the
position of the stress free axes, then show awalyind numerical results of how the
number and location of the stress free axes depenthe parameters. The equilibrium

shape of the curved photoelastics beam is alscepted.
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1. Bevezetés
1.1 Folyadékkristalyok

Napjainkban a folyadékristaly allapota anyagokakilonb6z terlleteken egyre
szélesebb korbemalkalmazza. A folyadékkristalyok einyds tulajdonsa¢ abban rejlik,
hogy szovetszerkezetikiilss hatasokkal befolyasolhatégyl a bebliik késziilt eszkoze
szilardsagi és geometriai tulajdonsagai, bizonyaarokon beli, mesterséges 6don a
kivant értekre beallitha#d. Az elektromos- és villamosiparhaa tavkdzléstechnikaban,
vegyiparban, a gyogyaszatban, a &, és gépiparban, a légiktzlekedésben,
urtechnikaban és mé&gyamos szakteriilet egyarant alkalmazzéiket[1,2].

A folyadékkristadlyok nenszokvanyos anyagok. Ahogy a neviskmutatja, atmenetet
képeznek a folyadékok és a szilard anyagok koz¢A molekulak hosszukasak,
radszetiek, melyek orientaltsdiga mind egy iranyba mv Ezt az A&llapotot eg
meghatarozott homeérséklttartomanyban tartjadk meg, ilyenkoa szovetszerkezik
makroszkopikus méretekben folyéki, de mikroszkop alatt vizsgélva a szilard testel
hasonl6 rendezettséget mu

A folyadékkristalyoke a szerkezetiik alagm harom nagy csoportra lehet osz [3]:

Szmétikus folyadékkristdlyc a vastag, szivar alakinolekuldk szorosan, egymas
parhuzamosan, a molekulatengelyre dtegges sikd, mononuklearis étegekben

helyezkednek ekzorosa egymas mellettl(1.1. abra.

1.1.1.4bra. Szmektikus folyadékkristaly szerkez§dg

Nematikus folyadékkristaly: szerkezetik kewdé rendezett, molekulaik foiszefi
sorokat alkotnak, melyek molekularengelyei egymassal parhuzamosl.1.2. abrad. Ez
a szerkezeti felépitgél szenléltethet) egy doboz fogvajoval, aha fogvajok a tengelyi
irAnyaban képesek elmozdulni, vaghossztengelyik koril efdulni, de a doboz miatt
hossztagelyek végig parhuzamosak marad
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1.1.2. abraNematikus folyadékkristalyok szerkezete [3]

Koleszterisztikus folyadékkristalyokéteges felépités szerkezet, ahol a molekuléris
tengelyek parhuzamosak egymassal. Az egyes keskétggekben elhelyezkéd
molekulak tengelyei az egyes sikokban nem éégges iranyban helyezkednek el, hanem

csak a szomszeédos sik altal meghatarozoitdn3d; 4bra.

1.1.3. &braKoleszterikus folyadékkristélyok szerkezete
(forras: http://ffizikaweb.uni-pannon.hu/fizika_cent/

Oktatas/Bev_kem_kut_lab/folyadekkristalyok.pdf)

Mig szokasos anyagoknal j6I meghatarozott olvaddétspan a szilard és a folyékony
halmazallapot kdz6tt, addig a folyadékkristalyogaaok olyan imérsékleti tartomannyal
rendelkeznek a két fazis kozott, amelyben megmotitkaz anyagnak a ké# szerkezete.
A hémérsékleti tartomany egyik végpontjan, az ugynette@eN (crystalline-nematic)
pontban van a szilard és a folyadékkristaly allalpatara, a masik végpontjan, az N-L
(nematic-liquid) pontban van a folyadékkristaly dslyékony allapot hatara. A
folyadékkristdly a C-N pontnal folyékony halmazpl#iva valik a sz6 kdznapi
értelmében, de a molekuldi részben megtartjak arestelezett szerkezetiiket [3]. A C-N

pontot Uvegesedésbmérsekletnek is szoktak nevezni [3].



A tovabbiakban a nematikus folyadékkristalyokkaglédkozunk. Ezen anyagokat
példaul a folyadékkristalyos kijelknél (liquid crystal display, LCD) alkalmazzéak.
Ezeknek a ritkddési elve Iényegében abbdl all, hogy a vékorsgidtn keltett elektromos
tér létrehozasaval befolyasolni tudjak a molekuld@yultsagat, s ez altal bedllithatd a

réteg fényateresztképesseége [3].

A mianyag eszk6zok gyartdsaban a folyadéekkristalyosagoty folyadékkristaly
polimerként (liquid crystal polymer, LCP) szoktdkamazni. Ezek olyan isméio

egységekél, monomerekbl alinak, melyeket kémiai kdtések kapcsolnak 6ssze.

Bizonyos LCP-k, mas polimerekhez hasonléan, hagygoe froccsorit extrizios,
koextruziés, fuvasos stb. eljardsokkal dolgozhd&d{1,4]. A folyékony és szilard fazis
kozotti halmazallapotid dmledéket nyiré vagy nyditatasnak teszik ki, igy a merev
makromolekuldk maguktél szélakka vagy rostokka eetdhek, melyek az omledék
lehiilésekor megmerevednek, igy sajatos molekulaszerkaakul ki szilard allapotban.
Klilonosképpen a merev, palca alaki LCP-k, Osszelifsb a hagyomanyos
polimerekkel, sokkal kedvébb mechanikai tulajdonsagokkal birnak, kiléndsearamag
froccsOntésnél, nagy szakitészilardsag és nagymagaagi modulus, nagydstzilardsag,
kis hétagulasi egyutthatd, kis vizfelvétel, jédregedési teljesitmény, kivételes pontossag,
meéretstabilitas, kis zsugorodas, ikid kuszas-allosag stb. [1,2]. LCP-ket hasznalnak
elektromos és elektronikai alkatrészekhez, sz&Mapti O0sszekd@ elemek,
tavkozléstechnikai készilékek, vegyipari feldolgtmdendezések, gépipari @sechnikai
eszkozok gyartasdhoz. Bizonyos LCP-k a gydgyasdiedimazasokban helyettesithetik a
rozsdamentes acélt, ellenallnak a gamma-sugarzasiaékmint a legtobb sterilizalasi
eljarasnak. Sebészeti eszktzok, fogaszati eszkoztdejl talcak és berendezések,
gyoégyszeradagol6- és diagnosztikai rendszerek lsmeiggyarant kivaléan alkalmazhatdak
[1,2].

Az eddig emlitett altaldnos LCP-k esetében a fénisheti lEmérséklettartomanyban
kialakitiak a kedveZ szOvetszerkezetet, majd az Omledéketitithaz Uvegesedési
homérséklet ala, tehat a felhasznalasimirsékletén szilard allapotban van. A
folyadékkristaly polimerek egy kulonleges csopartjalkotjak a folyadéekkristaly-
elasztomerek (liquid crystal elastomer, LCE). Eadkiaz anyagoknak az tzemi, illetve
hasznalati bmérsékleti tartomanya, az Uvegesedésanérséklet felett helyezkedik el, tehat



az anyag mar nem szilarde alul marad az N-L hatartdlehat az anyag még nem
viselkedik teljes mértékbe folyadékként sem. Az LCE-kilyenkor a felhasznalas

hémérsékletérgumirugalma fizikai allapotban vannak [5].

A gumirugalmasallapo olyan anyagszerkezetet jelent, amelyzonyla¢ kis ebvel is
nagymértékben deformalhi, és rugalmas, tehatdeformald € megs#nte utan (csekél
maradd deformaciotol eltekve) ismét felveszi eredeti alakjat, ak&akadik deformacios

ciklusban is [6].

A B
1.1.4. &bra(A) terheletlen elasztomer sztvetszerke, (B) ugyanaz az anyagszo\

terhelés alatt. Ha a terhelést megszintetjik, keszet visszatér az A allapotba. A fte

pontok a keresztkotéseket jel6lik [6]

A gumirugalmas anyag makromoleku, a nematikus folyadékkristéd-lancokat el§
megkozelitésben képhetjuk fonalaknak, amelyeket eg@gy csepp ragasztov
(keresztkotesekhelyenkéntdsszeragasztunk. Ha egy fosmdlat megprobalunk kiha:
ugy, togy a tobbi szdélat lefogju csak annyirafogjuk tudni kihGzni amennyire a
fonalszalak kiegyenesedeés kézben elmozdulnak egymagpesk Heelengedjiik, akkor
visszaugrik eredeti (rancos) allagba. Azonban a gumi (illee az LCE sokkal jobban
deformalédik,mint az 6sszeragetott fonalak. Ennek az az okiaggy a modell nem elég
pontos, a makromolekulak igazabdl sokkal kevéshduyzamosa, mint a fonalak. A
makromolekuladk &t keresztkotés kozoéihatalmas kayarokat irnk le a tér minden
iranyaban. A terheletteLCE esetén a folyadékkrist-lancokegyaltalan nem rendezette
nem egységesrientaltsagle és a tengelyeik nem parhuzamosaymass;, tehat még
nem alakult ki a nematikus izotr6, ahogy azt al.l1.4. abraszemlélteti. A szélak

orientalodasa csak ladl teher, vagy deformacié hatasara kovetkezik be, hplzas



csavaras, hajlitas (az LCE esetén szOba jo6het g knagneses, vagy elektromos teér

hatasa is, stb).

Az LCE-ket szokas intelligens anyagoknak nevezii §melyek képesek magneses,
elektromos vagy optikai behatdst mechanikai eneégidlakitani és viszont. Az ilyen
kulonleges fizikai tulajdonsagokat hasznaljak kidaél a jelatalakito egysegekben [7,8].
Ezek olyan kulonleges eszk6zok, amelyekben fesjlt®€ny, magneses vagy elektromos
tér, vagy lbmeérséklet hatasara méret-, illetve alakvéltozastizik be, mikbzben egy
mikddd rendszer kinetikai lancanak részét képezik. Legelitebb az alkalmazasuk
példaul rugalmas kijetknél, kulénleges membranoknal, piezoelemek és
pirodetektoroknal [7]. Orvosi és biologiai alkalrdapk terén is igéretes lebsdgeket

jelentenek implantatumok, példaul szemlencse vaifjgam esetében [7].

1.2. A folyadékkristaly elasztomerek termoelasztikuselkedése

Mint mar emlitettik, a folyadékkristalyok Uzentirhérséklete a szilard és a folyékony
fazishoz tartoz6 dmérsékleti hatarok kozott helyezkedik el, tehat l&2E atmeneti
allapotban van a két fazis kozott. llyenkor az gysyarkezetet folyadékkristaly molekulak,
un. mezogének alkotjdk, amelyek nematikusan kapdsak egymashoz, tehat olyan

fonalszeti sorokat tartalmaznak, amelyek tengelyei parhuzakegymassall(1.2. abra)

Ha a test Bmérsekletét addig néveljik, amig a izotrop nematikdtesek felszakadnak,
a mezogének elveszitik parhuzamossagukat és rdatsiigket. [lyenkor maga a molekula
is deformalddik: a rendezetlenség kovetkeztébentréocio jon Iétre, amely anndl
nagyobb mérték minél magasabb a&mérséklet.

= - =i

1.2.14abra.Bal oldalon a gerenda terheletlen helyzete, jodlloh a lbhatassal terhelt

allapot



Ha egy rud vagy lemez alaki LCE testet egyeh hdmérsekletnbvekménynek
teszlnk ki, akkor a test meggorbil. Ha példaullssfecteg febl kezdjuk el melegiteni,
akkor ebszor a legfelébb réteg (molekula sor), tehat a kdzvetlentl médtgfelllet fog
atalakulni a kontrakcios allapotba. Kdozben az disoiezogén elemek, amelyek még
nematikus rendszerben vannak, 6sszébb @Geisek egymashoz, megtartva az eredeti

orientaltsagukatl(2.1. abra).

A gumirugalmas Allapotu LCE akar 400%-os defornraciés képes [10]. Ez a
tulajdonsag rendkivili, specidlis alkalmazasoknajinghetséget (lasd. 1.1. fejezet).

1.3 A folyadékkristaly elasztomerek fotoelasztikus isdése

A folyadékkristaly elasztomerek, mint példaul anl@nzolok [12], fény hatdsara akar
rendkivil ebés deformaciora is képesek. Foton becsapddas haté@aranyag foto-
izomerizalhaté csoportjanak rudsizemezogénekdi allo strukturgja eltorzul. AzL.3.1.
abran, felll lathatd az ugynevezetitans allapot,ahol az N=N koétés még egyensulyban
van. A mezogén lancok ilyenkor egyenesek, merevekfofytonos részét képezik a
nematikus rendszernek. és allapot(1.3.1. abra,alul) egy olyan fotonbecsapédas altal
eldidézett metastabil helyzet, ahol az N=N kotés nreaténolekulak €isen meghajlanak
és elhagyjak rudsziér struktargjukat. A cis allapot, a termikus hatashwasonloan,

kontrakciéhoz vezet [12].
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1.3.1. dbraAzobenzol molekularis alakja féngd) hatasara bekovetkémrans-cis

izomeracid kdvetkeztében [12]



Minden szoOvetszerkezettel rendelkezanyag jellemezhét bizonyos mérték
abszorpcios tulajdonsaggal. Azt a jelenséget nkvadzorpcidnak, amelyben egy anyag a
rajta athalad6 sugarzas egy részét elnyeli, azmarzas elnyétlik az anyagban, vagy

azon athaladva csokkent méfightenzitassal halad tovabb [11].

A fény-, uagymint altalaban az elektromagneses w&gék abszorpcidja a
hulldAmhossztél és az abszorbealdé anyagtdl figg.aHaugarzads valamely anyag

vastagsagu rétegén halad at, akkok(82 kezdeti intenzita$(x) értékire csokken [11]:

I(x) = 1(0)e™@

ahol d a lassitasi hossz, azaz az a hossz, amelyen exzzitds a kezdeti érték *-

szereseére csokken, azaz az anyagban korulbelllad38bszorpcié kovetkezik be.

Az abszorpcio soran az elnyelt sugarzas energiajatnyeb kdzeg veszi at, rendszerint
héenergia formajaban, de a kdzeg atom-, illetve atagstuktirajara is gerjegzhatassal
lehet.

Ha az LCE anyagu testet UV fénysugarzasnak teddziaz abszorpcié sordn az anyag
altal elnyelt energia olyan véaltozast okoz a mol@is struktirdban, amely, hasonléan a
termikus stimulaciohoz, kontrakciohoz vezet. A kaktio linearis aranyossagban van az

intenzitassal [10], tehat:

_X
e"(x) = —Ce™d

ahol " (x) a sugarzasbdl szarmazo6 alakvaltozapedig (az allandénak feltételezett kiils
hémérsekletdl fiiggé [10]) konstans paraméter, amely a besugérzottetel keletke&

e"(0) = —C alakvaltozast adja meg [10].

Eddigi kutatdsok soran mar szamos kisérletet tettekCE anyagu testek fény hatasara
tortérd rugalmas alakvaltozasanak, afatoelasztikus deformaciéjanakzsgalatara [13].
A probatesteknek kulonbéza viselkedése a féenyforras hatdésugaranak és aagany
fényelnyeb képesséegenek figgvényében. Alapeat kétfajta deformacio a jelleizaz
egyik, amikor a sugarzé fény lassitasi hossza raggadekkel nagyobb a prébatest
vastagsaganal, ilyenkor az optikai intenzitds régdf allandé a hartyasZertest
vastagsaga mentén; a masik eset, amikor a réteggeaga Iényegesen nagyobb,

tulajdonképpen egy effektiv félteret képezve, égnkor a fény optikai intenzitasa
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exponencialisan elny@&dik, a fent emlitett abszorpcids jelenség formajakddumerikus
szamitdssal kimutattdk, hogy a fellleti deforméeiésen fligg a megvilagitott felllet
sugaranak és a réteg vastagsaganak aranyatéll.22. abraa jellemz fellletek

valtozatait mutatja térbeli abrazolassal [9].

1.3.2. abra

1. kép vékony réteg test kbzepes hatosugarral megvilagitott fellldééebeli deformécioja;
2. kép vékony réted test nagy hatdésugéarral megvilagitott fellletémekeli deformacioja;
3. kép vastag réteggtest kozepes hatosugarral megvilagitott feltldtdéebeli deformacioja;
4. kép vastag rétegtest nagy hatdésugérral megvilagitott felllet tértbeformacidja [9]

Dolgozatomban a hossztengelye mentén allandd imdsazAénysugarzassal terhelt LCE
anyagu gerenda viselkedését vizsgalom, tovabbitjlesVarner és Mahadevan korabbi
eredmeényeit [10]. Megvizsgalom, hogy milyen alakvZisok és feszlltségek keletkeznek
a téglalap keresztmetséegerendaban az alulrdl jeymegvilagitas hatasara, ha ekézben a

fluggoleges szimmetria sikban hatd kilpontos nornddkehat ra.

Tekintsiink egy. hosszUsagu gerendat, melynek a szélességglf a magassaghival
jeloljuk! A gerenda pontjainak definidlasdhoz venl fel egy koordinatarendszert az
egyik keresztmetszetben! Az koordinata jeldlje az anyagi pont magassagi,yaa

szélességi, a pedig a gerenda tengelymenti helyze1€8 3. abrd!

1.3.3. abraA gorbillt gerenda geometriai paraméterei
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A gerendara az tengely mentén egW nagysagu, kilpontos, normalirAnya teher

mikodik, amelynek az tengelyen elfoglalt poziciojat &, paraméter jeloli.

Amennyiben a lassitasi hossz Iényegesen nagyobbeadph magassagi kiterjedésénél
(d > h), az alakvaltozas a fénysugar iranyab@»etengely mentén kvazi-linearis. Amikor

meggorbll a gerenda, a semleges tengely, tehat alzol alakvéltozas zérus,

P p p: h
hozzavetlegesen a magassag felében Ies(zz-,) ~ 0.

Ha azonban a lassitasi hossznal lényegesen nagymialgassagi kiterjedés £ d), az
alakvaltozds eloszlasa mar nem kozel@héhearisan. Az alakvéaltozas ilyenkor két
lényegesen elkulondil résziél tevodik 0ssze: a sugarozatlan hajlitott gerenda liseari
alakvaltozas-eloszlasabdl és a sugarzasbol adquinercialis alakvaltozas-fliggvériyb
Feltételezve, hogy a keresztmetszet Uégeron sik marad, a keletkedeszulltségek
eredbje a magassag mentén két helyen is zérus lehetfeketiltségmentes tengely
alakulhat ki (,feszlltségi semleges tengely”), 18s8.4.abra.Ebben az esetben huzo
feszlltség jon létre a € [0, X,,;] régidéban, annak ellenére, hogy a fotokontrakcigyna
két zérushely kozott nyomas, a masodik fesziltséggsetengelyX,,, utan pedig ismét
hazas alakul ki [10].

1.3.4. 4braA deformalt alak és a keresztmetszet fesziltsédriiz6feszultség pozitiv érteim
a nyomo negativ, a¥,; €sX,,, a feszlltségmentes tengelyek helyét jeldlik

Munkam célja annak feltérképezése, hogy a parasiétearében hol és mennyi
feszlltségi zérushely alakul ki a deformacié soins| a célbol, az eddigi kutatasokat
kiegészitve, megvizsgaljuk a terbehyomaték hatasat, feltérképezzik a viselkedés

paraméterfliggését, tovabba megvizsgaljuk a gorbdlkozelid alakjat.
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2. A fotoelasztikus LCE mechanikai egyenletei

Ebben a fejezetben egy LCE anyagu gerenda defobpatiwizsgalom, amelyet alulrdl,
azx = 0 oldal febl, hossz mentén konstans intenzitassal sugarzdhééasnak teszink ki
€s a végkeresztmetszetben kilpontos noridaérterheljik. Cél a deforméacié soran a

keresztmetszetben kialakuld fesziltségmentes tgfed@lhelyzetének meghatarozasa.

2.1 Anyagi egyenlet

A gerenda anyagat tekintve linearisan rugalmas ftokigvet, tehat a fesziltségb

szarmaz0 alakvaltozas a kovetkemnyagi egyenletetlégiti ki:

o, =Ee?,

(1.)
ahol ao, a fesziiltséget? a fesziiltséghl szarmazo alakvaltozast, pedig a rugalmassagi

modulust jeldli.

2.2. Geometriai egyenlet

A gerenda alakvaltozasa két réslzbhevodik Ossze: a fényd szarmazé €] (x)
alakvaltozasbdl, illetve a deformécié folytan alité@gbol szarmazé? (x) alakvaltozasbol.
A kilpontos normélér a szimmetriasikon hat és a fényteher is szimmedréere a sikra,

ezért az alakvaltozasok csakakfiiggenek.

A teljes alakvaltozas:

g,(x) = ef(x) + &7 (x).

(2)
Jeloljuk X,,-nel azt azc értéket, amelynél a feszlltség értéke zérus:
0,(Xy) = 0.
(3.
Ez (1.) segitségével azt eredményezi, hogy
&7 (Xn) =0,
(4.)

tehat ha csak a feszilltsegékbzarmazna alakvaltozas,= X,, helyben lenne a semleges
tengely.

13



Az elbz6 fejezetben mar emlitett, fénysugarzasbol szarrakdaltozas a kovetkéz

X

el (x) =—Ce d.

(5)

Az igazi semleges tengely helyét, tehat ahol azvaléozas zérus, jeldljik,,-nel! Ha a
fény a teljes alsé oldalt éri, akkor kialakul egbalédé%, aholR azX,, helyeken athalado

vonal gorbuleti sugara [10]. Teljesdul:

(x—Xn)
EZ(x) = le

(6.)
ésx = X, helyettesitéssel
SZ(Xn) = (Xn;Xn)-
(7))
Kifejezve a (6.) és (7.) egyenléttaz%"-t, kapjuk, hogy
TR 4 £, (Xn) = ().
(8.
Az (2.) egyenlet alapjan
&, (Xn) = &7 (Xp) + €2 (X)),
(9.)
ez a(4.) és az (5.) egyénég figyelembevételével
Xn
&,X,) =—Ce a +0
(20.)
alakba irhato. Ez beirva a (8.) egyenletbe
_ Xn
I _CeTd = g,(x),
R
(11
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ahole,(x) az (2.) és (5.) alapjan

g, (x) = _CeTa+ el (x).
(12.)

Ebbdl a két egyenletll a geometriai egyenletet kovetke# alakban kapjuk:

gx)=c (e“g — e_)ii_n) + x_RX".

(13)

2.3 Egyensulyi egyenletek

A gerenda egy keresztmetszetében a norihaera nyomatéki egyensulyt kifefez

egyensulyi egyenletekkdvetkedk:

sfoh o,(x)dx =N,

(14.)
s foh o,(x)xdx = X,,N.
(15.)
2.4 Egyenletek egyesitése
A (14.)) jeli egyensulyi egyenlet kifejtése (1.) és (13.) alapja
X Xn
Esfoh (Ce_E —Ce a +§—%) dx = N,
h _x h Xnox,
Es [, (Ce d+%)dx—Esf0 (Ce d +?)dx =N.
Elvégezve az integralast:
N _Xn _h 1 (h?
E+Che d +Cd<€ da— 1) 25(7—th)
(16.)
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A (15.) jeli egyensulyi egyenlet kifejtése, (1.) és (13.) ségjével:
c Cre~d + 5 _%%) g
Esf(xed— xe d +—— )x—XN

Elvégezve az integralast:

Il ¢l e T 4 Cdz[e d(1+ 5- 1] R(";—X"Z"Z).

7))
Most a (16.) és a (17.) egyenletekbenésR a két ismeretlen.

El6szor ahhoz, hogy kifejezhessuk #z-t, osszuk el a (16.) egyenletet a (17.)-mal,
hogy kiessen az ismeretl&n

N _Xn _h hZ

E—+Che d+Cd<e d—1) - — X,h 3h — 6X,,
X, h? X R h3 X, h2 2h% — 3X,h
St +C7 T+ cd [e d(1+ —1]

N Xn h3 h
o [2h? = 3Xyh = 3hXy, + 6XnXy] + Ce™d — + Cd[6Xyd + 3Xnh — h* — 3hd]e™d

+ Cd[3hd + 3X,,h — 2h% — 6X,,d] = 0.
(18.)

Az igy kialakult egyenletben csak egy ismeretlen,\a fesziltségmentes tengely
helye. EbBI a nemlineéaris egyenlaib megkapjuk, hogy adott paraméter esetén hol és
hany darab zérushely alakul ki a deforméacié sofakovetkez fejezetekben ennek az
egyenletnek a vizsgalatat végezzik el. Ezt kiweta 4. fejezetben a masik valtozé,Raz

gorblileti sugar kerul kifejezésre.
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3. A feszliltségmentes tengelyek szama és helyzete

Az el6z6 fejezetben meghataroztuk a semleges tengely leely@natkozd (18.)

egyenletet. Jeldljik a bal oldali kifejez§<iX,,)-nel:

N _Xn h3
f(Xn) = 7= [2h? = 3Xyh = 3hXpy, + 6K, Xpn] + Ce™d —- +

h
Cd[6X,d + 3X,h — h? — 3hd]e @ + Cd[3hd + 3X,h — 2h% — 6X,,d]
(19.)

Az f(X,) fuggvény zérushelyei adjak meg a keredgttértékeket. Ebben a fejezetben
ennek a fuggvénynek a vizsgalatat végezzik el, laBbézempontbdl, hogy az adott

paraméterek mellett hol és hany darab zérusheihtb.

3.1. A zérushelyeket megadod egyenlet dimenzibdtlanitasa

Erdemes (19.)-et dimenzidtlan alakban is felirhggy lathatéva véljon, hogy a
paraméterek milyen kombinacioi irjak le a viselkedényegét. Bevezetve &z = );—" qj,

dimenzidtlan valtozot, (19.) a kdvetkealakban irhato:

f(Xn) = g(Yn) =Q+ PV, + e_Yn,

(20.)
ahol:
N h? hX, _h p2? h h?
Q_m<2?_337)+c[e d<—?—3>+3a—2?]
- chr® ’
2d3
N h X _h h h
P_m(—33+67)+c[e d(6+33)+3a—6]
- ch?
2d3
(21.)

dimenzio6tlan paraméterek.
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Vezessik be a kévetk&zimenzidtlan paramétereket is:

(22)

Egyszetisitve a Q és P paramétereket, a kovetkezosszefliggéseket kapjuk a

dimenziotlanitott paraméterek k6zott:

n(2w?2-3mw?)+[e W (-w?-3w)+3w-2w?

2

(23

n(=3w+6mw)+[e""(6+3w)+3w—6]
3 "
w

P(n,w,m) =
2

(24.)

A tovabbiakban a fesziltségmentes tengely elhebaset ezeknek a dimenzidtlan

paramétereknek a fliiggvényében vizsgaljuk.

3.2. A zérushelyek paraméterfiiggése

Keressuk a (20.) fliggvény zérusértékeit, azaz atkeéw egyenletet akarjuk megoldani:
0=Q+PY,+e ™
(25.)

A megoldasokat két modszerrel vizsgaljukiszlor analitikus modszerrel meghatarozzuk,
hogy mely tartomanyon hany darab megoldas létemikjd numerikus vizsgalattal

meghatarozzuk azok értékét.
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3.2.1. Fesziltségmentes tengely vizsgalata analitikuseeickl

A g(Y,) fuggveény elé derivaltja a meredekség:

M — _e_YTL + P’
avy
(26.)
masodik derivaltja a gorbulet:
2
d g(lgn) — oo,
dvy,
(27.)

Mivel a gorbilet pozitiv mindel,-re, igy nincs inflexiés pontja (20.)-nek. Emiattels
derivalt szigorian monoton névigy a g(Y,) fuggvénynek legfelijebb 1 minimum pontja

van, tehat zérushelye maximum 2 lehet, tehat lediiel két fesziltségmentes tengely
létezhet.

Vegyuk ag(Y,) flggvény minimumat, tehat (26.) zérushelyét:
e =p,

(28.)

3.2.1.1. abraA (28.) egyenlet megoldasa

Az 3.2.1.1. brara P és aze~"» fliggvény metszéspontja adja az ereg€,) fliggvény
minimumbhelyét. Jél lathatd, hogy az' alulrél korlatos, tehat @ érték ebjele hatarozza

meg, hogy g (¥;,) flggvénynek van-e minimumpontja.
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Két esetet killonbdztetiink meg:
 elsyesetP <0.

Ekkor ag(Y,) fuggvénynek nincs minimumpontja, 32.1.1. abrannincs metszéspont.
Ekkor g(Y,)-nek 0, vagy 1 zérushelye lehet. Vizsgaljuk meggyhbol alakulhat ki 1

zérushely!

(20.)-et atrendezve:
e " = —Q - PY,

(29.)

A 3.2.1.2. abrarjdl lathaté, hogy mindig van metszéspont, h& & 0. Mindig pontosan
egy megoldas van.

3.2.1.2. 4bra(29.) egyenlet abrazolasa
Vizsgaljuk meg & = 0 esetet! llyenkor leegysaes6dik az egyenlet:
e " = —(.
(30.)
Ha Q < 0, akkor mindig 1 megoldas van,
haQ = 0, akkor nincs megoldas.

» masodik esetP > 0
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Ekkor a g(Y,) fuggvénynek 1 minimumpontja van. Ez azt jelentgy O, 1, vagy 2
zérushely lehetséges. Vizsgaljuk meg, hogy meljortanyon mennyi a megoldasok

szamal

Tudjuk, hogy g(Y,,) fuggvény grafikonja egy olyan konvex goérbe, amelgyetlen
minimumponttal rendelkezik. EBbkifolyolag a minimumpont helyzetének ismeretében

meg lehet hatérozni a zérushelyek szamat.
A derivalt figgveny zérusértekélbazaz a (28.) egyenléiba minimumbhely:
Y, = —In(P)
(31)

Ez behelyettesitve az eredeti fliggvénybe:

g(Yn)min = P(l - ln(P)) + Q
(32)

A g(Y,)min €l6jelének ismeretében harom eset kilonboztéthmetg:

HaP(1—In(P)) + Q > 0 akkor nincs zérushely.
HaP(1—1n(P)) + Q = 0 akkor pontosan 1 zérushely van.
HaP(1—1n(P)) + Q < 0 akkor biztosan 2 zérushely talalhato.

Osszegzésként &2.1.3. abraszinkddolassamutatja a semleges tengelyek szaméat a P és

Q paraméterek figgvényében.

25 b

50

75 |

3.2.1.3. 4braA semleges tengely szama szerinti tartomanyokleksk: citromsarga=2,

narancssarga=1, piros=0 semleges tengely taldhieddesztmetszetben
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3.2.2. Semleges tengelyek vizsgalata numerikus modszerrel

A MathCad 14szoftver segitségével numerikusan is meghatarcatkillonféele P és Q
paraméterértékek esetében a semleges tengely(bidetéd. A 3.2.2.1. abraa P,Q €
[—7,5;7,5] tartomanyban mutatja az eredményeket. Ezt a Jizsggdomanyt 600x600
pontra bontva, az egyes pontokban kiszamitottaemdeges tengelyek szamat és helyzetét

(lasd. 1. melléklgt

Az algoritmus Iényege, hogy sorra veszi a kiulobBzées Q paramétereket, minden
egyes ciklusban ujra definialja a (20.) semlegegealy fuggvéenyét, majd a manualisan
megadott intervallumban megkeresi a figgvény zé&lysh Amennyiben a semleges

tengelyt nem taldlja, tudatja azt is, hogy ott sinc

-7,5

sof

25pPF

(L

25 p

EN

; s i i i
15 50 -2,5 00 2,5 5.0 75 7,5 3T =0 S o] 3 ) T

P P

3.2.2.1. 4braAz el (bal oldali 4brg és a masodik semlegésikb oldali abrg tengely
helyének &brazolasa szinkodolassal. A citromsargdiios tartomanyig skalazva
jelennek meg a semleges tengelyek helyei az legatgabbtolY,, = —3,524) a
legmagasabb értekekiff,(= 300). A szlrke tartomany azt jelenti, hogy ott nenaltato

semleges tengely.
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4. A gerenda qorbiletének egyenlete
4.1 Dimenziétlanitas

A 2.2.4. fejezetbera gerenda mechanikai egyenlet¢idevezetett (16.) és (17.)
egyenleteket illéten megallapitottuk, hogy a két egyenlethez két istten paraméter
tartozik: X,, ésR. Akkor azX,, kerult kifejezésre, aR -t kiejtve. Ebben a fejezetben Rz
fogjuk kifejezni, pontosabban a gorbileti sugaratgaba foglalé gorbilet dimenzibtlan

alakjat.

Elsd |épésként dimenzibtlanitsuk az egyenleteket, ehblszor bevezetjlk a 3.

fejezetben ismertetett (22.) dimenzidtlan paraneger és azR és azX, helyett a

dimenziotlank = % esy, = );—" valtozokat.
A dimenziétlan paraméterek behelyettesitéséve){dd.kapjuk:
n= %KW — Y,k —we Tn—e™V 41,
(33))
(17.)-bdl pedig:
_1 Yn -w (-1 -1_ W -y,
m-n=-Kkw-——K-—e w7+ +w —Se

(34

4.2. A k dimenzibétlan gorbilet szamitasa

Fejezzik ki (33.)-8l e '=-t, majd helyettesitsiik be a (34.) egyenletbe! YAzekkor

kiesik, igy kifejezhet ak relativ gorbulet:
k=6wnCm-1)-6wiQwl-1)+6w Q2w+ 1)e™".

(35)

4.3. A gorbuleti egyenlet analizise

Vizsgaljuk meg (35.) egyenletet! Két részre kiulbefi el ez a kifejezés. Az egyik az
erdteher helyéll és nagysagatol figg a masik csak a fényteher intenzitasatol &igg

tagbdl all.
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Kdzpontos terhelésnéin(= 0,5) az el$ tag kiesik, tehat megallapithatd, hogy ebben az
esetben a gorbllet fuggetlen a® eagysagatdl és csak a sugarzas behatolasi mélysége
befolyasolja. A kézpontos terhelés esetér dimenziotlan gorbulet alakulasat4a3.1.

abraszemlélteti.

1 T T T T
0.3

0.6
k(w,0.3)
04

02
0

W

4.3.1. éabra.A dimenzidtlan gorbuilet kbzpontos teher esetén (B~@ flggvényében

A kozpontosan terhelt radd maximalis gorbilete= 2,688-nél van, ahol a gorbulet
értéke:x = 0,836.

Kilpontos terhelés esetén a gerenda veégkereszetatsan koncentralt nyomatékot
alkalmazunk. Az egyszéség kedvéert ez a nyomaték most egységnyi normglira
hazéebbol (n = 1), és annak a magassag kdzeppontjatol mékagabaol alljon. A4.3.2.

abraax(w) fuggvény kilonbdE m kilpontossaghoz tartozé alakuldsat mutatja be.

(]

KO, 0.607)
KE—“ 0.54)
(. 0.53)
wiw,0.5231.3 '5:
‘(. 0.51)
kw053

Kiw ,0.48)

4.3.2. abra.A kiulénb6z kilpontossaghoz tartozo gorbiletek alakulasa w €sl

normalteher kilpontossaganak fliggvényeber (Aasodik valtozéja az m paraméter). A
jobboldali abra azn = 0.5 érték alatti, mig a baloldali abran az efdléttigantossagu
terhelést szemlélteti. A piros pontsor a lokalisxiimaumeértékeket, mig a kék pontsor a

lokdlis minimumeértékeket jeldli
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A 4.3.2. baloldali abraa fényterhelés féli huzott nyomatéki terhelés esetét mutatja.
llyenkor a flggvények maximum pontja, a nyomatékveiésének (kllpontossag
novelésének) hatdsara, exponencialisan kdzeljteeigortan monoton csokkegorbét ir

le.

A 4.3.2. jobboldali 4brara fényterhelés féli nyomott terhelést mutatjuk be. Viszonylag
kis nyomaték (viszonylag kis kilpontossag) eseténolalis maximumpont mellett
megjelenik egy lokalis minimumpont. A kilpontossfidgozatos novelésével a lokélis
maximum és lokalis minimumpontok alkotta gérbékdpktosan kézelednek egymashoz,
majd egy bizonyos nyomatékhoz tartozé pontban éssek (ez a ponk =1 esetén
m = 0.533 kilpontossaghoz tartozé inflexios pont). Ennél yaddp nyomatéki terhelés
(kilpontossag, vagy normatgr estén mar megallapithatd, hogy a behatolasi réglys

fokozatos novelésével a deformélt gerenda gorbslegmra monoton csokken.
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5. A semleges tengelyek fluggvényének abrazolasa

Gyakorlati alkalmazasokban a fotoelasztikus gergrufdosan megtervezett deformacioit
elsbsorban a sugéarzé fény intenzitdsanak valtoztatbddvanjuk befolydsolni. Ahhoz,
hogy pontosan ismerjik az egyes fényintenzitdsoklethea gerenda viselkedését,
sziikséges a w behatolasi mélység flggvényében ghaté@ozni a keresztmetszetekben

kialakul6 semleges tengelyek szamat és helyzetét.

A 3. fejezetben bemutattuk a semleges tengelyekn&zak és helyének P és Q

paraméterfliiggéset.

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy a kuloak@elativ fényintenzitast jellenéy w
behatolasi mélységekt fliggé gorbék hogyan helyezkednek el és hogyan valtoznak
vizsgalt tartomanyokon.

5.1. Terheletlen allapot

Vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor nenikidtetiink norméalterhelést a gerendara.
llyenkor a P és Q paraméter kizarbélag a w behatoléb/ségbl fligg. Ezek fliggvényeit a
5.1.1. &bra szemlélteti, amelyen leolvashatd, hogy a, kizarétégyhatasnak Kkitett,

terheletlen gerenda mindig két darab fesziltségesaieingelyt tartalmaz

057

5.1.14bra. A terheletlen gerenda fesziltségmentes tengebjied yorbe, av

fluggvényébeniros).
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A 4.3. fejezetbemmegallapitottuk, hogy a gorbilet a gerenda terlegleéllapotaban
kizardlag a relativ fényintenzitastél figg. A komposan terhelt rad maximalis gorbilete
w = 2,689-nél van, ahol a gorbilet értéke= 0,836.

Mindeblsl kifolyolag, ahogy az5.1.1. abranis lathatd, amaximalis gorbuleta két

feszlltségmentes tengdigttalmazo tartomanyon talalhato, a (0,311;-0, f@Bitban.

5.2.Kdzpontosan terhelt allapot

A kodzpontosan terhelt gerenda w behatolasi mélyséaggo viselkedését ag.2.1. abra

szemlélteti, ahol a normalteher fokozatos csoklgatis figyelemmel kisérhetjik.

, /)

= .5 03

! 1.5
g LA =1
e e 0 feszillisegments 'en-g....‘f

gk T
Q e o o Do 1 0100 el B 0 s vt e .

w e —— '\Q‘ESzd'igég-menES Engely
A =0.0

n
csokken

b

5.2.1. dbraKodzpontosan terhelt allapot gorbéinek valtozasalzet ers fokozatos
maodositasa soran

Ha a gerendara kozpontos nyontidealkalmazunk, akkor a deforméacié goérbéje a
terheletlen allapot gorbéje alatt fog elhelyezke@zéltal a gerenda minden behatolasi
meélység esetén 2 darab fesziltségmentes tenggliarfiaimazni.

Amennyiben kozpontos huzé@eralkalmazunk, Ggy a deformacié gorbéje a terheetl
allapot gorbéje folott fog elhelyezkedni. Ezek arbgk bizonyosw érték alatt nem
rendelkeznek feszlltségmentes tengellyel, afebett drigd kdrnyezetében) viszont két
darabbal is§.2.1.4bra).

5.3. Kllpontos normaldivel terhelt allapot

Vezessik be a normalteher valamilyen mért&kilpontossdgat! Ekkor két paraméter
fogja a w-6l figgo gorbét befolyasolni: m éteher helyét, n az éeher relativ nagysagat

adja meg. A két paraméter viszonyatm2.1. abranmutatjuk be. Az abran a vizszintes
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tengelyen le§ pontok a kézpontosan terhelt eseteket abrazoliak (0,5), a fugdleges
tengelyen I&& pontok, pedig a terheletlen &llapotot mutatjak=0). Ezeket az eseteket a

fentiekben mar megvizsgaltuk. A tovabbiakban tehat csak a tengelyek altal hatarolt,

négy tartomany vizsgalata szikséges.

m<=0.5 m=0.5
n=0 n=0
m 03
o
nz=0

5.3.1. dbra Az eréteher nagysaga (n) és a kilpontossag (m) kombih&emhutato

grafikon
1. tartomanym < 0,5 ésn >0
= h
[iF]
2
&
i | m=1,05
%L—'? m=0,5
m novekszik ns
E 0 o \
3 %_‘ m=0,05 =
| o —05 Sh 03
m=035 g
os %
....... - 2, }S?%s
?’4&‘5@% l%q‘s.&
P oy g

5.3.24bra Az elss tartomany gorbéi. Bal oldalon a huzégobb oldalon a kilpontossag
fokozatos csokkentésének hatasa figyélimetg

Megallapithato, hogy amikor a fotoelasztikus geé&tradkeresztmetszet kozéppontja alatt,
normaliranyd huzoéwel terheljik, akkor a feszlltségmentes tengelygkma leginkabb a
normalteher kilpontosséagatol figg, mintsem annaységéatdl. Az5.3.2. abranlathato
modon, kis kilpontossag esetében (pl= 0.35) kialakul egy fesziltségmentes tengely
nélkili tartomany (ez lathatékmloldali abranis), kozepesen nagy értékilpontossaghoz
(pl: m = 0,05) mar nem tartozik ilyen fesziltségmentes tengélkiili tartomany, tehat a
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gerenda mindig rendelkezik legalabb 1 darab feszgihentes tengellyejopb oldali
abra), illetve nagy kulpontossag esetén (pi:= —1,05) a gerenda mindig pontosan 1
darab feszlltségmentes tengellyel rendelkgaitd oldali 4brg.

2. tartomanym < 0,5 ésn <0

Az 1. esettel ellentétes nyomaték alakul ki a szmetben, mivel itt nyomoér
alkalmazunk. Ebben az esetben a deforméacié sor&migni2 darab feszlltségmentes

tengely alakul ki a keresztmetszetbBr2(3. abra.

5.3.3. abraA 2. tartomany gorbéi. Bal oldalon a nyom#gobb oldalon a kilpontossag
fokozatos ndvelésének hatasa figyethatg

3. tartomanym > 0,5 ésn > 0

1 n=035

- 5 ez menies Ergely

5.3.4. 4braA harmadik tartomany gorbéi. Bal oldalon a hu#ogsbb oldalon a

kilpontossag fokozatos ndvelésének hatasa figyethet

Az m novelésével (a kilpontossadg folyamatos noveléséudjve a n folyamatos

novelésével hasonlo jellerdiz érvényesek, mint a 2. tartomanynal. Ennek azkaz lmogy
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mig ott a k6zépvonal alatti nyomasnak, itt a koodab feletti hizasnak tettik ki a testet,
amely hasonlé jelldg hajlitAst eredmeényez. Megallapithaté tovabba, hogy
feszlltségmentes tengelyek szama leginkabb a nieimedél kilpontossagatél fiigg,
mintsem annak nagysagatél. B8.4. abranathatdo médon, kis kilpontossag esetében (pl:
m = 0.60) kialakul egy feszlltségmentes tengely nélkilicaédny (ez lathato baloldali
abrén is), a nagyobb érték kilpontossaghoz (plm = 1,5) mar nem tartozik ilyen
feszlltségmentes tengely nélkili tartomany, teha@eeenda mindig pontosan 2 darab
feszilltségmentes tengellyel rendelkezibb oldali abr3.

. tartomanym > 0,5 ésn < 0

Az m novelésével (a kilpontossadg folyamatos noveléséudjve a n folyamatos
csokkentésével a hasonld jeliepajlitas alakul ki mint az 1. tartomanyon. Ebben a

esetben viszont mindig kialakulyandvelésével, é5z6r 1 majd 2 darab fesziltségmentes

tengely a szerkezetben.

o

=3

tes tengely

0.5

feszmentps tengely

i - . 0 fesz-mentes tengel Y ]
pmans 8| L fesz mentes tengely NG,
= — '-._l._t’?‘%}
—— 2 fesz-mentes tengely L
n csikken \ﬂ=-0,35 N m esdkken _H

2 Rsz-mentes kengely

5.2.5. abraA 4. tartomany gorbéi. Bal oldalon a nyomdeivelésének, jobb oldalon a
kilpontossag fokozatos cstkkentésének hatasaliggaheg
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6. A gerenda rugalmas vonalanak eqgyenlete

Dolgozatunkban eddig a csak a gerenda keresztnéteke viselkedésével
foglalkoztunk. Ebben a fejezetben a gerenda fdlegyé nyomatéki teher hatdsara torfién
lehajlasanak egyenletét hatarozzuk meg.

6.1. Statikai vaz meghatarozasa

Ugyanugy, mint a keresztmetszet alakvaltozasainal, lehajlasnal is kétféle
alakvaltozasrél beszélhetlnks, (z) fényksl addédé alakvaltozasrél és(z) rugalmas

alakvaltozasbol, melyet a teher idéé.el

Az eqgyszeit peremfeltételek kedvéért a statikai vazat kéttainaartoként vettik fel
(6.1.1. abra.

6.1.1. AbraGerenda statikai vaza és a ra hato terhek

6.2. Mechanikai egyenletek

A fénybdl adodou,. (z) alakvaltozast kezeljik agy, mint egy kezdeti abdtozast.
A z keresztmetszetre felirhatdechanikai egyenletek
My(2) = N (w(2) + u(@) + X —3),

(36.)

d?u(z) _ My,(z)
dz? EL, "’

(37)
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2
u-(2) = [[ K, dzdz = Kr%—KZLLZ,

(38.)

ahol N a terhél normaleé, X,,, a teher kilpontossaga, h a keresztmetszet magadsag

rugalmassagi modulug, a keresztmetszet y tengelyre vonatkozo inerciamyéka, i,
pedig a fény altal éldézett gorbilet K-bdl szémitott% érték a (35.) egyenleih n = 0

esetén) és kihasznaltuk, hogy a gerenda végeindssaknegtamasztas.L.1. abra.

A harom differencialegyenlet 6sszevonasa:

N N z2  Kk,L h\ d*u(2)
— u@) k= — =z + Xy —= | + =0

EI, EL,L\""2 2 2 dz?
(39.)
Egyszetisitsink & = /% paraméter bevezetéseével.
y
d*u(z) (ke 5 KL h
172 +k“u(z) = -k (72 - Z+Xm—§)
(40.)
6.3. Differencialegyenlet megoldasa
Homogeén differencidlegyenlet altalanos megoldasa
dzu(z) 2 _
T k= u(z) = 0.
Megoldasa:
Yhomaie = €1 cos(kz) + c,sin(kz).
(41))
Partikularis megoldas:
Ky KyL Ky h
Ylp = —722 +Tz+k_2_Xm+E’
(42.)
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A differencialegyenlet megoldasa

) K KL K h
u(z) = ¢, cos(kz) + cysin(kz) — ézz + ; zZ+ k—; — Xy + 5
(43.)
A peremfeltételek a kdvetkék:
KT’
u(0) =0-c¢; = —ﬁ+Xm—§
K.  h
o (ﬁ +5— Xm) (cos(kL) — 1)
= - =
u “2 sin(kL)
(44.)
igy a differencialegyenlet megoldasa a kovetkez
u(z) = (k— +2- Xm) (1 — cos(kz) + %m(m)) +52(L - 2).
(45.)
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7. Példa bemutatasa

Példa:

A gerenda geometriai paraméterei a kdveikez

hosszL = 20mm,

szélesség = 1mm,

magassagh = 2mm.
A testet alulrél terhelje egy a hossz mentén korsstd= 0,4mm lassitasi hosszal
jellemzett fényhatas, tovabba legyen kulpontos nyertivel terhelt a keresztmetszet alsé
élében.

Xm = 0mm,

N =10"10pN,
Az anyag rugalmassagi moduluga= 0,14 MPa [14].
Az anyagra, illetve a sugarzasra jellénatakvaltozasi paraméter: = 1%.
Dimenziétlan paraméterek meghatarozada fejezealapjan

n=1786x 1077,

w =25,
m=0.
Semleges tengely(ek) szamanak és helye(i)nek néolzasa8. fejezetlapjan:
P = 0,1463,
Q = —0,5643.

A grafikonon valo elhelyezkedést7al. abramutatja. Leolvashaté hogy a testnek 2 darab

semleges tengelye van.

0.57
=1
5
_§ 0
e L 4 L i
Q =[0 1 2 3 <
— Ny
S
- 0.5t & <§‘
S E
& Fe
[ S
1_- X t\__;

7.1.abra. A Q-P grafikon.Az x-szel jel6lt pont mutatja a test helyzetét
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Numerikusan megadhaté a két semleges tengely kionétgrete:
Y,; = 1,058,

ami konkrétanX,,; = 0,4231 mm.
Y, = 2,999,

ami konkrétanX,,, = 1,200 mm.

Gorbulet meghatérozada?. fejezetlapjan:
k= 0,7313.

Gorblleti sugak = % alapjan:
R =0.2735 m.
A deformacié soran a keresztmetszetben kialakdléx) alakvaltozasi fliiggvényg.2.2.

fejezetalapjan:

Xp1-bol:
x 0,0004231
- x—0,0004231
Sgl(x) = 0,01 (e 00004 — ¢ 00002 |4 ———
. 0,2735
an'b6|
x 0,001200
b ' x—0,001200
& x)=001(e 00004 —¢e 0004 |4 —=
Z.Z( ) ] 0’2735

Mivel a (18.) semleges tengelyek egyenletének néhdkmleges tengely megoldasa, ezért
mindkét 2 (x) alakvaltozas egyenlet ugyanazt a gorbét adja.agg2. abrana két
feszlltségbl szarmazé alakvaltozas gorbe (a kerekités mialt b®zzavedtiegesen) fedi

egymast.

61077 .

e2.(x) 4107}

e2.(x) 21073

0 0

— 21072

0 1>10~> 21073

7.2. abra A keresztmetszet normal iranyu alakvaltozasa

A gerenda rugalmas vonalanak meghatarogé&sdejezealapjan

[ = 0,001x0,0023

; = 6,667 x 10713 m*,
12

k = J 1ot = 0.03273m"1,

1,4X105%X6,667x10~13
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Csak fényteheid szarmazo relativ gorbulet:
Ko =—6w Q2w l-1D+6w Q2w+ 1)e™" =0,7313m™ ..

Tényleges, csak a fénytehérlszarmazo gorbilet:

K, = KO% =3,657m™1L.

A lehajlas egyenleten dimenzidban:

u(z) = —3412,8 X cos(0,01035 x z) — 1,117 X sin(0,03273 X z) — 3412,8 X z X

(z — 0,020) + 3412,8.

(m) 04

EI}.J-

01

0.01

0.02
(m)

7.3. abra. A gerenda lehajlasa
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8. Konkluzio

A munkank soran téglalap keresztmetszZelyadékkristaly elasztomer anyagu gerenda
fény hatasara tortéralakvaltozasat vizsgaltuk, kilpontos, a szimmetngelyen mkods
terheléssel kiegészitve a jelenséget.

A tanulmany egy szakirodalmi attekintéssel nyit,ehmatfogd ismereteket nyujt a
folyadékkristaly allapoti anyagok szerkezeti felépdvel, és viselkedésével kapcsolatban,
illetve felhasznalasi technologiak és alkalmazaakteriletek széles skalajat ismerteti. A
bevezeat végén megfogalmaztuk a tanulmany alapjat képelenség lIényegi felépitését és
definialtuk az alapvét geometriai paramétereket. Mechanikai egyenletakitsEgével
meghataroztuk a keletkézsemleges tengelyek helyét leiré egyenletet, mhjégeztik
annak analizisét. A vizsgalat soran megallapitottodgy bizonyos paraméterértékek
esetén a gerenda keresztmetszetében két semlagelytis talalhato.

A paraméterek Osszevonasa és grafikonba rendezése lehataroltuk a semleges
tengelyek szama szerinti tartomanyokat analitikaslsaerrel, majd numerikus modszerrel
meghataroztuk a semleges tengelyek helyét.

E grafikonon kimutattuk, hogy a fény intenzitasan@iggvényében milyen goérbek
mentén mozdul el a rendszer allapota. Tanulmankoewy-egy paraméter fokozatos
modositasaval a gorbék valtozasanak jellegétydleat fesziltségmentes tengelyek szama
szerinti tartomanyokhoz képesti elhelyezkedését.

Szintén mechanikai egyenletékbmeghataroztuk a deformalt gerenda gorbiletét.
Megallapitottuk, hogy a gorbiilet kdzpontosan teridlapotban nem fligg az &eher
ertékéél. Megvizsgaltuk tovabbd a gorbulet kulpontosétehner altal dlidézett
viselkedését.

A munkank végén a gerenda lehajlasa kerilt megbwdara, ahol a fény altaloedézett
alakvaltozast kezdeti alakvaltozaskent vettik figyde.

Végul szampéldaval mutattuk be a kapott 6sszefiggodikalmazasat.

37



9. Hivatkozasok:

1.
2.
3.

N o g k&

10.

11.
12.

13.

14.

http://www.ticona.hu/hu/home/portfolio/vectra.htm
http://www.ticona.com/products/zenite_Icp
http://www.agt.bme.hu/szakm/szg/monitor/elemek/b@D.
http://www.nordenia.hu/article,navsub_id-lang,25-mml
http://hu.wikipedia.org/wiki/Elasztomer

http://hu.wikipedia.org/wiki/Gumi

V. Vargha, Folyadékkristaly elasztomerek (Liquidystal elastomers) Kutatasi
jelentés. OTKA, (2007)

J. Naciri, A. Srinivasan, Jeon Hong, N Nikolov, RIIEr; B R Ratna: Nematic
elastomer fiber actuator. Macromolecul@g, 8499-8505 (2003)

Z. Y. Wei and L. H. He, Surface topography antrassition of nematic elastomers
due to photoinduced deformationJ. Chem. Phg4, 064708 (2006)

M. Warner, L. Mahadevan, Photo-induced deformatiohbeams, plates and films,
Phys. Rev. Let82, 134302 (2004).
http://hu.wikipedia.org/wiki/Abszorpcio_(fizika)

J. Cviklinski, A. R. Tajbakhsh, E. M. Terentjev, isdMmerisation in nematic
elastomers as a route to photo-mechanical transduger. Phys. J. B, 427 (2002).
M. Warner, E. M. Terentjev, Liquid Crystal Elastam€larendon press, Oxford,
(2006)

M. L. Dunn, Photomechanics of mono- and polydoniigjuid crystal elastomer
films, J. Appl. Physl02, 013506 (2007).

38



