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1 Bevezeb

Az utdbbi évtizedekben a pénzigyi kozgazdasagailetén rengeteg valtozas
sziletett, alapvételméletek ditek meg, Uj kihivadsok elé kerliltek a pénzigyi kdztaszok.

A technologia feppdésével lehéwé valtak olyan elemzési és adatfeldolgozasi madkze
amelyek6l az 1950-es, 60-as években még almodni sem Ileh&zetn modszerek olyan
empirikus kutatdsokhoz vezettek, amelyek a gyaktmtais alkalmazott elméletekben oriasi
mértéki anomalidkat fedeztek fel. Feldeitt a kérdés, hogy vajon ékepiac addig hitt
hatékonysagaval van probléma, vagy pedig a vist@siyalapként elfogadott egyensulyi
modellel. Mivel az dlbbi nem bizonyithatd az utdbbi biztossaga nélkiy, égy Uj, sokkal
jobb regresszidval rendelkéegyensulyi modell kialakitasa lett az egyik legi€gesebb cél a
pénzigyi elméleteket kutatok szamara.

Sajnalatos médon még ma is az 1960-as évektjed egyensulyi modellt, a Capital
Asset Pricing Modelt (CAPM) hasznaljak széles karkennek tovabbfejlesztése, pontositasa,
Ujragondolasa a kutatasi témak egykrésze. Az alabbi dolgozat kdzponti iranyvonala is
téma koré épil a kovetkémabdon:

Mivel a modern technikai eszk6zok letwat teszik, hogy a kockazat becslésére pontos
eloszlasokat készitsiink minden egyes befektetésitkegre és portféliéra, tovabba ezen
eloszlas elemzésével joval pontosabb kockazatinpetexrhez juthassunk — igy példaul a
késibbiekben definialasra kefjla regressziéban a magyarazo valtozoként siefelpdteles
Value-at-Risk-hez (CVaR) — , a CAPM alaptsszefiggéamely szerint egy befektetés
varhatd hozama megbecsiulhetgy paraméter, a kockazat segitségével, megtartpth
kockéazat jellegét viszont maskeépp definialtam miedeben.

A kovetked fejezetekben ehhez a kockazatértékeléshez sziskshgeleti hatteret
ismertetem csak a leglényegesebb elemeket kiemiglyey varhatd hasznossag (2.1 fejezet)
és a kilatas elméletet (2.2 fejezet eleje), utarek &kombinacidjan keresztul az alapmodellt
felallitom (2.2 fejezet vége és 2.3 fejezet). Aegezetben bemutatom a felhasznalt kockazati
paraméterezést (3.1 fejezet), a 3.2 - 3.4 fejebetelpedig ennek a technikdnak a modellbe
valé implementalasara keril sor. A dolgozatniondanivaldja, a korabbi modellek irredlis
feltételeinek feloldasa — igy a kockazatkedkebevonasa a modellbe, @keattétellel
kapcsolatos valotlansagok eltorlése és az armaghlataaktiv szerepk elfogadasa — ezek
utan, a 3.5, 4. és 5. fejezetekben kerll bemutatés6. fejezet végul, egy zaré, konllazidkat,

felnasznalasi lehéségeket tartalmazo6 dsszefoglaldja a dolgozatnak.



2 Jbobdl is megart a sok: a hasznossag megragadasa

A hasznossag, mint elvont fogalom paraméteregdaimar a korai kdzgazdaszok
elméleteiben is megjelent. Egészen 1979-ig a hasagot az ember 6sszvagyona alapjan
szamitott varhatd hasznossagi modellel lehete t=iani. Ezen hasznossag szamitasahoz
szlikséges alapokat az XVIIl. szazad elejére ddtale@hato hasznossag elmélet adta.

A masik lényeges hasznossagi modell a pénzigglkadéstan térnyerésével, az
anomalidk sorozatos felfedezésével és elemzésépeliddében kerllt napvilagra. Ezt a
Kahneman-Tversky szeiparos kilatas elméletnek (Prospect Theory) kerbdezte

Jelenleg e két meghataroz6 hasznossagi modellglodink a kbézgazdasagtani
szamitdsok alkalmazasa soran. A 2.3. fejezetben lezie mar Iétez modellt kombinalom
egy Uj, egységes modellé ezzel megteremtve a saipeshoz szikséges hasznossag

definialasi keretet.

2.1 A varhat6 hasznossagi (Bernoulli-féle) modell

A vérhat6 hasznossagi modell alapvetése 1738-bamieD Bernoulli dolgozatabol
kerilt ki. Ennek alapvetése az volt, hogy "a ddme® az egyes kimeneteleket nem
matematikai (pl. "pénzbeli”) értékik szerint, hankasznossaguk szerint sulyozva ésiii."
(Andor [2011], 32. oldal) Ezen allitas szerint:

E(W) = Yipjw; » max (1)

helyett:
E[UW)] = ¥;p;U; » max (2

ahol W a vagyon, amelynek waltozasai lehetnek paldszitiségekhez rendelve, Pedig az
adott kimenet hasznossaga.

A hasznossag maximalizalasanak vizsgalatavakddiriutatja a dolgozat, hogy ugyan
elté mértékben, de minden ember érzékelt hasznossdua kigebb tembenéna vagyon
novekedésével, tehat Aaltalanosnak mondhatd, hogsznbasagi fluggvény csokkien
meredekséfy vagyis érvéenyesil a csokkematarhasznossag térvénye (Andor [2011], 33.
oldal).
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1. &bra: A varhat6 hasznossagi fuggveny

Forras: Andor [2011], 34. oldal

Az abran U(W) a vagyon dsszhasznossagat, MU(W) tarthesznossagot, W a vagyon
mennyiségét jeldli.

Ha kockazatos leh&tégeket tekintlink, és feltételezzik, hogy egy matdalag fair
befektetést szemlélink (a kimenetelek varhatd ér@kkiinduld helyzetet adja), kdnnyen
belathatd, hogy a csokké&hatarhasznossag miatt eltér hasznossagvaltozas, vagyis:

UW+x)—UW)<UW)—UW — x)
tehat:

3)

UW+x)+U(W—x)

: <UW)

(4)
Ez azt jelenti, hogy fair eloszlas esetén a beféldl fogja kerlini ezt a lehééget,
mert a kezdeti hasznossaganal kisebb hasznossadoa tcsak elérni vele. Az iménti
szituaciot a kovetkézabra mutatja:
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2. abra: Egy fair szituacié hatasa a hasznossagra
Forras: Andor [2011], 36. oldal

Az elmélet szerint, azt, hogy mennyivel nagyoblrtéiden igényel pozitiv iranyd
elmozdulast a befekigtahhoz, hogy legaldbb a kezdeti hasznossagat kapg minden
egyénre kulénbdg ugynevezett kockazatkerulési egyutthatokkal tkidipirni.

Két féle kockazatkerllési egyutthatordl beszélhletiabszolutrdl és relativrol. &ibi
azt irja le, hogy az indulévagyontdl figgn a pozitiv mértédk eltérésnek mennyivel
szlikseéges, hogy nagyobb legyen (kockazati prémaun@gativ kilengésnél. Utobbi szerint az
indulovagyon és az @b emlitett kockazati prémium szorzatat érdemesgdalni egy adott
befektetnél, ezen szorzat értéke jelenti a relativ kockderétési egyutthatot.

A gyakorlatban az tapasztalhatd, hogy az embénatnyire vagy konstans abszollt -
vagyis az indulévagyontdl fuggetlen -, vagy konstaelativ kockazatkerilési egyutthatéval
rendelkeznek - utobbi esetében az abszolut kodk€ddési egyutthaté az indulé vagyon
mértékével forditott ardnyban valtozik -. Amennyikee vagyon kis mértékelmozdulaséval
kalkulalunk, konstans A =@/ relativ kockazatkerilési egyutthatd esetébedAM abszolut
kockézatkerilési egyttthatd is allandonak tekirdthigty a vagyoni hatasokat itt is figyelmen
kivil hagyhatjuk, és minden befeldrbz egy konkrét A abszolut kockézatkerilési

egyutthatot rendelhetiink.



Akar konstans abszolat, akar konstans relativ &oatkertlési egydtthatoval
rendelked befekted hasznossagfiiggvényét vizsgaljuk, levezéthdtogy mindkét fuggvény
jol kozelithet a kovetke# formulaval:

U(F) = E(F) — 0,5a0? (5)

ahol U(F) a befektetés pénzaramanak hasznossdgq, aEvarhato értéke, "a" a
kockazatkeriilési egylitthaté? pedig a pénzaram eloszlasanak varianciaja.

Mivel a valédsagban & - E(r) kombinacidkat konkav és pozitiv, illetuskeattételes
esetben konstans és pozitiv meredekdéggvénnyel lehet leirfi valamint, ha az emberek
kockazatkeritlk az ebbb leirtak szerint, belathatd, hogy egy egyszdmearis
programozassal egyértelen meghatarozhatdo barmely befektédtal optimalisnak tartott

portfélié.

2.2 Kilatas elmélet (Kahneman-Tversky-féle hasznossag)

A modern portfolio-elmélet és a CAPM megjelenékévetben rohamos Utetn
fejlédés ment végbe az alkalmazhat6é technolégiakbanéraigyi modszerekben és az
elméletekben. Ennek soran egyre tobb adathoz ketetezaférni, azokat kilonbézanddon
elemezni. A CAPM-et sorozatosan érték a tamadasoigeteg anomalia kerult napvilagra,
megkérdjelezsdott a tkepiaci hatékonysag léte. A kiloniopenzigyi viselkedéstani és
tokepiaci mikrostruktirakkal foglalkoz6 empirikus ktdsok eredményei az egyensulyi
modellekkel nem voltak magyarazhatéak. Azéetdyan jelenbs modell, amely ezeket az
eredményeket dssze tudta fogni és egy résziket agg@razni 1979-ben jelent meg Daniel
Kahneman és Amos Tversky tollabal.

Ez az elmélet arra épit, hogy a befaktenem minden esetben cselekednek
kbzgazdasagtanilag racionalis mddon, a varhatd neasag elméletével nem minden
cselekedet magyarazhatdo meg. A s@lergzerint minden befekigtszamara |Iéteznek olyan
dontési téenyaik, amelyek szubjektiv modon, kulonkbxiselkedési mintakra motivaljak

6ket. A dontéseikben olyan heurisztikdk is szergpetzanak, mint a reprezentativitds (a

! a hasznossagfiiggvény Taylor-sorba fejtésével déges, Dr. Andor Gyorgy: Uzleti gazdasagtan, 2011,

Budapest, 50. oldal
2 mivel a varhat6 értékeknek csak szamtani atlagawiik, a varianciak esetében pedig az 1-nél kisebb
korrelaciok is szerepelnek csokkémenyeskként, a hatékony portfoliék hatara ilyen lesz
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koérnyezetinkben gyakori dolgok valosisagenek tulbecslése), a felidézés (sajat
tapasztalatainkra tulzottan hagyatkozunk) vagy + amdamunkra a legfontosabb lesz - a
lehorgonyzas (egy referenciapontot jel6l ki a bef#k és annak paraméterei szerint torzitja
az Uj informaciokat). Ezen szubjektiv elemek miattzul a befekiét megitélése a
valosziriségekél, €és emiatt egy Uj valosZiségi fliggvenyt alakit ki a valostitten dolgokat
tilreagélva, a valészieket pedig alulreagalva. Ez a jelenség mindkét ylvanvalo
elmozdulaskor létrejon, azonban nyereség esetéasabf torzitast okoz. (Molnar, 2006)
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3. abra: szubjektiv valdsziiség a kilatas elméletben

Forras: http://prospect-theory.behaviouralfinanceth

Ezen torzitasokra és heurisztikakra alapozva Kmalaneés Tversky Ugy gondolta,
hogy egy olyan modell, amely a hasznossagot neriisazvagyon fliggvényében (abszolut
ertelemben), hanem annak valtozasaban (relativlegrben) irja le, jobban koveti
hasznossagérzekelésiinket.  Modelljukben a  pozitiv gyoravéltozasra  |étrejév
hasznossagvaltozas hasonlé flggvénnyel irhaté itgt, anvarhaté hasznossag elméletben, a
flggvény konkav jellege és monoton ndvekedése raiattkkefi hatarhasznossag térvénye
itt is érvényes. Negativ iranyd elmozdulas esetélagonban a kutatdsok megbep
eredményeket hoztak: Hasznossagcsokkenés esebénahockazatkerilés megmarad (mivel
a referenciapontban, a zérushelyen a meredeksédyjdadil hatarértéke atlagosan 2,25-szerese
a jobb oldalinak, tehat joval nagyobb hasznossagess okoz adott mérték
vagyoncsotkkenés, mint ugyanakkora vagyonnodvekedas)figgvény jellege negativ

tartomanyban konvexszé valik, emiatt egy S alakbegion Iétre.
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4. dbra: Hasznosséagfluiggvény a kilataselméletben
Forras: Kahneman-Tversky (1979, p. 279.)

EEzen elmélet alapuin egy periodusu dontések elemzésére készilteimygdében
minden dontésnél Gjbol a zéruspontba kerll a befgkazonban a gyakorlatban ez nem
mindig alakul igy. Modellemben — az eddigi elmét&teeltérsen — szamitasba vettem, hogy
léteznek olyan befeki@t, akik valamilyen oknal fogva — legyen az lehorgmasi hatas
szerepe (konkrét referenciaérték kijeldlése), aillgledt koltségek ismételt szambavétele
vagy a beragadas jelensége ("mar ugy is mindeggy Vettl mar csak jobb lehet" alapon
kezelve a befektetést) — egy referenciapontot @aék ki, amelyet a kbvetkézlontés soran
is megtartanak, elmozdulva ezaltal hasznossagvimggikon.

A szamitasok eredményell azt kaptam, hogy az imésgtben a hasznossagi
flggvény alakjabol adodoan létezik olyan fair lékséfy, amelyben a varhatdé értek
hasznossagndvekedést eredményez, emiatt bizonyosgsa befektei a fair eloszlas
szorasanak novekedésével egyre jobb hasznossdgietied kerill, tehat kockazatkedvel

magatartast kdvet. Az iménti szituaciot a kbvetkegyenlethalmaz és abra szemléltetik jol.



Az abra az
1—e 5% 4+2,25(1 — e5C009) = —2,25(1 — e5(-005)) 4 2 25(1 — £5(-0.05-005-2))
egyenbség alapjan, vagyis a = 5 kockazatkerilési egylitttah és -5%-0s hozam, mint

veszteséget kowetreferenciapont hasznalataval lett kalkulalva. Ezd&pjdn a pozitiv,

konkav szakaszon elérldet, 72%-0s hozamig kockazatkedv@tlenség tapasztalhato.

Flxl=1-e"(-5x) y
glx)=—2_.25»{1-a" (Sx})

T1.6

1.2

48,8 e

] i i i i i
r | —d.rl? 2 T _'} 5 / D‘ b I T T

{0, 72)-u(-0,05]

_n_.,.B.“

+-a.8
s U{-D,05)-u{-1,72)

1-1.2

- +=1.6

5. abra: Fair befektetés veszteséges helyzétb

Mivel ha x<0 akkor U(x)= - 2,25U(-x) atlagos hedyhen, és a befektetaddig
maximalizalja a kockazatot (itt szérast), amig Elwszlas esetén kisebb nem lesz a pozitiv
iranyd y vagyonnovekedésb ered5 hasznossagnovekedés a negativ iranyd
vagyoncstkkenésgb eredd hasznossagcsokkenésnél, ezért (x+y) eltérésree ngziindulasi
pontbdl a hasznossagi fliggvények kilonbsége nedatpozitiv iranyban egyegnhem lesz,
kockazatk6zombos lesz ekkor a befektet

U(=x) —U(=2x—y) = U(y) = U(=x) (6)



Ha a negativ helyhez tartoz6 hasznossagi értélaitett helyén (pozitiv megfelgeként)

értelmezzik, a negativ szar 2,25-0s szorzoja miatt:
—2,25U(x) + 2,25U(2x +y) = U(y) + 2,25U(x) (7)

tehat:
U(y) = —4,5U(x) + 2,25U(2x + y) (8)

masképpen felirva:

2,25[2U(x)+U(y)-UQ2x+y)]
. 1,23; —= = Uv®) ©

ebbl belathatd, hogy a csokké&matarhasznossag miatt [2U(x) + U(y) -U(2x+y)] %, Ggy,
U(y)-nak és igy y-nak valéban pozitivnak kell lemiaiz egyenlet megoldhatésaga érdekében.
A pontos értékeik a hasznossagi fliggvéiylezethebek le.

A varianciat tekintve, definicidja és képlete gaplathatd, hogy -x indulasi pontbdl

x+y kilengés fair befektetést szemlélve:

[y— (=02 +[-2x—y—(=0)]° _ +x)?+(—x-y)? _ 2(x+y)?
? = : = QRO T (xky? (10)

o

Ha a -x kiinduldsi pontot megtartjuk, de 0 hely@&kg< x varhato érték befektetést
szemlélink, a kovetkézhelyzet alakul ki: Ahhoz, hogy, warhatd érték mellett még mindig
egyenb hasznossagvaltozast okozzon egy (ixkiindulasi pontra értelmezett fair eloszlas
pozitiv és negativ iranyba vald vagyonvaltozaskérelemszdren csokkennie kell a
variancianak is. Ennek a csokkenésnek a mértékdtasznossagfiiggvények alakjabdl
szarmaztathatjuk:

A pozitiv és negativ iranyd vagyonvaltozasok mialtasznossagvaltozasok
egyenbségenek megtartdsahoz szukséges, hagyowekedésére (vagy x csokkenésére)
pontosan ugyanakkora hasznossagdifferencia kovatkehe a (-x + 3-re értelmezett fair
befektetés varhato érték feletti részén, mint ératék alatti részén, vagyis:

Uy—c)—U(—x+c)=U(—x+c) —U(—2x+2¢c; —y+cy) (11



ismét felirva a negativ konverziét pozitivra égatlezve az egyenletet:

Uly—cy)=225U2x —2¢c; +y—c3) —45U(x —cy) 12)

Az egyenletet megfigyelve belathatd, hogy ha=c0O, akkor a (8)-as egyenletnek
megfeleben ¢ is 0, valamint ha&x, akkor

Uy —cz2) = 2,25U0(y — ¢3) (13)

egyenlet a jobb oldali konstans szorzotedyemratt kizardlag akkor all fent, ha mindkét oldal

ertéke 0, vagyis y =¢
A (12)-es egyenletet atrendezve:
0=225[UQRMx—c)+y—c) —2U(x—c;)—U(y—c)] +1,25U(y —¢c,) (14)
Ezen egyenletet flggvényként kezelve &s ¢ kozott feltarhaté a kapcsolat. Ha
hasznossagi fiiggvényként egy tipikus, a konstanskdaatkeriiléshez tartozdé 18"

fuggveényt tekintjik, és x = ¢, y = d konstansokkad)amint ¢ = x és ¢ = y valtozokkal

helyettesitiink be, azdadbi egyenlet felirhaté a kovetkealakban.

2.25 (1 — g~@2e-2x+d=))) _45(1 _ g-lale=x) _q 4 g=lald-y) (15)
Ennek a fliggvénynek x szerinti totalis derivaltja:
d(2.25(1 — e a@e-2x+d-1)) _45(1 - g~(c0)) _ 1 4 g2 (@)
dx =
—7.95 g~¢ (2c4d -2 x—y)
d d dd d
(—ﬂ L—[Ec-l—d—?x—y}]—a(z_c L824y _2]]+
dx dx dx dx
4.5!.?_&(':_1][—[_::—1’]@ —G[E _ ]+
p dx dddxd
dx dx dx (16)

10



Mivel tudjuk, hogy a (14)-es egyenlet alapjan adiigny értéke 0 kell, hogy maradjon
barmilyen x elmozdulés esetén, ezért a derivadkéris 0 kell, hogy legyen. A konstans tagok
szerinti derivalt 0, a marado tagokbol pedig kitbet df/dx:

ﬂ — —a(2c+d-2x-y) d_y —a(c—x) d_y —a(d-y) _
o 2,25e (a ™ + Za) + 4,5ae +a — € =0 (17)

Ebbsl az egyenletdl pedig kifejezhet dy/dx:

dy 4’58—a(26+d—2x—y) _4,5€—a(c—x)
a T e—a(d-y) —225¢—a(2ctd—2x-y)

(18)

Mivel megallapitottuk az elején, hogyyd és < x, ezért a szamlaloban minden a > 0
erték mellett pozitiv, a nevéaen negativ szamot talalunk. Bbkathato, hogy ha xd) y-nak
csokkennie kell a (18)-as egyenlet alapjan.

Kis elmozdulasok esetén belathatd, hogy a konstamativ kockazatkerilési

-4
egyutthatohoz tartozo nggvénye@%) ha A # 1,lg(W)ha A =1) esetében hasonlo

megallapitasokra jutottunk volna, ezek elemzését éx elhagyom.

Visszatérve eredeti jeldlésrendszeriinkh6z (x8g)ctudjuk, hogy 0 < < x esetén lesz
jellemz ez a kockazatkeduelviselkedés, igy tudjuk a két végpontot is a vaniavarhato
erték kombinaciokbdl Az atmenet fliggvényének aldkjaa (18)-as egyenlet szolgaltat
informaciot.

Ekkor végponttél végpontig, (0;x) variancia-vahatrték kombinaciotol haladva
((x+y)%0) kombinéciéig a befekiét maximalizalni fogja varianciajat az adott varhatod
ertékhez tartozé "optimalis” valasztashoz, hogyjeléd kockazatk6zémbds helyzetet a 6.
abran lathat6 moédon (nem feltétlenil az abran tatHaggvény alapjan). Az atmeneti
fluggvény jellegésl a jelenség elemzéséhez elég tudnunk, hogy azrszig monoton
csokkerd, tehat a varhato érték nbvekedéseéig dovariancia folyamatosan csokken)(@zt
pedig belattuk a (18)-as egyenlet elemzésével. pgidaul "A" befektetés helyett az
ugyanazon varhato értékkel rendelikede magasabb varianciaja "A™ befektetést valaszt]

amely dontés az alapwetgyensulyi modellek szerint teljesen értelmetleima.
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E@r)

ka

(xty)?

6. abra: Kockazatkedvelés a k6zombds szintig

Ezen eredmények negativuma, hogy ez a varianeéhaté érték kapcsolatra épit
Osszefluiggés, bar beépiihedaz ilyen tipust egyensulyi modellekbe, csak a smtnkus
eloszlasokhoz hasznalhatdo — amelgela jelenkori technikan és az adatokhoz vald6 magas
szinti hozzaférheéiségen keresztll megallapithatd, hogy a valésagbanléteznek —, ezért
ebben a formajdban alkalmazasa a pénzigyi gyakarlaeésen behatarolt. Ezt hivatott
kikiiszobolni a ké&sbbiekben bemutatott feltételes value-at-risk (CVaR®pu modellezés,

ahol mar barmilyen eloszlast vizsgalhatunk ugyaekeazelenséggel is.
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2.3 A két modell kombinalasa

Modellink teljes felépitéséhez sziikség van egyagkozelitésre, az imént bemutatott
hasznossagi fliggvények eredményeinek kombinalagakaet bemutatott modell, bar mas
helyzetl®l indul ki, mégis sok téren hasonl6 tulajdonsaggaidelkezik. Az €lbbi modell
0sszhasznossagot néz, az utébbi a hasznossagstfigyali meg, azonban mindkét modell a
pozitiv irAnya elmozduldsokra konkév, szigorian oton emelked fuggvényt definial.
Logikus feltételezes lehet a tény, hogy valojab&iidas elmélet fliggvénye pozitiv iranyban
ugyanaz a fliggvény, mint ha a varhato hasznossaggalnank W = 1 adott vagyonszifitr
Ez pénzigyi viselkedéstani kutatasokkal is alatathasd (pl. Kahneman-Tversky [1979]),
vagyis raciondlis befeki#tet tekintve, akiket nem befolyasolnak torzitd eatikak,
valamint j6l informaltnak tekinthéek, vagy olyan egyéneket, akikre ugyan a torzitaduk
ervényesek, de azok csekély méiigk — €s igy nem érvenyesil a lehorgonyzasi hatas —,
belathatd, hogy az egyéni hasznossag jol vizsgallhahd a varhaté hasznossagra épitett
modellekkel, mind a kilatas elmélettel. Ezen bedéikt kockazatkeridl viselkedésmaodot
folytatnak, leirdsukra emiatt alkalmas a CAPM mbiia= is alapul szolgalé Markowitz-féle
Modern Portfélio ElImélet.

Ezen elmélet szerint a befekilietadott szérashoz maximalizalni akarjak a befekteté
varhato eértékét, ehhez kulonoportfoliok tartasaval diverzifikaljdk a kockézatof
diverzifikdcié szerint a gyenge korrelaciok miatt alemszam nodvelésével csbtkken a
variancia egy bizonyos szintig. Ez a szint jeleati adott varianciahoz tartozé maximalis
varhatd értéket, ezt hivjuk hatékony portfoliondlarkowitz elméletében e hatékony
portfoliok halmazat hatékonységi hatarnak (“efficie frontier") nevezte el. A raciondlis
befektetk — ezen elmélet szerint — ezen a hataron helyeskedl, mert szamukra a kockazat
novekedése (itt varianciaként definialva) haszrgpssdkkenést, a varhatd eértek pedig
hasznossagnovekedeést jelent. A varhaté hasznossdtgkét definialtuk mar az @o
fejezetekben, a racionalis egyén ezen keresztébzhh ki a szaméara megfélglortfoliot.

Ha az edz6 fejezetben bemutatott jelenséget vizsgaljuk arkétell altal épitett
koérnyezetben, lathatd, hogy a kockazatketkelalasztasa kalkulalhaté a modern portfolio
elmélettel a kovetkézmaodon:

Ez a tipusu kockazatkedvelés mindig valamilyerdtba Utkozik, valamint a varhato
érték novekedésével csokkewariancidhoz kozelit (tehat negativ meredeliségszoras-

varhatd érték koordinatarendszerben). A hatarvoramely a kisebb variancigju

13



lehetiségekhez tdbblethasznot igér az adott beféktdt azon pontok halmazat jeldli,
amelyekben a befektekockazatk6zombds, mivel a hatar alatti variandi&nékazatkedvé,
felette kockézatkerdl viselkedést folytat. Ez egyben azt is jelenti, Wdmgyelmen kivil
hagyja a varianciat, és ezen a hatargorbén azttBlpa valasztja, amelyik a legmagasabb
varhatd értéket adja. Mivel ez a gbrbe metszi @rheb hatékony portfoliok halmazat, a
legmagasabb véarhato értegortfélié pontosan a két hatarvonal metszéspoatjdbsz utdbbi
definiciojabol addéddéan. Ezt szemlélteti a 7. abEabsol az kovetkezik, hogy az eddigi
egyensulyi modellek hatékony portfoliohalmaza neatiozik meg a befekték kockazathoz
valé hozzaallasatol, vagyis az egyensulyi modedleeé kockazatkeduel befektetk is

bevonhatdak a dolgozatban létrehozott modell seggigel.

E(r)

(=]

(xty)?

7. abra: A kockazatkedvelés implementalasa
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3 lzlések és pofonok: az egyének szerepe

Vajon mi korldtozzuk be magunkat a pénzigyi piacok@lakult "tojashéjra" — és ezt,
mint kiinduldpontot, exogén mddon hasznaljuk péntidpntéseinkhez —, vagy az egyes
befektetk egyeénileg is hozzajarulhatnak nagyméiitdiozameltolashoz, ezaltal egyénileg
alakitva az elérhaéthatékony portfoliok halmazat?

A kérdés mikrookondémiai kornyezetben is felmerlk &relfogadé/armeghatérozé
szerepeknél, ahol az egysrEtés kedvéért tokéletesen versényziacon arelfogadast
feltételeziink. Pénzigyekben is logikus lehetne leazieltételezéssel élni, mivel az dsszes
piac kozll a dkepiac az, amelyik leginkabb hasonlit a tokéletesie U] technoldgiak, az
informécio-aramlas mennyisége és a hatalmas adstliailtal kinalt lehéiségek azonban —
mint azt kéébb latni is fogjuk — s alapot szolgaltatnak arra, hogy a hatékony parkfo
halmazat endogén tény#ent is értelmezzuk.

El6szér azonban — a modell konnyebb felépitése miaifegadjuk, hogy léteznek
portfoliok, amelyek adott kockazati szinten kiatakra kertlnek a piacon, és a Iéhet
legmagasabb véarhaté hozamot igérik. Ezeket neveraig&kony portfélioknak, ezekb
valogathatnak a befektdt, és ezekbl tehetik dssze a sajat preferenciajuknak medgfelel
portféliét. A preferenciak leirasahoz egy relatite kockazati megkozelitést alkalmazok,

amely a kdvetkezfejezetekben keriil bemutatasra.

3.1 A CVaR-roél altalaban

A technologiai feppdés soran a kockazat mérése hasznalt eszk6zokhiszpanosan
valtoztak. A modern portféli6 elmélet 1952-es mémjésekor a pénzigyi kockazat
mérhetségére a variancia hasznalata egy teljes uj6adgéhnika volt, a portfélidk tartasanak
kalkulalhat6 varianciaja alapjan a varhat6 értédleetett meghatarozni segitségével. Egészen
a 60'-as evek kozepeig a CAPM megjelenéséig ezavktickazat mészama, ekkora kertlt
elstérbe a B, mint a piaci kockdzaton fellli relevdmxkéazat fogalma. Ez a modell
javitadsaival, foltozgatasaival egyltt egészen a mapig is széles koérben hasznalt, azonban
elérejelzs ereje a szukséges adatok kinyeréseéhez képesthmaégkn csekely.

Alternativajaként mar a 80'-as évek végén (az ¥¥Bdsszeomlas hatasara) elkezdtek

hasznalni a Value-at-Risk mutatét. Ezzel mar léédla voltak olyan problémak is, amelyek
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az addigi modellek alapjan normal kortlmények kbzi@gm igazan fordulhattak &l a
gyakorlatban meégis tapasztalhatéak voltak. A VaRtatdu a derivativdk, opcidk és a
normaltdl eltéd eloszlasu pénzigyi eszktzok szamara Uj megoldésitett, mivel a valds
eloszlasuk alapjan egy adott konfidencia-intervahoz tartozé veszteségi szintet adott meg.
Ennek hatasara a kvantitativ pénzigyekben Uj etei€l@ttek Iétre, az egyik legfontosabb
ilyen az ezt a dolgozatot is émnfeltételes (Conditional) Value-at-Risk volt 2008Fh A
VaR szamos éhye ellenére negativ tulajdonsagokat is hordoZzaot, példaul a szub-
additivitas és a konvexitas. A CVaR segitségévek éakliszobolhdiek lettek, amely miatt
ez a percentilis-alapu technika a jelenleg legpsatib kockazatmérési modszer (Krokhmal,
Palmquist, Uryasev [2002]).

A CVaR meghatarozasdhozstor szikség van a VaR definidlasara is.o8@hoz
tartozé Value-at-Risk azt mutatja meg, hogy egyektetési lehéiség hozama (1 &)%-0s
konfidencia intervallum mellett mekkora érték feletsz, masképp értelmezve Vahozam
eloszlasanak-ik percentilise. Példaul:

Ertelmezzik f(x,y)-t a veszteség fiiggvényként, lakoa lehetséges portfoliok
halmazabol valé valasztast jeldli, y pedig egy ttéfe valtozot testesit meg. Annak a

valészirisége, hogy f(x,y) nem lép tul e§ertéket (veszteséget) legyentehat:

060 = [y POy (19)

Allando x-et feltételezve ez azoébbi képlet egyedl azf(x,y) veszteségfiiggvériy-

hez tartoz6 kumulativ eloszlasfiggvényeével. Az itniélggvény alapjan definialhaté VaR

(a(x) = min{¢ € R:y(x, () = a} (20)

vagyis x portfolié kumulativ eloszlasfiggvényén az kovet legkisebb hely. CVaR

ugyanigy megfogalmazhato:

Pa() = A=) [ e o FOuYIP()dy (21)

ahol f(x,y) = {,(x) a VaR definicioja alapjan (&), ezért kerll a nevébe ez a tag. Ezzel

belathatd, hogy VafRx) a f(x,y) eloszlasi-percentilise, CVaRx) pedig az annal nagyobb

®*Rockafellar, R. T. and S. Uryasev (2000) Optimaatdf Conditional Value-at-Riskournal of Risk2, 21-41.
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veszteségek atlagos értéke, ezért CG@R> VaR,(x) minden esetben (Rockafellar, Uryasev
[2000]).

CVaR,(x) minimalizalasara szamos moédszer létezik “mézen dolgozatsf témaja
nem ennek bemutatasa vagy a hatékonysagi hatargéfti@ency frontier) szamitasanak
leirasa, hanem annak kombinalasa a hasznossag gadgsaval, és igy az egyeén
optimumkeresésének paraméterezése. A koveétherom alfejezetben ezen mobdszerek
altalam alkalmazott valtozatat, ennek sajatossagajd az imént emlitett, a modellemben

szerepeltetett optimumvalasztast mutatom be.

3.2 Az alkalmazott CVaR hatékonysagi hatéar

A Conditional Value-at-Risk meghatarozasa ebbemaglellben némileg masképp
zajlik, mint a megszokott moédszerek esetében. énjely alkalmazott rendszerek a C\Va®
szamitasahoz hasznalt f(x,y) vesztesegfiggvénytip@rtekén veszik figyelembe — vagyis a
CVaR,(x) minimalizélasarél van sz6 —, valamint annake&ében, hogy esetlegesen pozitiv
Value-at-Risk ne fordulhassonéelés csak a negativ hozamot kelljen minimalizéaik
CVaR,(x) szamitasban max{f(x,y),0} értékkel kalkulalnamiatt se VaRx), se CVaR(x)
ertéke nem lehet kisebb, mint 0.

Ebben a dolgozatban én CV@R-et negativként értelmezem, tehat a
veszteségfliggvény negativ hozamot ad, a varhadf éfatti pozitiv hozamszakaszt pedig
megtartom, és nem maximalizalom 0-val, igy a M&R és CVaR(x) a értekédl figgoen
akar pozitiv értéket is felvehet (magasesetén). Ennek a valtoztatasnak nincs hatasa
szamitdsi mobdszerek eredményére, csupan - véleméngeerint — a CValRx)
megfoghatésagat, realis kdrnyezetben vald elhebgtzéegiti. Az szamitasi eredmeények
tekintetében itt nem minimalizalasrol, hanem C\a&R maximalizalasrol van szo, amely O
feletti értéket is felvehet: értékét a dolgozatban 0,5-en (50%-on) fixaltamitrae elméleti

hattér bemutatasara ez a legmegéblelszint.

* példaul Krokhmal, Palmquist, Uryasev: Portfoliotidpzation with Conditional Value-at-Risk Objectisnd
Constraints, 2002
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3.3 "Jobb ma egy veréb, mint holnap egy tuzok": a pozitv idépreferencia
és a CVaR kapcsolata

A magyar kdzgazdasagtanitieltség magas szintjét mutatja népszkdzmondasunk,
amely mar évszazadokkal el megfogalmazta — kicsit ugyan kevésbé preciz és
tudomanyos modon —, hogy az emberek szamara valéteik a pozitiv idpreferencia. Bar
az atvaltasi arany nem feltétlentl ennyire kézzgi&aé mindig, és az elvart hozam
kalkuladlasara nem az adott napi (spot tuzok arot spréb ar) hanyadost hasznaljuk, mégis
nyomon kovethétez a jelenség a pénzlgyi befektetések teriletén is

Miképp az ebz6 fejezetben is emlitettem, nagyesetén pozitiv CVafx)-szel rendelket
befektetések is é&lordulhatnak a valdosagban. Ezek szamitasara ablegidddszer nem
alkalmas, azon szamitasok, amelyek 0-ban minimgliz@/agy maximalizaljak) a CVaRx)
értékét, azok az efeletti (vagy alatti) eloszl@djesen elhanyagoljak. Ezek alapjan két, a
varhato értek kozelebbi kornyezetében teljesen mlaszlassal rendelkéz befektetést
ugyanugy kezelhetnek. Ennek kikliszobdlésére astekggativ kockdzat mérése (50%ens
val) j6 megoldasnakinhik, igaz ezzel a fat-tail eloszlasok kevésbeé éltélk hatasukat
CVaR,(x) kiszamitasakor.

A pozitiv idspreferencia fontos jelenség, amelyet igy szamitésgihank venni. Ennek
Iényege, hogy a jd@ben varhaté hozamok akkor is pozitivak, amikor gykkilag teljesen
kockazatmentes befektetésélkrvan sz0. Ez a egyének pozitiv peferenciajanak
készonhei. Ez annyit jelent, hogy az emberek szamara totgzrizssagot hoz egy adott
fogyasztas a jelen pillanatban, mint ugyanaz a&hém, ennek kompenzalasara hozamot
varnak el a jelenbeli fogyasztasrél valé lemondasémiatt vannak olyan befektetések,
amelyek CVaR(x) érteke is meghaladja a 0-at, vagyis a kockalan kicsi, hogy a varhato
értéktl valé varhaté negativ eltérés kisebb, mint magavéahaté érték. Masképpen
fogalmazva, ha negativ iranyba mozdul el a befé&tedkkor annak feltételes varhato értéke
is pozitiv, varhatéan a legrosszabb 50%-ban is tipoziozamot tudunk realizalni. Ez
lényegében a klasszikus egyensulyi modellekben at@gatd kockazatmentes hozamnak
felel meg, ez a valésdgban azonban nem tényledesd@zatmentes, igy CVaR) mindig
kisebb, mint E(r). Ezt a CVaR-E(r) térképen egy-d§’ m = 1 meredeks&éggyenessel is
szemléltethetnénk. Ez ala nem kerilhet a portkEvaR-E(r) sikon.

A kialakitott {CVaR, 5(x),E(r)} eértékparok rendszerét 0l szemlélteti@v&tkes abra.

Az értékparokat és a sulyozast Monte Carlo szindNat alakitottam ki a kovetkéz
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paraméterek alapjan: 1928-t6l 2011-ig historikugesé hozamokat felhasznalva 4 eitér
kockazatu befektetééh a 3 hdnapos T-bill, a 10 éves T-bond, az S&P E32vényindex és
a Coca-Cola (splittel egyutt szamolva) értékpapissdetlenszeien dsszedllitottam 10.000
portféliét. Minden portféliéra kiszamoltam az éveszamokat, ezekib a 10.000 eloszlashoz
vonatkozd CVaRs-et, és az atlagos éves hozamot. Ez a feltétalas-at-risk érték lathatoé a
vizszintes tengelyen, a fliglggesen pedig az atlagos éves hozam. JOI lathatiancia-
varhatd érték hatékonysagi hatarhoz hasonlé hayekontfélibhalmaz, amelyre ebben az
esetben is jellenéza konkav jelleg. Emiatt hatarozhaté meg a -6kégkben bemutatasra

kerlls - CVaR-ra értelmezett hasznossagi fliggveny optienamiménti korlattal hatarolva.

e C\V/aR-E(r)

0O-0009,
I T T T T J,Uu /o T 1

-12,00%10,00%-8,00% -6,00% -4,00% -2,00% 0,00% 2,00% 4,00%

8. abra: Portfolio-eloszlas CVaR s- E(r) rendszerben

A normal eloszlassal valé 6sszehasonlithatéséekélen a 9. abran a normal eloszlas
(varhatd érték és szoras) alapjan tast&wVaR kalkulacid is szerepel. Ezen az abran jol
lathaté a gyakorlati eloszlasok kulonbsége az datieidkel szemben. A varhatd érték
eloszlastél fuggetlenil az egyes kimenetek sulyoataga, E(r)E(w; ri,), a CVaR értéke
viszont eltéé a kilonbdsd eloszlasoknal. Lathatd, hogy adott varhatd értEkaepirossal
jelzett valos eloszlas alapjan mért feltételes exaltirisk kisebb, mint normal eloszlas

segitségével kalkulalva.
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+ norm CVaR-E(r)

= CVaR-E(r)

0-009,
r T T T T O, 0070 T 1

-12,00%10,00%-8,00% -6,00% -4,00% -2,00% 0,00% 2,00% 4,00%

9. abra: Eltérés a normal eloszlastol CVaks- E(r) rendszerben

3.4 Az egyeni preferenciak leképezése CVaR segitségével

Az egyén kockéazatkerlilésének meghatarozaséarat-amildthatd volt a 2.1-es és 2.2-
es fejezetekben - elég egyetlen paramétert, aznegygllems "A" kockazatkerilési
egyutthatot tudni. Ennek segitségével kockazat&earsilkockazatkedvélhelyzetben egyarant
(feltételezve, hogy elfogadjuk, hogy a Kahnemant3kg hasznossagfiiggvény pozitiv
oldaldn mérhét kockazatkertlési egyitthatd megegyezik a varhazmossaggal vizsgalt
egyutthatoval) a  befekigt viselkedése leirhatd, szamara meghatarozhatdé a
hasznossagmaximalizalas és az elérpettfoliok korlataibdl 6sszegezliedptimum.

Kockazatkeritt esetben a varhatdé hasznossagbol levezetkérelitt figgvény
alkalmazéasa ebben a rendszerben is hasznalhat@tké&® modon:

Tudjuk, hogy

U(F) = E(F) — 0,5a0? (22)
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Ha a modell felépitéséhezskor (mint kdzeltt eloszlast) normal eloszlast hasznalunk, akkor

levezethet a kovetke# egyenlet a CVaR képletéh:

CVaRys(x) = E(r,) — 0,80 (23)

Ebbsl kovetkezik, hogy a behelyettesités eredményelkeppasznossagi fliggvény kozelitése
atirhatdo CVaR-E(r) rendszerbe is:

U= E(Tx)— a[E(Tx) CVaRs5(x)] (24)

kibontva az egyenletet:

a+0,82

U= 82 22 [E(1)]? + S5 E(r) CVaRs (x) — - a[CVaRo s(0]*  (25)

O

0,8&-tel felszorozva és teljes négyzetté alakitva:

0,82U = —[/0,5aE(r;,) — “;E CVaRys(x)]? + [(Zﬁ) — 0,5a][CVaR,s(x)]* (26)

Ha E(r)-t akarjuk kifejezni, akkor a tartalmaz6 tag négfgze vonatkozd gyokvonés
érdekében szikséges megvizsgalni, hogy a zardgggwozitiv vagy negativ-e:

a+0,82 o
JO0,5aE(r,) — o CVaRys5(x)?0 (27)

E(ry)-re rendezve a problémat, és bevezetve a szokisirgyebb megérth&éteg és az eddigi
empiriak hasznalthatosdga érdekében, normal efvazi@hol CvVaR = E(r) - 0,&)
megoldva:

a+0,82 a+0,82

E()? CVaR,s(x) = [E(r:) — 0,80] (28)

E(T') 1 [r E(T)]Z
®a normal eloszlasnal CVak | \s=e 202 | dr
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ezt ismét E@)-re rendezve:

a+0,82

0,80 — 7E(r,) (29)
egyszeiisitve

(% +0,8)0?E(ry.) (30)
a" ertéekeédl fuggoen lathato, hogy mivel itt kockazatkertk@doeszeéliink és a>0,

hma_)o( ;10 ,8) =0,8és hma_,oo( -+ 0 ,8) = @ (32)

Szinte mindig igaz alacsony "a" (magas kockazat&kixdy esetén, hogy k(< 0,&,, magas
kockazatkerilés esetén pedig az érték végtelerine@ehat itt az egyedtlenség kimenetele

trivialis), ezért itt
a
(ﬁ +0,8)0 > E(r) (32)

Lathato, hogy az egyenlet bal oldala a nagyobbt esszairva az alapegyétienségbe:

a+0,82
v 0,5aE(r,) — o CVaRys(x) >0 (33)

Ekkor:

JO5aE (r,) — L& B CVaRy5(x) = \/[(‘”08) —0,5a][CVaR,s(x)]> — 0,820 (34)

E(ry)-re kifejezve:

(‘”0'82)2—05 CVaRr 29,82y
E(Tx) :\][ 2a ,5a][CVaRy,5(x)]? -0, n a+0,82 LCVaRO’S(x)] (35)

0,5a 24/0,5a+/0,5a
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egyszeiisitve

U a+0,82

E(r) = J [0 q)[evaR,s (] — 222 4

[CVaR,5(x)] (36)

A fenti flggvényt derivdlva megkapjuk a hasznosséagredekségét CVaRO0,5 - E(r)
kérnyezetben:

+0,8
E(rY) 052[M

0CVaRg 5(x) (a+0,82 )
=z

1]CVaRO,5(x) a+0 g2

CVaR,5(x) (37)
0,82U

~1][CVaRys @) - %2

(a+0,82)2 a+0,8?
2

Mivel [

~1]> 0,

>0 és CVaRys(x) a (32)-es egyeéilenség

elfogadasabdl adodoan negativ, ezérE(]()¥0+) + (), vagyis 2 negativ szam 6sszege mindig
negativ. Emiatt a hasznossagi fliggvény meredekssgpeiv ebben az esetben.
Ha mégis az a ritka eset allna fent (szinte bikwseneteli befektetéseknél, pl.

allampapir), ahc(loi8 + 0,8) o < E(r,), vagyisCVaR, s (x) > %aakkor:

a+0,82
\J0,5aE(r,) — o CVaRys(x) >0 (38)

Ekkor a gyokvonas elé negatiwjel kerul:

JO5aE (r,) — L& B CVaRys(x) = \/[‘“*08) —0,5a][CVaR,s(x)]? — 0,82U  (39)

2
az egyszdisités kedvéert Iegye@'ﬁLZ’—8 =z > 1, ekkor:

B = 122 = 1ICVaR,5GITE = 222 + 7[CVaRy s () (40)
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A meredekség ekkor:

OE(ry)  _ [z2—-1]CVaRy 5(x)

= — + z[CVaR, 5(x)] (42)
PeVaRos  Jise-iievargs ol - 222 ’
Ez az egyenlet csak akkor lesz negativ, ha:
L) >z (42)

0,82U

\/[22 —1][CVaRy 5(x)]? - 0,5a

Mivel mindkét oldal pozitiv, ezért felszorozhatuek négyzetre emelhetiink, igy:

0,82U
0,5a

(2 = 1) — 22| (22 = D[CVaR,s ()] — 22| > 0 (43)

Ezt kibontva a kdvetkéznegyedfoku egye6itlenséget kapjuk:

0,82U
0,5a

z*[1 = (CVaRy 5(x))?] + 22 [[CVaRO,S(x)]Z —2+ ] +1>0 (44)

Ez az egyefdtlenség pedig szintén igaz redlis értékeket bettekitve, ahol alacsony CVaR

ertékhez, nagyon magas a kockazatkerulési egydttaebzik. Ennek szemléltetésére a (44).

fluggvény szimulacidja lathaté a 10. abran (a = & 0,1 paraméterekkel), ahol a szamitott
erték 0,016 < f(z,CVaR) < 9802,59, tehat pozitifiiggvény. EbBI belathatd, hogy valés

portfélidkat elképzelve barmilyen kockazatkéribefektet esetén alkalmazhato a kozélit

hasznossagi fliggvéeny CVaR-E(r) kornyezetben is.

\ CvaRmax
Zmax :

zmin. ¥ CyaRmin
fmin

10. abra: f(E(r),CVaR,a=8,U=0,1) fuggvényszimulacigozitiv CVaR esetén
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3.5 A kockazatkedvebk bevonasa

Mint azt emlitettem is a 2.2 fejezetben, a noraetészlasra épitmodellek (amelyek a
gyakorlatban |étrejay diverzifikacio hatasat eltilozzak, valamint nenszik figyelembe a
rovid tavi hozamok autokorrelaciéjat) nem tudjakl@irni a kockazatkedvelés jelenségét a
valésagban éfordulo, fat-tail eloszlasok vildgaban. A varianaigpit elmélet a varhat6
érték korlul szimmetrikus eloszlasok esetében émgngnnek kikliszobolésére egy olyan
fuggetlenll, azonos értékkel tud leirni egy negétivgy pozitiv elmozdulast egyarant. Erre is
megoldast jelenhet a feltételes Value-at-Risk halsta 50%-0s mellett.

Erre a modszerre @zor vezessunk be egy Prospect,(Bt nevi valtozét. Ez
tulajdonképpen a feltételes value-at-risk ellentgédenti, vagyis azt, hogy a lehetséges
kimenetelek legoptimistabb (legtdbb hozamot biz&)si%-nak mekkora a varhat6 eértéke.
Mivel:

aCVaR,(x) + (1 — a)Pri_q(x) = E(1y) (45)

ezért Prospect értéke felirhatd a kovetképpen is:
Pri_o(x) = oo [E(r) —aCVaR,(x)] (46)
Visszanyulva az 5. abrahoz, azt modosithatjuk @#@z mdodon:

f{x)=1-e" (-5=x) v
gi{x)=—2.25={1-e"{5=x)})

-2%-y X ¥ X
T :

. Uly)-Ux)

E[r}+Pr(0,5)

i e

U({-%)-U(-2x-y)

11. abra: Kockézatkedvelés Prospegt-nél
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Itt a szimmetrikus eloszlas szikségességeét ugpkukikertlni, hogy az 50%-0s
Prospect és az 50%-0s feltételes value-at-risigattaindig a varhatd érték, tehat egy fair
befektetésil beszélhetiink, ha erre a két kimenetelre egys#tfiik az eloszlast, nem
szlikséges, hogy az eloszlas szimmetrikus képetssuria mint ahogy az a varianciaval
tortérd modellezésben alapvefeltétel volt. Ennek leirasara az alagvképlet is hasznalhato,

amely®l késbb at lehet vezetni a megoldast a feltételes vattresk hasznélatéra is.
0,5Pry5(x)+0,5CVaRy5(x) = E(ry) 47)

A 11. abran jol lathatdé a hasonldésag a varianei@pulé és a Prospecten alapuld
kockazatkedvelési jelenség kozoétt. Valbjaban anaykilonbség, hogy utdbbi esetben
nyugodtan hasznalhatunk aszimmetrikus folytonodigzkrét eloszlasokat egyarant, a (18)-as
egyenletnek megfeléén a varhatd érték valtozasara ellentétesen fagaheiaa Prospect. Az

atlathatosag érdekében ismét feltiintetem a (18jpsnletet.

dy 4’58—a(26+d—2x—y) _4,5€—a(c—x)
a T e—a(d-y) —225¢—a(2ctd—2x-y)

(18)

Az itt szerepd (d - y - (-c + X)), vagyis a pozitiv kimenetel hatd értékének a
kiindulasi ertéeksl valo tavolsagnak helyérRr, s(x) kerll, ezzel atkonvertalhatd a probléma
a Prospect - E(r) rendszerbe. Lathato az egyemtatdezése nélkil is, hogy mivel ¢ hatasara
y is csOkken, ezém®r, s(x) = d + ¢ —y — x -nek is csOkkennie kell, mivel mindket valtozo
negativ hatassal van ra. Emiatt egy, a kockazatédsariancia-varhato éerték fliggvenyhez
hasonlo goérbe rajzolhato fel ebben az esetberms)yat a 12. abran lathatunk. Ekkor a O
varhato értékhez tartozé Prospect = y - (-X) = ¥ 8z X varhato értékhez tartoz6 Prospect
pedig O értéket vesz fel, mint a varianciaval sZémsetben. Valdjaban a Prospect értéke 0
ala is mehet, Iényege, hogy a varhatdé érték fetetiradjon, de a valésagban ilyen
befektetésekkel nem foglalkozunk. Ennek jedsgge a CVaR-E(r) modellbe val6 atliltetéskor

azonban szamitasba veénd
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E{r)

Pr0,5(x)

12. abra: Kockazatkedvelés Prospect-E(r) kdrnyezetn

Mivel a modellinket nem Prospect alapra, hanenéttdes value-at-risk alapra
epitettik, szikség van ez iménti jelenség impleaiésihoz a Prospect-CVaR kapcsolat
meghatarozasara. Ehhez segitséginkre van a (4&)y@nlet, amelyben kdnnyen lathato,
hogy egyszdr atirassal megkapjuk a CVaR-E(r) kdrnyezetbe vaidteiést a kovetkeiz
modon: Pgs(x) = 2E(k) - CVaRs(X) a (46)-os egyenleth adédban,valamint a (18)-as
egyenletbe atlltetve ezt (ahol E(r) = x égsP) =d +c-y-X) :

3x+y—d—c=CVaRy5(x) (48)
Lathato, hogy mind x (a varhatdé érték), mind y ekedése pozitiv hatassal van

CVaRys(x)-re, ezért a kovetkéz dbra alapjan implementalhatdo a jelenség CVaR-E(r)

modelliinkbe:

) CVaR0,5(x)

13. abra: Kockézatkedvelés CVaR-E(r) kbrnyezetben
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Ha megfigyeljik a 13. abran lathato jelensegetatbakd, hogy a CVaR-E(r) hatékony
portfoliok hatarvonala itt is alkalmazhat6. Eppegyantgy, mint az a varianciaval valo
alkalmazaskor tortént, itt is belathatd a kdvetkeelyzet: amennyiben elfogadjuk, hogy ez a
kockazatkedvelés létezik, akkor a (48)-as egyerseerint alakulé hatarvonalig a
kockazatkedveél befektetk maximalizalni fogjak befektetésik CVaR-jat adifr) varhato
értékhez. Ezen a hatarvonalon kockédzatk6zémbods@kva befektétk, vagyis csak E(r)
alapjan dontenek a befektetési dontéskor. Ennekfeledien itt is a lehét legmagasabb
varhatd értekkel rendelkézbefektetést fogjak valasztani a hatargééhéamely ebben a
modellben is pontosan a CVaR-E(r) rendszerben peitféliok hatékonysagi hataraval valo
metszéspont lesz. A leirtakat a 14. dbra szenilftdt3. és 8. dbrak dsszegzédgb

A feltételes value-at-riskre alapuldé varhatd értékdell tehat ebben az esetben is
mikodik, a kockazatkedvelés jelenségét nem kell sitgni, ha az korlatot kap,
implementalhatova valik, és ezaltal a modellbemegdé portfoliok hatékonysagi hatara nem

séril, az adott CVaR-hoz tartozé maximalis (elMaoam ugyanaz marad.

E(r)

kockazatkizimbisségi
hatdrgirhe

hatékony portfolidk hatira

CVaR0,5(x)

14. abra: Kockazatk6zombdsség és hatékonysag egynmasllett
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4 "Harovid a kardod, toldd meg egy tokeattétellel": A

hitelfelvétel hatasai

Hitellel kombinalt pozicié elvart hozama is leirba modell segitségével, azonban valds
faktorokkal szamolva, az eredmény teljesen &lgékorabbi modelleknél tapasztalhatotol. A
korabbi modellekkel szemben a hitelfelvétel itt nkonlatlan a dkepiacon és nem mindenki
szamara ugyanolyan meértekA tokeattétel hatasat realisan figyelembe véve a kézétia

kordbbiaknal joval inkabb valésnak mondhato) felestésekkel élink:

- mindenki szamara csak korlatozott mértékben alldetwezésre hitelfelvételi
lehetiség (akar ez ténylegesen hitel formajaban, akad npezicié eladasakent
jelenik meg), az abran és a képletekben ezt (1 értékként hasznalom (tehat
példaul 2:1-estkeattétel esetében x = 1)

— minden hitelfelvételkor egy fedezeti értek kerilgatarozasra, amely a pozicio
automatikus likvidaldsat vonja maga utan, ha af@ast értéke f szazalékara
csokken, ez hozammal kalkulalva r = (-1 + f) fetasdkor valésul meg

Ezen tényedk miatt megallapithatd, hogy a kamat koltségéngébfn, a hitelfelvételi
lehetiségen felll a befeki& szamara tovabbi @hyok jonnek létre: ilyen az a gyakorlatilag
"ingyenes” biztositas, amely a fedezeti likvidakasatt mertl fel. Ebben az esetben a
befektet nem veszithet teljes befektetett vagyonanal tolpeetig az lehetséges lenne a tiszta
tokeattételes pozicio eloszlasat tekintve. Ez a koatkdokkentés nem kertl tébbletkdltségbe
szadméra, ezzel ellentétben viszont mérsékeli ativebazamot, igy noveli adkeattételes

portfélid6 varhato ertékét. Ezt szemlélteti a koeztk abra, valamint az utana lathato
képletekkel tortéh leiras.

f[r] ﬂ r]

EI:r] -14F [1+:-c]E|:r]

15. abra: tokeattétel hatasa fedezet mellett
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E(r),=E(r)p(1+x)—1.x+ p(rQ <-1+ f)CVaRQ,p(rQ<_1+f) - p(rQ <-1+
HEL+L) (49)

E(T)L = E(r)p(]. + X) - T'Cx + p(T‘Q < _1 + f) - (CvaRQ’p(rQ<_1+f) - VaRQ‘p(rQ<_1+f))
(50)

, ahol:

- E(r), a Bkeattételes L portfélié varhatdo hozama

- E(r)p a tkeattétel nélkili P portfolié varhaté hozama

- (1 +x) a tkeattétel mértéke

- r.x a bkekoltség és a hitelmennyiség szorzatdkedttétel koltsége)

- p(rq < —1+f) annak a valésziisége, hogy Qskeattételes, de fedezet nélkiili portfolio

hozama (-1 + f) hozamnal kisebb hozamot produkal

—  CVaRqprq<-1+n @ Q portfolio p valosziiségéhez tartozo feltételes VaR-ja

- VaRgprq<-1+n) @ Q portfdlio p valosziisegehez tartozd VaR-ja

Mivel CVaR > VaR adott eloszlasra és adott valofgéyi szintre, valamintgraz x
mértéki hitelfelvétel hatdsara (1+x)-szeres kornyezeté&mmodik, ezért x ndvekedésével a
konstans hatarhozam helyett névékvatarhozamrol beszéliink. Masképpen fogalmazva a

tokeattétel ndvelésének hatasara nem linearis a (B(gRtkeattételes portfoliokat leird
f[]ggvény,dfi—ir) nem &llando.

A fenti magyarazat alapjan konnyen belathatd, Hétgzhet olyandkeattételes pozicio,
ahol A és B dkeattétel nélkili portféliokat tekintve, ahol CVaky = CVaRs.g, valamint
E(r)a> E(r)s, a fedezet miatti kockdzatcstkkenés és eloszlasalakjanak kulonbdisége
miatt A és B dkeattétellel elérhétvarhaté hozamai kdzoétt forditott differencia v&gr) .a<
E(r)..s. Ez akkor fordulhat é| ha B portfdlio eloszlasa joval inkabb fat-tailnasonlit,

vagyis:

P(Te14x) < =1+ f)(CVaRpa+x)pra<—1+f) — VaARB(1+2)prB<—14f)) —
P(Ta+x) < =1+ f)(CVaRsa+x)para<—1+p) — VaRa@sx) pirac—1+£)) >
[E(r)a— E(M)p](1 +x) (51)
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, ahol Ba+x B portfolio (1+x) tkeattetellel elérhét hozamat jeloli a fedezetet nem
belekalkulalva; értelemszern a tobbi paraméternél ugyanez a jeldlésrendseényesil. Az
iménti esetet a 16. abra mutatja:

" CVaR0,5(x)
g

16. abra: Eltéré eloszlasbol adédo portfélio-ertékelés

Ebben az esetben elmondhatd, hogy olyan betdkteamelyek kockazatkerdil
hozzaallasuak, racionalisan tarthatnak olyan plastfoamely a ékeattételes lehéségeket
nem nézve adott kockazathoz alacsonyabb varhatantmizigér, nem feltétlentl szikséges
azonos portféliok tartdsa. Ezzel megmagyarazhatirazionalisnak tné, "nem hatékony"
portfoliok tartdsa.

Ezen elem sajatossaga szintén a régebbi modetieklpelegetett diverzifikacio
feltétlen dominanciaja ellen is sz0l. A portfoliverzifikalasanak hatasara a széras csokkenni
kezd, az eloszlas végtelen elemszam felé haladvaormalis eloszlas felé tart. Ezen
eloszlasnak a szél€rtékeinél joval kisebb varhato értéket (CVaR-€rinetlink, mint egy fat-
tail eloszlasnak, ezaltal dkeattétel és a fedezet nyujtottéretoket is kevésbe élvezhetjik.
Nem elég a diverzifikaciot 6nmagaban célként tekint azt a dkeattétellel és fedezettel
egydutt kell értelmezni.

Sajnos ezen kornyezeti paraméterek rendkiviil saiélan tudnak mozogni, azonban
kell6 informacio birtokaban j6l regresszalhatd a rajpkilé arazasi modell. Eét lesz sz6 a

kovetked fejezetben.
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5 Az elvart hozam kalkuladlhatésaga és ennek alkalmaztosaga

a pénzigyi szektorban

A szamitastechnika fégiésének kdszonh@n a pénzigyi szektorban alkalmazott IT
rendszerek is Oriasi féjlésen estek at. A régen eléthatlatbazisok helyett a mai rendszerek
teljes digitalizaltsagukbdl addddan jeleémtebnydket hordoznak. Az egyik ilyen dely a
befektetk kereskedési adataihoz valdo hozzaférés, amelytdebget biztosit szokasaik,
mentalitasuk, arazasi tevékenységik megismeréséhmerk a lehéségnek a bemutatott
modellbe val6 implementaldséara olvashat6 az 55l 2fejezetekben.

5.1 A befekteték adatai, mint a modell paraméterei

A 3. és 4. fejezetben mar emlitésre kerllt, hogyetektetk viselkedése leirhatd
gyakorlatilag egyetlen paraméter, az "a" kockazdtksi egyitthaté segitségével. Ennek
meéréseére kulonbézmodszerek leteznek, a kérdes felmérésekt (Andor [2011], 146. old.)
kezdve egyéb obszervativ tesztekig. A mai technaléggitségével folyamatosan mééhat
befekteti kockazatkerilés mértéke, a kereskedési tevékgnységfigyelésén keresztil
folyamatos korrekcio lehetséges. Az adott viselket#dal tortéh optimalis valasztas
eléréséhez szukségunk van "a" valtozon kivul mégfaktetések pontos feltételes value-at-
risk értékére, valamint a valtozékeattételi lehdiségek miatt (a 4. fejezetben leirtak alapjan)
az eloszlasok jellegére, @keattételi korlatra és a hitelnyujtdsért ellenéeédk elkért
kamatlab mértékére.

Ezen paraméterek segitségével meghatarozhato megles befektéthasznossagi
gorbéje ("a" kockazatkerulési egyitthatoval) ésskirhed hatékony portféliok halmaza (x
tokeattételi korlattal, ¢ kamatkoéltséggel, valamint a portféliok CVaR-E(Qnkbinacidival),
tehat ezekl addéddan a befekigtszamara optimalis valasztas is. Az iméntiek betaséaa
szolgal a 17. abra. Lathato, hogy elt&keattételi szintekhez, illetve eltekamatkdltséghez,
teljes mas kiindulasi gkeattétel ditti) portfolidt is valaszthat két kilonbézehetséggel
rendelked befektes.
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hatékonysag]
hatargirbe

A E(r)

hasznossagi gorbe
A

e

CVaR0,5(x)
' g

17. &bra: Egyéni optimalizalas ékeattétel mellett

Az egyének kulonbdségének egy modellben vald megjelenitéese a jelenleg
adatbazisokkal, informaciofeldolgozasi és szamkapacitasok kihasznalasaval lehetségesse

valt, er6l van sz6 a kovetkézejezetben.

5.2 Hozammeghatarozas intézményi és nemzetkodzi szinten

A 3. fejezet bevezéeben felmerilt kérdésként, hogy vajon a befékiet
arelfogaddként vagy armeghatarozoként vannak-e glpiacon. A modell felépitéséhez az
eddigiekben az arelfogadd szerepet vizsgaltuk megyis azt, hogy a befekéeadott CvVaR-
E(r) kombinaciok kozul valaszthat csak. &tta ponttol kezdve azonban nem lehet ilyen
egyszeiisitéssel vizsgalodni, mivel egyes befelitetlérhet portfolichalmazai k6zott oriasi
kuldnbségek is lehetnek. Az egyéni befektet tehat, innedt ©nallé, armeghatarozé
szerepbkként vesszik szamitasba.

Azon intézmeényeknek, amelyek hozzaférnek a betféktkereskedési adataihoz a
multbeli valasztasok alapjan kbnnyen meg tudjalatoani a szamukra elérideportfoliok
figyelembevételével a viselkedési mintakat, igy eckézatkedvelésre valé hajlamot, a
kockézatkerilési egyutthatd mértékét, hasznossaggvenyik jellegét. Valdjdban minden
informacio adott a szamukra, hogy a {di¥ vonatkozé CVaR-E(r) élejelzésekkel
megallapitsak minden egyes befekteptimalis valasztasat, azonban ahhoz, hogy ezeket
dontéseket 6sszegezni lehessen, és igy megalld@piduyen a befekték 6sszessége altal a
piacon kialakitott maximalis varhat6 hozam adottételes value-at-riskhez, szikséges az

adott CVaR-hoz tartozo, de kulonBoZmaximalis" varhaté hozamok kozotti kapcsolat
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feltarasa. Anélkll, hogy akepiaci mikrostruktarak elméletébe belemennénk,oelthato,
hogy kisebb befektét csoportok a dkeattételi korlat és a hitelkdltség altal szegmieata
elté elvart hozamokat alakitanak ki, azonban lévényhagiaci kereskedésben minden
terméknek egy adott arfolyama van egy pillanatléthatd, hogy ezek a hozamra vonatkozo
elté elvarasok valamilyen figgveény szerint atlagolodrimszegédnek. A dolgozatnak nem
f6 témdja ezen 0Osszegzfliggvény leirasa, azonban a regresszid becslédekében
alternativaként megemlitem, hogy ilyen fuggvényetekgy értéksulyozott elvart hozam,
vagyis az, hogy a kulonbébefektetk altal tamasztott eltérhozamelvarasokhoz a hozzajuk
tartozd befekték vagyonat rendeljik, és ezen vagyondsszegek szgriyozzuk az elvart
hozamokat.

E sulyozo fuggvény bemutatasdhoz a makrodkonéaggregalt keresleti és kinalati
gorbékl®l indulunk ki. Egy adott portfélibhoz tartozé piaér meghatarozodik a jelen
pillanatbeli aggregalt kinalati és keresleti gorbaktszéspontjaként. Mivel az adatbazisok
vizsgalataval kiderithét hogy ezen az aron ki kotott tranzakciokat, milyeennyiségben, és
az adott illebnek mi az elvart hozama, ezért meghatarozhaté, hggyben milyen aron (az
elvart hozammal multiplikalva) és mekkora mennyisy hajlandoak a befekéét ettl a
poziciétél megvalni. Az aggregalt kinalati gorb&s| igy ismerjuk. Pénzugyi viselkedéstani
kutatasokbdl tudjuk, hogy a befekikt hihetetlen mértékben ragaszkodnak fogyasztasuk
idobeli kisimitdsahoz, ezért realis az a feltételeddmgy a diverzifikacidjuk hatasara a
portfoliok pénzaramai egyenletesek. Ezen felll, &agowbeli pénzaramokat stabilnak
tekintjuk (adott pillanatban marpedig ezek "be \@narazva"), belathato, hogy az aggregalt
keresleti gorbe (AD) is pontosan a befeskeklvart hozama szerint ndvekszik (vagyis a
diszkontalt  cash-flow  mddszerben  egyre  kisebb  Imgtiéevore  emeljik
alternativakoltséget). Az igy kialakult AS-AD remdg®l tehat megallapithatdo a j6ére
vonatkoz0 piaci arfolyam, igy az 6sszegzett varhaam is.

Az iménti elméletet mutatja a 18. abra, amely zdkéi (b-beli) AS-AD fliggvényeket
folytonos hozam szerint néveli a t tengelyen vdhlaazdulas szerint. Alapvétkerresleti és
kinalati fuggvénynek szemléltetés jelleggel @  2Q és B = 5 - 2Q egyenleteket
alkalmaztam, a t tengelyen pedig az eltelt évekmstgeloltem. Folytonos hozamként a
szemléletesség érdekében 20%-o0s éves hozammal 8@y igy lathato az @

elérehaladtaval egyre novekwneredekségegyensulyi hozamszint.
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18. &bra: A piaci, 6sszegzett varhatdo hozam meghatzddasa

Megemlitend, hogy az ilyen jelle§ hozammeghatarozas értelemseer annal
pontosabb minél nagyobb adatbazist olel fel. Ezétdret egyedi pénzigyi intézetek,
kereskedési fellletek klienseinek vizsgalatavaltatgabb kitekintésben allami (példaul az
amerikai Securities and Exchange Commission feliétgreel) vagy akar nemzetkozi
szinteken (példaul az Nemzetkdzi Valutaalap (IMRYyw az Eurépai Kdzponti Bank (ECB)
kozremikodésével) valé megvaldsulasa esetén medisbrtpontos étejelzést lehetne adni
a vildg ®tkepiacainak jobeli arfolyamaira. Ezen nemzetkozi alkalmazas jékdge
tukrozodik a bazeli bizottsag 2012. majusi elemzéséb@Bask for International Settlements
[2012], pg. 20), amelyben a feltételes value-ddrasvald attérést tamogatja a bizottsag a
kockazatelemzési rendszerek esetében, valamint 0438-r2 tervezett egységes eurdpai
bankfellgyeleti rendszer is leiséget teremthetne a kozds adatbazis alapjan &6rtén
modellezésre. A nemzetkdzi szinten elfogadasral&e@VaR alapu megkozelitésbe igy

kénnyedén implementalhatéak lennének a dolgozdéierelenségek.

35



6 Osszefoglalva

A 2000-es években egyre inkdbb teret dAyeeltételes value-at-risk alapu
modellezésnek szamoséele van a régebbi modellekkel szemben. Nem feltéiteh
normalitds meglétét, hanem valds eloszlasok alaggkulalja a kockazatot, tranzakciés
koltségeket is figyelembe vesz (Krokhmal, Palmquistyasev, [2002]), és tobb peridodusra
vonatkoztatva is kalkulalhatd (Meng, Jiang, Hu, 12), joval pontosabb informaciot
szolgéltat a befektetésékr Segitségével a pénzigy Ujabb terlletei is mede#dbek, igy
példaul implementalhatéak a pénzigyi viselkedéstartikepiaci mikrostrukturalis elméletek
is. A CVaR kalkulaci6 tobb, a multban létrej6tt netichlapjait megmagyarazza, igy példaul a
Maslowian Portfolio Theory (De Brouwer, [2008]) wag Behavioral Portfolio Theory
(Shefrin, Statman, [2000]) szintekre bonthatd kaekiéedvelését. Szintén jeléatebnye a
makrofaktoros modellekkel szemben, hogy a tobbfaktdkomplex rendszerekkel ellentétben
egyszefien, széles koérben alkalmazhaté akar kisebb kortlyezeis, a szamitasokhoz
sziikséges adatok kdnnyebben Iétrehozhatdak. Ezéldsziottam ezt a modszert a
dolgozatban bemutatott modell alapjaul, ezaltalcs$kkentve a modellezéshez hasznalt
feltételezések, korlatozasok szamat.

Az eddigi feltételes value-at-risken alapuldé egpfdyi modellek, noha szamos — az
imént emlitett — éinnyel jelentkeztek, még mindig alap§deltételeik kdzott szerepeltették a
kockdzatkedveél befektetk kizardsat, a korlatlanékeattétel lehéiségét, valamint a
befektetk arelfogado jellegét. Ezek mind a valésagot nedtigen leird feltételezések, emiatt
valasztottam célul egy redlisabb képet adé modsipitését. Az alapwethasznossagi
flggvények (a varhaté hasznossag és a kilatas etlrsgerint) CVaR-E(r) modellbe valo
beépitésével a befekddt egyéni optimuma is meghatarozhatova valt, igyetedges a
befektetési helyzeteknek ebben a rendszerben Jelbzése. A bemutatott Kahneman-
Tversky-féle kilatas elméleth levezetett kockazatkedvelés implementalasa a Hibade
feloldotta az el§ feltételt, mivel igy egy modellben kezelbegtockdzatkeridl és -kedved
befektet egyarant. A dkeattételi leheéiségek korlatozasa a masodik feltételre volt hatassa
igy nem szikséges mindenkire ugyanazt a kamatneérték a korlatlan hitelfelvételt
alkalmazni. Az utolsé feltétel, az arelfogadod jgllkizardlagos alkalmazasa az aggregald
fuggvényeken keresztili varhatd hozarirejelzés eredményeként valik feleslegessé. Bar e
flggvénynek a pontos elemzése nem volt a dolgérgyad, folynak kutatasok, amelyek ehhez
hasonl6 moédon prébaljak meg feltarni ékdpiaci arazdédas okait mikrostrukturals
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megkozelitéssel (lasd pl. Biais, Glosten, SpattOf)) vagy pénzlgyi viselkedéstani
modszerekkel. Ezen elméletek inkdbb a rovid taviaho meghatarozasara, kilengéseinek
okaira koncentralnak, hosszu tavon a dolgozatbdiniélé hozammeghatarozasi médszer is
megfeleb pontossaggal kdzeliti meg a valésagot.

A dolgozatban leirt modellezési metddus tehatgye® befektéik szamara kénnyen,
a hozam eloszlasanak gorbéje alapjan megadja &t éhwzamot, valamint megfetel
infrastrukturalis kornyezetben alkalmazva, az etakkus kereskedési adatbazisok
segitségeével irredlis feltételezések nélkil, gyialkiteg korlatlanul hasznalhaté az egyéni
befektetk tamogatasara (melyik a leginkabb hozza jplbrtfolic?), a vallalatidkebevonasok
pozicionalasara (példaul IPO esetében milyen befglktdroket keressen a vallalat?), vagy a

tokepiacon kialakult egységes varhaté hozam relgtdveeos meghatarozasara.
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Mellékletek, figgelékek



1. melléklet: éves hozamok 1928-t6l 2011-ig
forras: http://pages.stern.nyu.edu/~adamodar/Newndid&age/datafile/histret.html,
[2012.10.10] és http://finance.yahoo.com/q/hp?s=K@Btorical+Prices [2012.10.10]

Year | Stocks T,Bills | T,Bonds| Coca-cola
1928 | 43,81% 3,08%| 0,84% 34,12%
1929 | -8,30% 3,16%| 4,20% -22,01%
1930 | -25,12% | 4,55%| 4,54% 9,16%
1931 | -43,84% | 2,31%| -2,56% -26,71%
1932 | -8,64% 1,07%| 8,79% -29,91%
1933 | 49,98% 0,96%| 1,86% 28,00%
1934 | -1,19% 0,32%| 7,96% | 68,23%
1935 | 46,74% 0,18%| 4,47% 119,81%
1936 | 31,94% 0,17%| 5,02% 39,44%
1937 | -35,34% | 0,30%| 1,38%| -7,88%
1938 | 29,28% 0,08%| 4,21% 16,01%
1939 | -1,10% 0,04%| 4,41% -11,15%
1940 | -10,67% | 0,03%| 5,40%| -10,00%
1941 -12,77% | 0,08%| -2,02% -26,24%
1942 | 19,17% 0,34%| 2,29% 12,18%
1943 | 25,06% 0,38%| 2,49% 29,71%
1944 | 19,03% 0,38%| 2,58% 19,82%
1945 | 35,82% 0,38%| 3,80% 31,99%
1946 | -8,43% 0,38%| 3,13% -22,01%
1947 | 5,20% 0,57%| 0,92% 30,00%
1948 | 5,70% 1,02%| 1,95% -26,24%
1949 | 18,30% 1,10%| 4,66% | 23,65%
1950 | 30,81% 1,17%| 0,43% -30,12%
1951 | 23,68% 1,48%| -0,30% -11,64%
1952 | 18,15% 1,67%| 2,27% 7,07%
1953 | -1,21% 1,89%| 4,14% 1,14%
1954 | 52,56% 0,96%| 3,29% 2,03%
1955 | 32,60% 1,66%| -1,34%  10,15%




1956 | 7,44% 2,56%| -2,26%| -21,04%
1957 | -10,46% | 3,23%| 6,80% -0,51%
1958 | 43,72% 1,78%, -2,10% 33,16%
1959 | 12,06% 3,26%| -2,65%  14,94%
1960 | 0,34% 3,05%| 11,649 60,75%
1961 | 26,64% 2,27%| 2,06% 28,77%
1962 | -8,81% 2,78%| 5,69% -17,63%
1963 | 22,61% 3,11%| 1,68% 35,63%
1964 | 16,42% 3,51%| 3,73% 21,73%
1965| 12,40% 3,90%| 0,72% 22,20%
1966 | -9,97% 4,84%| 2,91% 4,51%
1967 | 23,80% 4,33%| -1,58% 47,43%
1968 | 10,81% 5,26%| 3,27% 7,92%
1969 | -8,24% 6,56%| -5,01%| 15,03%
1970 | 3,56% 6,69%| 16,759 3,04%
1971 | 14,22% 4,54%| 9,79% 43,95%
1972 | 18,76% 3,95%| 2,82% 21,72%
1973 | -14,31% | 6,73%| 3,66% -14,81%
1974 -25,90% | 7,78%| 1,99% -58,10%
1975 | 37,00% 5,99%| 3,61% 55,19%
1976 | 23,83% 4,97%| 15,989 -3,95%
1977 | -6,98% 5,13%| 1,29% -5,70%
1978 | 6,51% 6,93%| -0,78%| 17,79%
1979 | 18,52% 9,94%| 0,67% -21,37%
1980 | 31,74% 11,22%-2,99% | -3,26%
1981 | -4,70% 14,30%8,20% 4,12%
1982 | 20,42% 11,01%32,81% | 49,64%
1983 | 22,34% 8,45%| 3,20% 2,88%
1984 | 6,15% 9,61%| 13,739 16,59%
1985 | 31,24% 7,49%| 25,719 35,47%
1986 | 18,49% 6,04%| 24,289 34,02%
1987 | 5,81% 5,72%| -4,96%| 0,99%
1988 | 16,54% 6,45%| 8,22% 17,05%




1989 | 31,48% 8,11%| 17,699 73,11%
1990 | -3,06% 7,55%| 6,24% 20,39%
1991 | 30,23% 5,61%| 15,009 72,58%
1992 | 7,49% 3,41%| 9,36% 4,36%
1993 | 9,97% 2,98%| 14,219 6,57%
1994 | 1,33% 3,99%| -8,04% 15,41%
1995| 37,20% 5,52%| 23,489 44,17%
1996 | 23,82% 5,02%| 1,43% 41,75%
1997 | 31,86% 5,05%| 9,94% 26,72%
1998 | 28,34% 4,73%| 14,929 0,47%
1999 | 20,89% 4,51%, -8,25% -13,06%
2000 | -9,03% 5,76%| 16,669 4,62%
2001 | -11,85% | 3,67%| 5,57% -22,63%
2002 | -21,97% | 1,66%| 15,129 -7,02%
2003 | 28,36% 1,03% 0,38% 15,76%
2004 | 10,74% 1,23%, 4,49% -17,95%
2005 | 4,83% 3,01%| 2,87% -3,19%
2006 | 15,61% 4,68%| 1,96% 19,70%
2007 | 5,48% 4,64%, 10,219 27,19%
2008 | -36,55% | 1,59% 20,109 -26,23%
2009 | 25,94% 0,14%| -11,12% 25,91%
2010 | 14,82% 0,13%| 8,46% 15,39%
2011 | 2,07% 0,03%| 16,049 6,39%




