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1. Bevezetés

A grafén szazadunk talan legnagyobb érdekl&déssel dvezet anyaga. Elméleti lefrasa mér az
1940-es években megtortént, viszont egészen 2004-es elGallitasaig nem is lehettiink biztosak
abban, hogy egyaltalan ilyen anyag onallban létezhet.[1|[2] A grafén rendkiviili mechani-
kus és elektromos tulajdonsagai miatt nagyon sokrétegii felhasznalasi lehetGségeket bizto-
sit, emellett fontos elméleti érdekességeket is magaban rejteget, ami szintén noveli irdnta
az érdeklsdést.[5] Egy ilyen elméleti érdekesség az, hogy a grafén vezetési elektronjai ke-
zelhetGek, mint zérus nyugalmi tomegid Dirac fermionok. Felmeriil a kérdés, hogy vajon
léteznek-e tovabbi racsszerkezetek, melyek hasonlé tulajdonsagokkal birnak. Erre a kér-
désre reagalva témavezetém és tarsai bemutattak olyan szerkezeteket, melyek rendelkeznek
az elébbi tulajdonsaggal.[3| Egy ilyen racsszerkezetet fogok vizsgalni abbol a szemponthdl,
hogy milyen hatéssal van a rendszerbe keriil6 toltéssel rendelkezd szennyez6dés a rendszer
fizikai tulajdonsigaira. Ez azért fontos, mert a grafénhoz hasonldé anyagok elallitasakor
szennyezGdések keriilhetnek a réacsszerkezeteikbe, amelyek befolyasoljak a fizikai tulajdon-
sagaikat. A szennyezddés jelenlétét, mint latni fogjuk, egy Dirac jellegii egyenletbe keriil§
Coulomb potenciéllal lehet figyelembe venni, aminek matematikai alakja miatt szokas ezt a
probléméat Dirac-Kepler problémanak nevezni.

A Dirac-Kepler probléma egy elméleti érdekessége, hogy nem enged meg kotott alla-
potokat, ellentétben a Schrodinger-Kepler probléméval (H-atom). Ennek oka a diszperzios

relaciokkal magyardzhato. A Schrodinger egyenlet ugyanis olyan részecskéket ir le, amelyek-
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ahogy latni fogjuk a grafén Dirac egyenlettel valo lefrasa nem enged meg kotott allapoti
megoldasokat.

A grafén esetében a t6ltott szennyezd hatasanak vizsgalata mar megtortént.|4|[17] Az
altalam vizsgélt T3 elnevezési racs esetében, viszont még nem. A dolgozat elején megemlitem
a grafén és a vizsgalni kivant 73 racs néhany tulajdonsagat és ezek kovetkezményeit, majd

megvizsgalom milyen hatassal van a rendszerbe keriil§ toltéssel rendelkez§ szennyezddés a



fizikai tulajdonsagokra. A szamolasoknal mindenhol i = 1 egységet hasznaltam.

1.1. Grafén

A grafén egy kétdimenzids anyag, melynek atomjai hatszogracsba rendezGdnek. A szerkezet

Bravais racsa egy haromszogracs, elemi cellajaban pedig két atom (A és B) helyezkedik el.

A reciprok racsa szintén haromszogracs, amelynek Wigner-Seitz celldja egy hatszog.

els6 szomszéd atfedési integrélokat figyelembe véve, ami grafén esetén: t = 2,7eV, arra
az érdekességre bukkanunk, hogy a Brillouin zéna sarkainal (K és K’) a diszperzios relacio

lineéris.|5|

2. abra. A grafén diszperzios relacioja

3at v
A lineéris résznél a diszperzios relacio: E(k) = :|:7]k| = :|:7F|k\. Hasonl6 diszperzios

reldciéja van a nyugalmi tomeggel nem rendelkez§ relativisztikus részecskéknek. FEzt az



analogiat felhasznélva a grafén K és K’ pontok koriili elekronjait egy kétdimenzios Dirac

jellegti egyenlettel irhatjuk le, melynek Hamilton operatora:

m
Az egyenletben a fénysebesség szerepét atveszi a vp ~ 10°— Fermi sebesség. Ebben az
s

1
esetben a pszeudo-spin valtozo S = 2 amelyet a 2 X 2-es, i—del lenormalt Pauli matri-
xok reprezentalnak. A p = (ps,py,0) az impulzus operator. Az (1)-ben szerepld Hamilton
operator egy kétkomponensii spinorra hat, amelynek komponensei az egyes alracsok hullam-

fiiggvényei.

1.2. Dice lattice

A dice-lattice vagy més néven T3 racs, szintén egy kétdimenzios racsszerkezet. Bravais racsa
egy haromszogracs, de elemi celldjaban 3 atom talalhato (A, H és B). Ennek a racsnak a
reciprokracsa az ugynevezett Kagome racs, amelynek Wigner-Seitz cellija egy hatszog. gy

a dice-lattice els6 Brillouin zénéaja megegyezik a grafénéval.

.
<
X

3. dbra. A T3 racs szerkezete

B H A

.
e

v

T iy

S

BNINAN

.

< ,e .

kotési kozelitéssel szamolva megjelenik egy diszperzié nélkiili sav.|6]



4. abra. A T3 racs diszperzios relacioja

Ebben az esetben K pont koriil a diszperzios relacio: Ei(k) = £3at|k| = tvp|k| és Ey(k) =
0. Ezen elektronokat az (1)-es Hamilton operatorral irhatjuk le, csak a pszeudo-spin valtozo

S =1 -re valtozik.[3] Az ezt reprezentaléo matrixok:

010 0 — 0 10 0

1 1
% 0 =5l 0 00 0 (2)

010 0 ¢« O 0 0 -1

Megjegyzem, hogy ez a Hamilton operator mar egy harom komponenst spinorra hat, amely-
nek komponensei a hadrom alracs hullamfiiggvényei.

Ezt a tudast felhasznalva a grafén és 73 racsszerkezetekbe keriil§ toltéssel rendelkezd
szennyez6dés jelenlétét, gy lehet figyelembe venni, hogy az (1)-es Hamilton operatorba
bekeriil egy Coulomb potencial.

A dolgozat kovetkezd fejezetében a Dirac-Kepler probléméat vizsgdlom meg pszeudo-spin
S = % esetre, ami analog a grafén szerkezetbe keriil toltéssel rendelkez§ szennyez6dés jelen-
letével. Ebben a fejezetben az [4]-ben publikilt eredmények részletes levezetését mutatom
be, ami a munkatechnika elsajatitasat eredményezte. Ezen részletes levezetés elvégzése, a 4
oldalas [4]-re alapozva, az én munkam eredménye. A kovetkezs fejezetben, pedig ezzel az
elsajatitott technikaval vizsgdlom a Dirac-Kepler problémat a pszeudo-spin S = 1 esetre.

Ez a fejezet, teljes egészében a sajat munkdm eredménye. Mindketts esetben a szubkritikus



eseten van a hangsuly. A dolgozat végén egy rovid Osszefoglald taldlhato az elért eredmények-
r6l, végiil a referenciak utan a fiiggelék kovetkezik, amely a matematikai részletek foglalja

magaban és zarja le a munkat.



1
2. A Dirac-Kepler probléma az S = 7 esetben

A tanulmanyozand6 egyenlet:

Ze?

HU = (S -p+V)U =E¥ |, V=V(r) = (3)

1
Arege, T
Mivel a potencial radialis, ezért attérek henger koordinatakra: (x,y,z) — (r,¢,z). Ebben

az esetben a Hamilton operator alakja (a potencial nélkiil):

SP= L, =2 \ e o
Pz + 1Dy 0 €+up(F% — Z§>

Klasszikus fizikdban két dimenziés mozgas esetén a sikra meréleges impulzusmomentum

komponens mozgésallandé. Az konnyen belathaté, hogy ez ebben az esetben is igy van.

Az (3)-as Hamilton operator és a teljes impulzusmomentum z-komponensének felcserélési

relaciojara igaz, hogy (lsd. A.1.):
[H,J,] =[H,L,)+[H,S.] =0. (5)

A felcserélés kovetkezmeénye, hogy az operatorok sajatfiiggvényei megegyeznek. Igy elég J,

sajatfiiggvényeit nézni.

2.1. J, sajatfiiggvényei

Hengerkoordinatak esetén és h = 1 egységekben:

2 41 0
J.=L.+85, = % © 2 (6)
0 ;9 _1
(o)) 2

Mivel J, egy 2 x 2-es métrixszal adott, ennek megfelel6en a hozza tartozé sajatvektorok

kétkomponensi vektorok, amelyek alakja:

1 0 Xl (T, (10>
U = X1<T» SD) + XQ(Tv 90) = : (7)
0 1 X2 (Tv 90>
A sajatértékegyenletben a J, csak a ¢ valtozora hat, ezért X o(r, ¢)-t szorzatalakba irva, a

kapott differencidlegyenletek szeparalhatoak, megoldasuk:

T =0 — ¥ = : (8)
AQ(T)ei(jJr%)so

8



Felhasznalva, hogy a hullamfiiggvények szogfiiggése periodikus kell legyen, azaz U(r, p) =
U(r,p + 2m) a j értéke csak félegész értékeket vehet fel:

. 1 3 5

Megjegyzem, hogy minden j értékhez két hullamfiiggvény tartozik, igy minden j sajatérték

kétszeresen degeneralt a (8) egyenletben.

2.2. A radialis egyenletek

Kovetkezd 1lépésként a (8)-ban adott U hullamfiiggvényt kell behelyettesiteni a (3)-as egyen-
letbe. A potenciél kifejezésében egyszertisitésként bevezettem a kovetkezdoket:
Ze? 2F

¢ €= —. (10)

)
2MEYE VR VR

9

Igy a megoldandé egyenlet, a bal oldalra atrendezve:

—(e+9)  eT(=LZ —iZ)\ [ Ay(r)eli2) . )
g i) e+ ) \Aaetre )

Ebben elvégezve a ¢ valtozora hatod operaciokat a kovetkezs egyenlet adodik:
~e+8) =i+ h+2)) (A
i(A-H-2)  —(+9 A(r)

1
2r

—0. (12)

A matrix offdiagonalisdban 1év6 ¢ képzetes egységtdl és s--es tagoktol megszabadulhatunk,

ha a spinort a kovetkez6 alakban vessziik:

L gbf(rr-)el(.j*%)@

U =1je(r, ) = » (13)
’ VT Z'qﬁjB(T)QZ(ﬁé)w
Az igy megmaradt differencidlegyenlet rendszer:
+8 -G+ (o0 _, »
(—1+5) (e+9) o7 (r)

A megoldas kovetkezs 1épése a (14)-es egyenlet diagonalizalasa. Ehhez el6szor az elsG egyen-

letbdl kifejezziik a ng]A(r) tagot:

i4B 9 4B
5(r) = 2 (7"113’"% = (15)

9



Ezt behelyettesitve (14) masodik egyenletébe a ¢ (r)-re kapott egyenlet:

~hoP(n) —150P0) | (= hof0) + EFeP() + Faef ) e+ d)
e+ 2 (e+%)?

L (LB (r) + L¢P (r))
(e + g)2

+ +(e+g)¢f(r)20.

Ezt rendezve azt kapjuk:

o B(T)%_[(€+_g)2__j(j_kl)}¢3( )+_§1(%¢U<T)4‘5F¢U(T))

— 0" 2 (r
or2"™7 r2 J r2 (e+9)

~0. (16)

Lathato, hogy (16) utolso kifejezése pontosan a (15)-0s kifejezést adja vissza, igy végiil az

egyenlet alakja:

0% 5 i+ 1)
2

5P+ [(e+2)" - iU [eF @) + St =0, (17)

r

Teljesen hasonloan visszatérve (14)-hez a masodik egyenletbdl kifejezhets ¢F (1), ami be-
helyettesithets az els6 egyenletbe, majd az el6z6ekben leirtakat végigesindlva egy részleges

diagonalizélashoz jutunk:

2 (-
(597‘22 + (E + %) - ](121) _T% .7A([r) _ O (18)
2 . . - .
5 R e ACAQ

Kovetkezs 1épésként a (18)-as egyenletrendszer matrixat atirjuk

G (e d) - A % _
% fr (e f) - A
P (2 422 — B8 A 0 . LA -5
0 b (@425 - ) +A Boo—hoA

(19)

alakba. A A értékét ugy kell valasztani, hogy a (19)-es mésodik matrix hatasa az allapot-
vektorra zérust adjon, de mindezt nem azonosan nulla gzﬁj‘(r) és ¢F (r) esetére. Bzt csak agy
lehet, ha ennek a méatrixnak a determinansa zérus.

rj_Q — A 9 j2 _ 92

=023 A=+ 5
R '

(20)
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Ennek alapjan a diagonalizalt egyenlet:

;2 2

B (@r2g - It S 0 ) _,
. 2 2 o
0 R ORT= =RV

Bevezetve a kidvetkezs jeloléseket a megoldando differencidlegyenlet:
a=+/72—¢g*>, A= =1,

62

o

)+ (€ + 2% — W)A(r) =0. (21)

Ezt az egyenletet elosztva |e|?-tel és bevezetve a g = g - sign(e) 1) allandot és a p = |e|r 4]
fiiggetlen valtozot. A megoldando egyenlet

5> g ala=2X) _
G )+ (1420 = S5 =0 () =0 (22)

2.3. A kapott differencidlegyenlet megoldasa szubkritikus esetben

A (22)-es egyenlet pontosan a jol ismert Coulomb probléma differencidlegyenlete|§]

0? n L(L+1)
T -2 2ET N poy
gl T (=2 =5 —)F=0,
amelynek regularis megoldéasa: Fp(n, p), amelyrdl tudni lehet, hogy teljesen valos.[9] Ezt

Osszehasonlitva a (22)-es egyenlettel lathato, hogy A = 1 esetére:

n=-g, L=a—1 vagy L = —a, (23)
tovabba A = —1 esetre:

n=-g, L=a vagy L =—a — 1. (24)

Figyelembe véve, hogy a = m bizonyos 7 kvantumszamokra, ha g > g. = %, a tisztan
képzetes lesz. Ennek az a kdvetkezménye, hogy ha a racsszerkezetbe keriil§ szennyezGdés
nagysagat jellemz6 g érték a kritikus g. értéke felett van (22) megoldasai megvaltoznak, ami
tovabbi kévetkezménye, hogy a megoldasokbol szamolt fizikai tulajdonsigok is valtoznak.

E dolgozatban a hangsiily a szubkritikus eseten van, amikor is g < g.. Ekkor felhasznalva,

1

hogy Fr(n,p — 0) ~ p**! a negativ indext tagok divergensek lennének, ha o € R. Ebbdl

11



az kovetkezik, hogy (22) megoldasait a szubkritikus esetben az F,(—g,p) és Fo,_1(—3,p)

Fontos hangstilyozni még, hogy a (21)-es egyenletben jelenléve ¢*-es tag miatt ez a modell
nem adhat kotott allapotokat. Hiszen a (21)-es egyenletnek r — oo esetben, az energia
elgjelétdl fiiggetleniil, trigonometrikus megoldésai lesznek, amelyek propagalo allapotokat

irnak le. Igy az energia spektruma folytonos.

2.3.1.  ¢i(r) és ¢P(r) fiiggvények aranya

A diagonalizalas eredményeképpen a radialis spinor komponensei a (22)-es differencialegyen-
letetet teljesitik. Egy masodrendi differenciadlegyenletnek két linearisan fiiggetlen megoldasa
van. Mivel a divergens tagokat, azaz a linearisan fiiggetlen megoldésok koziil az egyiket, mar
elhagytam, ezért ebbdl az kell kovetkezzen, hogy a spinor komponensei aranyosak. Erdekes

modon ezt az aranyossagot a (19)-es egyenlet méasodik méatrixa rogziti a

L-A -3 4
" T () o (25)
A Y A

egyenletrendszerben, ahol, amint méar (20)-ban lattuk A = :I:g2 = /\%. Ha A = +1, amihez
r r

az F,_1(—g, p) megoldas tartozik, akkor (25)-bél kifejezhets a két fliggvény aranya:

o)) _j—a_ _i-oa V7 ;

—a
= = = S - = ; .
@3 (r) g sV iti—a Vi ra T j+a

Itt s, = sign(x). Mivel a szubkritikus esetben a € R és [j| > |af, ezért j £ a = s;|j £ .

(26)

i

Hasonloan, ha A = —1, amihez az F,(—g, p) megoldas tartozik, a két fiiggvény aranya:
o/(r) _j+a __ jta jta _ Vli+a

(27)

=S - = S, .
orr) g s /PP—a2  Vi— Vi —al

2.4. A radialis egyenletrendszer teljes megoldasa a szubkritikus eset-

o
=
|
2

ben

A teljes megoldast a kovetkez6 alakban kell keresni:

1 (o} (r) 1 ay 1 a_

— = Fori(=3,0) + ———=
Ni\of(r)) Vi +82 \b, VaZ + 8 \ b

12



Ebben N; egy normaélési tényezd, amit majd kés6bb szamolok ki. Jelen esetben az egyre
normalt oszlopvektorok komponenseit hatdrozom meg. Bevezetve az uy jeldlést az egyre

normélt oszlopvektorokra:

1 Qa4 1 a_
Uy = —F——— , U = ———— (29)
Vai + bt by N
ekkor (28) a kovetkezs alakra irhato:
1 (&) _ _
F ’ = U+Fa—1(_gap) +U—Fa<_g>/0)- (30)
7 \¢7(r)

Tételezziik fel, hogy csak az F,_1(—g, p) megoldas van jelen, ekkor b, és a, aranya pontosan

a (26)-ban kiszamolt aranyt kell adja, amibél

by = sgiV1J —al, ar =+/]j+0a (31)

kivetkezik, amelynek normalasa: /a2 + b2 = /|7 — a| + [j + a| = 1/2]j|. Kovetkezének

tételezziik fel, hogy csak az F,(—g, p) megoldas van jelen, ekkor b_ és a_ aranya (27)-et kell

visszaadja, amibsl

bo = sgV/]j+al, a_ =+/]j—qf (32)

kovetkezik és normalésa az elébbivel egyezik meg. Ebbd&l az egyre normélt oszlopvektorok

alakja:

1 Vi £al

== : (33)

V1211 \sgi/1i F ol

Ezek utan a (14)-es egyenletrendszer teljes megoldasa:

1 o) 1 V0i+al 1 j— af

— S Fori(=3.0) + —— Fo(=3,p)(34)

N;j ¢F(r) V1231 \s4/17 — al. V1231 \ s,:/17 + a

Megjegyzem (34) a (14)-es egyenletrendszernek egy rogzitett +¢ energian vett megoldasa.
Negativ —e energiahoz tartozo megoldas (34)-re ortogonalis kell legyen, hiszen két kiilonb6z6

sajatértékhez tartozo sajatvektor ortogonalis. Ennek az a kovetkezménye, hogy (34)-ben

13



megjelenik még egy kifejezés ami az energia elGjelétsl fiigg. Megfigyelhets az is, hogy a
(22)-es differencialegyenletbe az egyetlen hely ahol € belép ott g-vel szorzodik, igy g elGjel-
valtozasa ugyanazt a hatast éri el, a differencidlegyenlet megoldasa szempontjabol, mint e
elgjelvaltozasa. Ennek megfelelGen a végsé megoldas:

1 [ o(r) 1 V1 +al

F e a—l(_gvp)

j gbf(r) V2] sgiv/ 17 — al.

2.4.1. A normalasi konstans meghatarozasa

Sge |j - Oé|

V1271 SgiV/ 17+ @

Fo(=g,0)(35)

A normalasi feltétel (13) alapjan és az energiaspektrum folytonossaga miatt a kovetkezskép-

pen irhato:

[ o) selr) e = Bl - ). (30

Ezt i = j és € — € esetben szimbolikusan gy irhatjuk, hogy

/ 30, @) dr = 6(0), (37)

amelybdl

/000/0 Xy o) + [ Xo(r, )2 rdrde = 8(0). (38)

Elvégezve a ¢ szerinti integralast és behelyettesitve a radidlis részeket, azt kapjuk, hogy

|1t + PR ar = 5-500) (39)

végiil (35) felhasznalasaval az elvégzendd integral:
o] ~ ~ g ~ . 1
V2 [T EL 0 + F ) + 2 Fas =0 Fa( el ar = 5-600). (1)

Ez az integral elvégezhets, az alabbi formula segitségével (Isd. A.2.):

ee T
/ FL1 (777 €Z>FL2 (777 flz) dZ = COS(®L1 - 6L2)§5(§ - 5/)7 (41)
0
L
Op =argl'(L+1+in) — TF
j2
Amibél a normélasi konstans: Nj2 = i
21202

14



A (35)-0s Osszefiiggés és N; ismerete azt jelenti, hogy szubkritikus és S = % esetre a
Dirac-Kepler problémat megoldottam. (10) alapjan kiszamolhato, hogy a kritikus g. értékhez
Z. =~ 0.5 ¢, rendszam tartozik. Péld4ul, ha a grafénréteg SiO, kozegben van, akkor Z, ~ 1,
de méas kozegben létrehozva, ez a kritikus Z érték novelhetd|7]: Ammonia esetén: Z. ~ 12,

viz esetén: Z, ~ 40. Igy a szubkritikus eset tanulmanyozasa is indokolt.

2.5. Lokalis allapotstrtiség

A lokalis allapotsiirtiség azt mutatja meg, hogy egy r pontban mennyi az E koriili dE
intervallumban a lehetséges elektron allapotok szama. Képlettel kifejezve:

N(e,r) =Y [Upl*S(e — E). (42)

E

Ahol U a (3)-as sajatértékegyenlethez tartozo sajatvektor egy rogzitett E sajatérték esetén.
| U |? megtalalasi valoszintség siiriség felirhato, mint
oo
el =Y sl (43)
j=—00

hiszen a Vg megoldas ortogondlis és kiilonboz6 j-hez tartozd ¢, g jarulékokbol épiilnek fel.
Az Osszegzés természetesen feles j-kre értendd, ahogy azt (9) is mutatja. Behelyettesitve
(42)-be és elvégezve az Osszegzést E-re, ami folytonossaga miatt integralassa alakul, a lokalis

allapotstriiség kifejezése

o0

Z il = 30 (61 0IF + 165 0)F). (44)
Felhasznalva (40)-et
V) = 30 S (FL ) + F -0+ 230 Fua (3, e Fal= ) (49

Ha g — 0, akkor a Coulomb fiiggvények Bessel fiiggvényekké alakulnak|[10| figyelembe véve

(9)-et is visszakapjuk a tiszta grafénracs allapotstiriiségét:
00 N -
Niissta(€,7) = Z TJ§|€|T<J|§|,%(|€|T) + J|§~|+%(|E|T)> =

= 57 3 () + Rae) = 5 (46)
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(46) méasodik soraban az Osszegzés elvégezhetd és pontosan 1-et ad eredményiil[11].
Osszehasonlitva a tiszta és szennyezett grafén allapotsiriiségét azonnal lathato, hogy az
elektron-lyuk szimmetria elvész, hiszen (45)-6s képletben megjelenik az energia elGjele. Ha
g > 0, akkor a szennyez§ a negativ energidkon csokkenti, mig a pozitiv energidkon noveli az
allapotstiriiséget. Az is észrevehets, hogy r novelésével a szennyezett grafén allapotstriisége

e o

hasonlitani kezd a tiszta grafén allapotsiirtiségéhez. Fz megnyugtato, hiszen az varhato,

hogy tavolodva a szennyez6déstdl, annak hatasa csokken. Mindezeket a kovetkez6 abrakon
1

szemléltetem (a képeken g = 6 értéket valasztottam, fekete szaggatott-pontozott vonal a

tiszta eset, mig a piros folytonos vonal a szennyezett eset):

0.09
0.08 4
0.07 4
~ | e
5 06 -
3 0.06 4
» s
i 0.05 4
N N(e r) °% ’
Y /'
o 0.04 e
N a
" 0.03 o )
\ o
N 0.2 »
N, %
801/,
e
T T T T - T T T 1
04 03 02 01 0 01 02 03 04
€

5. abra. A lokalis allapotsiirtiség r = 1 esetben

5 0.06 - /
0.05 4 7
5 0.04 -

" 0.03 4 “

6. abra. A lokalis allapotsiiriiség r = 5 esetben
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\ v
v 0.06 s
n i
3 0.0 4
. ‘
. v
N 0.04 - 4
5 i
~N(e,r) it
5 0.03 4 /s
\ ¥
- g
g o] ‘/
. .
2014 Af
v
N/
‘ : ‘ : . —— ‘
04 03 02 -01 @ 01 02 03 04
€
p fTre 4 PRy
7. abra. A lokalis &llapotsiirtiség r = 10 esetben
\ /
" 0.06 !
\\ ¢
9 0.05 1 &
: 7
‘.\ /
i 0.04 4 i
: z
YN(e r) /
3 003 4 i
5 /
W 0024 i
\\ ,l‘
8014 7
5|
w
7
‘ . ‘ . : ‘ : ‘
04 03 02 -01 @ 01 02 03 04
[

8. abra. A lokéalis allapots
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3. A Dirac-Kepler probléma az S =1 esetben

A tanulmanyozand6 egyenlet:

Zer 1
< .2 (47)

4mege, T

HY = (S - p+V)U=ET , V=V(r)=—

A potencidlt levalasztva a Hamilton operator alakja henger koordinatédkban (felhasznélva

(2)-6t)

0 Do — 1Py 0
F . .
'UFS‘p:E Pz +ipy 0 Pr—ipy | =
0 Do + 1Dy 0

0 e (—ras —igr) 0
1% . .
= 7% etie(L2 — i) 0 e (=t —ig) | - (48)
0 e (s —igr) 0

alakt lesz. Az impulzusmomentum z komponensének operatora, ebben az esetben is felcse-

rélhet a Hamilton operatorral (Isd.(5)), ezért a sajatfiiggvényeik megegyeznek.

3.1. J, sajatfiiggvényei

Az impulzusmomentum operatoranak alakja (h = 1):

)
J.=L.+8, = 0 —iZ 0 : (49)
)
0 O —Z% — 1

A J, egy 3 x 3-es matrixszal adott, ennek megfelelGen a hozza tartozo sajatvektorok harom-

komponenst vektorok, amelyek alakja:

1 0 0 Xl (Tu gp)
v = 0 Xl (Tu 90) + 11 XQ(T7 90) 0 X3<T7 (10) = X?(Tv 90) : (50)
0 0 1 Xs(r, ¢)

1
Teljesen hasonléan, mint az S = 3 esetben J, sajatértékegyenletében az operaciok csak a

¢ valtozora hatnak, ezért X, 3(r, ¢)-t szorzatalakba irva, a kapott differencidlegyenletek
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szeparalhatoak, megoldasuk:
Al(r)ei(j_l)“’
LU =0 0= | Ayr)eie | (51)
Ag(r)ei(jﬂ)@
Felhasznalva, hogy a hullamfiiggvények szogfiiggése periodikus kell legyen, azaz U(r, p) =
U(r,p + 2m) a j értéke csak egész értékeket vehet fel:

j=0,4+1,42, 43, ... (52)

Megjegyzem, hogy minden j értékhez harom hullamfiiggvény tartozik, igy minden j sajat-

érték haromszorosan degeneralt az (51) egyenletben.

3.2. A radialis egyenletrendszer

Az (51)-ben adott ¥ sajatvektora a (47)-ben adott Hamilton operatoranak, ezért behelyet-
tesitve megkapjuk a radidlis egyenleteket. Az egyszeriiség kedvéért, most is bevezetek 1]

allandodkat:

vaze*  _ V2E (53)

)
47T€0€rl/p Vg

9

Tehat a radialis egyenleteket megkapjuk, ha

—(e+9) e‘i‘P(—%% — i) 0 Ay (r)etU=be
e+i@(%% _ Z%) —(e+ %> e—iw(_%% — Z%) Ay (r)e® =0 (54)
0 e+w(%% _ i%) —(e+9) Ag(r)etlite

egyenletrendszerben elvégezziik a ¢ valtozora hato operaciokat. Ennek eredménye:

—(e+92) —i(l+2) 0 Ay (r)
(2 =2y e+ ) (I 2y | | Ay(r) | =0. (55)
0 i(2—%5)  —(e+9) As(r)

Az offdiagonélisban megjelend imaginarius egységek eltiintethetGek, ha a spinort hasonléan

valasztjuk meg, mint (13):

U=1tjr,p)=—7=| iol(r)eie |, (56)
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ekkor a megoldando radiélis egyenletrendszer végsé alakja:

iyl
e+ 2 %—% 0 o7 (r)
1 -1
N R o
1
0 ]J;Q—% e+2 PP (r)

A megoldast megkiséreltem a (14)-es egyenlet diagonalizalasahoz hasonlo technikaval. Az
els6 egyenletbdl ki lehet fejezni gzﬁj‘(r)—t

E¢H<r) + 2L pH (1)
¢34(7,) —_r 7 " g@r J ) (58)
Ezt behelyettesitve (57) masodik egyenletébe azt kaptam:

—1y2 i—1 ji—1
ol + Ao | TRl + 1

9 H
_ r2 r Brzb] ( ) 8r2¢ ( ) +
€+ P €+ -
Hhof ) + £of'0) j+} 0
+5 o et Dol (1) +—267(r) + 567 (r) = 0, (59)

aminek harmadik tagjaban felfedezhet6 az (58)-as képlettel adott ¢ (r). Kovetkezének (57)
harmadik egyenletébdl ¢ (r)-t fejeztem ki:

it3 H o H
—= ¢j (r) + 7¢j (1)
o7 (r) = T (60)

Most ezt kell berakni (59)-be:

igb;x(?a) . G- 2) ¢H( ) —j+3 6¢H( ) —j;Q%QﬁJH(T) Jré ad7«¢H( ) a,z?bH( )

r? e+ 4 €+ 2 e+ 2 -
G+3)° | it 9 0 J+2 H it3 0 . H o
9\ m —F0; () + 250, () ol (r) = 52 2ot (r) + £500 (r)
AP 61
+(e+r)¢J (r) + — + — +(61)
g =208 () + 5ol (r)
3 9)2 =0,
r (e+9)
aminek az utolso tagjaban megjelenik ¢ (r). Beszorozva (61)-et (e + g)—rel, az 1j egyenlet-
rendszer:
iyl
e+d 222 A(r)
1
N AL



ahol D, a (61)-ben a ¢! (r)-re hato differencidloperator. A (62)-es képleten észrevehetd,
hogy minden differencidlas a kozépsé fiiggvényre hat, ezért ebben az esetben nem lehet,
olyan moédon diagonalizalni az egyenletet, ahogy azt az S = % esetben lattuk. Ezért az
(57)-es egyenletrendszer megoldaséhoz, ki kell fejezni a ¢ (r) differencidlegyenletét, majd
annak a megoldasabol a masik két fiiggvényt meghatarozhatjuk az (58) és (60)-as képlet
segitségével.

Ez egyaltalan nem meglepd, hiszen ahogy a 3. abran is latszik, a kozéps6 H-val jelolt
bazisatom kitiintetett szerepi, hiszen az koti 6ssze a masik két bazisatomot. Megjegyzem a
megnevezésiik is ezt tiikrozi, hiszen a H a "hub" (kézponti)-ra utal, A és B neve "rims" (keret).

A (61)-es egyenlet kibogozésa utan a kovetkezd egyenlet adodik ¢¥f (r)-ra
g

SO0+ ol + (e 27 - T - Yol =0

re+rgor’"’ r2

Amit a tortek szétvalasztasaval egyszertibb (atlathatobb) alakra lehet hozni:

€2

0% 1 € H € Yty %_ﬂ_}; 29 H
ﬁ%(ﬂ—i_(r re—l—g) ¢<) <§+ r + 72 _re—l—g)%(?ﬂ)_o'(%)

Azonnal szembetiinik, hogy €? jelenléte miatt, most sem lehetnek kotott allapot megoldasok,
hasonlé okokbol, mint a grafénnal. Ez azt jelenti az energiaspektrum most is folytonos.

A diszperzi6 nélkiili sav miatt kiilon kell kezelni az € = 0 és az € # 0 esetet. Ha e # 0,
akkor eloszthatom (63)-at e2-tel, majd bevezetve az 1j p = |e|r valtozot és g = s.g allandot,
a megoldando egyenlet végiil a

2 g4 L @ _ 2 1

Tt o+ G- ) o+ (3+ B TR E =0 (o
alakot olti. Ha € = 0 akkor a (63)—as differencidlegyenlet egyszeri alakra redukalodik:

>’ H _2_]_4H
Do) + Lt + T il =

Ennek megoldasdnak

7"(91”

§Z§H Cl’f’\/] +4 +CQT7V]2+477

alakjan latszik, hogy megjelenik egy kritikus g érték, ami alatt ez a megoldas nem kezelhetd.
Ugyanis vagy az origbban, vagy pedig a végtelenben divergal, ezért C; = Cy = 0.
Kritikus g f6l6tt azonban jol viselkedik. Ebben a dolgozatban a szubkritikus eseten van

a hangsily, igy a szuperkritikus esetet most nem vizsgalom.
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3.3. A qbf (p) differencidlegyenletének megoldasa

A (64)-es differencialegyenletnek 4 darab szingularis pontja van: z; = —¢§ a masik a
végtelenben, mig a zp = 0 kétszeres szingularis pont. A szingularis pontok szama miatt (64)
Heun-féle differencidlegyenlet|12] és 2o = 0 szingularis pontoknak a konfluencidja miatt (64)
egy Konfluens Heun-féle differencidlegyenlet. Ez altalanosan

o2

@w(z) + (4]9 + g + i >%w(z) + (E + W—_O)w(z> =0 (65)

z—1 z z—1

alaki|[14], aminek megoldasa

1 1
w(z) = C1He(dp, —1 4+ v, —1 4+ 6, —2p(0 — 2a + 7), 5(—5 +4p)y — o + 3 z) +
1 1
+022177Hc(4p, 1—7,—149,—2p(d — 2 + ), 5(—(5 +4p)y — o + Y ), (66)

ahol He(a, b, ¢, d, e, z) a konfluens Heun fiiggvény. A cél az, hogy a (64)-es egyenletet (65)-0s

alakra hozzuk. Ennek érdekében el kell végezni egy s-homotopikus transzformaciot|15]
0 (p) = w(p)e™ Vi p=V I i, (67)

aminek eredményeképpen a (64)-es egyenlet a kovetkezéve alakul[16]:

. 52
52 1+24/52+5 - % 1 \ O
—w(p) + <i iv2 + — ~)—w(p) +
op? p p+g/0p
i ~ 1 P2+-G 91 _ g i S L
Gt st S A A A S e B S WO
- w(p) = 0.
p p+3
Kovetkezének az Gj z = —é’ valtozot, aminek hatésara az egyenlet
. 52
52 1+2y/72+1 - % 1\ 0
i N NOY _ >_
02?2 (Z)+< /2] + z z—1/0z (2) +
TRI P EP IS VP
—i—( +
z
i~ 52
tHI+3 TN+ %
+ 1 )w(z) =0
Z_
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alaki lesz. Osszehasonlitva (65)-tel és (66)-tal a keresett megoldas, ami mar korlatozza az

e /. 1 g o oy 3
w(z) :CIHC(_Z\/gga +2 ]2+Z - %a_2a_927g2+§72>+

: 72 1 2 3
+022_2V32+i_g7Hc(—i\/§§, —2\/]'2 + 1 %, -2,-3%, 3 + 5 z). (68)

Ennek és (67) alapjan a keresett megoldas:

il 4 2 - /. 1 g2 P 3
§Z5§{<;0) :Ole \/p§p+ j2+%7%HC(_Z\/§g7 +2 J2+Z - %7_27_g2ag2+§7_§)+

s ) 2 o ) 1 g2 " 3
e VI He(—iv/2G, —24 /2 + i %, -2,-5". 5"+ 3 —g)- (69)

A megoldas alapjan rogton latni lehet, hogy az S = 1 esetben is megjelenik egy kritikus g

elGjeleket:

érték, hiszen teljesen mas tipusi lesz a (69)-es fliggvény, ha a p kitevGjében vagy a konfluens

Heun fiiggvény masodik paraméterében szereplé négyzetgyok alatt negativ szam van. A
1

legkisebb j értéke alapjan a kritikus kolesonhatas: g. = E A tovabbiakban a szubkritikus

esettel foglalkozom, azaz amikor g < g..

Szubkritikus esetben ki kell hasznalni a konfluens Heun fiiggvény norméalasat|13]
He(a,b,c,d,e,0) =1,

ami alapjan lathato, hogy (69) akkor nem fog divergélni p — 0 esetben, ha Cy = 0. Felhasz-
nélva az (58)-as és (60)-as képletet, a radialis egyenletek megoldasat, e # 0 esetén, az alabbi

formaban irhatjuk:

. i . G2
B A IR e (O B R VE ARl LGOI I IS G )
e P 172 -
— | ¢! = - §)He(—iv/2g, +24/72 +1 -2 -2 32 52+ 3, -2
N, yB(T) - (p+.9) 1C( ffgﬁr' \/]1+%2 - =2,-G% 9"+ 5,5
7 (T) (_ 2 \Z/_% + j2 + 1 %)HC<X17X27X3JX4JX57_§)
. e~ /. 52 9 ~
il 0,1 32 HCP(-Z\/ZQ,—’-Q ]2+i_%7_27_92a92+%>_§)
e Va2p ItiTT ¢
- —— 0 (70)
Pty g

HeP(=iv25, 424/ + 1 = 5. -2, =%, + §,—%)

7ah01 HC(X17X27 X3y X4, X5; _§> = HC(_Z\/§§7 +2 \/ .j2 + % - %7 _27 _§27g2+%7 _§> Tovabba

a konfluens Heun fiiggvény derivaltjanak a fent lathato jelolése:

diHC(a, b,c,d,e,z) = HeP(a,b,c,d, e, 2).
z
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3.4. A normalasi tényezd meghatarozasa

A normalasi feltétel megegyezik (36)-tal. Az (56)-os kifejezés alapjan, ezt szimbolikusan

| el R + 6 0 ar = 5-50), ()

alakban irhatjuk. A normaélasi tényezé meghatarozasahoz, tehat a konfluens Heun fiiggvé-
nyek integraljait kell kiszdmolni. E helyett azt hasznéljuk ki, hogy a jobb oldal divergens,
tehat a bal oldalon elegend6 azokat a tagokat figyelembe venni, amelyeknek az integrélja,
szintén Dirac-deltat eredményez, hiszen a véges tagok a divergens tagok mellett elhanyagol-
hatoak. Ezt figyelembe véve elég a bal oldali kifejezés aszimptotikus alakjanak az integraljat

elvégezni.

3.4.1. A probléma aszimptotikus megoldasa

Térjiink vissza az (57)-es egyenletrednszerhez. Azt lehet észrevenni, hogy ha az elsg egyen-
letbdl kivonjuk a harmadikat, akkor eltiinik a gij (r) derivaltja és a harom fiiggvény kozott

egy algebrai Osszefiiggést kapunk. Ennek tekintetében vezessiik be a kovetkezs fliggvényeket:

o5 (r) = 67 (r) + 67 (r),
¢; (r) = 67 (r) — &7 (r). (72)

Az (57)-es egyenlet az elsé és harmadik egyenlet dsszeadasaval és kivonasaval az alabbi

e+ 2 %—2% 0 qﬁj(r)

L4+2 42 = o (r) [ =0, (73)

2 e+ 2] \o;(r)

alakra hozhatjuk. A harmadik egyenletbdl kifejezhets ¢ (r), amit ha berakunk a mésodik

egyenletbe, akkor az egyenletrendszert 2 x 2-re redukaltuk:

i 1eag ) (s0) -
e 5 (r)
Amibdl végiil az
T N N -
Her D+ 8) 3+’ -5 o)



egyenletrendszerhez jutunk. Amit a grafénnél latott diagonalizalasi eljarassal a kovetkezd

alakra hozhatunk (lsd. A.3.):

o2 _;2_3 242 (2e+2)
e Gerdie =) A ) (90) (76)
_ 2.1 ’
o gt (3e+ D2+ =71) )\ ()

Ennek az egyenletrendszernek az els6 soraban fogunk élni aszimptotikus kozelitéssel. Vizs-

galjuk meg, hogy mikor teljesiil az

25 (2 + ¢
PR )
72 r3 (e+2)?

Osszefiiggés. Szubkritikus esetben g < %, emiatt elég vizsgalni az

442
94
er

(77)

2
osszefiiggést. Lathato, hogy ha g ~ %, akkor (77) r — oo esetben teljesiil, ami pont a

keresett aszimptotikus eset. A megoldando egyenlet, tehét

2_3

Pt % 5 (1)
P (Ye+ 224 25y )\ ()

2
%—i— (%(64—

il

= 0. (78)

o
)

2r

Ennek az aszimptotikdnak egy masik kovetkezménye a (73)-as egyenletrendszer harmadik

egyenletére vonatkozoan az, hogy

67) = = 0l(r), v =00 = 6}~ 0P (), (79)

A (78)-as egyenletrendszer matrixat a (18)-nal latott modszerrel

21

£+ e+ 2r - 28 4 0 (- s
21

0 g+ (le+ 27 —555) + A ar g A

(80)

alakba frjuk. A-t 4gy valasztjuk, hogy annak az allapotvektorra vett hatésa 0 legyen, ekkor:

R Ji-¢%
2 Tl=0s A=+ (81)
B g A "
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Vezessiik be a konnyebbség kedvéért a kovetkezdket:

—_

g2
iT7

1 g
=4/- — =. 82
Yo 1 9 ( )

A diagonalizalas eredményeképpen, tehat a ¢ (1) és @i (r)-t megoldo differencialegyenlet:

T=\7

0 e g Y Fn
— = — =0. 83
Or2 (T) + ( 5 + 2 )Qb(’l") ( )
2
Elosztva |2—‘—Vel és az 4j p = % valtozot és g = s.g allandot bevezetve a megoldandd
egyenlet:
0 V25 Y F
. 1 - ) ~0. 84
500+ (15 = T )0() (84)

Aminek megoldésai a grafénnél latott Coulomb hullamfiiggvények, a regularitast figyelembe

I ) és
V2

véve a megoldast az alabbi Coulomb fiiggvények linearis kombinacioi adjak: Fp,(—

FLz(_%a p)a ahol

1 1 ]
L1:—§—|—\/Z+]2+’7(2)+’}/0,
| R
L2=—§+ 14‘]24‘%—70' (85)

A (80)-as képlet masodik matrixa hasonlo okokbol, mint a grafénnal most is régziti ¢ (r) és

¢ (r) ardnyat:

702
akkor a két fiiggvény aranya:

or(r)  299—1  —2(5 - \/—m

_1 _ A 9 +(r
SN N A0 B (56)
mz zr—A) \g ()
ahol mint mar lattuk A = +2° )\% Ha A = +1, amihez tartozé megoldas FLZ(—%, 0),

= = (87)
o3 (r) g sg\/_ /1 V142
Ha A = —1, amihez az F Ll(—%, p) megoldas tartozik, akkor a fiiggvények aranya:
T(r —27%—1 —2(5 + V142
ij ( ) o Yo ( ’70 o \/_ + 70 (88)

o) 9 e/t VI=2y

26



Végiil a teljes megoldast a kdvetkezs alakban kell irni:

. be(r) . Ay ~ ) a— ~

J J
— et | = Fr,(——=,p) + b | Fr(—==,p),(89
A A NN be | Fal V2 °) NN ul V2 oH39)

o7 (r) cr c_

ahol az ay,by és cy egyiitthatokat a (87)-es és (88)-as aranyokbol lehet kiszamolni. A (79)-
es feltételbsl az ered, hogy ¢ (r) = 2¢7(r) = 2¢7(r). Mindezek alapjan (89)-et felirhatjuk

végleges alakjaban:

] (/bgA(T) ) =V 1 =27 } X -1+ 27 i
N o7 (r) | =35 | savVZ+ 470 FLQ(—%, P+ 3 | sov2=F0 FLl(—%, p).  (90)
7 (r) —VI=2% —TF 2%

Mostmar, hogy a keziinkben az aszimptotikus megoldas kiszamolhatjuk a (71)-es integ-

ralt, ami a kovetkez6 alakava irhato (90) alapjan:

N [ R ) + =T+ VR P (=S ) Pra(— ) dr = 0(0), (o)

A bal oldali integral elvégezhets a (41)-es képlet segitségével, aminek alapjan a norméalasi

tényezd:

N;? = 2\/§7TQ<1 + % cos(Or, — @Lz))' (92)

Az (56)-0s, (70)-es és (92)-es képlet ismerete azt jelenti, hogy a Dirac-Kepler problémat

az S = 1 és szubkritikus esetben megoldottam.

3.5. Lokalis Allapotstrtiség

A lokalis allapotstiriség kifejezése, ahogy azt (44) is mutatja

[e.9]

N(er)= ) Wyl = Z %(Icﬁj‘(f)l“r!¢f(f)l2+|¢f(7‘)|2) (93)

j=—o0 j==o0
alaki, ahol az Osszegzés most egész j értékeket vesz fel(52). Ebbe a kifejezésbe kell be-
helyettesiteni a (70)-es képletben adott megoldéast. Sok érdekesség vehetd észre ebben a

kifejezésben. Az elsG az, hogy € — 0 esetben nem fog divergalni a kifejezés, pedig a T3 racs
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tiszta esetének az allapotstirtiségében van egy Dirac-deltal3|, viszont a divergencia megje-
lenik, akkor amikor |e|r + g = 0. Ez azt jelenti, hogy a tiszta eset allapotsiiriségének a
divergenciija eltolodik a Coulomb kolcsénhatas erésségétdl fiiggen. A masodik pedig, hogy
r novelésével ez a divergencia tart vissza az origdba, ami megegyezik azzal a varakozassal,
hogy tavolodva a szennyezd6tdl a tiszta eset allapotstirtségeit kapjuk vissza. Az els6 két képen

ennek a Dirac-delta szerti résznek az eltolodéasa lathato (g = 3).

10000
8000

N(e.r)

6000

2000

9. abra. A lokalis allapotsiirtiség r = 1 esetben

000 -
N(e.r)

300+

600 4

2004

10. abra. A lokalis allapotsiiriiség » = 4 esetben

A tiszta esetben az allapotstiriiségben egzakt Dirac-delta jelenik meg, viszont ebben az

esetben megfigyelhetd a divergencia kiszélesedése, ez a kiszélesedés az allapotsiirtiség kifeje-
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zésében megjelend

1

(dr + )7 e

szorzofaktornak koszonhetd, ez a divergencia mértéke is egyben.

0.6

N(e.r)

11. abra. A lokalis allapotstirtiség » = 1 esetben

05
N(e.r)

0.4

12. abra. A lokalis allapotsiiriiség » = 4 esetben

Ezeken az abrakon jol lathatoé az enegiaspektrum diszperziv része esetében a lokalis alla-

potstiriiség, ami a grafénéhoz hasonléan linearis, ami megfelel a varakozasoknak.[3]
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4. Osszefoglalas

A dolgozat soréan az altalanositott Dirac egyenlettel leirhatd kétdimenzios racsokat vizs-
galtam. Az egyik ilyen a grafénracs volt, amely sok felhasznalasi lehetGséget tartogat maga-
ban, a mésik pedig az érdekes tulajdonsidgokkal bir6, példaul diszperzié nélkiili sdv, Ggyne-
vezett T3 racs, hasonlo diszperzio nélkiili savval rendelkezik, szoros kotési kozelitésben, az
élcentralt négyzetracs (CuO,). Megvizsgaltam, hogy ha ezekbe a racsokba toltéssel rendel-
kezG szennyezGdés keriil, akkor mi torténik a lokalis allapotstiriiséggel. Ehhez a Dirac-Kepler
problémét kellett megoldani a pszeudo-spin S = % és S = 1 esetben.

A megoldas meneténél a [4]| cikkre tdmaszkodtam, de szdmolasaimmal néhol eltértem
t6liikk. A megoldas soran mindketts esetben nyilvanvalova valt, hogy létezik egy kritikus
kolcsonhatasi érték g., ami felett a probléma megoldésainak tulajdonsagai megvéltoznak.
Példaul a szuperkritikus eset tanulmanyozasanal kideriil, hogy (23) és (24)-ben kozolt Osszes
megoldas jol viselkedik az origoban, tovabba (69)-ben Cy # 0 is jol viselkedd megoldast ad.
Ennek kezelésére egy levagast kell bevezetni az origd koriil. Ebben a dolgozatban, viszont
csak a szubkritikus g < g. esettel foglalkoztam és ennek részleteibe meriiltem bele. FEnnek
eredménye az altalanositott Dirac egyenlet megoldisa Coulomb potencidl jelenléte mellett,
valamint a lokdlis allapotstirtiségek viselkedésének vizsgalata. Megemlitem még a (41)-es
képletnél taldlhato formulat, amit a szakirodalomban nem talaltam meg, ezért sajat magam
szamoltam ki. (Isd. A.2.)

Az eredmények helyességét tesztelni lehetne a szoros kotési kozelités Hamilton operato-
ranak numerikus tanulmanyozasaval. A grafén esetében, a [4| cikkben ez mar megtortént,
tovabba kisérletileg is ellendrizték [17]. Ezek eredményei a Dirac egyenlettel valo leiras he-

lyességét tamasztottak ala.
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A. Matematikai fiiggelék

A.1. H és J, felcserélési relacidja

A kovetkezs felcserélési relaciokat ismerjiik (A = 1):

[ xyLz] = _ipy>

[py7 Lz] - ipx-

Tovabba tudjuk, hogy L, a centralis potencial kifejezésével felcserélhetd (Isd. H-atom prob-

léma), ezek tekintetében:

[H, L.] = ve([Supas L] + [Spys L)) = vi(Selpes L] + S, lpys L)) = v (—iSup, + iS,p.)95)

A kovetkez§ feleserélési relaciohoz a spin operatorok feleserélési relacioit kell hasznalni:
[Sz, Syl =1S,,  [Sy,S:] = iS4, [5:, 5] = 1S,

Megjegyzendd, hogy az implulzus operdtora, mint differencidloperéator felcserél a szamokbol

allo spin operatorokkal:
[H, S2] = v (pa[Se, S2] + py[Sy, S2]) = ve(=peSy + ipySe) = ve(iSepy — Sypsz).  (96)

A (94)-es és (95)-0s képletbdl kovetkezik az (5)-6s képlet.
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A.2. A Coulomb fiiggvények integralja

A Coulomb fiiggvények aszimptotikus viselkedése z — oo és addicios tételek:

Fr(n,z) ~sin(z —nln2z — Lg + o) =sin(z —nln2z+6y),
op =arg(L +1+1n),
sin(a + ) = sin acos § + sin 3 cos «,

cos(aw — ) = cos acos f + sin asin 3

Mivel az integral impropius, ezért elegendé a Coulomb fiiggvény aszimptotikus viselkedését

venni, tovabba mivel z > In z:
/OOO Fr,(n,62)Fr,(n,&'2)dz = /OOO sin(éz+ Oy, )sin(¢'z +Op,) dz =
= /OOO sin(£z) sin(£'z) cos O, cos O, + cos(§z) cos(§'z) sinO, sin O, dz +
+ /000 sin(§2) cos(£'z) cos O, sin O, + sin(£'z) cos(£z) sin Oy, cos O, dz. (97)

Mivel nekiink £ — &’ eset az érdekes, ezért most is azt nézziik. Ennek alapjan (96) masodik
soraban lévé z fiiggs tagok megegyeznek, ha z — oo. A harmadik sorban 1évé kifejezések

pedig a Dirac-delta mellett elhanyagolhatoak, ezért (96)-ot a kovetkez6képpen lehet folytatni:

(cosOp, cosOp, +sinOp, sinOy,) / sin(£z) sin(£'z) dz = cos(Op, — @L2)g5(€ —&'). (98)
0

A.3. A (75)-6s egyenletrendszer részleges diagonalizalasa
Els6 lépésben (75) els6 egyenletébdl kifejezziik (bj (r)-t a (bf(r) fiiggvényében

(25 — 3)o) ()

¢; (r) = —"— - (99)
amit behelyettesitjiik (75) masodik egyenletébe:
199 i .m 1, g1 9 Q2F—-NHef(r)
[Hle+ 2 =510 () + 5le+ D)5, + 5 )5 =0 (100)
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Most, a(99) masodik tagjaban szerepld derivaltat kell elvégezni:

2 r’2r  Or e+ 4 r’2r  Or (e+9)
g 1200 o) g PO 10elw) | el
J\2r Or 4r? J or? 2r __ Or 2r2
(e—i—r) (€5 9) —I—(e—i—r) (€19 +
H T H T
- g)%(a¢f§r( ) ¢]2£ )) B [(iaqﬁJH(r) B ¢f(r)) (82(25?(7“) B i@(b]H(r) N gij(T))] N
r (e+9)2 S R2r o 4r2 or? 2r  Or 2r2
¢ (r) ol (r) ¢ (r)  oH(r)
i( or - T o ) _ aqujH(T) QSJH(T) +i( or T or ) (101)
r2 (e+9) or? 42 r2 (e+9) '
Ezt visszahelyettesitve (99)-be azt kapjuk hogy
) ¢t (r) i (r)
1 92 j? H 82¢§I(T) ¢JH(T) g ( 5 T 3 )
Z N2 _ Lt = r r - =. 102
[2(€+r> r2]¢] () + Or? + 42 +T2 (e+9) 0 (102)

Most figyelembe véve hogy (101) utolsé tagjaban pontosan a (98)-ban szerepld qﬁj(r) fele

jelenik meg, ezért felirhatd, hogy:

o2 _452 1
[+ (et 22+ 06 + Loy =0 (103)

Hasonl6 modszerrel kell kifejezni a masik fliggvényt is.
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