MUEGYETEM 1782

TDK dolgozat

Wigner-kristaly elméleti vizsgalata félvezeto
szén nanocsovekben

Sarkany Lorinc

TEMAVEZETO: DR. SZIRMAI EDINA ES PROF. ZARAND GERGELY
BME FizikAl INTEZET
ELMELETI F1ZIKA TANSZEK

A dolgozat bemutatdsat a TAMOP - 4.2.2.B-10/1-2010-0009 ”Uj tehetséggondozé
programok és kutatasok a Miiegyetem tudoményos miihelyeiben” cimi program

tamogatta.

2012. oktober 29.
Budapest



Tartalomjegyzék
1. Bevezetés és célkitiizések

2. Alapok
2.1. Szén nanocsovek szerkezete, az izospin
2.2. A Wigner-kristdly . . . . .. ... ...

2.3. A nanocs6 hullamfiiggvényei: k - p perturbacioszamitas . . . . . . . . ..

2.4. Hulldmcsomagok . . . .. .. ... ..

3. A modell
3.1. Hartree-kozelités . . . . . . . . .. ..
3.2. A kicserélodési kolesonhatéds . . . . ..

3.3. A kicserélédés szemiklasszikus szamitasa
4. Osszefoglalas, kitekintés
5. Koszonetnyilvanitas

A. Figgelék: uyq kiszamitasa

N O w W

10

11
11
14
22

24

25

25



1. Bevezetés és célkitiizések

Két, onmagaban is nagy érdeklodéssel kutatott teriilethez is be lehet sorolni a témat,
melyrdl e dolgozat szél: szén nanocsovek és Wigner-kristalyok.

A szén nanocsovek erdsen kolecsonhato egydimenzids elektrongazként szamos olyan
jelenséget mutatnak, melyek nincsenek jelen egy két- vagy haromdimenziés gazban. Ilyen
példaul a spin-toltés szeparacid, vagy az alacsony energias egyrészecske-gerjesztések hianya
[1]. Elektronszerkezetiik alapvetéen fiigg a geometridjuktdl: lehetnek fémesek és félvezetSk
is. Alacsony homérsékleten a félvezeté nanocsovek alapallapotu elektronjai egy jol de-
finidlt hullamszammal keringenek a tengely koriil egyik, vagy masik irdnyba, igy orbitalis
magneses momentummal is rendelkeznek a spinjiikkén tul [2]. Ez az orbitdlis momentum
egy ujfajta ,spin” szabadsagi fokot jelent, izospinnek nevezziik.

A Wigner-kristaly egy régen megjosolt jelenség: kettonél magasabb dimenzidban, ala-
csony stirtiségeknél egy kvantum fazisalakulds megy végbe az elektrongézban [3]|. Az elekt-
ronok kozt fellépé Coulomb-taszitas periodikus racsba lokalizélja az elektronokat. Egy
dimenziéban nincs ilyen fazisatalakulas, de hig hatdresetben megfigyelhet6 egy Wigner-
kristaly jellegli rendezodés. Ennek a kisérleti kimutatasa nagyon sokdig varatott magara,
sokaig egyszeriien nem tudtak elegendden tiszta mintat eléallitani. Végiil 2008-ban si-
kertilt a kisérlet, pont szén nanocsében mutattak ki el6szor a lyukakbdl all6 Wigner-
kristalyt [4, 5]. Helyesebb lenne Wigner-molekulaként hivatkozni ré, mivel a racshelyek
szama nem haladta meg a szazat. Valtoztatva a magneses teret és a ,molekula” méretét,
tovabbi fazisatalakulasokat figyeltek meg, kiilonféle spin- és izospin polarizalt allapotok
jelentek meg. A jelenséget leiré numerikus szimuldcidk is taldlhaték az irodalomban [6].

A dolgozat a szén nanocsOben kialault Wigner-kristaly modellezésével foglalkozik.
Az a célunk, hogy feltérképezziik az elektronok kicserélédési kolesonhatasanak szerke-
zetét, annak spin-és izospintol vald fiiggését, mely nagyban hozzajarulna a jelenségkor
megértéséhez. A nanocsé atomi strukturdjatél indulunk, végil pedig nagyon meglepo
eredményre jutunk: egy majdnem tokéletes SU(4) szimmetridval biré egydimenzids mo-
dellel sikeriilt leirni a kristalyt, melynek a szimmetridja sokkal magasabb, mint az ele-
inte vart SU(2)xZs, modellé. Hasonlé modellt sokan tanulmanyoztak mér, teljesen mas
indittatasbdl, példaul atmeneti- és ritkafoldfémekbdl allo vegyiiletek leirdsara hasznaltak
[12].

A dolgozat két nagyobb részbél all. Az els6ben attekintiink néhény alapvet6 fogal-
mat és szamolast, melyekre sziikségiink lesz a dolgozat tovabbi részében. A masodikban
részletesen ismertetjilkk az altalunk hasznalt Wigner-kristdly modellt, majd diszkutaljuk

a kovetkezményeket, kitériink a modell multiplett-szerkezetének ismertetésére, valamint



magneses térben vald viselkedésésének kvalitativ leirasara. A dolgozatot rovid Osszefog-

lalé zarja.

2. Alapok

Ebben a fejezetben attekintiink par alapveté fogalmat és elvégziink néhany egyszeriibb
szamitast, melyekre sziikségiink lesz a tovabbiakban. Az itt taldlhat6 szamitasok mar is-
mert eredmények, a nanocsévek szerkezetérol lasd péddul (2], a k-p perturbacidszamitasrol
pedig [7].

2.1. Szén nanocsovek szerkezete, az izospin

Nanocsovekben az elektronok a csé tengelye koriil torténé keringés kovetkeztében palya-
momentummal ill. ebbdl adéddéan orbitdlis magneses momentummal is rendelkeznek.
Mint latni fogjuk, az orbitdlis magneses momentum kvantalt, és félvezeté nanocsovekben
sohasem zérus. Egy 1/2-es spin szabadsagi fokként viselkedik, ezért izospinnek nevezziik.

A nanocsére ugy gondolhatunk, mintha az egyrétegli grafén egy darabjat feltekertiik
volna egy tengely koriil. Az 1. dbran lathaté a grafén és a szamunkra fontos mennyiségek.
A grafén hatszogracsaban elemi cellanként két atom talalhatd, az ennek megfelel két
inekvivalens alrdcsot A és B jeloli, mig az elemi récsvektorok a;, as, hosszuk a = |a;| =
lag| &~ 0,24612 nm.

A grafén Brillouin-zénéjanak két inekvivalens sarokpontja a K és K’, az i.n. Dirac-
pontok. A vezetési és vegyértéksav degeneralt ebben a két pontban, ezért az alacsony
energias gerjesztések ezen két pont kornyezetében zajlanak. A spektrum linearis a Dirac-
pontok kornyezetében, ezek a Dirac-kupok.

A csé keriiletét az L = na; +mag = (n, m) vektor jeloli ki. Az egyszeriiség kedvéért a
tovabbiakban kizarélag un. cikk-cakk nanocsovekkel foglalkozunk, azaz m = 0. Ilyenkor
a cs0 sugara R = 3%, a kertilete az x, a tengely pedig az y irdnyba esik. A felcsavart szén

nanocsoben az origobdl y iranyba indulva az elsé ekvivalens szénatom helye:
T=V3a-%. (1)

A nanocsO elemi celladja tehat a T és L altal kifeszitett téglalap, Brillouin-zénaja pe-
dig a [—ﬁ, ﬁ} intervallum. Az ebben szereplo savokat megkaphatjuk a grafén elekt-
ronallapotaibdl, azokat periodikus hatarfeltétellel a nanocsore , felcsavarva”. Ezt szemlél-

teti a 2. 4bra.



1. dbra. A grafén szerkezete: a két inekvivalens alrdcs A és B, az elemi racsvektorok a;

és ag, a nanocso elemi cellajat kijelolo L és T vektorok

A hullamszam kertilet menti komponense kvantélt, a tengely iranyaba mutaté kom-

ponense viszont folytonos:

2
k=210 leN,
na

(2)

L) Fa ]
! || |T V3a' V3al
azaz az altalunk targyalt cikk-cakk nanocsé osszesen 2 - 2n = 4n darab egydimenzids

savval rendelkezik, ami megfelel a 2. abran lathaté szakaszoknak. Két szomszédos sza-

kasz tavolsdga Z—Z = %, magassaguk éppen fele a hatszog magassaganak. Ez lehetéve

teszi. hogy Brillouin-zénanak ne a szokasos hatszoget valasszuk, hanem a 3. &bra sze-

Ky

2. dbra. A grafén Brillouin-zénéja a K, K’ Dirac-pontokkal. A piros szakaszok a nanocsé

diszperzios agai.



rint atszabjuk és a kapott téglalappal dolgozzunk a tovabbiakban, elkeriilve ezzel, hogy
a hatszog sarkainal 1éve6 kis haromszogekbdl esetleg kilogo szakaszdarabokat tologatnunk

kelljen. Legyen n = 3k+v, v = 0,+1,k € Z". Ekkor az [. szakasz tdvolsidga a K ponttdl:

2 2 2 2
L R DRV A (3)
na 3 na 7 3

€

Ez azt jelenti, hogy v = 0 < 3|n esetén a 2k-adik szakasz dtmegy a K ponton (ha-
sonléan: a 4k-adik pedig a K'-n), vagyis a nanocs6 fémes. Ha viszont n nem oszthatd
harommal, nem metssziik at a Dirac-pontokat , és félvezetd csovet kapunk, lasd 4. abra.
A tovabbiakban erre az esetre szoritkozunk.

Legyen Q = K + (é, O), ill. Q =K'+ (g—g, O), azaz a K-hoz ill. K'-hoz legkozelebb
esO megengedett pont a k, tengelyen. Ezek energiaban degeneraltak, és az ehhez tartozo
hullamfiiggvények azonos nagysagu, de ellentétes iranyu impulzusu keriilet menti mozgast
irnak le. A mozgéasbdl ered6 magneses momentum a csé tengelye irdnydba mutat (egyik
vagy masik irdnyba), nagysaga csak n-tél fiigg:

1
Porb = 5 € (he)R, (4)

ahol e az elemi toltés, hc pedig a Dirac-kiipok meredeksége. A gyakorlatban hasznalt

nanocsovekre (n ~ 10 — 30) ez 3 — 10-szer nagyobb a Bohr-magnetonn4l.

A dolgozatban n-tipusu félvezeté nanocsovekkel foglalkozunk majd. Ekkor a kémiai
Q2

5 homérsékeleten
m

potencial a vezetési sav aljan helyezkedik el és v # 0. Tehat kT <

az elektronok egy ujabb szabadsagi fokkal rendelkeznek, aszerint, hogy a Q vagy a
Q' pontban vannak-e az impulzustérben, azaz +y vagy —y irdnyba mutat az orbitélis
mégneses momentumuk. Mivel ez hasonléan viselkedik, mint egy 1/2-es spin szabadsagi

fok, izospinnek nevezziik, és a tovabbiakban 7-val jeloljiik.

3. 4bra. A Brillouin-zdéna atszabdsa



n=3k-1: ° I? Q Q

NV VN
1:2
4. abra. Félvezet6 nanocsovek alacsonyenergias allapotai, K, K’ a Dirac-pontok, Q, Q' a

legkisebb energias megengedett allapotok

2.2. A Wigner-kristaly

A Wigner-kristaly egy kolesonhaté elektrongaz racsba rendezodése alacsony elektronstirti-
ségeknél. Egy kritikus stirtiség alatt a Coulomb-taszitas energidja meghaladja az elektro-
nok kinetikus energidjat, igy energetikailag megéri lokalizalédniuk. Fontos hangsilyozni,
hogy az elektronok sajat magukat kényszeritik be a racsba, és a kialakulé struktira

fliggetlen példaul az elektrongézt adé atomi racstol.
2

Egy dimenziéban tehat akkor varhatunk Wigner-kristalyt, ha % n > n? ahol m*

N
m*
az elektronok effektiv tomege, € pedig a kozeg dielektromos allanddéja. Bevezetve az

eh? .
m*e?”

effektiv Bohr-sugarat, ap =

1 1
n << ag <:>TSEW>>1 (5)
B

Ez természetesen csak egy nagyon naiv kép, egy dimenziéban nem alakul ki valddi
hosszutavi rend. Pontosabb térelméleti szamolasokkal meg lehet mutatni, hogy a stirtiség-
stirliség korreldcids fliggvényben a szokdsos 2kp-es oszcillacié (Peierls instabilitds) mellett
megjelenik egy minden hatvanyfiiggvénynél lassabban lecsengé 4kp-es is tag is [8]. Ez a
periédus pontosan az atlagos elektron-elektron tavolsagnak felel meg, tehat nem all tavol
a valosagtol a naiv kép.

A Wigner-kristaly kisérleti kimutatasa azért nehéz, mert nagyon tiszta mintakra van
szitkség. Kvantum Monte-Carlo szimuldciok alapjan egy dimenziéban r, 2 10 esetén
varhaté a Wigner-kristaly kialakuldsa [9]. Egy dimenziéban nem is olyan régen, 2008-
ban sikeriilt elészor realizalni a Wigner-kristélyt, szén nanocsében [4]. Kiils6 mégneses
teret adva a mintara és valtoztatva az elektronstiriiséget, Coulomb-blokad spektroszkopia

segitségével kiilonféle spin és izospin rendezodéseket mutattak ki a szerzok.



2.3. A nanocs6 hullamfiiggvényei: k - p perturbaciészamitas

A Wigner-kristaly allapot felépitéséhez sziikségiink lesz a nanocsé elektron hullamfiiggvény-
eire. Ebben a fejezetben a grafén hullamfiiggvényeibdl kiindulva k- p perturbaciészamitéas
alkalmazéasaval szamitjuk ki oket. Az alfejezetben h = 1 egységben dolgozunk.

Els6 lépésben megkonstrualjuk a grafén hullamfiiggvényeit a Dirac-pontok kozelében.
Ha V egy récsperiodikus potencial, akkor Bloch ismert tétele szerint a

2
(p—+v>\p_eqf

2m

Schrodinger-egyenlet megoldasai eléallnak

U(r) = ™ w(r)

alakban, ahol az uy racsperiodikus fiiggvény kielégiti a kovetkezo egyenletet:

—|—k 2 2 1 ]{32

Feltéve, hogy ismertek az ux—o fliggvények, a kp/m tagot perturbécidként kezelve, stan-
dard perturbéciészamitédssal juthatunk u,-hoz (beldthatd, hogy az uyx—¢ fliggvények teljes
rendszert alkotnak). Ez a k - p perturbaciészamitas. Lathatd, hogy mivel a perturbacié
aranyos k-val, varhatéan kis k-ra lesz pontos. A médszer ebben a formédban a Brillouin-
zéna I' pontjanal hasznalhaté.

Mi a K és K’ pontok kozelében szeretnénk alkalmazni, ezért egy kicsit alakitanunk
kell a fenti képletet. Legyen K koril k = K + q. Ekkor (6) a kovetkez6 alakra hozhaté:

(p+K)? 1 >

T TV K A o g = (K o+ @) uicr (7)
Hre "

H'-t perturbécioként kezeljiik. A q = 0 pontban Hy spektruma kétszeresen degenerdlt, és
a Schrodinger-egyenlet egy W (r) ill. UE(r), az A ill. B alrdcsra lokalizalt megoldassal
rendelkezik. Ennek megfeleléen az uff(r) = e ®*UH (r) és ulf(r) = e ®*UE(r) 4ltal
kifeszitett altérben fogunk degeneralt perturbaciészamitast végezni.

Az uf§, u¥ Bloch-fiiggvények ortonormaltak. Szoros kotésti kozelitésben a kovetkezd

alakot oltik:
uhpr) == Y XE¥pr-R), (8)

RGRAﬁB
ahol N az elemi cellak szama, R4, Rp a két alrdcs helyvektorai, ¢ pedig a grafén sikjara

meréleges atomi p-palya. Az egyes p-palyak amplitudéit az 5. dbran lathatjuk.

7



(a) uy

5. abra. A p-palydk amplitudéi az u%, uf Bloch-fiiggvényekben
A szoros kotésti kozelitésben kifejezhetjiik H' métrixelemeit:

2
1
([ H'|uf) =§— + —Kaq+

SN Z /d% <ezK<RA ") o(r — RA)) (ezK<RA—r) or — RA)),

ahol a masodszomszédos hullamfliggvények atfedését elhanyagoltuk. Az impulzus-operator

(9)

mindkét tényezore hat:
p (M plr = Ra) ) = e e < R 4 KR pplr - Ry, (10

Visszairva ezt a (9) egyenletbe:

W) = Ly Lk L (r—Kyq= L (1)
om  m m om’

hiszen szimmetria okok miatt 7 = [ d*r o(r) - pp(r) = 0. Teljesen analég médon kapjuk

a masik diagondlis matrixelemet:

q2

(up | H'lup) = - —

= (12)

Az off-diagonélis elemekben csak az impulzusfiiggd tag ad jarulékot: (uf|Hg|ull) =

L (ulf|pluf). Szoros kotésti kozelitésben a kovetkezst kapjuk:

( FRa=) (r — RA)>*p (eiK(RB‘” p(r — RB)) =

1 .
S5 > e [ @ - R polr - R,
m

-~

i) =25 far 3

R4,RpB

(13)



A jelolt kifejezés csak akkor ad 1ényeges jarulékot, ha R4 és R szomszédos racspontokat
jelol, szimmmetria okokbdl ebben az esetben viszont R4 — Rp irdnyaba mutat. Legyen

tehat

—iPé = /d3r o (r) - pp(r—2). (14)
Ezzel:
(K| H'ul) = 237 60 6.(—iP) = Y2 a— (¢, —iq,) = ¢ ¢z — iqy),
m 2 m
5 (15)
—_———
Ba(i1)

ahol ¢ = \/73 a %. Teljesen hasonléan: K’ koriil legyen k = K’ — q. A diagondlis tagok
analég médon kaphatdk. Az off-diagondlis tagoknal pedig annyi kiilonbség lesz (15)-hoz
képest, hogy a jelolt 6sszeg komplex konjugdltja fog szerepelni (hiszen K helyett K’ 4ll

az exponensben). Tehdt a matrixelemek:

2

’ ’ ’ ’ q
(VTS = () =
/3 P (16)
(uwh |H'ug ) = - 4 (¢o + 1qy)-

Bevezetve a ¢+ = g, £ iq, jelolést, az effektiv Hamilton-operator igy a kovetkezd alakot

olti:

Log 00
2
4 =10 0
Hyg=c- |——2i— (17)
0 |3m 4+
0 0 |q¢ L

Csak a g-ban linedris tagokat megtartva kapjuk a j6l ismert diszperzidkat (Dirac-kipok)

ill. sajatvektorokat:

ekiq=clal L (17 iqu'q)
e =Fclal (1,0,

Szén nanocsében a hulldimszam = komponense kvantélt a (2) egyenlet szerint. Cikk-cakk
nanocs6ben a legalacsonyabb energids megoldast a ¢, = 3%, ¢, = 0 adja, azaz ha a Q ill.

Q' pontokban vagyunk. Ekkor a hullamfiiggvények periodikus része:

9



u,(r) = uqg(r) = ug/(r) = 7 ua(r) + 7 up(r) (18)

Vegyilik észre, hogy a két alracs relativ fazisa v-tol, azaz n-tdl fiigg, de a két minimum-
pontban ugyanaz adott n esetén. FEz fontos lesz a késébbiekben. A nanocsé legalsé
savjanak aljanal a Bloch-fiiggvényt w,-vel kozelitve, a hullamfiiggvényre a kovetkezot
kaptuk:

Wrg, (r) = e @Termi)y, (x), (19)

ahol r = (z,y) = (Ry,y), T = 1 az izospin-index, 7Q = @, vagy 7Q = Q..

Az alsé sav elektronjainak effektiv tomegtenzorat a diszperzids relaciobdl hatarozhatjuk
meg. Egyediil az yy komponens ad jarulékot, hiszen egy savon beliil az elektron nem mo-
zoghat x irdnyba:

W22 0
Ezzel a nanocso két degeneralt alsé savjanak a diszperzidja:

er(ay) = /g2 + (m*)2eh, (7 =), (21)

2.4. Hullamcsomagok

Ahogy elkezdjiik betolteni a vezetési savot, az elsé elektron a tengely mentén még az
egész nanocsore delokalizalédik, de amint egyesével hozzdadjuk az 1djabb elektonokat,
a hullamfiiggvényeik elkezdenek lokalizalodni. A jelenség lefrasara hullamcsomagokat
készitiink a (19) hullamfliggvényekbdl (egyelére a K pont koriil, K'-re analég médon
jarunk el). Alacsony hémérséklet esetén elegend6 a legalacsonyabb energiaju savot figye-

lembe venniink:

Y= / dg, "V, (r) - f(q), (22)

ahol f(q) =N 04/ (260) g hullamcsomagok spektralis osszetételét leird egységnyire normalt
burkoléfiiggvény. A g, szerinti integralt elvileg a teljes Brillouin-zénara kellene elvégezni:
—m/av/3 < q, < 7/av/3. Azonban f-et meglehetdsen lokalizltnak kell, hogy vélasszuk,
mivel mar csak eleve a (Q,-en atmend, legalacsonyabb energiaju savot vettiik figyelembe,
igy |gy| > |Q.| tartomanyban f erésen levdg. Ez azt jelenti, hogy a hulldmcsomag ten-
gely irdny kiterjedése joval nagyobb a csé R sugarandl. Mivel n novelésével (), monoton

csokken, nem tul nagy n-ekre is gyakorlatilag a Q pont kozelében kell elvégezniink az

10



integralt, ezért jogos az a kozelitésiink, hogy az integralba eleve u,-t frunk uk.q helyett.

Elvégezve az integralt:

U = @R qq(r) e 28, (23)
Hasonl6éan a masik volgyben:

y2

U = eiQ;R@ . UQ/ (I‘) - € 2y(2) . (24)

Tehat a Wigner-kristaly elektronjainak egyrészecske alapallapoti hullamfiiggvényére a

kovetkezd kozelitést kaptuk:

1 .
\I/jTO'(y7 90) = = eZQRT[P : ¢(y - y](O)) : uu<y7 QO) X (25)

V2T
ahol

X a spinhullamfiiggvény, 7 = %1 az izospin index, 7Q = @, vagy @, y](p) pedig a
Wigner-kristaly j. rdcshelyét jeloli. Szemléletesen ugy képzelhetjiik el, hogy a nanocso
hullamfiiggvényeit modulaljuk egy gyorsan oszcillalé taggal, mely szétkeni az elektronokat
a keriilet mentén, a tengely mentén pedig az elektronok d tavolsagra y, karakterisztikus

kiterjedéssel lokalizalva vannak.

3. A modell

Az alabbiakban ismertetjiik a szén nanocsében kialakult Wigner-kristaly leirasara szolgald
modelliinket. Célunk, hogy leirjuk az elektronok kicserélodési kélesonhatasat, feltérképezziik
annak spintol és izospintdl valo fliggést. Hartree-kozelitésben meghatarozzuk az elektro-
nok &ltal keltett effektiv potencialt. A kicserélodési kolcsonhatas leirdsahoz el6szor egy

kétrészecske problémat vizsgalunk, a teljes rendszert ennek segitségével modellezziik.

3.1. Hartree-kozelités

Az N darab kolesonhato elektront leiré Hamilton-operator:

N

1 02
H = Z - a2 + Zu(yzj; ®ij), (26)

2m* —
1<J

i=

11



ahol u(y, p) a Coulomb-potencidl, v;; = y; — y;, ¥ij = ¥i — ¢j. A potencial alakjanak
meghatarozasakor figyelembe vessziik a hengeres nanocsé-geometriat. Mivel a nanocso

(y1,¢1) és (y2, p2) pontjainak a tavolsidga:

\/R2 sin? 19 + R2(1 — cos p12)2 + y2y = \/y%z + 2R2%(1 — cos ¢12), (27)

igy a Coulomb-potencial:

e? 1

u(y, p) = — . 28
. ¢) € /y2+2R%(1 — cos ¢) (28)
Hartree-kozelitésben az i. elektronra haté effektiv Hamilton-operator:
= O +Z/dy’d90’U(y—y’ p =) [ Wiro(y, )

G gy ’ ol )

Feltessziik, hogy kialakult a Wigner-kristaly, a racséllandéja d, a racspontok:

d

y O = (2n —1) 5 nNEL (30)

A Wigner-kristély fazisban az egyes elektronok hullamfiiggvényei lokalizaltak, igy a (29)
egyenletben |, (2, ¢')|* ~ =0 (y—y](-o)). Ezzel az i. elektronra haté effektiv potencidlra
a kovetkezot kapjuk:

Vily) = > uo(y — "), (31)
J#i
ahol

up(y) = /0 ' g—fU(y, ©) (32)

a Wigner-kristaly egy elektronja altal keltett potencidl. A nanocsé véges atmérojét mo-
dellezendd, bevezetiink egy R-es levagast, azaz y* helyére y* + R*-et frunk. A kapott
potencidlok a 6. abran lathatéak. A (32) integral nem végezhetd el analitikusan, de a

numerikus szamitasok megkonnyitése céljabdl kicsit tovabb alakitottuk:

e? [?™ dyp 1 2¢? 4R?
uo(y) = — — = K(-———], (33)
€ Jo 2w \/y2+R2+4stin2 (p/2)  em\/y>+ R? y*+ R

ahol

/2 1
K(k) = dz (34)
-
0 v 1—k2sin” x

12
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(b) Az i. elektronra haté effektiv potencidl
(" = 0)

6. abra. A Hartree-kozelitésben kapott potencidlok, 27 R/a = 10

a teljes els6faju elliptikus integral. Vildgos az (33) egyenletbdl, hogy wy aszimptotikus

lecsengése:
2

e
up(y > R) = it (35)

13



Hogy a szdmolasunk konzisztens legyen, fontos ellendrizniink, hogy a Wigner-kristaly
egy elektronjanak mekkora az egyensilyi helyétdl vald gy, atlagos kitérése. Eddig ki-
hasznaltuk az elektronok lokalizaltsagat, azaz yy < d fenn kell, hogy alljon. Masrészt az
izospin bevezetésekor csak a Dirac-pontokhoz legkozelebb esé diszperzidkat vettiik figye-
lembe, ami maximalizalja az elektronok tengelyiranyd hullamszamat, azaz alsé korlatot
ad a rédcsponton 1évé elektronok lokalizaltsdgara. Figyelembe véve a diszperzidk elhelyez-
kedését (2. és 4. abra), a kovetkezé feltételhez jutunk:

1
/1Ky — Qu2+ k2 < - V2K, — Q)2+ 0k, < V3K, — Q.| = —= &
VIE: = Qu2 k2 < o VEIK, = Qu) P SV Q= e
Yo > V3R.

Azaz a szamolasunk akkor helyes, ha yo/R > /3 és yy < d egyidejiileg fenndll. A ma-
ximalis elektronstiriiség meghatarozasahoz tobbféle atmérojii nanocsore, széles elektron-
(0)

stiriség-tartomanyon kiszamoltuk yo-t, a V; potencidl y,~ koriili sorbafejtésével. Az
eredményeket a 7. dbran latjuk. A kiilonbozé atmérdjii nanocsévekre szamolt yo/R
illetve yo/d = yo - n. értékeket n, - R fliggvényében dbrazolva, a gorbék nagyon pontosan
egymasra skaldazédnak. Lathatd, hogy az elso feltétel jelenti az erésebb megszoritast az

elektronstiriiségre. Leolvasva az y9/R = v/3-hoz tartozé stirtiséget, azt kapjuk, hogy

d
log (ne - R) < —0,8489 & = 2 7. (37)

Ez a feltétel valamivel szigortibb, mint (5). Hig hatdresetben 3y ~ (n,R)™*/*, amit

1 .1
2m* yg

vartunk is, mivel (29) és (25) szerint az elektronok kinetikus energidja ardnyos
tel, tovabba (31)-et sorbafejtve y(()o) koriil, lathat6, hogy a potencidlis energia e*/¢q -
Y2 /d? szerint skaldzodik. A Wigner-kristaly egyenstilyi dllapotdban a két energia egyenld,

amibdl valéban gy ~ (n.R)~3/* adédik.

3.2. A kicserélodési kolcsonhatas

A kicserélodési kolesonhatds meghatarozasahoz til kell 1épniink a Hartree-kozelitésen.
El6szor csak a +d/2 helyen 1évé elektronok kicserél6dési kolesonhatédsét szamoljuk ki,
ezért ezeket az elektronokat szabadnak tekintjiik, a tobbi elektron hatasat a Hartree-
kozelitésben kapott effektiv potenciallal vessziik figyelembe. A két elektronbdl allé rend-

szert lefr6 Hamilton-operator:

1 92 1 02

H=— —
2m* yi  2m* Oy?

+V(y1) + V(y2) + u(yrz) = Ho + u(y12) (38)
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7. abra. Az elektronok lokalizaltsaga az elektronstriiség fiiggvényében



ahol yiz = y1—v2, V =3, 10, uo(y—yﬁbo)) a rogzitett elektronok dltal biztositott ,,hattér”.

A (25) egyrészecske hullamfiiggvényekbél kétrészecske allapotokat készitiink tehdt.
Levélasztjuk az izospin-részt, a maradék szorzatat 7172 (1, ya, 1, 2 )-vel jeloljiik. A @1
fiiggést kizardlag az atomi hullamfliggvény, wu, okozza, lasd (25). Ezt elsé kozelitésben
elhanyagoljuk, igy ® mar csak y;, yo-t0l fog fliggeni. Az elhanyagolas jogossdgat késobb

vizsgaljuk. A kovetkezot kapjuk tehat:

= > [an [ [an [

{r}{o} (39)

01,02

(1)7_177_2 (yb yg) . eiQRT1<P1eiQR72802 ‘yl’ 01, 0-1> |y2¢27 02>'

Hogy az effektiv Hamilton-operatort megkapjuk, szamoljuk ki H hatésat erre az allapotral
Legyen H|W) = |T).

~4 d d 71 T 1 T
DILT2 (11, y2) / S01/ P2 o=iQRTIP1 o=iQRm2 ((yh o1, o1l{y2, @2, 02\)H“1’> =

/d@l/d(pQ 7’LQRT1(,01€7’LQRT2<,02 ZeiQR‘r{goleiQRTégogx

/ /
T15To

[H ‘PU} 012(y1ay2) +U(y1 — y2, 01 — @2)‘1)/1 /2(3/1,92)} =

HO(I)UhUz _‘_Z/d(pl/d(pQ iQR(T]—T1)¢1 zQR(T2—7'2)502><
T1,7T2

T1,7'2

u(yl —Y2,P1 — ()02)@:{1:722 (y17 y?)a

(40)
ahol Hy = —ﬁ g—;% — W a_yz + V(y1) + V(y2). A p1 = 12 + o valtozicsere utan o
szerint ki tudunk integralni:
d902 i T T —T1—T
/‘g e QR( 1+ 2 1 2) — 5’7‘1—}—7’2,7’{4—7’57 (41)

azaz a kolcsonhatas soran a teljes izospin megmaradd mennyiség! A kovetkezét kapjuk
tehat:

P12 (y1,y2) = Ho®J 724

71,72 71,72

2
01,0 T d§012 3 ! —r (42)
E A (I)T{I:T;(ylay2) : /0 2 @ QRTTTIRR Ly () — gy, 019).

2

1,74
Attdl fliggben, hogy 7 és 1) megegyezik, vagy ellentétes, az integrél értéke vagy uo(y12)
vagy
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do . d
Uzq(ylz) = /% @Ry . U(y12790) = / % COS (QQR‘P) ‘U(y12, 80)- (43)

Mivel u paros a masodik valtozdjdban, igy wg, valés. Numerikus meghatérozasat a
fiiggelékben ismertetjiik.
Elhagyva a spin indexeket (a Coulomb-kélesonhatds nem hat a spinekre) a kovetkez6

effektiv Schrodinger-egyenlethez jutunk:

Dy Hy + uo(y12) 0 0 0 Dy
i O, _ 0 Hy + uo(y12) Uzq(112) 0 o,
P4 0 Uzq(Y12) Hy + uo(y12) 0 oy
d__ 0 0 0 Hy + uo(y12) o
(44)
A, P . altérben baziscserét hajtunk végre, hogy diagonalis alakra hozzuk a Hamilton-
operatort:
Q(s5y/(4) = % (PP, (45)

A négy altér, ++, ——, (5), (A) kiilénboz6 effektiv Hamilton-operdtorral irhaté le, ezeket

vessziik most sorra.

++4,—— altér. H.y = Ho + u(y12). Izospin-triplett altér, T = 1,7, = =+1, igy a
kétrészecske-hullamfiliggvény izospin-része paros. A S = 0 spin-szingulett allapot lesz
az alapallapot, mert ekkor lesz a hullamfliggvény térbeli része paros, mig az S = 1 spin-
triplett lesz az elsé gerjeszett allapot. Az alapallapot 2 X 1 = 2-szeresen, mig a gerjesztett

allapot 2 x 3 = 6-szorosan degeneralt.

(S) altér. H.g = Ho+u(yi2)+usy(yi2). Izospin-triplett altér, ' =1, T, = 0. Mivel ez is
paros hullamfliggvényt jelent az izospin szektorban, most is az S = 0 lesz az alapéllapot,

de értelemszertien a degeneraciéfokok most 1 ill. 3.

(A) altér. Heg = Ho+u(y12) —uzq(y12). Izospin-szingulett altér, ' = 0, T, = 0. Ennek
megfeleben S = 1 lesz az alapéllapot (3-szorosan degenerdlt), az elsé gerjesztett allapot
pedig az S = 0 (nem degenerélt).

Most mar minden sziikséges Osszetevé a keziinkben van ahhoz, hogy meghatérozzuk a
kicserélodési kolesonhatés spintol és izospintol vald fiiggését. Ehhez vezessiik be az egyes

izospin-alterekre vald projekcidkat:
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1
P4+ P ==+ 2715

2
1 1
P = 5( 1y +he) — TiTs + 1= T2 2175 + 1 (46)
1 - A 1 ]'
PAW = —§(Tl+7'2 +he) -7+ 1= TiT2 + 1
Teljesen hasonléan az egyes spinallapotokra torténo projekciok:
3 1,4
PS:128182+—=—(X12+1)
4 2
1 (47)
PS:() = —8182 + 4_1 - 5 (—XiSQ —|' 1) y

ahol bevezettik az X5 = 2S;S; + 1/2 operédtort. Konnyi ldtni, hogy ez megcseréli
az i. és j. helyen 16v6 részecske spinjét, (fliggetleniil azok értékétél), ezért spinkicserélé
operatorként fogunk ra hivatkozni. Az egyszeriiség kedvéért ha S és T egy spin- ill.
izospin szektorban haté operdtor, akkor az egylittes hatasukat S ® T helyett ST-vel

jeloljiik. fgy az egyes izospin-alterekben az kicserélédési kolesonhatasra a kovetkezoket

kapjuk:
++4, —— altér:
(P + P ") Ps B, + (P + P77) Po_g B, =
1 1
4 (Egio + E;ril) + 4 (E;*r:l - E;io) XlS2+ (48)

(B, + E&) i + (B, — ELL) X,
(S) és (A) altér:

PO Ps_ B + PO P EY, + PAP_ EX, + PAPs_EQ, =

1 S S A A 1 S S A A
é (E(:)o + Efqz)l + Eéz)o + Eé:)l) + g (E(:)1 - Eéz)o + Eé:)l - Eg=)0> Xls2_
S S z 2 S S Z_z
- (Eé'z)o + Eéz)l) T Ty + (Efqz)o - Eé=)1> Xiqzﬁ T+
1
(Eész)o + Egﬁl - Eéi)o - EéA:)1> TiT2 + ) <E§21 - Equz)o + Eg@o - E,g‘A:)1> Xiqz7'17'2-
(49)

A két elektron kicserélodési kolcsonhatasat leir6 Hamilton-operator a fentiek 0sszegeként

DO | —

all el6. Némi miiveletvégzés utan az aldbbi elegdns format olti:

Hin(12) =a-mung + B~ 7575 + v+ (15 +he) +
Q- X5+ B Xpriti +74- X5 (rfmy +hee),
ahol
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o=} (B + B + 4 (B2 + BQy+ B, + B
A
52E320+E§21_%<E§)0+Eé)1+Eé )0+Eé )1>
S A A
Y= % (Eé:)() + Eéz)l - Eé:)o - Eg:)l)

6 =1 (BL - B + (B - BQy + EY), - EY)
— E—H— E-H— 1 E(S) _ E( ) E( ) _ E(A)
B=Ei — B+ 5 (Eslo — Bsl + EsZo — Eg2)
- S A A
¥=1 (Eéz)l - Eéz)o + Eé:)o - Eé:)1>
Lathaté, hogy az (50) Hamilton-operator SU(2) szimmetriaval rendelkezik a spinszek-
torban, viszont az izospinszektorban a y-s tag miatt csak Zs szimmetriaval bir. Azon-
ban, mint azt latni fogjuk, ue, nagysagrendekkel kisebb ug-ndl a teljes Wigner-kristdly
fazisban, ezért nyugodtan elhanyagolhatjuk, vagyis mind a négy altér ugyanazzal az ef-
fektiv Hamilton-operatorral irhaté le! Ennek viszont komoly kovetkezményei vannak:
latni fogjuk, hogy jé kozelitéssel a négy altérben az elsé gerjesztési energia megegyezik:
B, — Biy ~ Eé821 - Egsz)o ~ Eg/i)o - Eéi)l =A>0 (51)
Ezzel a spinkicserélodést tartalmazé tagok jelentdsen leegyszertisodnek:
A A A 1 A
N XA XpriTs+ ?Xg (rf75 +he) = E-sz (271@ + 5) = ?XISQX{Q (52)
Mivel az egyes alterekben ugyanaz az alapallapoti energia, ezért 5 =~v=0. A ++, ——,
(S) és (A) alterek mind degeneréltak (44) alapjan, igy az alapallapot Gsszesen 6-szorosan,
mig az elsd gerjesztett dllapot Osszesen 10-szeresen degenerdlt. Ezzel az eredetileg Ossze-

tettnek latszé kicserélodésre a kovetkezot kapjuk:

- A 1 1 A .
Hin(ij) = o - myn; + Bl (2SZ-SJ- + 5) (27’ﬂj + 5) = nn; + 5 Xf;Xij (53)

Azonnal le tudjuk olvasni, az SU(2) xSU(2) szimmetriat, s6t, mivel a spint és izospint egy-
szerre forgatja, SU(4) szimmetridval is bir. A teljes (26) Hamilton-operatorban pedig a lo-
kalizaltsdg miatt elég a szomszédos elektronok kicserélodési kolesonhatasaval szamolnunk.

Az el6bbiek szerint tehat a kovetkezdt kaptuk:

. A .
H= E Hin(ig) = g {5 X{?Xij +a-nn;|. (54)
<i,j> <i,j>
1<J 1<]

Nagyon meglep6 eredményre jutottunk tehat: a Wigner-kristaly fazis nagy pontossaggal
leirhat6 egy SU(4)-szimmetrikus modellel. Hasonlé modelleket hasznaltak mér masok is,

példaul atmeneti- és ritkafoldfémekbol allé vegyiiletek leirasara [12].
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(a) N = 4m (b) N = 4m + 3
[ ]

= n

6 10 4

(¢) N=4m+2 (d) N=4m+1

1 15

8. dbra. Az SU(4) irreducibilis reprezentacidit szemlélteté Young-tablok. A szamok a

reprezentaciok dimenzidjat, azaz a megfelel6 multiplett degeneraciofokat jelolik

Multiplett-szerkezet. Most megvizsgaljuk a teljes kristélyt leiré (54) Hamilton-operétor
alap- és gerjesztett dllapotait. Kényelmesen a Young-tablok nyelvén tudunk dolgozni [10].
Ha N elektronunk van a Wigner-kristalyban, minden N dobozbdl allé standard Young-
tablé megfelel egy multiplettnek. Egy adott multiplett degeneraciéfokat az hatarozza
meg, hogy hany, a multiplettnek megfelel6 szimmetriaji N részecskés hullamfiiggvény
képezhet6 a négy adott egyrészecske allapotunkbol, azaz, hogy a multiplettet szimbolizalo
tablonak hanyféle szabalyos kitoltése létezik az 1,2, 3,4 szamok felhasznalasaval. Mivel
minden kitoltott tablo egy olyan N részecskés hullamfliggvényt ir le, melyben az oszlopok-
ban szerepl6 egyrészecske-hullamfiiggvények szerint antiszimmetrizalunk, ezért két mul-
tiplett koziil annak lesz az alacsonyabb az energiaja, melyben az oszlopok 6sszmagassaga
nagyobb. Mivel négyféle egyrészecske allapotunk van, ezért a Young-tablokban eleve nem
lehet négynél magasabb oszlop, a pont négy magas oszlopokat pedig elhagyhatjuk, 1évén
egyértelmi a kitoltésiik. Nagyobb N-ekre az 6sszes tablo felsorolasa reménytelen feladat,
de az els6 néhany nivot konnyen meg tudjuk hatarozni.

Ha N = 4m, akkor az alapallapotot az m darab négy magassagu oszlop jelképezi,
ami egy SU(4) szingulett. A mésodik nivé m — 1 darab négy magassagu, egy hérom és
egy egy magassagu oszlopbodl all, lasd a 8. abrat. Ha N = 4m + 2, akkor alapéllapot
hat- illetve az elsé gerjesztett allapot tizszeresen degeneralt, ahogy azt mar az elébb
lattuk a kétrészecske probléma targyalasakor. Amennyiben N = 4m + 3, az alapéllapot
négyszeresen, az elso gerjeszett dllapot husszorosan, mig N = 4m+1 esetén az alapallapot
négyszeresen degeneralt. A magasabb nivék degeneraciofoka is meghatarozhato, de sor-
rendjiik eldontése bonyolultabb feladat.
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Spin bedllas Izospin bedllas Osszenergia

FM FM S —2upB — 2ptn, B
FM AFM —2 —2upB
3. AFM FM —2 — 2o, B

1. tablazat. Két szomszédos elektron Osszenergidja, B nagysagu tengelyiranyi magneses

térben. FM paralell, AFM antiparalell bedllast jelol

Viselkedés magneses térben. Két racspontot tekintve és a spineket klasszikus spinek-
ként kezelve kvalitativen megérthetjik a modell magneses térben valé viselkedését. A
pontos viselkedés kideritéséhez a Hamilton-operator numerikus diagonalizasara lenne
szitkség. Magneses tér hidnyaban két szomszédos elektron Osszenergiaja kétféle értéket ve-
het fel annak fiiggvényében, hogy a spinjeik és izospinjeik hogyan rendezédnek, 1dsd (53).
Ha mindkét szektor paralell médon &ll be, akkor az energia %. Ha a két spin anitparalell
(AFM), de az izospin paralell, vagy forditva, akkor az &sszenergia —%. Ha tengelyiranyt
B mégneses teret kapcsolunk be, akkor versengés indul meg ezen antiferromégneses rendre
valo torekvés és a spin illetve izospin Zeeman-tagok kozott: a magneses tér polarizalna a
spineket és izospineket, de a koztiik fellépd kicserélodési kolesonhatas egymassal ellentétes
iranyba rendezné 6ket. Az egyes energidkat az 1. tablazat tartalmazza.

Mivel pio, > g, ezért a 3. lehetoség energetikailag mindig kedvez6bb a 2.-nél. Lattuk
azonban, hogy A igen érzékenyen fligg az elektronstiriiségtol, igy az 1. és 3. lehetdség

viszonya véltozhat! Amig

A A
5 - 2:UJBB - 2,uorbB < _3 - 2/~LorbB =
(55)

A
— < ugB
2 UBD,

addig a részecskék spinjét és izospinjét is képes polarizalni a magneses tér. Ez ,ala-
csony” elektronstriiségeknél fordul el6. Ha azonban noveljiik az elektronstiriiséget, akkor
az egyenlGtlenség iranya megfordul és antiferromagneses spinrendezodés varhaté. FEzt

ténylegesen sikeriilt kisérletileg kimutatni [4].

Az atomi hullamfiiggvények elhagyasardl. Mint azt a 2.3 alfejezt végén kiemeltiik,
a Q és Q' pontokhoz tartozé atomi u, hullamfiiggvény megegyezik, igy a kétrészecske-

hullamfiiggvény elkészitésekor az elhagyott tényezo:

’uu(yla§01>’2 ) \u,,(yz,g@)\z. (56)
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Ebben a fiiggvényben minden racsponton 1évo p-palyanak azonos az amplituddja. Ez a
fiiggvény megjelenik az izospin-megmaradést kifejez6 (41) integralban, valamint ug és ug,
esetében is, ldsd a (42) és (43) egyenleteket. Nem nehéz meggondolni, hogy az izospin-

megmaradds most is teljestil. Az ug fliggvény esetében is, mivel
1

VY2 + R? +2R%(1 — cos ¢)

atomi skaldn lassan valtozik, ezért az (56) fiiggvény elhagyhaté. Mads a helyzet wug,

(57)

esetében, hiszen a benne szerepld cos (2QRp) atomi szinten is gyorsan oszcillal, igy u,,
elhagydsa nem teljesen indokolt. Az eddig alkalmazott kozelités azonban nagysagrendileg
helyes becslést ad, ugyanis az atomi racsnak az oszcillacidja koriilbeliil cos(ny), ami
jelentGsen eltér cos (2Q Ry) ~ cos(4ny/3)-t6l, igy us, tovabbra is elhanyagolhaté marad

ug mellett.

3.3. A kicserélodés szemiklasszikus szamitasa

Ebben az alfejezetben meghatarozzuk az (54) egyenletben megjelenéd A kicserélédési
kolesonhatast. Ahogy a 3.2 alfejezetben lattuk, a kételektron probléma megoldasan ke-
resztiil megkaphatjuk a Wigner-kristalyt alkot6 elektronok kozotti effektiv kicserélodési
kolesonhatast. Elvileg eljarhatnank gy is, hogy numerikusan diagonalizaljuk a négy spin-
izospin altérben meghatéarozott effektiv Hamilton-operatorokat, azonban sokkal elegansabb

moédon is célhoz érhetiink [11]. A két szabad elektron teljes kélesonhatési energidja:

Uiot(Z,112) = u(y12) + V() + V(y2) = u(yi2) +V <Z —1-23112) +V (Z —23/12) , (58)

ahol y12 = y1—v2, Z = y1+y2. Itt mar elhagytuk ug,-t, hiszen sok nagysagrenddel kisebb,

mint up. A potencidl alakjat a 9. abra mutatja. Két minimuma van: y;2 = £d, Z = 0,
ami megfelel annak, hogy a két részecske épp az egyensilyi helyén tartézkodik (+d/2).
Miutan a kétrészecske hullamfliggvény spin- illetve izospin szimetridja meghatarozza,
hogy a térbeli hulldmfiiggvény szimmetrikus (alapdllapoti) vagy antiszimmetrikus (ger-
jesztett allapoti), igy a kicserélddési kolesonhatéds azonosithaté a kétfenekii potencidlban
mozgo részecske mozgasaval. Ha a potencialfal végtelen magas lenne, az alagutazas lehe-
tetlen, a rendszer degeneralt aszerint, hogy az egyik vagy masik godorben van a részecske.
Azonban ha az alagutazas lehetséges, a nivék felhasadnak. Az aldbbi kétfenekii po-
tencialban az alagutazasnak megfelelé nyeregponti utvonal, melynek minimélis a hatéasa,

a (y12 = £d, Z = 0) pontokat 6sszekot6 egyenes szakasz. [oy kvéaziklasszikus kozelitésben

A= % exp <—% / i dy \/ om (Utot(O,y) _ %)) (59)
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a felhasadas:




u (2, 4V(z J+V(z, M (d)+2V(dr2)) [e“/(ctdl)]

0
z,,=z-z, [d]

9. dbra. Uy [€%/(ed)]. A fehér nyil az alagutazés irdnyat mutatja

ahol m = m*/2, hiszen tomegkozépponti rendszerben vagyunk, w = /U/.,(0,d)/m pedig
a godor aljan torténd rezgések frekvenciaja, A pedig a klasszikus mozgas fordulépontja,
azaz Uy (0, A) = hw/2. Ha a godor aljandl parabolaval kozelitjiik a potenciélt, akkor
A=d— /L adodik.

Lathaté, hogy a képletbdl nem lehet kiskalazni d-t, mivel két fiiggetlen hosszskala is
van a rendszerben (d és R), ezért csak numerikus szdmitdsokra hagyatkozhatunk. Az
eredményeket a 10. dbran lathatjuk. Kisérletileg akkor tudjuk megfigyelni a dolgozatban
levezetett kicserélodési kolesonhatasokat, ha az elektronstiriiséget ugy allitjuk be, hogy
A elég nagy legyen ahhoz, hogy a termikus fluktuaciék ne mossak el a hatasat. Lathato,

hogy viszonylag szlik tartomanyon lehet olyan Wigner-kristalyunk, amelyben ez teljesiil.
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10. abra. A felhasadds nagysiga tobbféle atmérojii nanocs6 esetén. A piros vonal a

modell (37) érvényességi hatarat jeloli.

4. ()sszefoglalés, kitekintés

A dolgozatban félvezeto szén nanocsovekben alacsony hémérsékleten 1étrejott Wigner-
kristaly modellezésével foglalkoztunk. A sziikséges elméleti alapok vazolasa utén részletesen
ismertettiink egy modellt, amelyben figyelembe vessziik, hogy az elektronok a nanocso-
geometria kovetkeztében izospin szabadsagi fokkal is rendelkeznek a szokasos spin mellett.

A Wigner-kristaly elektronjainak hullamfiiggvényét a nanocs6 atomi hullamfiiggvényei-
bol képzett hullamcsomagokkal kozelitjiik. Hartree-kozelitésben meghataroztuk az elekt-
ronokra haté effektiv potencidlt. Ennek segitségével kiszamoltuk, hogy milyen elekt-
ronstriségekre varunk Wigner-kristalyt a nanocsében. A kicserélodési kolesonhatas
meghatarozasahoz elészor egy kétrészecske problémét vizsgaltunk. Meghataroztuk a le-
hetséges spin- és izospin allapotokat. Az egyes nivok kozti A felhasadasnak a stirtiségtol
valo fliggését szemiklasszikus kozelitésben szamoltuk ki. Meglep6 eredményre jutottunk:
a nanocsoben kialakult Wigner-kristaly nagy pontossaggal leirhaté egy egydimenzios,
SU(4) szimmetrikus modellel. Young-tablok segitségével meghatdroztuk az alacsony-
energias szektor elsé néhany multiplettjének szerkezetét és degeneracidéfokat. Kvalitativen
vazoltuk a modell mégneses térben vald viselkedését, melyet kisérletileg is igazoltak.

A témaban nagyon sok vizsgdlnivalé van még. Hatravan az effektiv modell spekt-
rumanak numerikus vizsgalata, valamint a spin és az izospin szabadsagi fokok kollektiv

toltésfluktuaciokhoz valé csatolasanak vizsgalata is. A spin és toltés szabadségi fokok
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ugyanis alapvetden eltéréen viselkednek a hig limeszben: a spin kicserélodés az elekt-
ronstriséggel exponencialisan tiinik el, a toltésgerjesztések energidja viszont algebrailag.
fgy kialakul egy spin inkoherens tartomény, ahol a spingerjesztések joval lassabban ter-
jednek, mint a toltésgerjesztések. A lokalizalt spingerjesztéstések visszacsatolédnak a

toltésgerjesztésekhez, és inkoherenciat okoznak.

5. Koszonetnyilvanitas

Szeretnék Oszinte koszonetet mondani témavezetoimnek, Dr. Szirmai Edinanak és Prof.
Zarand Gergelynek a téméba val6 bevezetésért, és mindazért a segitségért és tamogatasért,
melyet a mindennapi munka és e dolgozat irasa soran nyujtottak, kezdve a legaprobb sti-

lisztikai javitasoktol a koncepcionalis meglatasokig.

A. Fuggelék: uy, kiszamitasa

Az uy, fliggvény szamoldsandl kiillonésen vigyazni kell, mert a benne szereplé cos (2Q Ry)

gyorsan oszcillal:

v A4t na v
QQR—Q(KI+§)'R—2(§'%+§>—2(2k+y). (60)

Emiatt a nagysdgrendekkel kisebb értéket varunk, mint ug-nél. Hogy ezt lassuk, nézzik

elobb az aszimptotikus viselkedését:

e /dgp cos 2(2k + v)yp y>R

" _° |2
24(Y) c o \/yZ + R? 4+ 2R2%(1 — cos @)

21 = [(—1/2 2R \' [*" dyp l

: (61)

Mivel [ = 2(2k + v) a legkisebb [, amire az integral zérustdl kiilonbozd, ezért ug, aszimp-

totikusan igen gyorsan, 1/|z|2@¥+)+1 gzerint cseng le:

2 (4(2k +v)\ [ R\**™ 1
== (= S — 2
wtr> 0= (o) (3) ()

Numerikusan elég nehéz a szamlaléban szereplé koszinusszal ebben a formaban elbanni,

ezért kifejtjiik cos ¢ polinomjaként:
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11. dbra. wug és ug,, kék szinnel a szamolt aszimptotikus viselkedés, lasd (62) (d/R = 23,2,
27R/a = 10)

cos 2(2k + v)p = Thopv)(cos p) = Z c; - cos’ @, (63)
J
ahol Tho14.) 2 2(2k + v)-edik Csebisev-polinom. Ezzel eltiintettiik a gyorsan oszcillalé

tényezot, és jol szamolhato integralokhoz jutottunk:

02 2(2k+v) 2m dy cos’
Ugy(2) = — - Cj o . o
2q< ) . j;o ]/0 o7 \/ZQ + R2 + 2R2(1 — cos ) (64)

A 11. dbran lathaté az uy, fliggvény. A nagysdgrendek dttekinthetdsége érdekében ug-t
is abrazoltuk. Szépen latszik az el6bb szamolt aszimptotikus viselkedés. valamint az is,
hogy us, még nagy elektronstirtiségek (y ~ d ~ R) esetén is legaldbb hat nagysdgrenddel
kisebb ug-nél, azaz a modell (37) érvényességi hataran beliil valéban jogosan hanyagoltuk

el.
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