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1. Bevezetés, modszerek

A fizika tudomanyénak teriiletén a komplexitas mérése jelentés kérdés, azonban altalanosan
elfogadott definicioja maig nem &ll rendelkezésre. Egy altalanos komplexitas definiciora azért van
sziikség, mert az segit megérteni egyes modellek, fizikai rendszerek Gsszetettségét, amivel képesek
vagyunk megallapitani a rendszerben tarolt hasznalhato informacié mennyiségét. Altalanossagban
elmondhato, hogy a tudoméanyteriilet azokat a rendszereket nevezi komplexnek, amelyek bonyo-
lultak, illetve amelyek kozotti kélecsonhatasok sokrétiiek, nehezen attekinthet6 tulajdonsagokkal
rendelkeznek. A komplexitas objektiv bevezetése ugyanakkor az azt méré mennyiségen keresztiil
lehetséges. A mérdszammal szemben elvardsokat tamaszthatunk. Az elvarasok egyik csoportjat
képezik a peremfeltételek, vagyis az az elvaras, hogy a mérészadm a legkisebb értékeit a legegy-
szeriibbnek vélt rendszerek esetén vegye fel. A masik csoportba olyan tulajdonsigok tartoznak,
amelyek a mérGszam viselkedését rogzitik a vizsgalt rendszer valamilyen megvaltoztatasaval szem-
ben. Az alabbi dolgozat célja egy olyan mérdszam megtalalasa, amelyre teljesiil a kovetkezd fel-
tétel: tobb, diszjunkt, megegyezd rendszer komplexitasa, amelyek semmilyen hatassal nincsenek
egymasra, azonos egyetlen ilyen rendszer komplexitdsaval. Ilyen rendszert kapunk példaul, ha
oszcillatorokat helyeziink el oly médon, hogy azok nem hatnak egymésra. Ebben az esetben azt
varjuk el, hogy a teljes rendszer komplexitasa ne tartalmazza az oszcillatorok szamat. A komp-
lexitast mérG szammal szemben tovabbi elvarasunk az a fent bemutatott peremfeltétel, hogy a
legegyszeriibb rendszerek esetén értéke minimalis legyen. A dolgozat tovabbi részében targyaljuk
azt a kérdést, hogy mely rendszereket neveziink altalanosan legegyszeriibbnek. A dolgozat fontos
célja tovabba, hogy a komplexitas definidldsa és mérdszaméanak megéllapitasa révén vizsgalhatova
valjon az informacié mennyiségének kornyezet hatasiara torténG csokkenése is. A hagyoméanyos
adattovabbitas, adattarolas diszkrét, kétallapotd rendszereken keresztiil torténik. Ezzel szemben
a kvantummechanikai adattovabbitas és adattarolds olyan fizikai rendszereken keresztiil valosul
meg, amely két szélsG allapota kozott barmilyen allapotot felvehet. Nyilvanvalo, hogy ez utobbi
adat-kezelés szignifikdnsan tobb informéciot képes tarolni és feldolgozni. Egy ilyen rendszert ne-
vezziik kvantumszamitogépnek. A nehézséget az okozza, hogy a kornyezeti hatasok a preparalt
fizikai rendszer informaciotartalmat gyorsan elmossak. A TDK-dolgozat éppen azzal foglalkozik,
hogy az adat tarolasa, optikai tovabbitasa kézben kérnyezeti hatasra miként tiinik el az informéacio
hasznalhato (azaz szerkezeti) része a rendszerbdl. Fontos leszogezni, hogy informacionak csak a
szerkezeti részt tekinthetjiik, mivel a fizikai rendszerek szamat, méretét nem tekinthetjiik adatnak.
Azok az eszk6zOk ugyanis, amelyek az adatfeldolgozast végzik, valos idében, fix halmazt képesek

befogadni, illetve miiveleteket végezni rajtuk. A komplexitas-definicié egyik sarokkove tehat a



replikicioval szembeni invariancia.
A dolgozat felépitése

Az els6 fejezetben azokat a mérdszamokat vezetjiik be, amelyeket a dolgozat tovabbi részében
vizsgalni fogunk. Ezek egyik része régota hasznalt informéacio-elméleti mérgszam, masik része pe-
dig az ezekbdl képzett komplexitas-jellegli mennyiség. A mennyiségeket egyre bonyolultabbnak
tlinG, de megoldhat6 kvantummechanikai rendszerekre alkalmazzuk. A vizsgalat eredményeként
az egyes mennyiségek elGnyeire, korlataira is ravilagitunk. A dolgozat els6 felében a statikus kvan-
tummechanikai rendszereket, az tigynevezett kvantummechanikai-allapotokat tanulmanyozzuk. E
rendszereken keresztiil a komplexitast méré mennyiségek megismerhetGekké valnak. A térbeli har-
monikus oszcillator és a hidrogén atom kapcsan megvizsgaljuk azt is, hogy miként viselkedik
magas kvantumszamok esetén a komplexitas. A dolgozat masodik részében a kvantumoptikai-
és kvantuminformatikai rendszereket tanulmanyozzuk. Megvizsgaljuk a koherens allapotokat, az
Osszenyomott — tgynevezett squeezed — allapotokat és a Jaynes-Cummings-modellt. Ez utébbi
A dolgozat a qubit-rendszerek vizsgéalataval végz&dik. Tanulmanyozzuk a tobb qubites rendszerek
informaciotartalmanak alakulasat, amennyiben azok nem tokéletes kapun haladnak at, illetve zaj-
jal terhelt csatornan keresztiil kozlekednek. Az ezekbdl kinyert informécié fontos tanultsagokkal

szolgél az ilyen rendszereket hasznélo eszkdzok tanulményozasahoz és fejlesztéséhez is.

1.1. Informacié-elméleti fogalmak

Egy megoldhaté kvantummechanikai rendszer esetén rendelkezésiinkre all a hullamfiiggvény, és
igy a rendszerhez tartozo valosziniiségi eloszlas. Ezt a stirtiséget hasznaljuk az informacio-elméleti
fogalmak, illetve a komplexitas definidldsara. A kvantummechanikai komplexités-vizsgalatok so-
ran, mint a kiterjedtséget jellemz6 mennyiséget hasznaljuk a szoérast. Ezt az alabbi moédon defini-

aljuk [1], ha r varhato értéke zérus,

o> = [ ro(r)d’r, (1)
/

ahol o a valoszintiségi stirtiség eloszlas, d a dimenzidészam. A strtiség

o= [¥())” (2)

2

modon képezhetd a hullamfiiggvénybdl. A tovabbiakban a o® mennyiséget egyszertien szorasnak

nevezem, ahol kiilon szerepe van a hatvanynak, ott széras-négyzetnek.



Az informacié-elméletben az informacié-mennyiség mérésére hasznalt, elterjedt mérdszam a

Fisher-informécio. Ennek definicioja [2]:

o= [ (Vo) ja,. _ [ o) (Vimowy?ay 3)

o(r)

A definiciobol lathatod, hogy a Fisher-informéacio az eloszlas lokélis relativ megvéltozasanak abszo-
lat értékét Osszegzi a téren, ezért az eloszlas mikrostruktiraja jelentGsen befolyasolja az értékét.
Nem célszerti tehat a fizikai rendszerek komplexitasat ezzel a mérGszammal jellemezni, mert barmi-
lyen kis zaj a Fisher-informaciot jelentGsen megvaltoztathatja. A legtébb komplexitassal foglalkozo
cikkben a Fisher-informacié bemutatasra keriil, igy ebben a dolgozatban is kiszdmitom néhany
esetben. A mikrostruktira Fisher-informéaciora kifejtett nagymértéki befolyasolasanak megértésé-
hez vegyiink egy valoszintiségi strtiséget, és adjunk hozza egy kis amplitadéji, nagy frekvenciaju,
zérus varhato értéki zajt. Ez a perturbacié azt eredményezi, hogy a Fisher-informacié jelent&sen
megvaltozik, hiszen a derivalt a gyors valtozas kévetkeztében megnd. Mivel az amplitido barmilyen

kicsi lehet, a vizsgalt rendszerek strukturdja altalaban ilyen zajtol még nem véltozik meg.

1.2. A komplexitas mérdszama

Komplexitds mérdszamaként ismert mennyiségek koziil a dolgozatban a legelterjedtebb tgy-
nevezett LMC-koplexitast [3| [4] |5] vizsgalom meg, mivel ez felel meg leginkdbb a bevezet&ben
emlitett kovetelményeknek. Ez a mennyiség méasrészrél, igen nagy hasonlosagot mutat a Varga
Imre és Pipek Janos altal leirt, és a kovetkezo alfejezetben bemutatando szerkezeti entropiaval [6]
[7]. A komplexitas bevezetését a [3| cikket kdvetve adom meg. Eszerint két fizikai rendszer, illetve
az azt reprezentald eloszlas komplexitasat tekintjiik minimalisnak. Az egyik az ideélis gaz, a méa-
sik az idealis kristaly. Ez a két eset a valoszintiségi eloszlas nyelvén az egyenletes, és az egyetlen
tagbol allo eloszlasokat jelentik. Az idedlis gaz esetében a molekulak mozgéasa teljesen rendezetlen,
ezért a megtalalasi valoszintségiik barmely pontban megegyezik. Az idealis kristalyban teljes a
rend. Egy atom vagy molekula csak egy maghatarozott pontban helyezkedhet el. A megtalalasi
valészintisége ebben a pontban 1, mashol 0. Az idealis kristaly esetén az entrépia minimalis ér-
téket vesz fel, ezért ha az entrépiat megszorozzuk egy masik mennyiséggel, amely éppen az egy
egyenletes eloszlas esetében veszi fel minimumat, az elvarasokat teljesithetjiik. Az idedalis gazhoz
tartozo minimum eléréséhez egy Gj mennyiséget, az .n. egyensulytol valo eltérést vezették be. |8]
Igy ezek szorzatéval R. Lopez-Ruiz, H.L. Mancini és X . Calbet definialtak egy komplexitas jelleg(i
mennyiséget, [3]

C=5D, (4)



ahol S egyszertien a Shannon-entrépiat, D pedig az egyensilytol valo eltérést jelenti. A Shannon-

entropia definicioja: [9]

5=~ pila(p) ~ - [ o) o)’ )

ahol p;-k diszkrét valoszintiségek, ezért mindig igaz a

ipi =1 (6)

norméalés. Az egyenstlytol valo eltérést a

D= zj; (pi - %)2 ~ /@(z)zddt (7)

kifejezés adja. Ezzel a komplexitéas teljesiti a kivant feltételeket, mivel egyenletes eloszlés esetén:

L b i L1y’ 0és S=InNigy C=0 (8)
i:_ = _—— — = — 1n 1 = N

az ideéalis kristalyt reprezentalo egyelemt eloszlas esetén pedig

1 hai=1 a _
D = — 5= piln(p;)) =0¢és D =11igy C =0. 9

{ 0 egyébként ZZI (#) ©)
A szerzok a definiciot modositottak [10], mert a (4) definicié altal megadott mennyiség nem inva-

rians a replikacioval, azaz az eloszlas térben elvalasztott ismétlésével szemben. Az Gj definicio,
CLMC == DGS. (10)

Ezzel a (9) és a (8) egyenletek tigy modosultak, hogy széls6 esetekben a komplexitas Cpyec = 1,
illetve Crpec = 0 értéket vesz fel. Ez a definici6 még mindig nem tdkéletes, mert egyrészt nem
ugyanazt a szélsé értéket veszi fel a két szélsG esetben, mésrészt nem invaridns a replikacioval
szemben diszkrét esetben. A probléma az egyensulytél vald eltérés definiciojaban keresendd. Az
1/N levonéasa jo szolgélatot tett az eredeti definicioban, de hatranyos az ujban. Ezért a definiciot

modositom,
) N
D= p (11)
i=1

Ez a tanulmanyozott folytonos eseteknél nem okoz problémat. (Lsd.: 1.4 alfejezet) A tovabbiak-

ban ezzel a definicioval dolgozok. Ekkor az LMC-komplexitas mindkét széls6 esetben 1 értéket vesz
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fel. Az 4j definici6 sajat eredményem, azonban mivel folytonos esetben nem tér el a létrehozott,
valamint az LMC-ként hasznélt definicid, az j mennyiséget tovabbra is LMC-komplexitasnak
nevezhetjiik. Ezzel kielégitettiik a peremfeltételeket. A bevezetGben emlitett feltételek teljes kielé-
gitéséhez, még sziikséges az, hogy bizonyitsuk az ismétléssel szembeni invarianciat. Ezt diszkrét
eloszlasokra végzem el, de konnyen altalanosithato folytonos eloszlasra is. Induljunk ki egy N véges
tagbol allo eloszlasbol! Mivel a kovetelmény szerint csak akkor kell teljesiilnie az invariancianak,

ha az eloszlasok nem fednek at, az eredeti eloszlast m-szer véve egymas utdn az alabbi eloszlast
kapjuk. [11]

(12)

{f(i) hai€[LN] {W ha i € [1, Nm]
pi = b; =

0 egyébként 0 egyébként

Vagyis az eloszlast m-szer megismételve a normalas miatt minden p; értéke m-ed részére csokken.

Az 1j definiciot hasznalva,

i=1 =1

Nm Nm
e = Y () exp {Z —; lnpf}

=1 =1
| X N N1 N (NN -
:Ez;pfl_!(%) ZEE;P? (E) l—Il(pz) "

adodik. A logaritmus tulajdonsagai, és a (6) normalas miatt,

N N N N
Zp? prpi = Z (PZQ) exp {Z —Pi hlpz} = CrLuc.
i=1 1

i=1 i=1
Ezzel megmutattuk, hogy a Cpy¢ invaridns a replikicidval, azaz a diszjunkt ismétléssel szem-

ben. Az 1j definicio hasznalhato kvantum-rendszerek tanulmanyozéasara. [12] [13]

1.3. Szerkezeti entrépia

A szerkezeti entropia bevezetésénél azzal a feltevéssel éliink, hogy egy eloszlas Shannon-ent-
-ropidjanak egy része a lokalizaltsaganak, mig méas része a struktiraltsiganak koszonhetd. [6] |7]

[14] Azaz azt feltételezziik, hogy az entropia felirhato

S = Se:pt + Sstr (14)



alakban. Ebben persze eddig nincs meglepetés, hiszen egy kifejezést mindig fel lehet két mésik
Osszegére bontani, de mivel entropia-jellegli részmennyiségeket definidlunk, ezeknek pozitivoknak
kell lenniiik. Tehat szerkezeti entropia meghatarozasihoz, az entropiabdl le kell vonni egy a deloka-
lizaltsaghol, azaz az eloszlas kiterjedtségébdl szarmazd entropia-jellegii tagot, mely pozitiv definit,
és azt varjuk el, hogy az igy kapott szerkezeti entropia is pozitiv legyen. A kiterjedési entropia

definialasahoz bevezetjiik a Rényi-entropiat, [15] [1]

——n (2_%) (15)

Ahol X egy diszkrét valészintiségi eloszlas, melynek tagjai p;-k. L’Hopital szabéllyal megmutat-

H, (X) =

hato, hogy o — 1 hataresetben az (5) definicié szerinti Shannon-entrépidhoz tart. [16] o = 2

esetben a (15) kifejezés a
N
Hy(X)=—In (pr) =—InD (16)
i=1

alakot veszi fel. Az itt hasznalt D épp a Crye definiciojakor bevezetett D egyensilytol valo eltérés.
A logaritmus mogott 1evs dsszeget tekinthetjiik a lokalizacio mértékének (D = > p?), ugyanis, ha
ez az Osszeg nagy, vagyis kozel van 1-hez, akkor az eloszlas jol lokalizalt, {6 részét néhany elem adja.
Azonban, ha ez az érték kicsi, vagyis kozel van 0-hoz, akkor az eloszlas sok kicsi tagbol all, vagyis
a f6rész elkenddik. Tehat > p? a nagy pi-ket kiemeli, mig a kicsiket elnyomja. Ennek inverzére azt
mondhatjuk, hogy minél egyenletesebb, elkentebb az eloszlas, annal nagyobb az értéke, igy Ho(X)
a kiterjedést, vagyis a delokalizacié mértékét jellemzi. [17] A (16) kifejezés azonban csak akkor
lehet a (14) egyenletben szerepld S, kiterjedési entropia, ha bizonyitjuk, hogy a Rényi-entropia
értéke legfeljebb a Shannon-entrépia értéke lehet. Tehat bizonyitando, hogy

N N
Ser =8 = Seat = »_ —pilnp; +In> p? >0 (17)

i=1 i=1
Ehhez a variacioszamitasban megszokott Lagrange-féle multiplikdtor modszert hasznalom, a ) " p; =

1 kényszerfeltétel mellett. Tehat definidljuk a kévetkezd fiiggvényt,

N N N
f(pi,)\)zz—pilﬂpi+ln2p?+)\( Pz‘—1>,
i=1 1

i=1 i=
ahol X jeoli a Lagerange-féle multiplikatort. A fiiggvény extrémumait a p; és a A szerinti derivaltak

eltlinése jeldli:

of 2p;
=-ln(p) 1+ =y +A=0 (18)
Opi Zjvz1 p?



f
oy = 2P 1=0.
i=1
A megoldashoz felhasznaljuk, hogy minden p; > 0. A kdzépss egyenletet adtrendezve minden i-re:

2p;
Lz Y (19)
i=1P;

—1In (p;) +

tehat minden 7 indexre a (19) egyenletrendszer jobb oldala azonos, ebbdl az kovetkezik, hogy a
baloldali kifejezéseknek is azonosaknak kell lenniiik, mert f(x) = 2z + ¢In(x) monoton fiiggvény.
Ekkor

pi = N (20)

Ebben az esetbenaz S =In N és D = %, ezért Sy, = S+1In D = 0. A talalt extrémum minimumot

Megjegyzem, a Rényi-entropidkra dltalanosan igaz, hogy az « fiiggvényében monoton csokkend
értékeket adnak. [18] Az egyenletes eloszlas a minimuma a (17) kifejezésnek, ezért az o = 2-vel
képzett Rényi-entropiat értelmezhetjiik delokalizacids entropianak. A fenti delokalizacios entropia-
val definialt szerkezeti entropia pozitiv definit mennyiség. Ha megvizsgaljuk a (20) esetén fennallo
eloszlast, azt lathatjuk, hogy ekkor a struktdra ténylegesen minimalis értéket vesz fel. Ebben a
tekintetben megegyezik a Cryc a (8) kifejezés altal adott, az idedlis gazhoz tartozdé minimuméaval.
Ha az eloszlas nem nulla tagjainak szama 1, akkor megkapjuk a (9) kifejezésnél megismert, az
idealis kristalyhoz tartozo6 szélsGértéket. Ennek szerkezeti entropidja ugyancsak zérus.

A Cprye és az Sy, ko6z0tt szorosabb a kapcesolat a szélsGérték-eloszlasaik egyezésénél. A (10)

s a (17) kifejezések Gsszehasonlitasabol:

Crye = GSS", (21)

lathato, ami csak az 0j egyensilytol valo eltérés (D) bevezetésével érhet6 el. A fenti egyenlség
miatt a szerkezeti entropidra is igaz a replikdcidval szembeni invariancia. Tehat a két komplexitas-
mérGszam ekvivalens, azonban a szerkezeti entropia azonos nagysagrendje miatt konnyebben ha-
sonlithat6 6ssze az entropiaval, és interpretacidja joval egyszeriibb, matematikailag megalapozot-
tabb.

1.4. Attérés a folytonos eloszlasokra

Megoldhato kvantummechanikai problémék esetén rendelkezésiinkre all a problémahoz tartozo

hullamfiiggvény, igy a valosziniiségi stirtiség is. A stirtiséget mindig norméaltnak tekintjiik, azaz:
/ o(r)d?r =1 (22)
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Az egyensilytol valo eltérés régi definicidja:

D = / (Q(t) - %)2ddz, (23)

ahol V' a térfogat az d-dimenzios térben. Ez a tag eltiinik, ha az integralas végtelen térfogata

tartomanyra torténik, ezért ehelyett a

D= /Q(Z)Qddﬁ (24)

definicot hasznalata terjedt el. Azonban fontos tudni, hogy a két definicié csak végtelen térfoga-
ton valik azonossd, kiilonben nem! Mivel folytonos esetben minden ezzel foglalkozé szerzé a D
mennyiséget hasznalja, ezért érdemes volt inkdbb az eredeti definiciot is modositani.

Az 4j definicioval egyszerti modon adodik a

Crye = ( / Q(Z)Qddf) eXp{— / o(r)In (Q(E))ddf} (25)

<0,

Sur == [ o) (o(r)) 4% + 1 ( / g<z>2ddz) (26)

adodik. A (13) és a (18) bizonyitasok egyszertien atvihetSk folytonos esetre.

1.5. Fazistér-beli vizsgalatok: Husimi— és Wigner-fliiggvények

Az eddig bevezetett komplexitas-mérGszamok szamos pozitiv tulajdonsiga mellett a mennyi-
ségek nem reprezentacio-fiiggetlenek. Erre a probléméra az egyik lehetséges megoldas, hogy a
definiciok részeként megadjuk azt a reprezenticiot, amiben fel kell irni a hullamfiiggvényt. Ezt
az egyszerli r—, vagy p-reprezentiacion til megtehetjiik a sokkal szemléletesebb fazistéren is. Ek-
kor a hullamfiiggvény szerepét példaul a Wigner—, vagy a Husimi-fiiggvény tolti be. A Wigner-
fliggvényhez a hullamfiiggvény aldbbi transzformaciojaval jutunk:

o0

1 T\ * x

W,qd)=— / WY (q’ — —) ) (q’ — —) exp (1px) dx (27)
7 2 2

A Wigner fiiggvény nem pozitiv definit, ezért nem toltheti be a valészintiségi stirtiségfiiggvény sze-

repét. Igy a Husimi-fiiggvénybél indulunk ki, melynél a paramétereket a [20] cikkben foglaltaknak

megfeleléen h = e = m, = 1 és 0> = 1 modon valasztottuk, a Husimi-fiiggvény definicioja

H(r,p) = (%)/ dq/ W (', q exp( r _AQ) )exp (=Ap—1)?). (28
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A Husimi-transzformacié a Wigner-fiiggvény Gauss-fiiggvényekkel vett simitasa. A A paraméternek
altalanossdgban 1 értéket adunk, de vizsgalni fogjuk egyes esetekben, hogy az entrépia hogyan
viselkedik a paraméter valtozasainak hatasara. A Husimi-fiiggvény a fenti megkonstrualasaval
eljutottunk egy pozitiv fazis-térbeli valoszintiségsiirtiséghez, ennek birtokaban a szokdsos modon

képezhetéek az entropia-tagok. Példaul a szerkezeti entropia,

Sgr = In ( /_ Z /_ Z Hr, p)erdp) - /_ Z /_ Z H(r,p)In(H(r,p))drdp. (29)

A reprezentéacio igen gyakran hasznalatos a kvantum-optikaban, kvantuminformatikiban, mivel

szemléletes.

2. Eredmények

A tanulméanyozott kvantumrendszereknél az analitikus szamitasok csupan néhany esetben vé-
gezhetdek el, ezért a legtobb eredményt numerikus modszerrel értem el. A reprodukalédshoz sziik-

séges numerikus modszereket és beallitasokat a 7.1 alfejezetben mutatom be.

2.1. Dobozba zart részecske

A kvantumrendszerek vizsgéalatat a legegyszertibb rendszer vizsgalataval kezdjiik, ez a dobozba
zart részecske problémaja. Kz az egyszerd példa kitting alkalom a vizsgilt informéacio-elméleti

fogalmak, és a szerkezeti entropia viselkedésének megértéséhez, attekintéséhez. A hullamfiiggvény:

2 gip ((nmz
() = \/:sm( ) ha z € [0, L] (30)
0 egyébként

Ezért a stirtiség:

Zsin? (%2) haz € [0,L
sin® (“7£) ha z € [0, L] (31)
0 egyébként
Az ehhez tartozo szoras az (1) alapjan:

2

o2 (n, L) = /O C (@) — ( / xg(x)dx) _ LB i) L g

12n373 4
Lathato, hogy a szords L masodik hatvanyaval skalazodik, ahogy ezt el is varjuk. A Fisher-
informaciét is megkaphatjuk analitikus alakban a (3) definicié alapjan:
An’m? + 1

- (33)

IFis =

12



A (33) egyenletb¢l lathato, hogy a Fisher-informacio 75-tel skaldzodik. A skilazodasok mutat-
jak, hogy a szoras és a Fisher-informéacio csak erds megkotésekkel (skala rogzitése) hasznéalha-
toak a komplexitds mérGszamakeént. A skalazodés kikiiszobolhetd ha a szoras-négyzet és a Fisher-
informacio szorzatat tekintjiik, a szorzatot Cramér-Rao komplexitasnak is nevezik. [20] A szorzat
nem fiigg a skalatol, de erdsen n-fiiggs. Az L— és n-fiiggést a (2a) és a (2b) abrak mutatjak.

Azonban a szerkezeti entropia a (17) definici6ja miatt,

Sar=— [ o) et)dr +1n (/ " Fla)is). (34

mar nem skalazodik, s igy nem kell a skalat rogziteni. A szerkezeti entrépia analitikus szamitasa
igen nehéz, de a (13) miatt a szerkezeti entropia invarians a replikacioval szemben, igy elég az
n = 1 esettel szdmolnunk, hiszen a magasabb kvantumszamu allapotok valoszintiségi stiriisége

replikacioval adodik az n = 1 strtségébdl. Ezért,

InD =In (%) (35)

S=1n(2) -1+ In(L) (36)

Ezek alapjan
Ser =In(3) — 1 (37)

Megjegyzem, hogy ebben az esetben latszik igazan miért kellett az eredeti (7) egyensulytol valo
eltérés helyett a (11) definiciot alkalmazni. Ha a régi definiciot alkalmaznank, a Cp o fiiggne a
doboz méretétdl, hiszen a folytonos esetre vald attérésnél a (25) kifejezés els§ tagja egy —1/V
taggal boviilne. Ekkor mar a C'py;¢ sem lenne skdlafiiggetlen.

A szerkezeti entropia mar nem skalazodik, ez lathato abbol, hogy értéke L-t6l fiiggetlen. A (21)
egyenlet miatt természetesen ugyanez mondhato el Cpp o-r6l is. A hullamfiiggvény strukturaltsaga
igen alacsony, s ez megjelenik a szerkezeti entropia értékében is. Numerikusan ez S, = 0,09861.

A szerkezeti entropia értéke az (1.5) alfejezetben elmondottaknak megfelelGen fiigg a reprezen-
taciotol. Ezért megvizsgaljuk a Husimi-fliggvényt is. A (28) definici6 alapjan a Husimi-fiiggvény
analitikusan szamithato, de a képlet terjedelme miatt a kozléstdl eltekintek. Az (1a) abra foglalja
Ossze a szamitasokat. Jol lathatoan a Husimi-fliggvény szerkezeti entropidja mar nem fiiggetlen a
doboz méretétsl. A skalazodéas oka, hogy a Husimi-fiiggvény a p-reprezentaciot is tartalmazza, a
hullamszam pedig 1ényegében a doboz méretével forditottan aranyos. Erdekes még, hogy a szer-
kezeti entropia nem monoton modon valtozik a kvantumszammal, a vizsgalt esetekben az n = 2

kvantumszamnal minimuma van.
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(a) Husimi reprezentacié szerkezeti entropidja a  (b) A Fisher-informaci6 a kvantumszam (n)

kvantumszam (n) fliggvényében L = 3, L = 4 és  fliggvényében

L =5 esetben
1. abra. Dobozba zart részecske vizsgalata
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(a) Szoras és Fisher-informacio szorzata a doboz-  (b) Szoras és Fisher-informacio szorzata a kvantum-
meéret (L) fiiggvényében szam (n) fliggvényében

2. 4bra. Dobozba zart részecske vizsgalata

2.2. Harmonikus oszcillAtor egy dimenziéban

A harmonikus oszcillator vizsgalata azért fontos szamunkra, mert ez a legegyszertibb rendszer,
melynél magasan gerjesztett allapotok vizsgalhatoak, ami a Hidrogén-atom esetén a szemiklasszi-
kus dtmenetet fogja reprezentalni. Ugyanis a magas kvantumszami (n > 20—30) gerjesztések Hid-
rogénatom esetén mar szemiklasszikus atmenetnek tekinthetGek, mert az energiaspektrum ilyen

fekvantumszamok esetén mar majdnem folytonos. A hullamfiiggvény:

1 mw\ /4 nws? mw
o) =\ g () e F (\/795) (38)

ahol H,(x) az n-ed rendd Hermite polinom, n a kvantumszam, mely 0-t6l indul. Szamitasaim

sordn az ¥ = ao = 1 rogzitettem.

A szorés a (3a) dbran talalhato. Lathato, hogy a harmonikus oszcillator sajatfiiggvényeinek szo-
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rasa a kvantumszam fiiggvényében egy egyenes, mely 0, 5-r6l indul, természetesen h egységekben.

Az egyenes mar klasszikus mechanikaval is megmutathato:

2
xXr
Eklasszikus ~ % (39)

1

A kett6 dsszeolvasasabol n ~ (z?), pontosabban a virial-tétel miatt (z?) = a3 (n + 1/2).

A Fisher-informacio a szérashoz nagyon hasonlo viselkedést mutat. (3a dbra). Ez azzal magya-
razhato, hogy n novekedésével a Hermite polinom rendje, igy az oszcillaciok (zérushelyek) szama
is aranyosan novekszik, mig ezek amplitidoja ardnyosan csokken. A (3b) abran az n = 9, és
az n = 10 gerjesztett allapotok hullamfiiggvényét hasonlithatjuk Gssze, ez mutatja a kiilonb6z6
szama és amplitudoju oszcillacidkat. Az n = 9 esetben 10, mig az n = 10 esetben 11 oszcillaciot
talalhatunk. Azt is megallapithatjuk, hogy az oszcillaciok alakja nem valtozik lényegesen, mig
amplitidoja kismértékben csokken. Ezért a Fisher-informécié a hullamfiiggvényen talalhato csi-
csokkal egyenletesen novekszik, mert a lokalis abszolut differencidl integralja 4j azonos egységek
hozzavételével linedrisan novekszik. A skalazodast ag = 1 rogzitése miatt jelen esetben nem latjuk,
de megmutathato, hogy a doboz-probléméhoz hasonléan, ebben az esetben is a szérés-négyzet a
rendszermérettel négyzetesen, a Fisher-informéacié elgbbi inverzével skalazodik. Ezen tilmendGen
a (3a) abran két egyenes lathato a kvantumszam fliggvényében, tehat a Fisher-informacio és a

szorés-négyzet hanyadosa nem fiigg n-t6l.

200¢ ‘ ‘ ‘ e
0.4f
150, - 2 0ol
o o0 - )
i < U
100 - *Iris > 0.0
50 [ - ..00'000-0001' -0.2;
-'.... .ooo.u.'“"“....”" -0.4;
0 [gaSeeeececs® . . . E| ) A . , . .
0 10 20 30 40 50 -6 -4 -2 0 2 4 6
n X
(a) A szoréas és a Fisher-informécio a kvantumszam (b) A hullamfiiggvény

(n) figgvényében

3. abra. Harmonikus oszcillator potenciadlban mozgo részecske vizsgalata

A szerkezeti— és a tobbi entropia valtozasat mutatja a (4a) abra. Ezen jol lathato, hogy az
alapallapot és a gerjesztett allapotok szerkezeti entropidja eltér, de a gerjesztett allapotok szerke-

zeti entropidja alig valtozik. Ennek oka, hogy az entropia nagy részben a kiterjedési entropiaval
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4. dbra. Harmonikus oszcillator potencidlban mozgo6 részecske vizsgalata
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(a) A hullamfiiggvény négyzete n = 0, n = 1 (b) A hullamfliggvény négyzete szemiklasszikus

és n = 2 esetekben atmenetnél

5. abra. Harmonikus oszcillator potenciadlban mozg6 részecske vizsgilata 3.

novekszik, tehat a struktira alig valtozik. A fentiek megértéséhez tekintsiik a (3b) abran felrajzolt
hullamfiiggvényt. Az abran jol 1atszik, hogy a hullamfiiggvény t6bb nagyjaboél azonos alaka piapbol
all, igy a (12) replikicios tulajdonsag szerint teljesen természetes, hogy a gerjesztés novelésével
csak csekély mértékben valtozik a szerkezeti entropia és a komplexitas. Az entropia és a kiterje-
dési entropia azonban novekszik n névekedésével. Ez indokolja a szerkezeti entropia hasznalatat,
hiszen a gerjesztett allapotok alig térnek el egymastol, igy a szerkezeti entropia is lassan valtozo
fiiggvénye n-nek. A szerkezeti entropiat részletesebben megvizsgéalva a (4b) dbran azt latjuk, hogy
a szerkezeti entropia nem monoton fiiggvénye a gerjesztésnek. A piros pontok (n = 0, 1,2) mentén
a kvantumszam novekedtével a szerkezeti entropia csokken. Ennek az a magyarazata, az alapéalla-
pot hullamfiiggvénye egy egyszerti Gauss-fliggvény, az elsé gerjesztett dllapot két egyenls nagysagi

csicshol all, és csak az n = 2 esetben alakul ki a parabola alakt burkold, mely a nagy kvantumsza-
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mokra teljesen kirajzolodik. A hullamfiiggvények alakja kis kvantumszamok esetén az (5a) abran,
mig magasan gerjesztett esetben az (5b) abran tekinthet§ meg. Ezek alapjan magasan gerjesztett
allapotnak nevezhetjiik az allapotokat méar n = 2 kvantumszam felett.

A magasan gerjesztett allapotok esetén, azt mondhatjuk, hogy az entropia és a kiterjedési
entropia atmenete logaritmikus. Ezt egy lin-log skalan kapott egyenes mutatja a fiiggelékben ta-
lalhato (42. abra), mely a kiterjedési entropiat abrazolja, az entropia, és a kiterjedési entropia
ilyen viselkedése nem meglepd, hiszen ezek extenziv mennyiségek, és igy a térfogattal aranyosan
nének, a térfogat n-nek valamilyen hatvany-fiiggvénye harmonikus oszcillator esetén. Mivel a szer-
kezeti entropia valtozasa a tobbi entropia-taghoz képest igen csekély, ezért a telitGdés alakja nem

ismerhets fel, de sejthetd, hogy nagyon magas kvantumszamok esetén stagnélast latnank.

2.3. A két-delta potencial

A két-0 potencialban mozgo részecske vizsgalatat a [19] cikk alapjan végeztem el. Az ott elvég-
zett szamitasok nagy részét reprodukaltam, és kiegészitettem. Témavezetémmel megvizsgaltuk a
Husimi-fiiggvény viselkedését is, valamint 1j effektusokat mutattunk meg. A téma targyalasa eltér
az eddigiektsl, mert a szerkezeti entropiat impulzus-reprezentacioban és a fazistéren is kiszamol-
tuk. A két-delta potencial:

V(z) = —g[0(z+a) + 0(z — a)], (40)

melyet a kétatomos molekulak legegyszeriibb 1 dimenzios lefraséra is hasznalnak, g = ¢?/4me
valasztassal. Ezen potencidlhoz két kotott hullamfiiggvény tartozik, ezek koziil a paros megoldés

alacsonyabb energidji. Ennek hullamfiiggvénye:

Aek® ha z < —a
Y(x) =< Beceosh(kx) ha —a<z<a (41)
Aeh ha z > a.

A hullamfiiggvényt p-reprezentiaciéban is megkaphatjuk, ehhez Fourier-transzformélnunk kell az

o) = By 2ET o) (42

T p2+ k2

x-reprezentaciobeli alakot:

Ezeknél a kifejezéseknél
A = Be " cosh(y),

B = (27/a)"? (e +2y+ 1)_1/2,
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és v = ka. A hullimszam k = \/2m|E[/h médon adodik az energiabél. A hullamfiiggvény a (6a) és
a (6b) abrakon lathato. A Schrodinger-egyenletnek létezik paratlan megoldasa is, melyhez tartozo
energia mindig meghaladja a paros megoldasét, ezért a paros megoldast kot palyanak, a paratlan
megoldast pedig lazité palyanak tekinthetjiik. A hullamfiiggvény ~ fiiggvényében két hataresetbe
mehet at. A v — 0 esetben a (40) potencial az egy-delta potencidlba megy at 2¢g amplitudoval,
mig v — oo esetben a (41) két egy-delta hullamfiiggvény &t nem lapold szuperpozicioja lesz,
természetesen g amplitiddval. A harmonikus oszcillatorral szemben most csak egy allapottal fog-
lalkozunk, de a hullamfiiggvény tartalmaz egy ~ paramétert, melyet folytonosan valtoztathatunk
0 és oo kozott.

A (7a) és a (7b) abrakon lathatoak a szoras, valamint a Fisher-informacio viselkedése a deltak
tavolsaganak fiiggvényében. Ezek a mennyiségek analitikusan szamithatoak, a szamolas eredmé-
nyének kozlésétol eltekintek. Az abréakbol lathato, hogy a széras monoton és konvex moédon novek-
szik. Ez annak kovetkezménye, hogy a két csiics tavolodik egymastol mikdzben a centrum helye
nem valtozik. A Fisher-informéaci6 viselkedése gy érthetd meg, hogy a bevezetGben emlitetteknek
megfelelGen a valoszintiségi stirtiségeloszlas relativ megvaltozasainak abszolutérték osszegeként te-
kintiink ra. Ekkor érthetd, hogy a két szélsé esetben a mennyiség azonos értéket vesz fel, mert
v — 00 esetben a valdszintiségi stiriiség két egy-delta siirtiségnek replikaciojanak felel meg, ezért
fele akkora a csucsértéke, tehat fele akkora a novekménye, mint v — 0 esetben. Lathato, hogy
integralva a névekményt a két szélsG esetben a Fisher-informacié megegyezik. Koztes érték esetén
pedig a stirtiség novekményei az atlapolt részen —a szimmetria miatt— kioltjak egymast, mivel a

koztes tartoményban az egyik exponencialis tag csokken, mig a mésik névekszik.
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0.6t /A‘\ J‘\ ] 06! “A\ A
0.5 /\ \ ] 0.5 / | \
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(a) A hullamfiiggvény a—1 esetben (b) A hullamfiiggvény a=5 esetben

6. abra. A két-0 potencidlban mozgé részecske vizsgalata

Térjiink at a szerkezeti entropia tanulméanyozasara! A szerkezeti entropiat kiszamoljuk z— és p-

reprezentacioban is. Kivancsiak vagyunk az atlapolas hatasara fazistérben is. Ez a példa elegendGen

18



100F 4.0
80| 3.5
~ 60 @
b 20! =3.0!
201 25
0 2 4 6 8 10
Y Y
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7. abra. A két-0 potencialban mozg6 részecske vizsgalata

egyszer ahhoz, hogy tanulmanyozzuk a reprezentacio-fliggés hatasat, bar mindkét reprezentaciod
teljes leirast biztosit. A szerkezeti— és kiterjedési entropiat a (8) abran lathatjuk. A (12) replika-
ciés tulajdonsag miatt a két végss esetben a szerkezeti entropia megegyezik. A Husimi-fiiggvényt
kiillonboz6 a értékek mellett a fiiggelékben abrazolom. A (8) abrarol lathato, hogy a fazistéren a
szerkezeti entropia masképpen viselkedik, mint az egyszeri z—, vagy p-reprezentaciéban. Jobban
megfigyelve a két reprezentacioban kapott esetek Gsszevetésébdl végiil is nem meglepd, hogy a fa-
zistérbeli szerkezeti entropia valtozasa 6tvozi a két reprezentéacié valtozasait, erre még a kvantum-
optikai squeezed-allapot vizsgalatdnal latunk példat. Azt mondhatjuk, hogy a Husimi-fiiggvény
szerkezeti entropiaja magaban foglalja az x— és a p-reprezentacié eseményeit is.

Az alfejezet elején emlitett egyszerii molekula-leirast elterjedten hasznéljak kiilénbdz6 molekula-
fizikai modszerek elsGdleges sziirGjeként, hiszen ekkor a megoldés egzaktul ismert, ezért az ered-
mények kénnyen Gsszehasonlithatok. Egy ilyen kozelit6 modszer esetén magam is megvizsgalom,
hogy a szerkezeti entropia hogyan viselkedik, ha a hullamfiiggvény csak koézelitSleg helyes. A vizs-
galt modszer az LCAO (Linear Combination of Atomic Orbitals). Tegyiik fel, hogy ®; és ®, atomi
hullamfiiggvények. Ebben az esetben a molekulapalya hullamfiiggvénye (MO) ¢ = ¢1 Py + coPs.

......

Ups = 201+ 1) 7% (@1 + B,). (43)
A két-0 modell esetén az atomi orbitalok az egy-delta potencidlhoz tartoz6 hullamfiiggvények, azaz
Py =a Vexp{—alr+al}, (44)

ahol "+"-hoz a péaros, a "—"-hoz a paratlan megoldas tartozik, és o = k/2 (1 + tanh~). T pedig
az atfedési integral, azaz ¥ = [ ®;®odw, ami egzakt modon szamithato, T = (1 + B)e ™ ahol
B = 2aa.
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8. abra. A szerkezeti entropia x—, p-reprezentacioban v fiiggvényében, valamint a Husimi-fiiggvény

szerkezeti entropiaja

0.30}
0.28}
0.26}

0.24¢

0.22¢

szerkezeti entropia

—Egzakt — Sy,

0.20r ----LCAO - Sy

0.18

9. abra. A két-0 potencial vizsgalata LCAO-kozelitéssel: A szerkezeti entropia

A szerkezeti entropia v fiiggését mutatja a (9) abra. Meglepetésiinkre a szerkezeti entropia alig
tér el az egzakt megoldas szerkezeti entropiajatol, csak 0 < v < 0.5 kozott figyelhetiink meg egy
eltolodast. Ez azt jelenti, hogy a szerkezeti entropia lényegében érzéketlen az ilyen, perturbativ
eltérésekre. Megvizsgalva azonban a kiterjedési— és a Shannon-entropiat (10 abra), a kiilonbség az
egzakt, és a kozelité megoldas kozt szembedtls. A nagy eltérés tiikkrében még meglepGbb, hogy a
kozelités szerkezeti entropidja csak csekély mértékben tér el az egzakt megoldasétol. A 10. dbran

feltling, hogy a v — 0 esetben az egzakt, és a kozelit§ modszer entropiai kiilonbozs értéket vesznek
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10. abra. A két-0 potencial vizsgalata LCAO-kozelitéssel: A Shannon— és a kiterjedési entrépia

fel. A magyarazat az, hogy a kozelit6 modszer nem adja vissza a v — 0 esetben elvart 2¢g szorzéval
ellatott egy-0 potencialt, csak az eredeti g-vel szorzottat. Persze skaldzassal ezek a hataresetek
egybe ejthet6ek, ekkor viszont a méasik hataresetben nem esnek egybe a hatarértékek. A szerkezeti
entropia vizsgalatablol az deriilt ki ebben az egyszerii esetben, hogy a szerkezeti entrépia kevésbé
érzékeny a hullamfiiggvény mikrostruktirajanak valtozésara, mint az entropia, vagy a kiterjedési

entropia.

2.4. Harmonikus oszcillator harom dimenziéban

A térbeli, izotrop harmonikus oszcillator potencialja:

V(r) = %)\27’2, (45)

ahol A\ = /mw. A sajatallapotok hullamfiiggvénye [22]-alapjan:

2n!/\l+3/2
I'(n+1+3/2

1/2
Um0, @) = Rt (1)Y,™(9, @) = ( )) rle LI (\?) YR (0, p). (46)

Itt L%(z) jeldli az asszocidlt Laguerre-polinomokat és a gémbfiiggvények,

(L +m)

alaktak, ahol P"(x) az l-ed rendi asszocialt Legendre-polinom. A tovabbiakban A = 1 feltevéssel

— |
Y™ (9, @) = \/QZ + 14<l m)! " (cos U)e™? (47)

élek, mert ez megkonnyiti a szdmitasokat, de nem befolyéasolja az eredményeket. A késGbbiekben
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fontos lesz, hogy a (46) hullamfiiggvény normaltsaga mellett a (47) is norméalt abban az értelemben,

hogy
T 27
/ / Y (0, @)Y (9, )" sin(9)dddp = 5,16 (18)
0 0

Mivel a szerkezeti entropia szamitasanal a sugar- és a sz0g szerinti integralas kiilonvalaszthato,

00 s 2
Sstr = / / / (R (r) Y™ (0, <p)|]47’2 sin(9)drddde
o Jo Jo

[ s 0 ) 0. 1 o sin( )i
= /000 (Rn,l(r))‘l r2dr /OTF/O i Y7 (9, 0)|* sin(9)dddy (49)

- / " (Rua(r))? In (R (r))? r2dr / ' / I (1Y (9, 0) ) sin(9) dddp,

ahol az utolso atalakitasnél felhasznaltam a (48) tulajdonsagot, és eszerint a radialis rész is nor-

malt. Az rogton lathato hogy ¢-t6l nem fiigg semmi, mert mindenhol a szférikus harmonikusok

abszolit értéke szerepel.

A szo6ras szdmitasa az origoba centraltsag miatt: ((r)? = 0)

o = (r?) = / R rrdr (50)

[e.e]

6
-In(D) 5
4
3
(a) A szoras logaritmusa a f6— (n) és mellékkvan-  (b) A kiterjedési-entropia a f6— (n) és mellékkvan-
tumszam (1) fliggvényében tumszam (1) fiiggvényében

11. abra. A tértbeli harmonikus oszcillator vizsgalata
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(a) Az entrépia a f6— (n) és mellékkvantumszam  (b) A szerkezeti entropia a f6— (n) és mellékkvan-

(1) fiiggvényében tumszam (I) fiiggvényében

12. abra. A tértbeli harmonikus oszcillator vizsgalata

Az eredmények a (11a) dbran lathatoak. AlapvetGen a szoras értékek egy sik mentén helyez-
kednek el, ennek a logaritmusat vettem, hogy jobban Osszehasonlithassuk a t&bbi eredménnyel.
Osszehasonlitva ezt a (11b) abraval, azt talaljuk, hogy hasonloan viselkednek. Ez természetes is,
ha arra gondolunk, hogy mindkét mennyiség a kiterjedtséget méri. A (12a) abra szerint a tel-
jes entropia ugyanigy viselkedik, mint a kiterjedési, ezzel szemben furcsa alakot mutat a (12b)
abran kirajzolodo szerkezeti entropia-feliilet. Azt lathatjuk, hogy a szerkezeti entropia konkédv mo-
don novekszik, tgy latszik, a magasan gerjesztett allapotba logaritmus fliggvény szerint telitédik
(2n + [ energia szerint). Tovabba megfigyelhets, hogy [ mellékkvantumszam szerint a szerkezeti
entropia elGszor gyorsan csokken, majd lassan valtozik. Tovabba érdekes megfigyelés, hogy a szer-
kezeti entropidnak mindig az [ = 0 mellékkvantumszdma allapotban van maximuma, ez kiilondsen
a kovetkezG részben targyalt hidrogénatom vizsgalatdval szemben érdekes. Megjegyzem, hogy az

energia ebben az esetben nem csak n kvantumszamtol fiigg, hanem
E.i=02n+1+3/2)hw (51)

kifejezés szerint adodik. A magasan gerjesztett allapotok logaritmikus jellegét a fiiggelék abrak
részében abrazoltam. Az ekvienergias vonalakat tekintve azt talaljuk, hogy az n = 0 érték a leg-
komplexebb. Osszevetve ezt a megallapitast a (11b) abraval, azt mondhatjuk, hogy az ekvienergias
vonalakon haladva a szerkezeti entropia csékken, mig a kiterjedési né, vagyis ebben az esetben

megallapithatjuk, hogy a kiterjedés csokkenésével névekszik a rendszer strukturaltsaga.
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2.5. Hidrogénatom

A stacioner allapotok vizsgalataval kapcsolatos eredményeink koziil a legfontosabbak a hidro-
génatom vizsgalataval sziilettek meg. Azt varjuk ugyanis, hogy a magasan gerjesztett allapotok
vizsgalataval informaciohoz jutunk a szemiklasszikus adtmenet komplexitasarol. A hidrogénatom
esetében szemiklasszikus esetnek tekinthetjiik a magasan energias allapotokat, mivel ebben az eset-
ben az energia kvantéltsidga kicsi. A hidrogénatom potencialja és hullamfiiggvénye a kévetkez&képp

alakul [11]:
2

e
V(T) - _477'607“’ (52)
n—Il-1)!, m
Unm(r, 0, 0) = Wﬂe PL (r)Y™(9, ), (53)

ahol a r/(nag) = p valtozocserével élhetiink, ag a Bohr-sugar, L! az asszocialt Laguerre polinom,
Y™ a (47) kifejezés szerint definialt gémbi harmonikus. Ismét igaz, hogy a radialis, és a szogfiiggs

rész killon-kiilon normaltak. A szerkezeti entropiat a (49) szerint szamithatjuk ki.

<y
..
{5z

Z7
0'.:'.'.:'.'.0 7
AT AT AT AT A
e

15,
-InD, | /50
10‘; 740
o\“ 30
10 207
20 :
10 20 " ro30 10
20 0
| 30 10 500
40
(a) A szoras logaritmusa a f6— (n) és mellékkvan- (b) A kiterjedési-entropia a f6— (n) és mellékkvan-
tumszam (1) fliggvényében tumszam (1) fliggvényében

13. dbra. A hidrogénatom vizsgilata

A szerkezeti entropia f6— és mellékkvantumszam fiiggését a (14b) abra tartalmazza. Lathato,
hogy a feliilet n-nek, és [-nek nem monoton fiiggvénye. Kiemelve néhany fékvantumszamot ab-
razolom a szerkezeti entropiat a mellékkvantumszam fiiggvényében a (15a) és a (15b) adbran. A
maximum helyek alakulasat ezeken az dbrakon is figyelemmel kévethetjiik, de ezen kiviil tartogat-

nak még egy érdekességet az abrak. A maximélis [ érték magasabban helyezkedik el a vartnal. Az
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(a) Az entropia a f6— (n) és mellékkvantumszam  (b) A szerkezeti entropia a f6— (n) és mellékkvan-
(1) fliggvényében tumszam (1) fliggvényében
14. dbra. A hidrogénatom vizsgilata
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(a) A szerkezeti entropia a f6— (n) és mellékkvan-  (b) A szerkezeti entropia a f6— (n) és mellékkvan-
tumszam (1) fliggvényében tumszam (1) fiiggvényében

15. dbra. A hidrogénatom vizsgalata

n = 37 esetben az [ = n — 1 = 36 esetben még magasabb is a szerkezeti entrépia, mint az [ = 35

esetben. Ennek magyarazatat még nem talaltuk meg.

A maximum helyei egy gorbén helyezkednek el n és [ fiiggvényében. Ezt a gorbét tanulményo-

zom részletesen a tovabbiakban. A maximumok helyeit lathatjuk a (16b), értékeiket pedig a (16a)
abran. A maximumbhelyek dbrazolasinal megfigyelhets, hogy az Osszetartozd [ —n parok egy egye-

nesre esnek, tovabba megfigyelhetiink egy periodikussagot, vagyis, hogy adott [ esetén 3—4 allapot
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(a) Maximumok értékei a f6kvantumszam (n) (b) A szerkezeti entropia maximumok helyei

fliggvényében

16. abra. A hidrogénatom szerkezeti entropia maximumbhelyeinek vizsgilata

maximadlis komplexitast allapota esik ugyanarra az n értékre. A (13a) és a (13b) abrak kozotti
hasonlosag alapja, hogy mindkettd a kiterjedést méri, ezen feliiletek erdsen hasonlitanak a (14a)
abrara is, vagyis azt mondhatjuk, hogy az entropia jelentGs része ismét a kiterjedtséghél szarma-
zik. A feliileteket nagy n értékre vizsgalva megallapithatjuk, hogy a szemiklasszikus atmenet ismét
egy konkév gérbe mentén megy végbe, megkozelitleg logaritmikusan. A kiilonb6z8 entropiatagok

viselkedése a szemiklasszikus atmenet soran a fiiggelékben talalhato abrakon kévethetd nyomon.

3. Kvantumoptikai alkalmazas

3.1. Koherens allapot

Koherens allapotnak nevezziik azokat az allapotokat (|«)), melyek a

(54)

ala) = ala)

sajatértékegyenletet kielégitik, ahol a az eltlintet operator. Bizonyithato, hogy ezek az allapotok

a
h

2
Heisenberg-féle hatarozatlansagi relaciot egyenlségbe viszik. A hullamfiiggvény z-reprezentaciéban

(55)

0,0p <

egy Gauss-fiiggvény:

mw

L me
2h

Yale) = (ala) = Nexp (5 {p)at = T2 ( = (@)a)) (56)
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ahol (z), = \/2h/(mw)Re(a) és (P)o = V2hmwSSm(a). A Gauss-fiiggvény szerkezeti entropidja
minden egyébtdl fiiggetleniil: Sy, = 0,1534. Ha elvégezziik a Husimi-transzforméaciot (28):

H(q,p) = N exp (——2 - p—2> , (57)

kapunk, N a normafaktor. A Husimi-fiiggvény szerkezeti entropidja: Sy, = 0.30685, ami épp
dupldja az x-reprezentaciobeli Sy, értéknek. Ez nem meglepetés, mert a Husimi-fiiggvény két
fiiggetlen normalis-eloszlast valoszintiségi valtozo egyiittes eloszlasa. Ilyen esetben a szerkezeti

entropia integralja:
Sstr = S — Sep = — / p(p)p(q) In (p(p)p(q)) dpdg + In / (p(p)*p(q)*) dpdq = (58)
= [ pwola)n (op)) g ~ [ plp)ola) n (p(a)) dpdg + (59)

+ In / (o(p)?) dp + In / (p(q)?) dg = (60)
= Sp+S;+In(D,) +1In(D,), (61)

mivel [p(q)dg=1és [p(p)dp =1 . A tovabbi két alfejezetben a koherens allapotokbol képzett

allapotok vizsgélataval foglalkozunk.

3.2. Schrodinger-macska allapot

A Schrodinger-macska allapotot a kvantum-optikdban a két koherens allapot szuperpozicidja:

[Year) = N(|e) +| = a)), (62)

ahol N a normalas. Az z-beli hullamfiiggvény:

e (5 e (-L250)

cat\ L) = . 63
Vear ) \/2(1+exp(—2a2))ﬁ (63)

A hullamfiiggvény a (17a) abran lathato, ahol o paraméter = 0-2 tartoméanyban valtozik. Az

entropia-tagok a (17b) abran lathatoak. A teljes— és a kiterjedési entropia-tag esetén is megfi-
gyelhetiink egy tullovést o = 1 és o = 1,5 koz6tt. A magas entropias allapotok azok, amelyek
hullamfiiggvényében mar hatarozottan megkiilonboztethets a két Gauss-gorbe, de a koztes rész
még nem elhanyagolhat6. Ezek szerint a két Gauss-gérbe atfedése okozza a tobblet entropiat. A
szerkezeti entropia mindekézben minimalis értéket vesz fel, ez azért lehetséges, mert a két Gauss-

gorbe kozti rész nagyjabol egy egyenletes eloszlas, igy ez csokkenti az Sy, értékét. Az a = 0, és
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(a) A Schrodinger-macska allapot hullamfiige-  (b) A Schrédinger-macska allapot entropiai o

vénye névekvs a esetben fiigvényében

17. abra. A Schrodinger-macska allapot x-beli hullamfiiggvénye, és entropiai

«a = 0o hataresetben a replikdcits invariancia miatt a szerkezeti entropia azonos értéket vesz fel.
Az interferencia esetén értéke megemelkedik. A Husimi-transzformaltat megkonstrualva (18. abra)
kiszamithatjuk a fazis-térbeli entropia-tagokat (19. abra). A Husimi-transzformalt entropia-tagjai
nagy hasonlosadgot mutatnak az z-reprezentaciobeli entropia-tagokkal. Ez nem tekinthetd kiilono-
sebb meglepetésnek, hiszen a koherens allapot z— és p-reprezentacidja azonos. Azonban a teljes—
és a szerkezeti entropia tullovése elttinik Husimi-fliggvény esetén. Ez annak kévetkezménye, hogy
a Husimi-fiiggvény atlagol mind z—, mind pedig p-irdnyban (lasd: (28) egyenlet A paramétere), igy
elfedhet bizonyos jelenségeket, melyek az adott iranybeli felbontés alatti méretiiek. A felbontas
novelésével ezek az effektusok ismét megjelennek az entropia-tagokban, igy példaul 20. abran ismét
megjelenik a tallovés Se,; fliggvényében. Ez a jelenség felhivja a figyelmiinket a Husimi-fliggvény
ezen hidnyossigara. Sajnos azonban az Osszes ismert fazis-térbeli eloszlasfiiggvénynek vannak hia-
nyossagai. A szerkezeti entropia Husimi— és x-reprezentéacidbeli képét kozos abran is szerepeltetjiik
(21. abra) a konnyebb 6sszehasonlithatosag érdekében. A szerkezeti entropia fiiggvényérsl Husimi-
transzformalt esetén elmondhato, hogy a replikicios tulajdonsag fazis-téren is él, hiszen o — 0, és
a — oo esetében azonos értéket vesz fel. Kévetkezs érdekesség, hogy ezekben a hataresetekben az
x-beli Sy, pont fele a Husimi-S,,-nek. Ez pontosan megegyezik a koherens allapotnal mondottak-
kal. Az atlapolas elttinésénél a szerkezeti-entropia két fiiggetlen koherens allapotnak megfelelGen

egyetlen koherens allapot szerkezeti-entropidjat veszi fel.
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(a) a =0,5 esetben

(b) @ = 1,2 esetben (c) @ = 2 esetben
18. abra. Schrodinger-macska allapot Husimi-transzformaltja (A = 1)
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(a) A szerkezeti entropia

(b) A teljes— és a kiterjedési entropia (—In D)
19. abra. Schrodinger-macska allapot Husimi-transzforméaltjanak entropiai a fiiggvényében (A = 1)
3.3.

A squeezed vakuum-allapot

A leggyakrabban vizsgalt koherens allapot a harmonikus oszcillator alapallapota, azaz a vakuum-

allapot. Ezen a koherens allapoton hajtunk végre némi valtoztatast az aldbbiakban.
Egy harmonikus oszcillator alapallapota ¢t = 0-ban,

U(z,0) = (%)1/4 exp (—w—Z) )

252

(64)

ahol s = 1 a squeezing paraméter. Ha az allapotot s paraméter szerint valtoztatjuk, akkor s > 0
esetben az allapot szélesebb, ha s < 1 az allapot Gsszenyomottabb (squeezed) lesz, mint az alapal-

lapot. Azt varjuk, hogy az s paraméter névekedtével a delokalizacios entropia ng, a teljes entropia

csokken, de a szerkezeti entropia nem véaltozik, hiszen 4j struktira nem keriilt a rendszerbe. Most
a hullamfiiggvény evolicidjat szeretnénk nyomon kovetni, ehhez [29] szerint

it /2+i /4 2
Gz, 2’ t) =

x?cost + 2 cost — 2xx!

——exp | ¢
V2msint

65
2sint ( )
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20. abra. A Schrodinger-macska allapot kiterjedési entropiaja kiilonb6z6 felbontasok (M) esetén

%rHus’m\
010 ¢ B
0.05F
1 2 3 s @

21. abra. A Schrodinger-macska allapot szerkezeti entropiaja x— és Husimi- reprezentacioban (A =

1)
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22. abra. Squeezed-vakuum entropiai

A Green-fiiggvényt a hullamfiiggvénnyel Osszeintegralva, majd abszolut-érték négyzetét véve, meg-

kapjuk
1 72
)= ooy () o

1
o2(t) = — sin®t + s° cos t (67)
s

térbeli siirtséget, ahol

Az ilyen allapotot nevezziik squeezed-vikuumnak, bar az idé6fiiggést figyelembe véve pulzalo-
squeezed allapot lenne a helyesebb kifejezés. A kiszamolt entropidk a (22) abran lathatoak, a
Gauss-fliggvény szorasanak fiiggvényében az entropia, és a kiterjedési entrépia (—In D) ugyan

valtoznak, de a szerkezeti entropia nem, hiszen a hullamfiiggvény szerkezete nem valtozik.

3.4. Gerjesztett squeezed vakuum-allapotok

A kvantum-optikai alkalmazasok tekintetében igen nagy jelentGséggel bir a squeezed-fotonok
gerjesztése. A lézer-berendezések elterjedésével a kisérleti fizikusok képesek squeezed-fotonok els-
allitdsara. Ez az Osszefonddottsig vizsgalataban nagy jelentGséggel bir. A XXI. szdzadra ezek az
allapotok széles korben hasznaltak optikai kommunikaciora, és gyenge jelek detektalasara is, igy
nem meglepd, hogy a kvantumoptika egyik {6 feladata lett ezen allapotok tanulméanyozasa, létreho-
zasa, manipulalasa. Mivel ezen allapotokat kommunikaciora is hasznalhatjuk, kiilonosen fontos az

informécioelméleti elemzésiik. A szerkezeti entropia jelentGsége talan ebben az esetben domborodik
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ki legjobban, mert képesek vagyunk az informacidtartalomnak csak a szerkezet miatt adodo részét
elkiiloniteni. Ez azért fontos, mert a digitalis kommunikacioban nem a foton-hulldimcsomag térbeli—
, vagy idébeli kiterjedése fontos szamunkra, hanem az eloszlas szerkezete, formaja. A vizsgalatokat
fazis-térben végezziik. A Husimi-fiiggvény megadhato egy hosszas szamolas utéan analitikusan [30],
itt csak a végeredményt kozoljiik:

sech(r) 2= /s — 1™ y

Hp.9) = @) Pacosm()) |G
Kq —1p ’ kq* +p*  tanh(r)(kq — p)? 1 2
X |Hpy, (W) exp <(— 5 + G ) e H) (68)

ahol r a squeezing paraméter, m a gerjesztések szama, x a Husimi-transzformacioban lévé Gauss-

fiiggvény térbeli szélesség-értéke, H,, az n-ed rendd Hermite-polinom P a Legendre-polinom, G =

(%q—1p> ( %q2+p2)
m B eXp NN
VK2 —1 2(1+ k)

Elgszor ez utobbi esettel foglalkozunk. A (23) dbran azt lathatjuk, hogy a gerjesztések szamanak

1+ k — (1 — k) tanh(r). Specidlisan r = 0 esetben:

21-m Jilk — 1|

m!|1 4 g|m+!

2 2

H(p,q) =

(69)

novekedésével a fazis-térbeli stirtiség, szétfolyik, mikozben a szerkezete kissé megvaltozik. A (24a),
a (24b), és a (24c) abrakon a k valtozasanak hatasat vizsgalhatjuk, ez a paraméter a simit6 Gauss-
gorbe g-beli szélessége, tehét a felbontés allithato vele. A g-beli felbontas romlaséval parhuzamosan
a p-beli felbontas javul, és ez kdvethet6 nyomon az abrakon. Igen latvanyos, hogy a szerkezeti
entropianak kifejezett minimuma van akkor, ha a felbontas p— és g-irdnyokban megegyezik, a teljes
entropia és a kiterjedési entropia nem rendelkezik ennyire kifejezett minimummal, de a minimum
ekkor is a K = 1 értéknél van. Az abran furcsa lehet, hogy a ~ € [0, 1]-en sokkal gyorsabban
valtoznak a fiiggvények, mint x = 1 felett, de ez csak annak az oka, hogy ha a ¢-beli felbontas x,
a p-beli 1/k.

A szamitasokat elvégezve squeezed (r # 0) allapotokra, melyeknek Husimi-fiiggvényei a (26)
abrakon lathatoak. A szerkezeti entropia a (27a), a teljes— és a kiterjedési entropia a (27b) abran.
Az abrék természetesen az r = 0 vonalra szimmetrikusak, x = 1 miatt. A szerkezeti entrépiarol
rogton elmondhatjuk, hogy a valos squeezed éllapot (r # 0) esetében magasabb, mint koherens
allapot esetén, pedig az entr6pidnak r = 0-ban van maximuma. Ennek jelentGsége abban 4ll, hogy
a koherens allapot Osszes entropidja magasabb, mint a squeezed-allapoté, de ennek az entropi-
anak nagy része adodik a kiterjedésbdl (delokalizaciobol). A squeezed-allapot magasabb szerke-
zeti informéacio-tartalommal rendelkezik. Az optikai kommunikicioban, szamitastechnikaban igy
a squeezed-allapotok kénnyebben megkiilonboztethetGek, ezért is hasznélhatoéak jobban példaul

adatatvitelre.
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23. abra.

@Qr=0k=2m=2 ((b)r=0rk=3m=2 (¢)r=0,k=5m=2

esetben esetben esetben

24. adbra. Gerjesztett vakuum-allapot Husimi-fiiggvénye

(a) A szerkezeti entropia (b) A teljes entropia (magasabb gorbék pirossal), és

a kiterjedési entropia (kék)

25. adbra. Entropiak k, és m értékek fiiggvényében
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(a)r=0,1, k=2, m=1 b)yr=0,5rk=2m=1 o)r=1,k=2m=2

esetben esetben esetben

26. abra. Gerjesztett vakuum-allapot Husimi-fiiggvénye

(a) A szerkezeti entropia (b) A teljes entropia (magasabb gérbék pirossal), és

a kiterjedeési entropia (kék)

27. abra. Entropiak r, és m értékek fiiggvényében (k = 1)

3.5. A Jaynes-Cummings modell

A dolgozat tovabbi részében a kornyezet hatasat vizsgaljuk egyszeri kétallapotu rendszerekre.
Ezek koziil a legjobban kidolgozott modell a Jaynes-Cummings modell.

A Jaynes-Cummings modellben egy kétallapotu atomot tanulmanyozunk mikézben egy oszcil-
latorral hat koleson. Mind a két rendszer Hamilton-operatorat jol ismerjiik, ehhez hozzavesziink egy
kolecsonhatasi Hamilton-operatort, ekkor ez a zart rendszer egyetlen hullamfiiggvénnyel leirhato.
Az atom tanulmanyozasahoz a kornyezet allapotaira nyomot képziink. A kétallapota rendszer nem
irhato le egyetlen hullamfiiggvénnyel, az ilyen allapotokat kevert allapotnak nevezziik. A kevert
allapotok kezelése érdekében a kovetkezGkben stiriiségoperatorokkal leirhaté rendszerek szerkezeti
entropidjanak meghatarozasat mutatom meg altalanosan, ami egyszeri altaldnositasa a beveze-

t6ben emlitett hullamfiiggvényes modszernek. Az el6késziiletek utan a modszert alkalmazom a
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Jaynes-Cummings modellre (JCM). Vezessiik be a stirtiségoperatort zart rendszerre, tiszta allapot

esetén:
p=[¥) (¢| (70)

ahol |¢) az allapotot leir6 hullamfiiggvény. A siirtiségoperator koordinata-reprezentacioban

pla, o) = (z)P*(2'). (71)

A teljes rendszer sajatallapotat leirhatjuk [i0) = |[¢4) ® |«) alakban, ahol |¢4) a rendszer allapota
(JCM esetében a kétallapoti atom), |o) pedig a kérnyezeté (JCM-ben egyetlen oszcillator). Zart
rendszer striiségoperatorabol képezhetd egy alrendszer striiségoperatora, ugy, hogy a kdrnyezet

allapotaira nézve nyomot képziink:
pa=Trg |1 )(¥] (72)

A stiriiségoperatorra felirhat6 a Neumann-egyenlet, mely az id6fejlédését irja le:
. 2 A~
5= _1lm, A} . 73
p=-3 [ p (73)

A stirtiségoperator nyoma egységnyi, ami a hullamfiiggvények norméltsagabol kovetkezik. A stird-

ségoperator négyzetének nyoma azonban méar
0<Tr(p%) <1. (74)

Ez utébbi mennyiséget nevezziik tisztasagnak, mivel 1 értéknél az allapot tiszta, azaz egyetlen
sajatfiiggvénnyel leirhato. A tisztasag értéke annal kisebb, minél tobb sajatfiiggvény kell a rész-
rendszer leirasdhoz, és ezek minél jobban eloszlanak. Tehat, ha az allapot leirdsahoz hasznalt line-
drkombinacio egyiitthatoi c;-k, akkor a tisztasag > ¢! modon adodik, mikdzben Y ¢? = 1. Ezért
c? egyiitthatokat egy diszkrét valosziniiségi eloszlasnak tekinthetjiik. A bevezetében megfogalma-
zottak pont egy ilyen eloszlasra vonatkoznak, igy a tisztasag alkalmas a delokalizaci6 leirasara, és
Osszhangban all az

S =—-Trplnp] (75)

Neumann-entropiaval is. Ezek szerint a kiterjedési entropia,
Sext = —In (Tr [p°]) = —In(D). (76)

A tovabbiakat alkalmazom a Jaynes-Cummings modellre (JCM) [23], mely egy kétszintd atom
k-fotonos reakciojat irja le a sugarzasi térrel. A Hamilton-operator forgo-hullamu kozelitésben
(RWA) (h=1)

H=wo(d'a+1/2) +was. + A (™6 + d"6,) (77)
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ahol wp az oszcillator frekvencidja, wa az atmenet frekvencidja az alap (|g)), és a gerjesztett
(le)) atomi allapotok kozdtt, A a csatolas erdssége, a és a' az oszcillator, mig o& az atom lép-
tet6 operatorai. A Hamilton-operator igy harom tagbol all balrol az els6 az oszcillatort, a ma-
sodik az atomot irja le. A harmadik tag a csatoldsi Hamilton-operator, 1ényegében ez az egy-
szerlisités a Jaynes-Cummings-modell. A tovabbiakban az oszcillator koherens allapotbol indul
lay = >, Culn), C, = exp{ ‘al }\/;, ahol o = Ve, és az egyszertiség kedvéert a fazist

nullanak valasztom. Az atom kezdetl allapota a Bloch-gémbon az alabbiak szerint definialt [24]:

[£4(0)) = cos (©/2) [e) +sin (/2) ¢’ |g) , (78)

ahol © a koherencia szbg, ¢ a fazis az alap és a gerjesztett allapotok kozott. A hullamfiiggvény

idofejlédése a (73) Neumann-egyenlet miatt:
=Y {e(n,t) [n,e) + by(n,t) [0, 9)}, (79)
n=0

ahol a 1.(n,t) és ,(n,t) egyiitthatok

e ) )
Vy(n,t) =Cy <sin (%) e'? cos <)\t 0 Tk)!) —ja7k " ﬁ!k)! oS (%) sin ()\t G ilk)'))

modon adodnak. Speciélisan, ha egy-fotonos kolesonhatéasokra szoritkozunk (k=1):

e(n,t) = Cria (cos (%) cos (Atv/n) +ia* (ni 7y sin (2)6 sin (AtW ))

Yg(n,t) =Cp (Sin (%) e'? cos (Atv/n) — ia™"y/n cos <@) sin ()\t\/_)>

Az atomi stirségmatrix a kornyezetre torténd parcialis trace-el,

5alt) = Terplt) = [%*“ ?@“>], (s0)

Pge (t) Pag (t)

ahol Poclt) = 1= Pug(t) = L [be(m D & poglt) = Ppelt) = X vheln, )i, 1). A szerkezeti
Wt

entropia szamitasahoz a (80) matrix sajatértékeire (I1;(t), [Io(¢)) van sziikség, ezek megallapitésa

egyszert, ezekkel:
Setr = — (I () In Ty (¢) + o (¢) InTIa(¢)) 4+ In (Hl(t)2 + Hg(t>2) : (81)
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Az entropia extrémumai a IT; + Iy = 1 feltétel mellett I1; =TIy = 1/2 é8 Sy0 = In2 = 0.693. A

szerkezeti entropia maximumat is megkereshetjiik a
Setr = — (I InTL; + (1 — ) In(1 — ITy)) + In (I3 + (1 — I1;)?) (82)

kifejezés derivalasaval kapott fiiggvénynek harom gyoke van, (0,1284; 0,5; 1 —0,1284). Az Sg,-t a
I, fiiggvényében abrazolva lathatjuk (28a. abra), hogy két maximumhelye van, melyeknél értéke

0,13. Ez barmely kétallapota rendszerre igaz. A derivaltat a (28b) aAbran tekinthetjiik meg.

0.12!
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_0.08 z
F 0.06 & 0
0.04 S
0.02

oL . oo
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
I I

(a) A szerkezeti entropia viselkedése II sajatérték  (b) A szerkezeti entropia derivaltjanak viselkedése

fliggvényében IT sajatérték fliggvényében

c stz
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0.50L. ! i J ! n 05!
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 200 500
skalazott idd skalazott idé
(a) A tisztasag a JCM-ben © =0, =0, k=1és  (b) A tisztasdg a JCM-ben © =0, =0, k =1 és
a = 4 esetben a = 10 esetben

29. abra. A Jaynes-Cummings modell tisztasdgénak vizsgalata

Az abrakon lathato, milyen a tisztasag (29a. és 29b. abrak) az entropia (30a. és 30b. abrak),

valamint a szerkezeti entropia (31la. és 31b. abrak) idéfejlédése. A baloldali abrékon egy tipikus
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(a) A Shanon-entropia a JCM-ben © = 0, ¢ = 0, (b) A Shanon-entrépia a JCM-ben © = 0, ¢ = 0,
k=1 és a =4 esetben k=1 és a = 10 esetben

30. dbra. A Jaynes-Cummings modell Shannon-entropidjanak vizsgalata
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(a) A szerkezeti entropia a JCM-ben © =0, ¢ =0 (b) A szerkezeti entropia a JCM-ben © = 0, ¢ = 0,
k=1 és a =4 esetben k=1 és a = 10 esetben

31. abra. A Jaynes-Cummings modell szerkezeti entropidjanak vizsgélata

beéllitas lathato, a tisztasag gyorsan csokken, a kolcsonhatas gyorsan elmossa a koherenciat. Ezzel
parhuzamosan az entrépia eléri maximalis értékét, a rendezetlenség maximaélis lesz. Az entropia
maximalis értékéhez a sajatértékek 0,5 értéke tartozik, ez dllandosul a rendszerben, természetesen
zajjal. A szerkezeti entropia is zajossa valik, de megallapithato, hogy nem igazan koncentralt,
vagyis a szerkezeti entropia "satiroz" a minimuma és egy maximalis érték kozt. A jobboldali
abrak paraméterei a kovetkez§ fejezet tipikus beallitasai lesznek, mikor az 1jjaéledés jelenségét
tanulmanyozzuk. Ebben az esetben az idéfejlédés strukturaja jol megfigyelhets. A tisztasag és az
entropia majdnem tiikérképei egymasnak, ezeken két megfigyelést végezhetiink. Az egyik, hogy jol
meghatarozott aszimptotahoz tartanak a goérbék, vagyis a tisztasdg zérushoz, az entropia a ma-
ximumahoz. A masik megfigyelés, hogy idében ismétl6ds alakzatok alakulnak ki, melyeken egyre

nagyobb zaj iil. Ezzel szemben a szerkezeti entropia ezen az idGskidlan nem tart aszimptotahoz,
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de a zaj ebben az esetben is erdsodik. Azt taldltuk tehat, hogy a szerkezeti entropia megérzi a
kétallapotii rendszer sajatossagait, de nem tart kiilondsebben semmilyen hatarértékhez. Ez an-
nak a kovetkezménye, hogy a szerkezeti entropia egyetlen paramétertdl fiigg, igy barmilyen zaj a

sajatértékben azonnal megjelenik a szerkezeti entropidban is.

3.6. Ujjaéledés (revival)

A JCM-modell keretében igen gyakran vizsgalt probléma az ujjaéledés (revival), részletes elem-
zése [32]-ben megtalalhato. Az njjaéledés esetén egyes oszcillaciok eltiinnek, majd valamely ¢ idGvel
kés6bb ismét megjelennek. Egy ilyen revival-jelenség lathaté a JCM egyes bedllitasainal. Egy ilyen
beallitassal lathatjuk az entropia-tagokat, és a polariziciot ({0.)) a 32. 4bran. Erdemes megfigyelni,
hogy két ujjaéledés kozott minden entropia-tag lokalis minimumot vesz fel. Igen jellegzetes alakja
van a teljes és a kiterjedési entropianak. Azt mondhatjuk, hogy egy lehetséges prediktorat talal-
tuk az tjjaéledésnek. A gyantink meger6sodik, ha egy masik beéllitassal is megvizsgaljuk hogyan
alakulnak az entropidk a 33. dbran. Mindenesetre érdekes, hogy a polarizicié konstans 0 esetén
az entropia-tagok igen erGsen valtoznak. A revival-jelenségkor vizsgalatat most befejezziik, de a

kutatas tovabbi téméjat adhatja.

I Pl N P I P
100 150 200 250 t[S]

32. dbra. A JCM-modell Shanon-entropaja, kiterjedési-entropidja, szerkezeti-entropidja, és pola-

rizacioja ((0,)), a =10, k =1, © = & = 0. A gorbék a fiiggdleges skalan eltolva!
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t[s]

33. abra. A JCM-modell Shanon-entropaja, kiterjedési-entropiaja, szerkezeti-entropiaja, és pola-

rizacioja ((0,)), a =12, k=1, © = & = 0. A gorbék a fiiggdleges skalan eltolva!

4. Kvantuminformatikai alkalmazas: A qubitek

A kvatuminformatikai rendszerek frekventalt probakévei a komplexitas-mennyiségeknek, igy
a vizsgalatokat mi is elvégeztiik 1-, 2—, 3— és n-qubites rendszerekre is. A qubit-ek kétallapota
rendszerek, a qubitek hordozoi igen valtozatosak lehetnek, példaul a hidrogénatom alap— és ger-
jesztett allapota, vagy a spin beéllasa kiils6 magneses tér jelenlétében, stb. Egy qubit allapot

reprezentalhaté két komplex szammal («, 3), gy hogy

) =al L)+ 8] 1), (83)

ahol |a|*+|8]? = 1. Ennek jelentése, hogy a qubit | értéket vesz fel |a|? valoszintiséggel és 1 értéket
|8|? valosziniiséggel. Ezen az allapoton végrehajtott transzformacio (az operatorokat a matrixoktol

megkiilonboztetd kalapot ebben a fejezetben elhagyjuk, de ez nem fog félreértéshez vezetni):

a b
U:(0d> (84

unitér matrixszal lehetséges. Vegyiink egy qubit-et, erre hatva egy U matrixszal, egy logikai mi-

veletet hajthatunk végre, ezeket nevezziik kapuknak. Néhany fontosabb 1-qubites kapu:
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e NOT-kapu
e Fazis-fordito kapu

e Hadambard-kapu

L1
V2l a1

Egy 2-qubites rendszer leirasahoz négy bazisra van sziikség, legyenek ezek: | [1), | 1), | T, | 1),
ezekkel egy 2-qubites allapotot

ap)

sy

Qpy

Qe
vektorral irhatunk le. Az els6 qubitet az alabbi alakban irhatnank:

W1) = (Jag | + lag ) 1) + (lag | + o) 1) (85)

Azonban az igy felirt qubitek tenzorszorzata altalanossagban nem adja vissza a 2-qubites allapotot.
Ha a fenti dekompozicio visszaadja a 2-qubit allapotot tiszta allapotrol beszéliink, ha nem Ossze-
fonodottrol. A valoszintiségszamitasbol tudjuk, hogy a marginélis eloszlasok szorzata akkor, és
csak akkor adja vissza az egyiittes eloszlasfiiggvényt, ha azok fliggetlen valoszintiségi valtozok [25],
igy azt mondhatjuk, hogy a qubitek dekompozicioja akkor lehetséges, ha azok kozott kdleson-
hatas nincs. A kolesonhatas erdsségét jellemezhetjiik az Osszefonodottsaggal a (74) egyenletnek

megfelelGen. A 2-qubit esetén azonnal felithat6 egy maximalisan 6sszefonddott allapot

1
= E(‘ ) +111), (86)

ugyanis ebben az esetben egyetlen qubit megadasakor a masik qubit értéke is adott. Ezt Bell-

v)

allapotnak is nevezik. 2-qubites allapotok logikai kapujaibol csak egyet emelnék ki, késébbi hasz-
nalata miatt a kontrollalt-NOT kaput:

1000
0100

CNOT = (87)
000 1
0010
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Azért kontrollalt-NOT kapu, mert a 2. bit akkor fordul at, ha az elsé (kontroll-) bit 1 értéket
vesz fel. A CNOT kapu univerzalis abban az értelemben, hogy n qubites esetben a matrix formaja
azonos, csak az egységmatrix-részt kell megndvelni. Egy ilyen kapu jelentése, hogy atforgatja az

utols6 qubitet, ha az Osszes addigi értéke: 1.

4.1. Hamilton-operator

A Hamilton-operator megkonstrualasahoz az n-qubit rendszert azonos kétszintii atomokként
képzeljiik el, koztiik dipol-dipol kolesonhatassal. Az atomokat kvézi-spinként kezelhetjiik, igy le-
irasukhoz hasznalhatjuk a Pauli-méatrixokat. Az atomok igen kozel helyezkednek el egyméashoz,
igy a kornyezet minden atomra azonosnak tekinthetd. A kornyezetet elektromagneses hullamnak

tekintjiik, vagy oszcillatorfiirdének. A dipo6l-dipol kolesonhatas Hamiltonija:
N
H[ = Zgijai,+o-j,* + h.C., (88)
i>j

ahol o; 1 az i-edik kvazispin léptet§ operatora. Bevezetve a kollektiv modusgerjeszté operatorokat:

N
JE =) o (89)
=1

N
JZ = Z Ui,z/2 (90)
i=1
és hosszuhullamu kozelitést véve: (g;; = g)

N
H =g (J+J_ —J. - 3) . (91)

A stirtségoperator idéfejlédését a Mester-egyenlet irja le. Feltessziik, hogy a kornyezet és a kol-
csonhatas gyenge, ekkor hasznalhato a Born-kozelités, [26] [27]

dp(t)

e —u[Hp, p(t)] + % (2J_p(t) Sy — T p(t) — p(t)JyJ-), (92)

ahol v a kollektiv modus lecsengési paramétere. A fenti egyenlet jobb oldalanak els§ része egy
koherens idéfejldést ir le, a méasodik része adja a dekoherenciat. A vizsgalt rendszer stirtiségope-
ratorat a teljes rendszer stirtiségoperatoranak parcialis trace-ével kapjuk meg, ahogy a (72)-ben,

most a kornyezet allapotai az n-fotonos allapotok. Igy
p(t) = _ "), (93)
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ahol p™ (t) = Trr(P,pser), és P, az n-fotonos allapotra vetits operator. Ekkor a Mester-egyenletet:

dp™ ()
dt
ahol Heyp = Hy — (vy/2)JyJ_. Ezzel a stiriségoperator szukcesszive meghatarozhato.

= —Z(Heffp(n) (t) — P(n) (t)HTff) - ’YJ—ThO(n_l)(t)JJr(l — do,n); (94)

e

4.2. 2— és 3-qubit

2-qubit esetén attérve 1j bazisra:
1

0,0) = ﬁ(ITU—!H))
1,1 = (11
1
1,0) = EON)HH))
1L,=-1) = (), (95)

mely a J?,.J, operatorok sajatfiiggvény-rendszere, a siirtiségoperator analitikusan kifejezhets:

1 exp(tgt—nt)
Lo embgn
0 0 0 0
p(t) - exp(—tgt—nt) exp(—2~t) (96)
p( 29 RN P - al 0
0 0 0 1—exp(—27t)

2
p(0) = | 1,4) (1) | kezdeti feltételbdl indulva [28], ahol a 3 qubites stirliségmatrix is megtalal-
hato. Az entropia— és a tisztasag értékek az id6 fiiggvényében a (34) abran lathatoak. Mostantol
minden szamolas esetén v = 10, és g = 1 rogzitett, hogy az eredmények Osszehasonlithatoak
legyenek. Megfigyelhetjiik, hogy a tisztasidg gyorsan lecseng, minimélis értéke 0,5, mindekdzben
a szerkezeti entropia mind a kezdetben, mind a kialakult stabil allapotban 0 értéket vesz fel. Ez
szorosan Osszefiigg azzal az elvarassal, hogy teljes rend, ill. teljes kdosz esetén a szerkezeti entropi-
anak minimalis értéket kell felvennie. Azt mondhatjuk, hogy a szerkezeti entropiaval vizsgalhato
a koherencia elttinése. A 3-qubites esetre a (35) abran lathatjuk a mennnyiségeket kiszamolva A
kapukon val6 athaladas a stirliségoperatort nem valtoztatjak meg, mivel a kapuk unitérek, igy a
spektrumot nem valtoztatjak, ezért az entropia-mennyiségek értéke sem valtozik. 2-qubit esetén
egyszerd idofejlodést latunk, a szerkezeti entropia hamar eléri maximumat, majd hoszabb idé alatt
lecseng, mindekozben az entropia felveszi maximalis értékét, beall az egyensily, ezzel a qubitekben
tarolt informécio elvész. 3-qubites allapot esetén a lecsengés sokkal hoszabb id&t vesz igénybe, az
informaci6 lasabban vész el, de érdekes, hogy az entréopia maximalis értékét nem ¢ — oo esetben
veszi fel. Ennek oka, hogy a sajatértékek nem az egyenletes eloszlashoz tartanak. A jelenségre

visszatérlink a hibas kapuk vizsgalatakor.
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34. abra. P-tisztasag, S-entopia, — In D-kiterjedési entropia, Sy.,-szerkezeti entropia az idé fiigg-

vényében 2-qubit esetén
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35. abra. P-tisztasag, S-entopia, — In D-kiterjedési entropia, Sg,-szerkezeti entropia az id6 flige-

vényében 3-qubit esetén

4.3. n-qubit, Werner-allapotok

A 2- és 3 qubites stirtiségoperatorok altalanositasa a Werner-allapotbol indul ki, melyet az

alabbi parametrizicioban adunk meg 2 qubitre

1+7r 0 0 2r
1 0 144 0 0
4 0 0 1—r 0
2r 0 0 1+r



Az allapot egy Bell-par és egy egységmatrix linearkombinéaciojaként adodik, igy r € [—1/3,1]. A
stirtiségmatrix egy sajatértéke p, a tobbi %. Hasonlé modon konstrualhatunk olyan allapotokat,
melyeknél a sajatértékek koziil egy p a tobbi 1 — p-n egyenls ardnyban osztozik. A Hamiltoni

megoldasa a qubitek novelésével egyre bonyolddik, ezért feltessziik, hogy a lecsengés

o(t) = (d—1) exz(—’yt) +1 (98)

alaki, ahol d a sajatértékek szama, v a lecsengés sebességét jellemz szam. A (97) altal definialt

matrixot ugy boévithetjiik, hogy

1+ 0 0 r/(d—2)
0  1-r/(d—2) 0 0
: 0 0 :
0 0 1—r/(d—2) 0
r/(d—2) 0 0 1+

d—2)+2(d—1)r d—2-2r d—2—2r
d(d—2) 0 d(d—2) " d(d—2)

szama. Ezen a proba siirtiség-matrixon egyszeriien vizsgalhatunk kornyezeti hatasokat sok qubites

Ennek sajatértékei mindig ( eloszlastiak, ahol d a matrix sorainak

rendszerek esetén is.

4.4. Hibas qubit-kapuk

A kvantuminformatikdban hasznalt kapuk unitérek, ezért a spektrumot nem valtoztatjak meg,
ebbdl kifolyolag az entropia-tagok értéke konstans marad. A szerkezeti entropia vizsgalatat két

irdnyban végezziik el:
e kapuk hibaja hogyan befolyasolja az entropia-tagokat, vagy
e a zaj hogyan befolyasolja az entropia-tagokat?

A kapukat viszonylag egyszerten el lehet rontani, vegyiik a (87) altal definialt CNOT-kaput, és
tegyiik fel, hogy csak p valoszintiséggel forditanak, ha a kontroll-feltétel teljesiil:

10 ... .. 0

Gevor=1| ¢ ... . 0 0 ; (99)




Ezzek az 1j strtiségmatrix:

poj = GpregiG' (100)
Azonban a kaput a felirt 2—, ill 3-qubites stirtiségmatrixhoz J, és J operatorok sajatillapotai-
ban kell felirni, némi algebra utdn ez nem okoz gondot. Ha p id6fiiggs, az iddfejlesztést a py-bol
kiindulva kellene kiszdmitani. Mi most nem ezt csinaljuk, hanem a qubitek idéfejlédésében ¢ id6-
pillanatban G kapu hatasat tanulményozzuk arra az idépontra vonatkozolag, tehat nem fejlesztjiik
az id6t a Hamiltonival az j allapotokbol. Ezt azért is célszer(i igy csinalni, mert a nem unitér
kapuk a stirtiségmatrix Trace-ét is megvaltoztatjak. Ezért a (100) egyenletet modositjuk:

GprégiGT

S s — 101
Tr (GpréngT) ( 0 )

Puj

A (36b) abra tartalmazza a teljes entropia fliggését a kapu elromlottsagat ado p-t6l. Azt talal-
juk, hogy az entropia-valtozas nem jelentds, azaz nem csokken jelentGsen az informéacio-tartalom
amiatt, mert a kapu csak p eséllyel forditja at a 2. qubitet. Ez igen meglepd, hiszen azt varnank,
hogy egy jol miikod6 CNOT-kapu nem valtoztatja meg az entropiat, mert az allapot megvalto-
zasa determinisztikus, de egy rosszul miikddének segiteni kell a "keveredést", azaz az entropianak
gyorsabban kell n6nie magasabb p esetén. Bar az effektust valoban megfigyelhetjiik, volumene nem
magas. A szerkezeti entropia (36a. abra) sokkal latvanyosabban fiigg a p értéktsl. Azt talaljuk,
hogy az atforditas a szerkezeti entropiat jelentékenyen néveli, a jelenség megértéséhez tekintsiik
meg a sajatértékek viselkedését (37. abra) az id6ben kapu nélkiil. A kapu mikodtetésével a 0 sa-
jatértékek nem 0 értéket vesznek fel, ami a szerkezeti entropiat noveli. A 3-qubites esetet tekintve

mar 4db 0 sajatérték van, igy a hibas kapu nem okoz valtozast (38. 4dbra)

4.5. Zajjal terhelt csatorna

A zajjal terhelt csatorna vizsgalata nagyon hasonlé a hibas kapu vizsgélatdhoz. A vizsgala-
tok lefolytatasahoz [33] konyvet hasznaltuk. Altaldnossagban azt mondhatjuk, hogy a rendszer

allapotat jellemzd p stirliség-operatort atvezetve egy kapun, vagy csatornén az 1j stirtiségoperator:
pai = Trr (G(p ® pr)G') | (102)

ahol G a kapu, vagy csatorna matrixa, pr a kornyezet stirtiségméatrixa. Ez utobbi egy feltevés, hogy
a rendszer és a kornyezet stirtiségmatrixa egyszerd tenzorszorzat kapcsolatban allnak, Ha G nem
hat a kornyezetre, a pg elhagyhato a képletbél. A tovabbiakban ezt mindig feltessziik. A kdnyv
néhany példajan keresztiil mutatjuk be a zajos csatorndk hatasat egy 4-qubites altalanositott

allapotra (97 métrix).
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(a) A szerkezeti entropia (b) A teljes entropia

36. abra. A teljes— és a szerkezeti entropia hibds CNOT-kapun athaladva p és t fiiggvényében
2-qubit

sajatertekek
Lo

081

osf ™

L1
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f[s]
02 0.4 0.6 0.8 10

37. abra. 2-qubit esetén a sajatértékek (4 db) idsfiiggeése tiszta iddfejlédés esetén

4.6. Depolarizal6-csatorna

A depolarizalo csatorna tipikus zajnak mondhat6 qubitek esetén, a stirtiségméatrixot:

paj =pl/2+ (1 =p)p (103)

stirtisegmatrixba viszi, I az egységmatrix, p a zaj erfsségét megadd szdm. A csatorna hatasara
a p valoszintiséggel a qubit-rendszer teljesen kevert allapotba keriil, 1 — p valdésziniiséggel nem
valtozik. A 4-qubites szimulalt allapot szerkezeti entropidjara gyakorolt hatasa a 39. Abran lathato.
Lathatjuk, hogy magas p esetén a koherencia gyorsan elvész, az egyébként altalanosan megjelens
kezd6 pup is elttinik. Tehat az S, értékek hiien kozlik, hogy a koherencia elttinik. A 39. 4bararol az
is kideriil, hogy az altalanositott 4-qubites id6éfejlédés nagyon hasonld egy depolarizal6é csatornan
val6 dthaladéshoz. Ez onnan lathato, hogy a feliilet barmely pontjat tekintve a p— és t-irany nagyon

hasonlo.

47



(a) A szerkezeti entropia (b) A teljes entropia

38. abra. A teljes— és a szerkezeti entropia hibas CNOT-kapun athaladva p és t fiiggvényében
3-qubit

4.7. Bit-flip-csatorna

Ez a csatorna egy olyan zajt takar, mely p valésziniiséggel helyben hagyja a rendszert, 1 —p va-
loszintiséggel atfordit egy bitet reprezentald kvazispint. Ennek 1-qubites reprezentacidja egyszert.
A 4-qubites eldallitasnal alkalmas bazist valasztva: |[0000), |[0001), |0010)... az atforgatas blokkdia-
gonalis lesz, igy elGéllitasa a tovabbiakban nem okoz gondot. Olyan beallitasokat hasznalunk, hogy
minden qubitet 1 — p valoszintiséggel atforditunk. A 40. és a 41 abran lathatéak a csatornan vald
athaladas hatasai az entropia-tagokra. Azt lathatjuk, hogy a szerkezeti entropia ismét csokken a
kapu p-értékének fiiggvényében, és a p = 0,5 esetén minimalis, majd Gjra névekszik. Ez azért le-
hetséges, mert az atforditas akkor eredményez entropia-tébbletet, ha kozben keveri az allapotokat,
és az egyensuly felé tereli a rendszert, ezzel az informacié elvész. A folyamattal parhuzamosan a

szerkezeti entropia csokken, mert egyre kozelebb keriiliink az egyenletes eloszlashoz.

5. Konklazid

Dolgozatomban megvizsgaltam napjaink elterjedt komplexitds-mérGszamait, amelyek koziil a
dolgozat elején felallitott feltételeknek az LMC-komplexitas, és a szerkezeti-entropia tett eleget.
Megmutattam, hogy ezen mennyiségek lényegében azonosak. A szerkezeti entrépia hasznalata

azért jobban indokolhaté, mint az LMC-komplexitasé, mert Oszefiiggésbe hozhaté a Shannon-
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39. abra. Altalanositott 4-qubit rendszer szerkezeti entropiaja depolarizalé csatornan athaladva ¢

és p fiiggvényében

301

251

201

151

10

05

0.0 0.2 04 0.6 0.8 10 t[s] . t[s]

(a) p=0,1 esetben (b) p = 0,3 esetben

40. abra. A teljes— (5), a kiterjedési— (Se,t) €s szerkezeti entropia (Sg,), valamint a tisztasag (P)
Bitflip-csatornan athaladva t fiiggvényében, altaldnositott 4-qubit

entropiaval, és a Rényi-entrépidval, ezért informécié-elméleti hasznalata megalapozott. A szerke-
zeti entropiat szamos kvantummechanikai allapotra kiszamitottam. Az egydimenziés harmonikus
oszcillator esetén megallapitottuk, hogy a szerkezet az els6 harom gerjesztés esetén mas képet
mutat, mint a magasabban gerjesztett allapotok szerkezete. Ennek magyarazata az volt, hogy a
hullamfiiggvény burkol6jaban csak n > 3 esetben jelenik meg a jellegzetes parabola-burkol6. A
magasan gerjesztett allapotokrol megallapitottuk, hogy entropiadjuk valamilyen logaritmus, vagy

hatvanyfiiggvény szerint valtozik. A két-delta potencial paros kotott allapotat vizsgalva azt al-
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(a) p=0,5 esetben (b) p = 0,8 esetben

41. abra. A teljes— (5), a kiterjedési— (Sest) és szerkezeti entropia (Ss,), valamint a tisztasag (P)
Bitflip-csatornan athaladva t fiiggvényében, altaldnositott 4-qubit

lapitottuk meg, hogy a Husimi-fliggvény szerkezeti entropidja valamilyen értelemben 6tvozi at
impulzus-reprezentacié és a hely-reprezentécio szerkezetét. Az LCAO kozelitést hasznélva azt ta-
laltuk, hogy a Shannon-entropia és a kiterjedési-entropia lényegesen megvaltozik a kozelités hasz-
nalatdnak hatasara, ezzel szemben a szerkezeti entropia kismértékid valtozasa azt mutatja, hogy a
szerkezeti entropia kevéssé érzékeny a hullamfiiggvény pontos alakjara. Harom-dimenzios allapo-
tok koziil a harmonikus oszcillator és a hidrogénatom hullamfiiggvénye esetében is megvizsgaltuk
a kvantumszamok széles tartomanyat, ezzel megéllapitottuk, hogy a hidrogénatom esetén a sze-
miklasszikus atmenet hasonl6an a harmonikus oszcillator magasan gerjesztett allapotaihoz loga-
ritmikusan, vagy valamilyen hatvanyfiiggvény szerint megy. A kvantumoptikai alkalmazasok koziil
kiemelend6 a Schrodinger-macska allapot vizsgélata, megmutattuk, hogy az atlapolas csdkkenti
a szerkezeti entropia értékét, mikozben a Shannon— és a kiterjedési entropia értéke novekszik. A
Shanoon— és a kiterjedési entropia esetéban hely-reprezentacioban tapasztaltunk egy extra konkav
szakaszt, melyet a Husimi-transzformalton nem talaltunk. A jelenség magyarazataként megalla-
pitottuk, hogy a Husimi-fiiggvény a felbontésa alatti effektusokat kiatlagolja, ezért ez korlatot
jelent az alkalmazhatosagaban. A gerjesztett squeezed-vakuum allapot esetében azt talaltuk, hogy
az Osszenyomott foton-gerjesztések nagyobb szerkezeti-informéacioval rendelkeznek, és ezért ezek
az allapotok ilyen értelemben is alkalmasabbak bizonyos kommunikacios feladatok ellatasara. A
kornyezeti hatasokat legegyszeriibb moédon az 1-qubit rendszeren 1-fotonnal valé kélcsonhatassal
tanulmanyoztuk, ez a JCM-modell. Azt talaltuk, hogy az informécié gyorsan elvész, magas zaj-
jal terhelédik, de bizonyos beallitasok esetén az entropia-tagok eltiinése lassabb, esetenként egyes
eltiint jelek kés6bb ismét visszatérnek. Ennek kapcsan megvizsgaltuk az tjjaéledés jelenségét, és

azt talaltuk, hogy a polarizaciéval ellentétben az entropia-tagok nem tiinnek el, s6t szignifikinsan
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valtoznak. A t6bb qubites eseteknél felallitottunk egy sok-qubites siirtiségmatrixot, melyhez egy
modell-idéfiiggést rendeltiink, igy a nagyobb qubit-szamu esetek konnyen tesztelhetGk. A kornye-
zeti hatasokat hibas kapukkal, és zajos csatornakkal szimulaltuk. Az eredményeket Osszefoglalva
ezt mondhatjuk, hogy a zaj altaldban csokkenti a szerkezeti informéaciotartalmat, de kivételek is

vannak annak fiiggvényében, hogy milyen az eredeti spektruma a siirtiségmatrixnak.
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7. Fiiggelék

7.1. Numerikus moédszerek

Az alabbi alfejezetben a numerikus eredmények reprodukélasahoz sziikséges beallitasokat adom
meg. A numerikus integralas nehézsége az, hogy a hullamfiiggvények erdsen oszcillailnak magas
kvantumszamok esetén, a dolgozat egyik legfébb célkitiizése pedig a szemiklasszikus dtmenetek
vizsgalata. A sok zérushely és az entropiaban szerepld logaritmus fiiggvény miatt olyan integraléd
programot kerestem, mely ezeket magétol felismeri is kikeriili. Ilyen program a Wolfram Mathe-
matica, melynek 7-es és 8-as verziojat hasznaltam. Az Nintegrate parancs beallitasait sorolom fel
a kovetkezGkben, ahol ez hasznélhato volt. A WorkingPrecision az értékes jegyek szamat jelenti,
a MazRecursion a maximalis rekurziok szamat jelenti, alapesetben ez 9, GlobalAdaptive modszer
alkalmazasa esetén megadhatjuk, hogy hdny egymas utani felosztés utan néhet a hiba, ennek alap-
értéke 400. Megjegyezném, hogy a teljes eredmény-tablazat rekonstrudlasahoz igen nagy tiirelem
kell, ezért azt javaslom, hogy aki ellenGrizni szeretné az eredmények helyességét elGszor egyetlen

pontra tegye meg.

e A linearis harmonikus oszcillator esetén a WorkingPrecision — 50 és a MaxRecursion
— 50 beallitasok minden kiszamolt mennyiség esetén megfelelGen pontos eredményt szolgal-
tattak. A beallitasok helyességének ellenérzésére hasznélhato a szoréds kiszamitasakor kapott
egyenes. I[lyen beéllitisok mellett csak a 16. szamjegy tér el a varttol. Megjegyzendd, hogy
ilyen ellenérzéseknél csak nagyon pontos eredményeket szabad elfogadni, mert az entropia

szamitasanal varhatoan nagysigrendekkel nagyobb a hiba.

e A térbeli harmonikus oszcillator vizsgilatanal mar differencialt beallitasokat alkalmaz-
tam a kiilonb6z6 mennyiségek szamitasara. Az ellenGrzést a norma djraszamitasa soran veé-
geztem el, az integralas modja GlobalAdaptive, a beallitasok MaxRecursion — 50, Wor-
kingPrecision — 20, MaxErrorIncreases — 800 ezzel a norma hibaja 107 alatt tarthato,
amit mar elfogadhatunk. A szodg szerinti integralokat kiillon végeztem el, ennek beéllitasai

MaxRecursion — 100, WorkingPrecision — 35, MaxErrorIncreases — 2000. A radidlis rész
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négyzetének integraljakor MaxRecursion—100, WorkingPrecision—40, MaxErrorIncreases
— 1100, az entropidnal MaxRecursion — 100, WorkingPrecision — 45, MaxErrorIncreases
— 2000, a szorasnal MaxRecursion—60, WorkingPrecision — 30, MaxErrorIncreases —
1100. Ez utobbi is alkalmas a hiba becslésére, mivel a szamitott pontok egy sikon helyezked-

nek el. Ez is teljesiil legalabb 9 tizedesjegy pontossagra.

A hidrogénatom numerikus szamitasa a térbeli harmonikus oszcillator vizsgalatdhoz ha-
sonléan zajlott, természetesen mas bedllitdsokkal. Az ellenérzéshez MaxRecursion— 100,
WorkingPrecision — 20, MaxErrorIncreases —1000, ezzel a hiba 107!? alatt maradt. A
szférikusok integraljahoz MaxRecursion—200, WorkingPrecision —45, MaxErrorIncreases
— 2500 beallitasokat alkalmaztam. A radialis rész négyzetének integraljakor MaxRecursion
—150, WorkingPrecision— 60, MaxErrorIncreases — 1500, az entrépianal MaxRecursion —
250, WorkingPrecision —75, MaxErrorIncreases — 2200, a szorasnal MaxRecursion — 60,
WorkingPrecision — 30, MaxErrorIncreases — 1500. A megnévekedett precizitast az indo-
kolja, hogy magasabb kvantumszamig megyiink el, és hogy a szérasra nincs a harmonikus

oszcillatorhoz hasonl6 tjraellenérzési lehetGségiink.

“ e,

lett numerikus modszerhez fordulni. Ekkor a MaxRecursion— 50, és a WorkingPrecision—
15 beallitasokkal a vazolt pontok megkaphatoak, de magasabb kvantumszam, vagy kisebb

méret esetén a preciziot novelni kell.

A két-delta potencidlban mozgd részecske esetén csaknem minden mennyiség kisza-
mithato analitikusan. ez al6l a Husimi-reprezentacio szerkezeti entropidja kivétel, mert itt
még Nintegrate paranccsal sem ériink célt, ezért itt az integral becsléséhez egy For ciklust
alakalmaztam, ahol a téglalap Osszeggel kozelitettem az integralt, ekvidisztans felosztassal

0, 1-es 1épéskozzel.
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7.2. Abrak

Ebben a fejezetben azokat az abrakat foglalom &ssze, melyek szemléletesek, de nem feltétleniil
sziikségesek a megértéshez. Az els6 néhany abran szemiklasszikus dtmenetek esetén lathatjuk a
kiilonboz6 entropia-tagok viselkedését. Mindegyiken lathatd, hogy magasan gerjesztett esetben
a logaritmikus skalan kozel egyenest kapunk. Az utols6 néhany abra a 2-6 potencidl Husimi-

fliggvényének valtozasat mutatja a deltdk tavolodasanak fliggvényében.

2.47 ‘ ‘ ‘ 7
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42. abra. Egy dimenzios harmonikus oszcillator kiterjedési entropidja lin-log skalan dbréazolva

s
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43. abra. A térbeli harmonikus oszcillator entropidja az energia fiiggvényében [ = 1 (kék) és 1 =5
(lila) esetben
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44. dbra. A térbeli harmonikus oszcillator kiterjedési entropidja az energia fiiggvényében [ = 1
(kék) és I = 5 (lila) esetben
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45. abra. A térbeli harmonikus oszcillator szerkezeti entrépidja az energia fiiggvényében [ = 1
(kék) és | = 5 (lila) esetben

7.3. Onallésagi nyilatkozat

Ezen dolgozat megirdsdhoz témavezetémtol, dr. Varga Imrétsl sok segitséget kaptam, de ezen
kiviil a dolgozat megirasidhoz szabalytalan eszkézoket nem vettem igénybe. A dolgozat 6néllo
munka. A dolgozatban elért eredményeket a témavezetém segitségével, de 6nalloan értem el. Az
eredmeények interpreticidja kozos munkanak tekinthets. A TDK szabélyzata megkdveteli, hogy
azon eredményeket, melyeket mar a Bsc. szakdolgozatban is leirtam kiilon kiemeljem. A szak-
dolgozatban csak a szerkezeti—, kiterjedési— és teljes entropia kiszamitasara keriilt sor, az alabbi
esetekben: A dobozba zart részecske probléméja, a linearis harmonikus oszcillator és a hidrogén-

atom.
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46. abra. A hidrogénatom entropidja az energia fiiggvényében [ = 1 (kék) és [ =5 (lila) esetben
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47. abra. A hidrogénatom entropidja az energia fiiggvényében [ = 1 (kék) és [ = 5 (lila) esetben
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53. abra. A két-6 potencidlban mozg6 részecske Husimi-fiiggvénye a = 3 esetben
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