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1. Bevezetés

A Galois-gyiriik a véges testek érdekes dltaldnositasai: a modulo m egészek Z,, gytrjé-
bdl kaphatdk egyszert algebrai b6vitéssel, ahol m > 1 primhatvany. Prim m esetében ép-
pen a véges testek adddnak. Az altaldnos Galois-gytirlik szerkezete bonyolultabb a véges
testekénél, példaul nem trivialis nilpotens elemeik is vannak. Az utobbi iddben tobb érde-
kes, a véges testekre alapozott diszkrét matematikai konstrukciot sikeriilt Galois-gytrtikre
tdmaszkodva dltaldnositani. Egyebek kozott a hibajavité kodok teriiletén tobb ilyen konst-
rukcié latott napvildgot. A jelen munka célja is egy ilyen éltaldnositds megfogalmazasa
¢és vizsgalata.

Alon, Ronyai és Szabé véges testek felett definidltak a projektiv normagrifokat, ame-
lyek tobb grafelméleti extremalis probléma kapcsan bizonyultak hasznosnak. Ezt a konst-
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rukcidt altaldnositjuk oly médon, hogy az eredetiben szerepld véges testbdvités helyett
egy Galois-gy(iri Galois-bovitését, €s a megfeleld normaleképezést hasznaljuk.

Szabd eredményét dltalanositva megmutatjuk, hogy ezen grafok M adjacenciamatrixa-
nak spektruma kifejezhet6 (dltaldnositott) Gauss-0sszegek segitségével. Itt természetesen
Galois-gytirtik feletti Gauss-0sszegek 1épnek fel. Ezekr6l a tudomany mai édlldsa szerint
joval kevesebb ismert, mint a véges testek feletti klasszikus Gauss-6sszegekrdl. Ennek
megfeleléen részeredményeket tudunk bizonyitani M sajatértékeinek nagysagardl. Itt el-
sOsorban a legkisebbnek tekinthet6 uj esettel foglalkozunk, amikor az alapgy(irQ Z,.

A dolgozatban éttekintjiik a késébbiekben haszndland6 fogalmakat, illetve bizonyitas
nélkiil kozoljiik a sziikséges tételeket. Bemutatasra keriilnek a Galois-gy(rtik, felépitésiik,
jellemz6bb tulajdonsdgaik. Bevezetjilk a norma fogalmét, és az annak felhasznaldsdval
létrehozott normagréafot. FS célunk a normagraf spektruménak (az M szomszédossigi
matrix sajatértékeinek) vizsgalata. Ehhez Gauss-0sszegeket haszndlunk.

A sziikséges fogalmak bemutatésa utén a dolgozat mésodik részében a G R(22, 2*™)
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Galois-gytirtikkel foglalkozunk, ahol m > 1. Itt bizonyitjuk Szab6 Tibor sajatértékek ab-
szolutértékérdl szolo allitasat test helyett Galois-gyfir( felett. A Gauss-Osszegekrdl meg-
1évS ismereteink fiiggvényében kiszdmitjuk a szomszédossagi matrix sajatértékeit. Ered-
ményiink az M matrix sajatértékeire vonatkozé tétel, amely a sajatértékek abszolutértékét
adja meg.

A dolgozatban végiil a legkisebb érdekes G R(22, 2°™) alakd Galois-gy(irt, a GR(4, 16)
felett konkrét szdmitdsokat mutatunk a karakterekre, illetve a Gauss-0sszegekre, ezzel is
aldtdmasztva az dltaldnos esetre kapott eredményeket. Ezen feliill a GR(4,16) Galois-
gytirlire kapott eredményeink nem csupdn az abszoldtértékekre vonatkoznak, hanem a
sajatértékek pontos értékeit is megkapjuk, azok multiplicitasaval egyiitt.

A Galois-gytritikre kapott sajat eredmények a 4.2. és a 4.3. alfejezetben, a szamitasok
az 5. fejezetben talalhatok.



2. A Hensel-felemelés

2.1. A Zps gyfil‘ﬁ

Ebben a szakaszban a Z, gyfirtkkel, illetve a Z, [x]-beli polinomokkal kapcsolatos alap-
vetd tényeket foglaljuk dssze. Legyen p tetszleges prim, az s egy pozitiv egész szam, Z,s
a modulo p* egészek gyliriije, melynek egy reprezentans rendszere

Zy ={0,1,2,....p° —1}.
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A p-hez relativ prim a € Z,s elemek a gy(rl egységei.

2.1. Tétel. Z,s minden idedlja féidedl, vagyis Z,s idedljai: (1), (p), (p?), ..., (p* ). Ek-
kor (p) a Z,s egyetlen maximdlis idedlja, és Z,:/(p) = F,, ahol F,, a p elemszdmii véges
test.

A 7, gytri elemei kifejezhetSk a kovetkez6 alakban:

Co + ap + ...+ Cs—lps_lv

ahol0 < ¢; <p—1.
A
Ls — T

cotep+... e pt — ¢

leképezés gylrthomomorfizmus, amelyet a kovetkez6képpen jeloliink.

cotop+...+cs1p = 0.

A homomorfizmus magja természetesen a (p) idedl.

2.2. A Z,:|x] polinomgyiri

A fenti Z,: — [, homomorfizmus kiterjeszthetS a Z,. feletti Z,:[z], illetve a F,, feletti
[F,[z] polinomgyfirtikre:
Lps ) — Fpla]

ap+ax+ ...+ a,x" — ap+ax+ ...+ a,x",

ahol w a Zy: és az IF,, feletti valtozo, a; € Zys, © = 0,1,...,n. Hasonl6an jeloljik az
f(z) € Z,s leképezéssel kapott képét: f(z). Kénnyen ldthatd, hogy a leképezés gyfirtiho-
momorfizmus Z,:[z]| gy(rirdl F,[z] gylrlre, melynek magja a (p) idedl. Jelen esetben

(p) = Zps[zlp = {f(x)p: f(z) € Zps[2]}

a p dltal generdlt f6idedl. Még éltalanosabban, tetsz6leges f(x) € Z,s[x]|-re az f(x) altal
generalt ideal:

(f(2)) = Zps[2]f (x) = {f(2)g(x) : g(x) € Zys[2]}.



2.2. Tétel. A (p) = Z,:[z|p idedl primidedlja a Z,: x| polinomgyirinek, Z,:|x] minden
primidedlja tartalmazza (p)-t, és Z,s[x] minden (p)-t valodi részként tartalmazo primidedl
maximdlis idedl.

2.1. Definicié. Legyen f, és fo két Z,s[x]-beli polinom. Az fy és fy polinomokat Z,s|x]
gytiriiben relativ primnek nevezziik, ha léteznek olyan Ny és Ny Zys[z]-beli polinomok,
amelyekkel

Afi+ X fo =1

Ezzel ekvivalens a kovetkezd dllitds:
Zps [:E] f]_ + Zps [.T] f2 — Zps [x] .

Az IF-beli relativ primség hasonléan definidlhat6. Ismert tovabba, hogy két I¥,-beli po-
linom akkor és csak akkor relativ prim I, felett, ha nincsen 1-nél nagyobb foku kozos
osztojuk.

2.1. Lemma. Legyen [ és fo két Zps [x]-beli polinom. f és fy akkor és csak akkor relativ
primek Zy:z]-ben, ha f, és f, relativ primek F,[z]-ben.

A polinomok Z,s, illetve [F,, feletti felbontdsa kozott teremt fontos €s algoritmikus kap-
csolatot a kovetkezd allitas:

2.2. Lemma. (Hensel-lemma)
Legyen f(x) egy foegyiitthatos Z,s feletti polinom, és tegyiik fel, hogy

7(95) = g1(x)ga(z) . .. 9:(),

ahol
gl(‘r)agQ(‘r)? s 7gr(x)

pdronként relativ prim F,[x]-beli polinomok. Ekkor léteznek pdronként relativ prim

fi(@), fa(@), . [ (@)

Lips[z)-beli polinomok, melyekre
f(@) = filz) fa(x) ... fr(2)

és fi(x) =gi(x),i=1,2,...,m

2.3. Alapvetoen irreducibilis polinomok

Legyen f egy fOegyiitthatés m-edfokd polinom Z,s folott, ahol m > 1 egész szam. Ha
f irreducibilis (vagy primitiv) I, [z]-ben, akkor f-et Z,. feletti alapvetSen irreducibilis
(vagy primitiv, megfelelden) polinomnak nevezziik. Természetesen a Z, feletti alapve-
téen primitiv polinomok alapvetden irreducibilisek is.

2.3. Tétel. Tetszbleges m > 1 egész szdmra létezik m-edfoki egy fdegyiitthatds, alapve-
t6en irreducibilis polinom Z,s felett, amely osztja x" ~* — 1-et Z,s|z]-ben.



2.2. Definicié. Legyen g(x) egy foegyiitthatds I, feletti polinom. A Zys feletti f(x) poli-
nomot a g(x) polinom Z,:[x]-beli Hensel-felemeltjének hivjuk, ha f(x) = g(x) és létezik
olyan n pozitiv egész szam, amely nem oszthato p-vel iigy, hogy

f(@)] (2" —1)
Zyps [x]-ben.

2.4. Tétel. Legyen s > 1 egész szdm, g egy foegyiitthatos ), feletti polinom, melynek
nincsenek t6bbszords gyokei, és x nem osztja g-t F,|x]-ben. Ekkor g-nek létezik pontosan
egy Hensel-felemeltje Z,:[x]-ben.



3. Galois-gytiriik

Ebben a szakaszban — szintén a bizonyitdsok mell6zésével — Zhe-Xian Wan [2] konyve

alapjan a szdmunkra most legfontosabb algebrai struktirdkat, a Galois-gytirtket targyal-
juk.

3.1. Definicié. A Galois-gyiirii olyan egységelemes véges gyiirii, amelyben a nullosztok
a nulldval egyiitt egy (p - 1) féidedlt alkotnak valamely p prim szdmra. A definicioban
szereplo p - 1-re:

prl=1+1+...41.
~————

p

3.2. Definicid. A gyiirii karakterisztikdjdn a legkisebb olyan n természetes szdamot értjiik,
amelyre a gyiirii barmely r elemére teljesiilazn -r = r+r+...+1 = 0 egyenloség.
—_—

n darab
Amennyiben ilyen n szam nem létezik, akkor azt mondjuk, hogy a gyiirii karakterisztikdja

0.

3.1. Példa. Tekintsiik a Z,s gyiiriit, ahol p prim, s tetszleges egész szdm. A elébbihez
hasonloan defindljuk n - 1-et, minden n € Z,s elemre. Ldthato, hogy az 1 egységeleme
a Z,s gyiiriinek, és a nullosztéi a nulldval a (p) féidedlt alkotjdk. Igy Z,s egy p°® elemii

o

Galois-gyiirii. A 2.1 tétel szerint (p) az egyetlen maximdlis idedlja a Z, gyirinek.
Ha s = 1, akkor Z,: = F, a p elem(i test, és (p) = (0) a nullidedl.

3.2. Példa. Legyen h(x) egy fbegyiitthatés alapvetden irreducibilis m-edfoki polinom
Zys|x)-ben. Ekkor a Zy:(x]/(h(x)) gyiiri Galois-gyiiri.

Az igy kapott Z,:[z]/(h(x)) gy(irt karakterisztikdja p°, elemszama pedig p*™. Az ilyen
tulajdonsdggal rendelkez6 Galois-gy(tirit GR(p®, p*™)-mel jeloljiik, vagyis Z,- = GR(p®, p®).
3.1. Lemma. Legyen S Galois-gyiirii, melynek karakterisztikdja p°, elemszdma p*™, ahol

p prim, s és m pozitiv egész szdm. Legyen f_' (x) egy Zys feletti polinom, és tegyiik fel, hogy
f(x)-nek létezik 3 gyoke Fym-ben, és f'(B) # 0. Ekkor f(z)-nek létezik pontosan egy

a € S gyoke gy, hogy o = [3.

3.1. Tétel. Legyen S egy p° karakterisztikdju, p°™ elemii Galois-gyiirii, ahol p prim, s és

m pozitiv egész szdam. Az S gyiirii izomorf a Ly, x]/(h(x)) gyidrivel, ahol h(x) Z, feletti
egy foegyiitthatos alapvetden irreducibilis m-edfokii polinom.

Ebbdl kovetkezik, hogy barmely két azonos karakterisztikdji és elemszamu Galois-gyfiri
izomorf egymadssal. Tehat egységesen hasznalhatjuk minden p°® karakterisztikaja, p*™
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elemszamu gy(irtre a GR(p®, p*™) jelolést.



3.1. A Galois-gyliriik egységeinek csoportja
3.2. Tétel. Legyen S = GR(p®,p™™) és jelilje S* az S egységeinek csoportjdt. Ekkor

S* =Gy x Go,

ahol G, egy p™ — 1-edrendii ciklikus csoport, Gy = {1+ : 7 € (p)} pedig egy pl*~H™-

edrendii csoport a kovetkezok szerint:

1. Ha p pdratlan, vagy p = 2 és s < 2, akkor Gy m darab p*~‘-edrendii ciklikus
csoport direkt szorzata.

2. Hap = 2és s > 3, akkor Gy egy mdsodrendii, egy 2°~%-edrendii és m — 1 darab
25~ Ledrendii ciklikus csoport direkt szorzata.

3.2. A p-adikus reprezentacio

A 2.3 tétel szerint 1étezik olyan alapvetSen primitiv h(z) m-edfokd Z,. feletti polinom,
amely osztja az 27"~ — 1 polinomot Z, [x]-ben. Ekkor h(x) m-edfokd primitiv polinom
IF, felett. Legyen o, a h(x) polinom gyoke F,m felett. Az «, primitiv eleme [F,~-nek.
A 3.1 lemma szerint h(x) polinomnak létezik pontosan egy olyan o gyoke G R(p®, p°™)
Galois-gy(irtiben, amelyre @ = «a,. Az o elem rendje p™ — 1, gyoke egy Z,- feletti h(z)
alapvetSen primitiv, egy fegyiitthatés, m-edfoki polinomnak, amely osztja az 27" ~! — 1
polinomot Z,: [x]-ben. Ekkor

GR(ps’psm) — Zps [O./} = {CL() +aa+ ... am_lam_l}.

Az a; € Zys, i = 0,1...m — 1 elemek egyértelmiiek. Tovabba h(z) az egyetlen < m-
edfoku egy féegyiitthatés polinom Z,s folott, amelynek « a gydke. Az o elemrdl feltehet-
jik, hogy Z,:[z]/(p) = F,=-beli rendje is p™ — 1.

Legyen 7 = {0,1,,...,a”" ~2}. A GR(p®, p*™) Galois-gy(rd minden c eleme egy-
értelmten irhat6 a kovetkezd alakban:

c=apt+ap+...+a1p,
ahol ag,Q1,...,05_1 € T.
A c akkor és csak akkor egység, ha ag # 0, és ¢ akkor és csak akkor nulloszté vagy 0, ha
ag = 0.

3.3. Galois-gytirtik automorfizmusai

Legyen S = GR(p®,p*") Galois-gy(ird, melynek részgytirtije R = Z,s = GR(p®,p®),
S = RJal, ahol o az S egy p™ — 1 multiplikativ rend( eleme, tovdbba gyoke egy R folotti
m-edfokd h(z) alapvetSen irreducibilis polinomnak, amely osztja 27"~ — 1-et R[z]-ben.

S azon automorfizmusait, amelyek R-et elemenként fixen hagyjdk, az S gy(ir R fo-
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Iotti automorfizmusainak nevezziik. Az S gytrd R folotti automorfizmusai csoportot al-

kotnak a kompoziciéra nézve, melyet az S gy(rt R feletti Galois-csoportjanak neveziink.
Az S gytirl R feletti Galois-csoportjat Gal(S/R)-lel jeloljiik.
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Ha 7 € Gal(S/R), akkor 7 megdrzi pS-t is. A homomorfizmus tétel szerint S/pS =
Fpm, ezért T az F,m-nek egy automorfizmusat indukdlja, jeldlje ezt az automorfizmust 7.
Ezt hasznédlva megmutathatd, hogy Gal(S, R) izomorf az F,n F, feletti Galois-csoportjdval.

3.3. Tétel. A
Gal(GR(p*, p™) /L) — Gal(Fpem, Fpe)

T =T

leképezés csoportizomorfizmus. Tehdt van olyan ® R feletti automorfizmusa S-nek, hogy
Gal(S, R) = (®) és ™ = id, ahol id az identikus leképezés S-en.

Azaz Gal(GR(p®, p*™)/Z,-) izomorf az m-edrendi ciklikus csoporttal.

3.4. Norma és nyom

Legyen S = GR(p®, p°™), melynek részgytirlje R = Z,s, ® pedig az S gyirt R feletti
olyan automorfizmusa, amely generdlja a Galois-csoportot. Tetsz6leges C' € S elemnek
definidlhatjuk a nyomat:

Trsr(C) =C+®(C)+ ...+ 2" ().
Az C' € S elem R-re vonatkozé normédja pedig
Ng/r(C) = CO(C)... @™ (C).

Nyilvanval6, hogy T'rgs/r €s Ng/r is fiiggetlen a ¢ valasztasitol. Ha S és R gylir(i egyér-
telmd, T'rg/ R helyett T', Ng/r helyett N jelolést hasznalunk. A tovabbiakban a nyom €s a
norma alapvetd tulajdonsagait soroljuk fel.

Az C,D € S és a € R elemekre teljesiilnek a kovetkezdk:

1. Tr(C) €
2. Tr(C' + D) = Tr(C) + Tr(D),
3. Tr(aC) = aTr(C) és Tr(a) = m - a,
4. Tr(®(C)) = Tr(C).
A normit illetden pedig:
1. N(C) e
2. N(CD) = N(C)N(D),
3. N(aC) = a"N(C) és N(a) = a™,
4. N(®

(@) = N(O).
5. Ha C € S*, akkor N(C') € R*.



3.5. Abel-csoportok karakterei

Legyen G Abel-csoport (multiplikativ irisméddal), melynek rendje |G|, egységeleme 1.
A G csoportnak egy y karaktere egy G — U homomorfizmus, ahol U az 1 abszo-
latértékd komplex szamok multiplikativ csoportja. Vagyis x egy leképezés G-r6l U-ra,
amelyre x(g192) = x(g1)x(g2) minden ¢1, g2 € G elem esetén. Nyilvan y(1g) = 1
teljesiil. Tovabba

(x(9)' = x(g'”") = x(1e) =1
minden g € G elemre, tehdt a x értékei |G|-edik egységgyokok. Tudjuk tovdbbd, hogy

X(9)x(g7") = x(gg7") = x(le) = Lésigy x(97') = (x(9))™" = x(g) minden g € G
elemre, ahol a feliilvonds a komplex konjugélast jeloli.

A karakterek koziil megemlitjiik a yo trividlis karaktert, amelyre xo(g) = 1 min-
den g € G elemre. A GG véges sok i ... X, karakterébdl képezhetiink szorzatkarak-
tert X1+ Xn, amelyre x1---xn(9) = x1(9) - xa(9)- Ha xa = --+ = xn = x, ak-

kor x1 - - - xn-et x"-nel jeloljik. A G karaktereibdl all6 G halmaz Abel-csoportot alkot
a karakterek szorzdsdra nézve. Mivel GG karakterei csak |G |-edik egységgyokok értékeit
vehetik fel, igy G véges.

3.1. Megjegyzés. Bdrmely kiilonbozd g1, g2 € G elemre létezik olyan x karaktere G-nek,
amelyre x(g1) 7# x(92)-

3.4. Tétel. Ha a G véges Abel-csoportnak x nem a trividlis karaktere, akkor

> x(g) =0.

geG

> x(g)=0.

xed

Ha g € G és g # 1¢, akkor

3.5. Tétel. Egy G véges Abel-csoport karaktereinek szdma |G|.

3.3. Definicié. Azon karakterek halmazdt, melyek a G egy H részcsoportjdn azonosan
1-et vesznek fel, a H G-beli annuldtordnak nevezziik.

3.6. Tétel. Legyen H a G véges Abel-csoport egy részcsoportja. Ekkor a H annuldtora
G-ben egy |G|/|H|-rendii részcsoportja G-nek.

A kovetkezd, testek karaktereire vonatkozo tételekre a dolgozatban nem lesz sziikség,
csupdn a testekre vonatkozé tovabbi tételek értelmezéséhez hasznosak. Megfigyelhets a
gylirlk karaktereihez val6 viszonyuk, kiillonboz6 értelmezésiik.

Az T, (¢ = p®, ahol p prim és s > 1 egész szdm) véges test esetén két fontos Abel-
csoportrdl beszélhetiink, a test additiv €s a multiplikativ csoportjardl. Fontos kiilonbséget
tenniink a két struktdrahoz tartoz6 karakterek kozott.

Tekintsiik el6szor [F, additiv csoportjit. Legyen p a test karakterisztikdja, igy az I, tartal-
mazza [, primtestet, amelyet Z /(p)-vel azonositunk. Jelolje 7' az F, — F, nyomleké-
pezést. A T'r segitségével definidljuk a x; : F, — C leképezést.

Y1 (C) _ e27riTr(c)/p
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minden c € F, elemre. Ez az I, additiv csoportjanak egy karaktere, mivel ha c;, c; € I,
akkor T'r(cy +¢2) = T'r(c1) +Tr(ca), ésigy x1(c1 +¢2) = x1(c1)x1(c2). Az additiv cso-
port karakterére az additiv karakter elnevezést haszndljuk. A x; karaktert az [, kanonikus
karakterének nevezziik. IF, minden karaktere kifejezhet6 a kanonikus karakterrel.

3.7. Tétel. Bdarmely b € F, elemre a x, fiiggvény, melyre x,(c) = x1(bc) tetszdleges
c € IF, elem esetén additiv karaktere F-nak, és ¥, dsszes karaktere kifejezheté ebben az
alakban.

A b = 0 eset éppen a trividlis additiv karaktert adja, azaz xo(c) = 1 minden ¢ € F, elem
esetén.

Az [F, multiplikativ csoportjanak, I/ -nak a karakterei a multiplikativ karakterek. Mi-
vel Iy egy ¢ — 1-edrendii ciklikus csoport, karakterei egyszertien kifejezhetok.

3.8. Tétel. Legyen g € IF, rogzitett primitiv elem (azaz generdtora IF;-nak). Minden j =
0,1,...,q — 2 esetén a kovetkezd ¢; fiiggvény

i(g") = e/ k=01, q—2

definidlja egy multiplikativ karakterét ¥ -nak, valamint ¥, dsszes multiplikativ karaktere
kifejezhetd ilyen alakban.

3.6. Gauss-0sszegek Galois-gyiiri felett

Legyen elGszor x egy additiv, ¢ egy multiplikativ karaktere F -nak. Akkor a g(x, ¢)
Gauss-Osszeget a

g0 8) = D x()e(c)

ceFy

formulaval definidljuk.

A tovdbbiakban Galois-gytirtik feletti Gauss-Osszegekre lesz sziikségiink. Legyen S
egy Galois-gyirt, y az S additiv csoportjanak, ¢ pedig az S* multiplikativ csoportjanak
a karaktere. Ekkor legyen

90, 0) = Y _ x(T)p(T).
Tes*

A Gauss-0sszegek ismerete a projektiv normagraf sajatértékeinek kiszamitasahoz sziik-
séges. Igy tehdt a tovabbi vizsgilatok el6tt ezek leirdsa kovetkezik.

A szdmunkra esetre val6 sziikités miatt a 4-karakterisztikdaju Galois-gy(rik esetében vizs-
gdljuk a Gauss-0sszegeket. A kordbbi jelolésekkel p = 2, s = 2. A megfeleld h(x) poli-
nom, mellyel Az S bovitését kaptuk R-nek m-edfoki, ennek gyoke a. A 4-karakterisztikaju
Galois-gy(irtink tehat S = GR(2%,2?™) = Z4[a]. Az S gylir( véges lokalis kommutativ
gytrt, egyértelmd 2.5 maximadlis idedllal, és K = R/2S = Fon maradéktesttel.

A 3.2 tétel alapjan az egységcsoport a kovetkez6képpen irhato le:

3.9. Tétel. S* és K* jelolje S illetve K egységeinek csoportjdt.
S* = K" x (14285),

ahol K* 2™ — 1-edrendii ciklikus csoport, 1 + 25 pedig m darab mdsodrendii ciklikus
csoport direkt szorzata, igy egy 2™-edrendii csoport. Vagyis S* rendje (2™ — 1)2™.
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A Gauss-0sszegek tulajdonsdgait €s a kapcsolodo tételeket Yunchang Oh és Heung-
Joon Oh [3], illetve Philippe Langevin és Patrick Solé [4] cikke szerint mutatjuk be.
Az S gytirl xr (T € S) additiv karakterei definidlhaték a kovetkez&képpen:

XT(U) _ iTr(TU)’

ahol U € S és i a komplex képzetes egység és Tr : S — R a nyom. Léthatd, hogy xo
az S trividlis karaktere, x7(U) = x1(TU) és Xr(U) = xr(—=U). Tovdbbd ha T} # Ts,
(Tlﬂ T2 € S)’ akkor X1 7£ XTs-

Legyen ¢ egy multiplikativ karaktere S*-nak. A

g(xr,®) = Y xr(C)e(C)

cesS

kifejezések az S-n értelmezett Gauss-0sszegek.
Koénnyen addédik, hogy

4™ — 2™ ha xr és ¢ trividlisak
9(xr, ¢) = SN L
0, ha x trividlis és ¢ nemtrividlis.
Yunchang Oh és Heung-Joon Oh [3] 3.1. tétele teljesiil az S* karaktereire:
3.10. Tétel. Legyen ¢ az S* nemtrividlis karaktere. Ekkor a kovetkezdk teljesiilnek:
I. haT € 5%, akkor g(xr,¢) = S(T~")g(x1,¢). vagyis g(x1,¢) = d(=1)g(X1, ¢)-

2. Ha'T € 2S és ¢ nemtrividlis 1 + 2S-en, akkor g(¢, x7) = 0.

A késobbiekben hasznaljuk Yunchang Oh és Heung-Joon Oh [3] 3.3. tételét:

3.11. Tétel. Legyen ¢ az S* nemtrividlis karaktere. Ha ¢ nemtrividlis 1 + 25-en, akkor

g(x1,0)9(x1, @) = 4" (1)

és
2Mm ha'l' € S*
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4. A projektiv normagraf és spektruma

A kovetkez6kben Galois-testek esetében megismert eredmények megfeleldit szeretnénk
megfogalmazni, illetve ellendrizni a Galois-gy(riik esetére. Pontosabban a Z,s Galois-
gyliri m-edfoku bovitésérol lesz szd, ahol p = 2, s = 2.

A normagraf vizsgalata a dlvéletlen grafok konstrukcidjdban segit. A édlvéletlen gra-
fokat a sajatértékeik segitségével érthetjiilk meg: Adott egy G graf, a szomszédossigi
matrixdnak sajatértékei \y > Ay > ... > \,. G mésodik sajatértéke A = A\(G) =
max{Az, |\,|}. Konnyen beldthatd, hogy d-reguldris grafokra A; = d. Az olyan gra-
fok, amelyeknek a masodik sajatértéke kisebb nagysagrendii a legnagyobbnal, a véletlen
grafok bizonyos tulajdonsdgaival rendelkeznek. Minél nagyobb ez a spektralis rés, annal
nagyobb a graf véletlenszerlisége. Azzal az esettel foglalkozunk, amikor egy legfeljebb
n/2-fokd graf masodik sajatértéke konstans szorzé erejéig legalabb a négyzetgyoke a fok-
szdmnak, vagyis olyan G grafokkal, melyekre A\(G) = O(v/\y).

Az aldbbiakban bemutatdsra keriild véges test feletti projektiv normagrafok megfe-
lelnek ennek a tulajdonsdgnak. Belathato, hogy a projektiv normagrafok szomszédossagi
matrixainak sajatértékei Gauss-Osszegek, igy pontos értékeik eldjeltdl eltekintve kisza-
mithatéak. A masodik sajatértékiikre teljesiil, hogy aszimptotikusan a fokszdm gyokei,
igy tehdt ezek dlvéletlen grafoknak tekinthetdk.

4.1. A normagraf véges test felett

Alon-Rényai-Szabé [5] cikke nyoman definidljuk a G+ projektiv normagréifot. Legyen ¢
primhatvany, ¢t > 1 egész, és jelolje F, a ¢ elemi véges testet. A G = G, normagraf
V(G) csticsainak halmaza a Fy-1 x I} direkt szorzat, ahol F; = IF, — {0} a F, multipli-
kativ csoportja.

AT, feletti F -1 testbdvitésen definidlhatunk normat a kovetkez6képpen:

N:Fu1—F,

X — N(X) := X' =D/a=1),
Az igy kapott normaleképezés egy multiplikativ fiiggvény: ha X,Y € F -1, akkor

N(X-Y)=N(X)-N().

A normagrafban az (A, a) és a (B, b) cstcsok kozott akkor és csak akkor megy él, ha
N(A+B) =a-b. A G, grif csicsainak szdman = ¢! (q—1). Adott (A,a) € V(G,)
és tetsz6leges B € F -1 esetén, ahol B # —A, 1étezik pontosan egy b € F,- ugy, hogy
(A,a) és (B,b) szomszédosak (megy kozottik él) G, normagrafban. Ezért a G, graf

¢'~' — 1 = n'~Y'reguldris. Beldthatd, hogy a G, ; graf K; ;1) .i-mentes.

Szabd a [1] cikkében megmutatta, hogy a G, ; graf szomszédossdgi matrixdnak sajat-
értékei a kovetkezd alakban irhatdk:
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Ha y = Yo, de ¢ = ¢y a trivialis karakterek, akkor a megfelels sajatérték ¢'—% — 1,
amely éppen a G graf foka.
Ha x = xo és ¢ # ¢, akkor a megfelel$ sajatértékek

£ 3 svE) =+ S vl =o.

CGth71 CGFQ*
C#0

Ha x # xo, de ¢ = ¢y, akkor a megfeleld sajatértékek

+H Y x(O)] = +£1.

CG]th_ 1
C#£0

Ha x és ¢ sem a trividlis karakterek, akkor

£ ) X(O)$(N(O)] = ¢V

CG]qu—l
C#0

Célunk, hogy véges testek helyett Galois-gylrtikre és megfeleld Galois-bovitésiikre
definidljuk a normagrafot, majd az igy kapott graf szomszédossdgi matrixanak sajatérté-
keit vizsgaljuk.

4.2. A normagraf a GR(p®, p*") Galois-gytirii felett
4.2.1. A projektiv normagraf és szomszédossagi matrixa

Legyenek R és S véges Galois-gyiirtik, R < S és jelolje N : § — R az Ng/r normale-
képezést.

A G = Gps graf csicshalmaza V = S x R*. Az (A,a) € V és (B,b) € V csicsok
kozott akkor megy €1, ha N(A + B) = a - b. A projektiv normagraf szomszédossagi mat-
rixat jeloljik M-mel. Az M sorait és oszlopait (A, a) parokkal indexeljiik, ahol A € S,
a € R*. Az M graf k-reguldris, ahol k = |S*| = |S| — [pS]. Itt p az |S| egyetlen prim-
osztdja. Ugyanis az (A, a) € V csdcshoz pontosan k szamd B € S vilaszthat6 gy, hogy
A+ B € S* teljesiiljon. Ekkor nyilvan N(A + B) € R*, és pontosan egy b € R* létezik,
melyre N(A+ B) = a - b.

Jelolje M a graf szomszédossdgi matrixat, M sorait és oszlopait is V' elemeivel indexel-
juk, és

I, haN(A+ B)=a-b

Moponps —
(4.a)(Bb) {0, kiilonben.

Célunk, hogy formulédt adjunk az M matrix sajatértékeire. Legyen x az S tetszdleg
additiv karaktere, ¢ az R* egy multiplikativ karaktere. Jelolje V, , azt a |V/| hosszi osz-
lopvektort, melyet V (G) elemeivel koordindtdzunk, és az (A, a) koordinatdhoz tartozo
elem a x(A)¢p(a), vagyis
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Megjegyezziik, hogy az S x R* csoport (az S additiv és az R* multiplikativ csoportok
direkt szorzata) karakterei éppen az

(4, a) — x(A)o(a)

leképezések, ahol x az .S, ¢ pedig az R* karakterein fut végig. Egy H Abel-csoport nem-
trivialis 1) karaktere esetén
> w(h) =0

heH

Ezt alkalmazva adodik, hogy a V, , vektorok paronként merdlegesek egymadsra, tehat a
CVI tér egy ortogondlis bazisat alkotjak. A kiovetkezd eredmény kozvetlen, egyszerti 4l-
taldnositdsa Szabo [1] testekre vonatkoz6 eredményének.

4.1. Tétel. Az M? mdtrix sajdtértékei éppen a

[ > xX(C)b(N ()

Cesx
szamok, hol x az S és ¢ az R* karakterein fut végig.

Bizonyitas: MV, 4s-nek az (A, a)-hoz tartozé komponense:

> B = Y x@et i)
NiAr B b (Bt
= Y (0 - 96N = S vesvie) @,
Ces Cese
MYy = 3 X(COBNC)V,z
ces*

Az M-et ismételten alkalmazva
szx,qﬁ = | Z X(C)¢(N(C))|2Vx,¢'
Cces*
O

AV, 4 vektorok tehdt az M? egy teljes sajdtvektorrendszerét alkotjdk, ebben a bazis-
ban M? diagonélis és éppen a 4.1 tételben kapott értékek a sajatértékei. Tudjuk tovabba,
hogy az M valés szimmetrikus matrix, tehat diagonalizdlhat6. Az M? sajatértékei meg-
egyeznek az M sajatértékeinek négyzetével.

4.2. Tétel. Az M mdtrix sajdtértékei

£ Y x(C)o(N(C))]

Cces*
alakiiak, ahol x az S és ¢ az R* karakterein fut végig.

Vegyiik észre, hogy itt az S*-on értelmezett g(x, ¢ o N) Gauss-Osszeg abszolut értékérdl
van sz0.

Abban az esetben, amikor R és S is véges testek, Szabé megadta a lehetséges sa-
jatértékek abszolutértékeit. Célunk ennek a részleges kiterjesztése lesz. A {6 nehézsé-
get az jelenti, hogy az édltaldnos Galois-gytirik felett sokkal kevesebbet tudunk a Gauss-
Osszegekrol, mint testek felett.
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4.3. Az M sajatértékei a GR(22,2°™) Galois-gyfirii esetén

A kovetkezSkben feltessziik, hogy R = Z, és S = GR(2?%,22™).
Tudjuk tovabba, hogy S véges, lokalis kommutativ gy{ir(i, melynek maximalis idedlja 2.5,
és az S/2S maradékosztalygyfird a 2™-elemd Fom test, melyet jeloljiink K -val. A 3.9 tétel
szerint

S*=K* x (14285),

ahol K* 2™ — 1-edrendd ciklikus csoport, 1 + 25 pedig m darab mdsodrendi ciklikus
csoport direkt szorzata.
Esetiinkben R = Z,4, tehat R* = {1, —1}. Az R* csoportok két karaktere van, a trividlis
¢oésa¢: R* — C* leképezés, melyre (1) = 1és ¢p(—1) = —1.
Megmutatjuk, hogy erre az utébbi ¢ karakterre ¢ o N nem a trividlis leképezés az 1 + 2.5
halmazon. A ¢ o N nem trividlis voltdnak igazoldsahoz elég azt belétni, hogy 1 + 25-ben
van —1 normdju elem, azaz olyan elem, aminek a norméja nem 1 (az egységeket a nor-
malekézpezés 1,-1-re képezi).
Legyen o az S olyan eleme, amelynek a képe a mod2 redukciéndl olyan elem lesz, amely-
nek a nyoma nem 0. Ilyen van, mert véges testek bovitésénél a nyom nem az azonosan 0
fiiggvény a [6] 2.35 tétele, a normalbazistétel miatt. Mas széval T'r(«) = 1+ 20 alkalmas
B € S elemmel.
Ekkor

N1+42a)=14+2Tr(a) =14+2(1+2p) =3 =—1.

Ezzel belattuk, hogy ¢ o N nem trivialis 25-en. Igy a 3.11 tétel szerint:

4.3. Tétel. Ha ¢ # ¢, akkor

2™ ha'l' € S*

N p—
l9(xr: d 0 N)| {O kiilonben.

Bizonyitas: A fentiek sordn beléttuk, hogy amennyiben ¢ nem a trivilis karaktere S-
nek, akkor ¢ o N nem a trividlis leképezés az 1 + 2.5 halmazon. Ekkor x-re és ¢ o N-re
alkalmazhat6 a 3.11 tétel Gauss-Osszegek abszolutértékeire vonatkoz6 eredménye, vagyis

2™ haT € S*

N p—
l90xr; & 0 )| {0, haT € 25

Ez éppen a bizonyitand¢ allités.
O

A sajatértékek nagysdgdnak a multiplicitdsa kiszdmolhat6: a 2 abban az esetben szere-
pel, amennyiben 7' € S*, vagyis |S*| = |S|—|2S| = 4™ —2"-szer. A megfeleld sajatérték
pedig O minden mds esetben, azaz 2™ -szer.

Azon lehet6ségek maradtak, amikor ¢ €s igy ¢ o NV is a trividlis karakter, amelynek az
értéke 1 minden 7" € S* elemen.
Ebben az esetben a g(x, ¢ o V) Gauss-0sszeg > x(7T') lesz, ahol az dsszegezés az T € S*
egységekre terjed ki.
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Ez viszont el6dll két teljes Osszeg kiilonbségeként: egyrészt vessziik az Oszeget a tel-
jes S-re, majd ebbdl kivonjuk a 25-re vett 6sszeget. Mindkét esetben (additiv) csoportra
Osszegeziink. Az 6sszeg vagy a csoport rendje lesz, vagy pedig 0, aszerint, hogy a karakter
trividlis-e a csoporton, vagy sem.

A kovetkezd esetek lehetségesek:

e \ = Yo. Ekkor
Y x(A) =157 =S| — 28] = 4™ —2™.
Ags*

Ez egyetlen esetben fordul eld.

® Y\ # Xo, de x trividlis 25-en. Ekkor
> O x(A) =D x(A) = ) x(A) =0— 25 = —2",
AesS* Aes Ae2S

A 3.5 tétel alapjan tudjuk, hogy a karakterek szdma a csoport elemszdmaval egyezik
meg, tehdt |R*| = 2 és |S| = 4. A 25 annuldtordnak a szamossaganak a kiszami-
tasara alkalmazhato a 3.6 tétel, vagyis ennek elemszdama |25|/|S| = 2. A trivialis
karaktert az el6z6 lehetdségnél szamoltuk, igy a —2™ multiplicitdsa 2™ — 1.

e \ nem trividlis 25-en sem. Ekkor
> x(4)=o.
Aes*

Ez minden korabbitdl kiilonbozs esetben teljesill, vagyis 4™ — 1 — (2™ — 1) =
4m — 2M-gszer.

v

A kapott eredményeinket foglalja 0ssze a kovetkezd tétel:

4.4.Tétel. Az R = Zy és az S = GR(2?,2™) Galois-bévitésére értelmezett normagrdf
sajdtértékei a kovetkezok:

e Ha ¢ # ¢y, akkor

2" haT € S*

;9o N)| =
|g(XT¢O >| {Okit’lb’nben.

A 2™ multiplicitasa 4™ — 2™, a 0 sajdtértéké pedig 2™.
e Ha ¢ = @0 és
— Ha x = xo, akkor |g(xT,p o N)| = 4™ — 2™ a megfeleld sajdtérték 1 multip-
licitdssal.
— Ha x # Xxo, de trividlis 25-en, akkor g(xT, poN) = —2™, amely 2™ —1-szeres
sajdtérték.
- X # Xo, és nem trividlis 25-en sem, akkor |g(xr, po N)| = 0, amely 4™ — 2" -

szeres sajdatérték.

Az M mitrix sajatértékeinek abszolutértéke tehat: 0, 4™ multiplicitassal; 2™, 4™ — 1 mul-
tiplicitassal, illetve 1-szeres sajatérték a 4™ — 2.
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5. A GR(4,16) Galois-gytirtii

A normagraf szomszédossdgi matrixdnak sajatértékeit a G R(2%,2*™) /7, gylribsvités
esetére még jobban megvizsgaljuk. A Galois-gy{ir(i s a normagraf szerkezetének részle-
tesebb megismeréséhez a legkisebb ilyen gyfirit, vagyis az m = 2 eset lefrasat hasznaljuk.
Tovédbbiakban G R(2?%,2%2) = GR(4,16) = S jelolést haszndljuk. Az R gy(ird pedig a Z,

modulo 4 egész szamok gy(irdje, amelyet reprezentalhatjuk a kovetkezdképpen:
R=7,=10,1,2,3}.

A konnyebb szamitdsok érdekében a 3 helyett a modulo 4 vele megegyezd -1 reprezen-
tanst hasznaljuk. Ekkor |R| = 4, | S| = 16 teljesiil. Tovdbba

Z,/(2) = F,.

Az S véges lokdlis gyiri maximalis idedlja: 25, K = R/2S = F,.

Legyen h(z) = x? + x + 1. A h(x) polinom irreducibilis modulo 2, vagyis alapvetSen
irreducibilis és egy foegyiitthatds polinom. Tovabba h(z) alapvetSen primitiv polinom,
és osztja az 2° — 1 polinomot Z felett, tehdt Z, felett is, ezért a gyodkeire alkalmazhaté a
p-adikus el6allitasrol szo16 tétel.

Az R[z]/(h(z)) az R mdsodfokd Galois-bGvitését adja, vagyis az S gyfriit. Ha o az S
gytlrt egy olyan eleme, amelyre f(«) = 0, akkor S = R|qa].

A gylri elemei a + ba alakban irhatdk, ahol a,b € Z,. Az « elemre a kovetkezdk telje-
stilnek:

a?=—a—1,

ahonnan

o =a(-a—-1)=-a’*—a=—(~a—-1)—a=1

Az o multiplikativ rendje tehét 3.
R multiplikativ csoportjat jelolje R*, amelyrdl tudjuk, hogy R* = {1; —1}, igy |R*| = 2.

5.1. A projektiv normagraf

A normagrafot tovédbbra is jelolje G+, amely esetiinkben G4 5. A normagraf pontjainak
halmaza: V' = S x R*, vagyis |[V| = 16 -2 = 32. (A,a) € V és (B,b) € V esetén
((A,a),(B,b)) éle a projektiv normagrafnak, ha N(A + B) = ab. A graf k-reguldris,
ahol k az S egységeinek szama, esetiinkben

k=9 —[25] =16 —4 = 12,

Az S multiplikativ csoportja tehat 12 elemd. A kordbbiak szerint irhaté S = K* x (1425
alakban.
A 3-Sylow {1;; —a — 1}. A 2-Sylow pedig 1 + 25 lesz, amely nyilvdnvaléan csupa
egységekbdl all, zart a szorzasra, az elemeinek szdma pedig 4.

Jelolje tovabba ® az S egyetlen nem trividlis automorfizmusat. A 3.5 tétel szerint a
Galois-csoport kételemii. A nemtrividlis automorfizmus R-et elemenként fixen hagyja,
az « elemet peddig csak a multiplikativ inverzébe viheti, ami —a — 1, mert nincs mds
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harmadrend( elem S-ben.
Ezzel tehat ® a kovetkezSképpen hat S-en:

P:a+ba—a+b(—a—1)=a—b—ba,

ahol a,b € R. A norma leképezi a 12 elem{i multiplikativ csoportot a kételemli R* =
{1; —1} multiplikativ csoportra. A harmadrend{ elemek a magjiban vannak, ésa —1 = 3
is. Ezzel a 6 magbeli elem: a 3-Sylow elemel, és ezek ellentettjei:

lL,a,—a—1,—1,—a,a+ 1.

A tobbi egység normdja -1 lesz.
Legyen y az S tetsz0leg additiv karaktere, ¢ az R* multiplikativ karaktere.
S-nek 16 additiv karaktere van. Az S additiv csoportja (jelolje (S, +)) izomorf Z4 & Z4-
gyel. Igy minden A € S-re 44 = 0.
Tehat az additiv karakterekre x(A) € {1; —1;4; —i} teljesiil.
X" (Zy,+) — C*
a—> 1"

a+b— §@t?

X7 {o; 20300} — C*
ac —> 1%,
Ezekkel a jelolésekkel az S 0sszes karaktere
a+ ba — x*"(a)x** (ba)

alaky, ahol 0 < r < 4,0 < s < 4.
R* karakterei:

e trivialis
¢(a) =1 VYa € R*

e o(—1) = —1, ¢(1) = L.
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5.2. Eredmények a GR(4, 16) Galois-gytirii esetére
5.2.1. Az M? sajatértékeinek kiszamitasa a sajatvektorok segitségével

A sajatvektorok és sajatértékek kiszamitasahoz MATLAB 7.10.0 (R2010a) programot
hasznéltam.
Az M? lehetséges sajétvektorai a kordbbiak szerint:

Vie = (.., x(A)¢(a),.. .)T
alakdak, ahol az S 6sszes karaktere
a+ba — " (a)x**(ba)

alakd, ahol 0 < r < 4,0 < s < 4.
R*-nak pedig kétféle karaktere van, a trividlis, illetve a nemtriviélis, amelyre ¢(1) = 1,

B(-1) = -1

A vektorokat
(L, 1), (e, 1), (=1 — e, 1), (—1,1), (—a, 1), (1 + 0, 1)

(1,-1), (v, =1), (=1 — o, =1), (=1, =1), (=, =1), (1 + v, —1)
(—1+a,1),(1—a,1),(2+a,1),(2—a, 1), (1 +2a,1), (=1 + 2a, 1)
(—1+a,—1), (1 —a,—1),(2+a,—1), (2 — a, —1), (1 + 2a, —1), (=1 + 2, —1)
(2,1), (2, 1), (2 + 2, 1), (0, 1)

(2,-1), (20, —1), (2 + 2a, —1), (0, —1)

S x R*-beli elemekkel koordinidtdzzuk. A lehetséges értékeket kiszdmolva tehdt a sajat-
vektorokat abban az esetben, amikor ¢ nem a trividlis karakter, az 1. tdbldzat oszlopai
tartalmazzdk. Amennyiben pedig ¢ trividlis R*-on, a sajatvektorok a 2. tdbl4zat oszlopai.
Az M matrix elemeit a 3. tdbldzat tartalmazza, ahol az M maétrixot szintén a fenti (A, a) €
S x R* elemekkel koordinatazzuk. A tovédbbi szdmitasok ezen elemek felhasznaldsdval
torténtek.

Az M? sajatértékei a sajdtvektorok tabldzatbeli sorrendjével megegyezd sorrendben pe-
dig:

16, 16, 16, 16, 16, 0, 16, 0, 16, 16, 16, 16, 16, 0, 16, 0,

ha ¢ # ¢o,
0,0,0,0,0,16,0,16,0,0,0,0,0,16,0,144

a ¢ = ¢g esetben szdmolt sajatvektorokra.
Ez egybeesik az M matrixnak a MATLAB ’eig’ parancsdval szamolt sajatértékeivel.
Ekkor tehét az el6fordul6 sajatértékek a 0,a 16 és a 144. Ezek multiplicitasa:

0: 16,

16 : 15,
144 : 1.
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A MATLAB ’eig’ parancsaval kiszamolhatéak az M sajatértékei is, amelyek a 0, —4, 4, 12
értékeket veszik fel a kovetkezé multiplicitassal:

0: 16,

4:6,
—4:9,
12: 1.

A GR(2?,2%™) 4ltaldnos esetre kapott 4.4 8sszefoglalo tétel szerint a megfeleld sajatérté-
kek abszolutértéke és multiplicitdsuk: 0, 4" multiplicitdssal; 2, 4™ — 1 multiplicitdssal,
illetve 1-szeres sajatérték a 4™ — 2, ami m = 2 esetén tehat: 0, multiplicitasa 16, 4,
multiplicitdsa 15, és a 12 egyszeres sajatérték.

Lathatd, hogy eredményeink egybeesnek az dltalanosan kimondott tételekkel, illetve a
szlkitett viltozat pontositdsat is adja, hiszen a sajatértékek eldjeles értékét is megkaptuk.

5.2.2. Az eredmények bemutatasa és ellenorzése tovabbi szamitasokkal

Ebben a fejezetben a kapott formuldk helyességét ellendrizziik, illetve bemutatjuk, ho-
gyan hasznélhatjuk ezeket a megfelel6 adatok kiszamoldsara.
Els6ként a sajatértékeket szamoljuk, a sajitvektorok bevezetése nélkiil, a 4.2 tételben ki-
mondott formuldbdl, vagyis a

> X(C)(N(C))

Cesx
értékét keressiik. Lathato, hogy ez a miivelet tobb 1épésbdl dll, ezért csak egy eset 1épéseit
kovetjiik végig a 4. és az 5. tdbldzatokban, melyek utols6 sordnak utolsé elemei adjék a
kivant sajatértékeket.
Uj eredményeket ezzel nem kapunk, hiszen a kordbbiakban mar elGdllitottuk az osszes
lehetséges sajatérték abszolutértékét, de ellendrizhetd, hogy azokat a formuldbdl direkt
szamitéssal is el6allithatjuk.
A korabban bevezetett

a+ba — " (a)x**(ba)

karakterekkel szamolunk, ahol 0 < r,s < 4 lehetdségek koziil az r = s = 1 esetet
valasztjuk.
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1. tabldzat. Az M? sajatvektorai ¢ # ¢, esetén
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@p esetén

2. tdbldzat. Az M? sajdtvektorai ¢
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3. tablazat. Az M matrix

| N(A)=1a=1 | N(A)=1,a=-1 | N(A)=-1,a=1 | N(A)=-1,a=-1 | N(A)=0,a=1 | N(A)=0,a=-1 |

011000 000011 100100 011000 1001 0110
101000 000101 010001 100010 0101 1010
110000 000110 001010 000101 0011 1100
000011 011000 011000 100100 1001 0110
000101 101000 100010 010001 0101 1010
000110 110000 000101 001010 0011 1100
000011 011000 011000 100100 0110 1001
000101 101000 100010 010001 1010 0101
000110 110000 000101 001010 1100 0011
011000 000011 100100 011000 0110 1001
101000 000101 010001 100010 1010 0101
110000 000110 001010 000101 1100 0011
100010 010100 000110 001001 1100 0011
010100 100010 001001 000110 1100 0011
001100 100001 010010 100001 1010 0101
100001 001100 100001 010010 1010 0101
001010 010001 101000 010100 0110 1001
010001 001010 010100 101000 0110 1001
010100 100010 001001 000110 0011 1100
100010 010100 000110 001001 0011 1100
100001 001100 100001 010010 0101 1010
001100 100001 010010 100001 0101 1010
010001 001010 010100 101000 1001 0110
001010 010001 101000 010100 1001 0110
100100 011011 111100 000011 0000 0000
010010 101101 110011 001100 0000 0000
001001 110110 001111 110000 0000 0000
111111 000000 000000 111111 0000 0000
011011 100100 000011 111100 0000 0000
101101 010010 001100 110011 0000 0000
110110 001001 110000 001111 0000 0000
000000 111111 111111 000000 0000 0000
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4. tablazat. A sajatértékek 4.2 formuldval vald kiszamitdasa ¢ # ¢ esetén

C Tr(C) | x(C) | N(C) = ¢(N(C)) | x(C)p(N(C))
1 2 i 1 i
« -1 i 1 i
—-1—-« -1 -1 1 -1
-1 2 -1 1 -1
-« 1 -1 1 -1
14+« 1 -1 1 -1
-1+« 1 1 -1 -1
1 -« -1 1 -1 -1
2+« -1 -1 -1 1
2—« 1 i -1 -1
14 2« 0 -1 -1 i
—1 4 2« 0 1 -1 -1
> 0 0 0 -4

5. tdblazat. A sajatértékek 4.2 formuldval val6 kiszamitdsa ¢ = ¢, esetén

C Tr(C) | X(C) | #o(N(C)) | X(C)o(N(C))
1 2 i 1 i
« -1 1 1 i
—1—« -1 -1 1 -1
-1 2 -i 1 -i
—« 1 -i 1 -i
1+« 1 -1 1 -1
-1+« 1 1 1 1
11—« -1 1 1 1
2+« -1 -i 1 -i
2 —« 1 i 1 i
1+ 2« 0 -i 1 -i
—1 4+ 2« 0 i 1 i
> 0 0 12 0
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6. Osszefoglalas

s

A dolgozatban a Galois-gyfirikkel foglalkoztunk. A vizsgalatok megkezdése el6tt rend-
szereztiik a témakorhoz kapcsolddo definicidkat €s a kordbban bizonyitott tételeket. A cé-
lunk pedig a projektiv normagraf sajdtértékeinek kiszdmitasa volt, amelyekre a G R(2%, 2°™)
Galois-gytirtik esetében elgjeltd] eltekintve pontos értéket kaptunk. Megadtuk tovabba
ezek multiplicitdsat is. Eredményeinket a 4.4 tételben foglaltuk 6ssze.

A nehézséget a normagraf megfeleld definidldsa, illetve a Galois-gy(rlikon értelmezett
Gauss-0sszegek kiszamitdsa jelentette. A témdaval kapcsolatos tételek Osszegytijtése utan
azokat a Galois-gy{irtikr6l meglévs ismereteink figyelembevételével alkalmazhattuk.

A legkisebb alkalmas Galois-gy(ird, a GR(4,16) esetére kiszamoltuk az M szomszé-
dossdgi métrixot, az M? sajdtvektorait és a sajatértékeit, tovabbd az M sajitértékeinek
eldjeles értékét, ezzel alaitdmasztva és pontositva az dltalanos esetre kapott eredményeket.
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