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1. Bevezetés

Az attoszekundumos fizika [1] egyik legfontosabb, legalapvet&bb folyamata az atomi elekt-
ron Ujraszérddésa [2] erds lézerimpulzus hatdsara: az atom ionizalédik, majd az elektromos
tér iranyvaltasat kovetden, a mezobol energiat nyerve, az elektron djra kolecsénhatasba ke-
riil azzal az ionnal, amit éppen elhagyott. Ez a folyamat alapvetéen kétféle eredménnyel
végzodhet. Ha az ion befogja az elektront, akkor az ekdzben kibocsdjtott, XUV spekt-
rum tartomanyba esé fotonok segitségével attoszekundumos fényimpulzusok allithatok elo,
amelyek ma mdr a 100 as-nél (1 as = 107'% s) is rovidebbek. Ha viszont az djraszér6das
soran az elektron az ionon (elasztikusan vagy inelasztikusan) szorddik [3, 4, 5, 6, 7], akkor
az iont vagy az elektront detektalva informéciét nyerhetiink az egész folyamat kvantumos
jellemzéirél [8, 9].

Dolgozatunkban egy ilyen ujraszérodasi folyamat kvantummechanikai vizsgalatat vé-
gezziik el az idofiiggd Schrodinger-egyenlet numerikus megoldasara alapozva. A 2. feje-
zetben elOszor roviden Osszefoglaljuk az egyelektronos atomok és elektroméagneses mezo
kozotti kolesonhatasok kvantummechanikai elméletét, majd a 3. fejezetben kiilon targyal-
juk az intenziv lézerterekben torténd folyamatokat is. Ezek utan, a 4. fejezetben, felirjuk
a folyamatokat egydimenziéban modellezd egyenleteket, diszkretizéljuk 6ket, majd ismer-
tetjiik azt a numerikus modszert, amellyel megoldjuk a diszkretizalt egyenleteket. Itt
ismertetjiik az altalunk elkészitett szamitogépes programot és tesztelési eredményeit is.

Végiil, az 5. fejezetben a program alkalmazasaval elért szimulaciés eredményeket mu-
tatjuk be. Az tjraszorédas kvantumos dinamikajat Wigner fiiggvények segitségével ér-
telmezziik, a magas harmonikus keltés folyamatanak idébeli szerkezetébe pedig wavelet
analizis segitségével nyeriink betekintést. Megvizsgaljuk a kvantumos Osszefonddottsag
mértékének az iddbeli fejlodését, ez ugyanis fontos jellemzGje annak, hogy az egyik ré-
szecskén végrehajtott mérés mennyi informéciot képes nyijtani a vele kélesonhaté masik

részecskérol.



2. Atomok koélcsonhatasa elektromagneses mezovel

Ebben a fejezetben a altalanos atomfizikai hattérismereteket foglaljuk Gssze egy atomi

rendszer és erds elektromégneses tér kozotti kélesonhatasaval kapesolatban.

2.1. Az elektromagneses mezot leir6 mennyiségek

A lézertér-atom kolcsonhatas leirasa szempontjabdl fontos klasszikus elektrodinamikai
Osszefiiggéseket Osszefoglaljuk 0ssze a kdvetkezokben.

Az elektromégneses mezét jellemz6 két 6 mennyiség, az E(r,t) elektromos térerdsség
és B(r, t) mégneses indukcid vektora. Ez a kett6é nem fiiggetlen egyméstol, kapcsolatukat a
Maxwell egyenletek irjak le. Nagyon hasznosnak bizonyult az A(r,t) vektorpotencidl és a
o(r, t) skalarpotencidl bevezetése is, amelyek az alabbi kapcsolatban allnak az elektromos

és a magneses mezovel:

E(r,t) = —%A(r,t)—ng(r,t) (2.1)

B(r,t) = V xA(r,1) (2.2)

Tovébbi fontos tulajdonsdga az E(r,t) és B(r,t) mennyiségnek, hogy invaridnsak a
klasszikus mértéktranszforméciéra. Legyen x(r,t) valds, differencidlhat6 fiiggvény. Klasszi-
kus mértéktranszformécié a kovetkezo leképezés:

ox

ASA=A+Vy é&8 ¢ ¢ = - (2.3)

X(r, t)-t a mértéktranszformacié generdtorfiiggvényének nevezik.
Az olyan mértéket, amelyben VA(r,t) = 0 feltétel teljesiil, Coulomb-mértéknek szokas

nevezni. Jelentésége, hogy a Maxwell-egyenletekbol a ¢ = 0 feltételezéssel élve
VA - =~ =0 (2.4)

hullamegyenletet kapjuk, ahol ¢ a fény terjedési sebessége vakuumban. Ennek a parcidlis
differencidlegyenletnek jellegzetes megoldésai a w korfrekvenciaval jellemzett monokroma-

tikus sikhullamok, amelyek
A(r,t) = Ag(w)écos(k - T — wt + 6,) = Ag(w)e - Re [T it (2.5)

alakuiak, ahol € a polarizéciés vektor, k a (kor)hulldmszam vektor és ¢, konstans fazis.
Altaldnos esetben a kiilsé elektromégneses tér idofiiggése a sikhullam megoldédsok szu-

perpozicidjaként &ll el8, ha ugyanazon k egységvektor irdnyaba terjednek és € vektor



irdnyaban linedrisan polarizaltak [10]:
A(r,t) = é/ Ap(w) cos(k -t — wt + 0,,)dw (2.6)
0

A fizikai szempontbdl gyakran hasznalt kozelités a kovetkezo: a monokromatikus elekt-

romagneses sikhulldimokat leiré e’<™ tagot sorba fejthetjiik

ikr L. s ’ 1
e =3 ik r) = 1+ (k1) + o (ko) 4 (2.7)
s=0

és a kovetkezd egyszerlisitést tehetjilk: ha k - r < 1, ekkor e’*T ~ 1 eredményt kapjuk.
Ezt nevezziik dipolus-kozelitésnek.

A fizikai tartalma az optikai dtmeneteknél: az atomi hullamfiiggvény az elsé Bohr-
sugar néhanyszorosaig terjed ki, ez legfeljebb r ~ 0.5nm, amig az atmenetre jellemzo
fényhullimhosszak 500-800 nm kériiliek & = 27/500 nm ™! hulldmszdm vektorral, ezért
k-r < 1. Altaldnosabban megfogalmazva: ha az atomi hullamfiiggvény linearis kiterjedése
r, és az elektromagneses tér hullaimszamvektoranak nagysaga k és érvényes k-r < 1, akkor
a e’*T ~ 1 helyettesitéssel élhetiink. Ez a hosszi hulldimu kozelités azt jelenti, hogy az
atomi tavolsagokon az elektromagneses mezo térbeli fiiggésétol eltekintiink.

A kozelités fontos kovetkezménye tehdt, hogy az elektromagneses vektorpotencial A (t)
és elektromos mezé E(t) csak az idétél figg. Ezért a (2.2) osszefiiggésbdl adéddan a

magneses indukeié eltiinik, azaz B(t) = 0.

2.2. Egyelektronos atomok elektromagneses térben

A t0ltott részecske és elektromégneses mezd kolcsonhatasat félklasszikusan irjuk le: a kiil-
sO teret klasszikusan, mig az elektronokat kvantummechanikailag kezeljiik. Nem vessziik
figyelembe a spint. A fizikai alkalmazasok, szimulacidk szempontjabdl egyedi jelentoség-
gel birnak az egyelektronos atomok. Egyelektronos atomban (vagy ionban) Z - e toltésii
és M tomegi atommag talalhato és egy ¢ = —e toltést, m tomegi elektron. Ilyenek a
hidrogén-szerfi rendszerek, példaul H, He™ .

Ezek alapjan egy ¢ toltést és m tomegl toltott részecske Hamilton-operatora elektro-

magneses térben:

H = % (p— qA)” + q¢. (2.8)
Elektron esetén ¢ = —e. Elvégezve a négyzetre emelést a Hamilton-operatorban
:p—g—i(A-p+p-A)+q—2A2+q¢ (2.9)
2m  2m 2m
alakot kapjuk. Koordinata reprezentaciot hasznalva az impulzus operator p = —ihV

alaki, ezt behelyettesitve (2.9) Hamilton-operatorba az id6fiiggé Schrodinger-egyenlet a



kovetkezo alakot olti

0 h? q 7>
h— U = |——V?+ih—(A- A+ Z—A? v 2.1
Zhat (r,1) va +zh2m( V+V )+2m +qo| ¥(r,t) (2.10)

Belathato, hogy ez az egyenlet invarians a kovetkezd mértéktranszforméciora:

A(r,t) = Al(r,t) — Vx(r,t) (2.11)
o(r,t) = ¢ (r,t)+ %X(r, t) (2.12)
U(r,t) = U(r,t)-eixEd (2.13)

A (2.10) egyenletet Coulomb mértékben felirva és ¢ = 0 vélasztassal élve:

ihQ\D(r t) = —h—2V2 rinlA vy q—2A2 U(r,t) (2.14)
ot 7’ 2m m 2m ’
mert a
VAY)=A - (VU)+ (V- A) T =A - (VV) (2.15)

vektori azonossagot alkalmaztuk.

Az id6fiiggd Schrodinger-egyenlet egyelektronos atomok esetén

ih%\ll(r, B) = [Ho+ Hin(t)) - U (r, 1), (2.16)

ahol teljes Hamilton-operatort H(t) = Hy + Hyy(t) kifejezés adja meg. Hj a kiils6 elekt-
romagneses rész nélkiili idofiiggetlen Hamilton-operétor:
h? 1 Z-ée?
Hy=——V?* - c (2.17)

2m dmeg T

Jol lathaté, hogy Hj foglalja magdban a kinetikus energiat és a Coulomb potencialt tar-

talmazdé részt. A valencia elektron és az elektromédgneses mez6 kozti kolecsonhatast a

e et e e,

Hamilton-operator irja le.



2.3. Idofiiggé Schrodinger-egyenlet hossz és sebesség mértékben

Ebben a pontban alkalmazunk két ismert mértéktranszformaciot és a dipolus kozelitést az
egyelektronos atomokat leiré idofiiggd Schrodinger-egyenletre. Ezek segitségével a megol-
dandé egyenletek tovabb egyszertisodnek.
frjuk fel az egyelektronos atom idofiiggd Schrodinger-egyenletét mint
2wty = [Ho+ A pr - A?] vy (2.19)
1h— — —_ . _— . . .
ot ot P o, ’
Csak dipdlus kozelitést alkalmazva, A2(t) -et tartalmazé tag kikiiszobolhetd, a kovetkez6

mértéktranszformaciéval:
i e2 ! ’
U(r,t) = UV (r,t) - e nom [ A (2.20)
Ez UV(r, t)-re egy 4j id6fiiggd Schrodinger-egyenletet ad

ih%@v(r,t) = |Hy+ %A(t) pl-UV(r,t) (2.21)
Erre az egyenletre azt mondjuk, hogy sebesség mértékben (velocity gauge) van felirva,
mert
HY () = SA®) p=—i"A@). v (2.22)
m m
kolesonhatéasi tagban a A(t) vektor potencidl a p/m sebességoperatorral csatolva jelenik
meg.
A (2.19) egyenletnek dipdlus kozelitéssel egy masik egyszeriisitett alakja is nyerhetd,
ha alkalmazzuk rd a x(r,t) = A(t) - r generdtorfiiggvény mértéktranszformaciét, akkor
a (2.11) - (2.13) egyenletek felhasznaldsaval

Ab(r,t) = 0 (2.23)
Pt(r,t) = %A(t)m:—E(t)-r (2.24)
Th(r,t) = W(r,t).nAOT (2.25)

Ez Wl(r,t)-re egy 1j id6fiiggd Schrodinger-egyenletet ad

ih%\PL(r, t) = [Ho + eE(t) - r] - Ul(r,t) (2.26)

Erre az egyenletre azt mondjuk, hogy hossz mértékben (length gauge) van felirva, mert

H5 (1) =eE(t)-r=-E(t)-D (2.27)



kolesonhatdsi tagban a A(t) vektor potencidl a D = —e - r elektromos dipélusmomentum
operatorral csatolva jelenik meg.

Ezen két mértékben kapott egzakt megoldasok ekvivalensek. Azonban, ha valamilyen
kozelito eljarast alkalmazunk a hossz- és sebességmértékben az idofiiggd Schrodinger-
egyenlet megoldasara, a kétféle mértékben felirt megoldas nem feltétleniil esik egybe.

Ezen jelenséggel bévebben a 4.2. pontban foglalkozunk.



3. Atomok intenziv lézertérben

Ha az atomokkal kolcsonhato kiilsé elektromagneses mez6 elegendéen nagy intenzitasu,
magasabb rendii folyamatok jatszodhatnak le, az tgynevezett tobbfotonos folyamatok.
Ekkor az atom vagy molekula elektronjai tobb foton abszorpcidjaval vagy emisszidjaval is
mas allapotba keriilhetnek. Példaul atom vagy molekula kotott allapotbol egy nagyobb
energiaju kotott allapotba juthat 2-nél tobb foton elnyelésével - ez a tobbfotonos gerjesztés
(MPE). Ennek ellenkezdje is megtorténhet: az atom vagy molekula alacsonyabb energidji
allapotba juthat tobb foton spontan vagy kényszeritett emisszidjaval. Természetesen mas
tipusi tobbfotonos folyamatok is léteznek, példaul a tobbfotonos ionizacid, molekulak
esetén tobbfotonos disszociacié. Intenziv lézertérrel kolesonhaté atomi vagy molekuldris
rendszer a lézer frekvencidjanak egész szamu tobbszoros frekvenciaju felharmonikusait is
kisugarozhatja, ezt a folyamatot magasabb rend{i harmonikus keltésnek (HHG) nevezik
az irodalomban [10].

A tobbfotonos folyamatok kisérleti megfigyelése intenziv elektroméagneses térben le-
hetséges. Rovid impulzusokat kibocsajto lézerekkel sikeriilt olyan intenzitasokat elérni,

amelyek az elektromos térerésség E, atomi egységével jellemezhetoek:

1
I, = §eocE§ ~3,5-10" Wem ™2 (3.1)
_ L s 110"V (3.2)

“ dmegal '

ahol E, az atomi Coulomb-tér erdssége a hidrogén elsé Bohr-sugaranak tavolsdgaban
(ap). Az ilyen er6sségii kiilsé elektromégneses terek képesek az atomi Coulomb-erdkkel
versenyre kelni, és irdnyitani az atomok és molekuldk dinamikai folyamatait. Ha a lézertér
intenzitasa I < I,, akkor a tobbfotonos folyamatok tanulmanyozhatok idotiiggd perturba-
cidszamitas segitségével, azonban ebben a dolgozatban csak nemperturbativ médszerekkel
foglalkozunk.

A folyamatokat intenziv 1ézerterek esetén is félklasszikus médon targyaljuk: a lézerte-
ret klasszikusan, az atomi rendszert a kvantummechanika segitségével irjuk le. Példaul:
hw = 1,17eV foton energidji Nd:YAG I = 102 W cm ™2 intenzitdsi V = A* = (1064 nm)®

koherenciatérfogatu lézertér fotonszama

v
N =— ~10° 3.3
g (3.3)
Tovabba feltessziik, hogy a lézersugarzas koherens allapotban van: ekkor nagy atlagos
fotonszam esetén a kvantumelektrodinamikai korrekciok csak kis fluktudciokat okoznak az
A(r,t) vektorpotencidlban. Ezért elegendd a lézertér klasszikus lefrasa [10].

A targyaldsunkban a relativisztikus és a nem-dipélus effektusokat elhanyagoljuk - ezek



csak ultra-nagy intenzitasoknal jatszanak szerepet. A dipdlus kozelitést fogjuk alkalmazni
és a lézerteret linearisan polarizaltnak tekintjiik, tovabba térerdsségének idofiiggését a

kovetkezd alakinak tételezziik fel:
E(t) = éEy - F(t)sin(wt + 9) (3.4)

ahol € egységnyi polarizaciés vektor, Ey az elektromos térerdsség amplituddja, F(t) az
impulzus burkolégorbéje és ¢ a sugarzas fazisa. Linedrisan polarizalt monokromatikus

mez0 esetén egyszeriibb alakot kapunk:
E(t) = éEy - sin(wt + §). (3.5)

Ehhez a térerésséghez tartozé vektorpotencial pedig A(t) = €Agcos(wt + §) és Ay =
Ey/w osszefiiggésekkel adhaté meg.

3.1. Magasabb rendi felharmonikusok keltése

Erés l1ézertérrel kolesonhaté atomi rendszer képes kisugdrozni a gerjeszto 1ézer w korfrek-
venciajanak magasabb rendii harmonikusait. Ennek klasszikus elektrodinamikai magya-
razata, hogy elektromagneses mez6 hatdsara a rendszer elektronjainak sebessége valtozik,
ezért - mint gyorsuld toltések - sugdrzast bocsatanak ki. Az atom inverzids szimmetridja
miatt a felharmonikusok €2 frekvenciai csak gerjeszté lézer korfrekvencidjanak paratlan

szamu tobbszorosei lehetnek:
Q=qu, ¢=3,5,.... (3.6)

Ez a jelenség kisérletileg mar igazolast nyert [10]. A kovetkezGekben mikroszkopikusan
vizsgaljuk a felharmonikus keltést. Az elektron oszcillacidk jellemzésére vezessiik be a

lézer-indukalt dipélusmomentumot
d(t) = (U(t)| —er |W(1)) (3.7)
amely a D = —e - r elektromos dipélusmomentum operator varhaté értéke a W(r,t)
hulldmfiiggvénnyel jellemzett |¥(¢)) dllapotban. Legyen
d2 .
t) = —d(t) =d(¢ 3.8
a(t) = Szd(r) = (o (3.9
az indukélt dipélus momentumgyorsuldsa. Idébeli derivalas nélkiil is megadhatjuk a(t)-t,
ha alkalmazzuk a kvantummechanikai Ehrenfest tételt [11]:

at) = — <X _ € gy (3.9)

m dt m



Ezen formula numerikus szamitasok soran torténd hasznalata kevesebb pontatlansaggal

jar [12]. A kibocsdjtott sugdrzds teljesitmény spektruma ardnyos az |a(2)|* mennyiséggel,
amelyben
a(Q) / a(t)e *Mdt, (3.10)

azaz a({2) megadhaté a(t) Fourier transzformaltjdval [10, 12].

3.2. Szabad elektron lézertérben, Volkov allapot

Erés terek fizikdjaban fontos eset, amikor egy ,szabad” elektron hat kéleson egy A(t) vek-
torpotenciallal jellemzett intenziv elektromagneses mezével - dipdlus kozelitésben. Ezen
eset analitikusan is megoldhaté a perturbaciészamitas nélkiil.

A rendszert leir6 id6fiiggd Schrodinger-egyenlet:

0 1 2
h—V(r,t) = — A) - U(r,t A1
(1) = 5 (b eA) W(r, 1) (3.11)
A probléma egyszertisitése érdekében transzformaljuk az (3.11) egyenletet sebességmér-

tékbe. Ezutan

v = [B4C OB IR AR) (3.12)
th—V'(r,t)= | —+ — -p| - r )

ot ’ 2m  m p ’

Mivel a p = —ihAV impulzus operatornak e fiiggvények sajatfiiggvényei hk sajatérté-

kekkel (itt k az elektron hullamszam vektora), ezért a (3.12) egyenlet megoldésait a
Wy (r,t) = f(t) - ™" (3.13)

alakban keressiik. Ezt visszahelyettesitve (3.12) egyenletbe elsérendii kozonséges differen-
cial egyenletet kapunk:
h*k? h

+ AW k|- f) (3.14)

2m m

zh% f(t) =
Ezen egyenlet megoldasanak dltaldanos alakja
F() = C - e it ittt (3.15)
ahol C' normalésbdl ad6dé konstans és a(t) = < [ NG

Ezek utén visszahelyettesitve a (3.12) id6fiiggd Schrodinger-egyenletbe, a teljes meg-

oldés meghatarozhatd, amelyet (nemrelativisztikus) Volkov hullamfiiggvénynek neveznek:
UV (r, 1) = (2m) 32 . e7int . gelemalt) (3.16)

10



ahol E = h%k?/(2m) elektron energidja és C' = (27)~%/2, mert ¥)(r,t)-t delta fiiggvényre
normaltuk.

Végiil az eredeti (3.11) Schrodinger-egyenlet Volkov megoldésa:

E i e?

U (r,t) = (2m) 732 e7int . kel =iz, J* A2 @ar (3.17)

A Volkov allapotoknak szamos alkalmazasa van a tobbfotonos fizikaban. Példaul 1é-
zertérben torténd elektron-atom iitkozések esetén megfeleltetheték elektromégneses mezo
nélkiili elektron-atom iitkdzéseknél szerepet jatszé sikhulldmoknak [10].

Az intenziv lézerterekben 1év6 szabad elektronok egyik jellemz6 mennyisége a pondeo-
motoros energia, amely a klasszikusan mozgo elektron kinetikus energiaja lézertérben, egy
lézerperiédusra atlagolva. Nemrelativisztikus elektron sebességeknél, linearisan polarizalt

monokromatikus tér esetén megadhaté mint

2172
e“ Iy

Up = Amw?

(3.18)

Mivel az I intenzités ardnyos Ej-el, ezért a pondeomotoros energia aranyos I/w?-el.

3.3. Idoben periodikus Hamilton-operator, Floquet-elmélet

A nemperturbativ médszerek koziil jelentds szerepe van a Floquet-elméletnek. G. Floquet
dolgozta ki az elméletet 1883-ban periodikus egyiitthatos differencidlegyenletek tanulma-
nyozasara. Kvantummechanikaban ez az elmélet hasznédlhatd, ha a Hamilton-operator
periodikus térben vagy idoben. Lézer-atom kolcsonhatasok tanulméanyozasakor az idébe-
li periodicitdast hasznaljuk fel. A Floquet-elmélet ilyen tipusi alkalmazasat J.H. Shirley
inditotta el 1965-ben. Az elmélet 1ényege a kovetkezd: periodikus lézertér esetén az élla-
pot valtozasat leir6 idofiiggd Schrodinger-egyenlet kifejezhetd mint végtelen darab csatolt
idofiiggetlen differencidlegyenlet, ahol az atom-mez6 csatoldst nem perturbativan kezeljiik
[10].

Legyen egy w korfrekvenciaji monokromatikus lézerteriink valamilyen polarizacioval,
amely kolesonhat egyelektronos atommal (a médszer természetesen altaldnosithaté tobb

elektronos rendszerre is). Ekkor az atom-lézertér rendszer Hamilton-operatora
H(t+T)=H(t) (3.19)

alaki T' = 27 /w idébeli periddussal. Ekkor a Floquet-elmélet szerint a W(r,¢) hulldm-
fiiggvény felirhaté mint

U(r,t) = e "R F(r,t), (3.20)

ahol E egy idéfiiggetlen, kvazienergidnak nevezett mennyiség és az F'(r,t) fliggvény peri-
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odikus id6ben T periédussal. Ekkor ez az F(r,t) fliggvény Fourier-sorba fejtheto:

—+00

F(rit)= Y e ™F,(r), (3.21)

n=—oo

ahol F,,(r)-t a F(r,t) figgvény harmonikus komponenseinek szokds nevezni. Ennek segit-

ségével a ¥(r,t) Floquet-Fourier sora

+oo
U(r,t) =5t Y TR (1), (3.22)

n=—oo

A Hamilton-operétort is Fourier-sorba fejtve

+oo
H(t) = H(] + Hkh - Ho -+ Z e_inWt (Hkh)n . (323)
Behelyettesitve (3.22) és (3.23) egyenletet a (2.16) alakd atomi id6fiiggé Schrodinger-
egyenletbe, az F,,(r) harmonikus komponensekre végtelen darab csatolt differenciél egyen-

letet kapunk
“+o0o

(E +nhw — Ho) Fy(r) = > (Hi),_ Fi(r) (3.24)

k=—oc0
ahol n = 0,+1,+2,.... Ezek az egyenletek a megfelelo peremfeltételekkel egy sajatérték-

problémat alkotnak az E kvazi energidkra, amelyet formélisan felirhatunk mint
(Hr — E)F =0, (3.25)

ahol a Floquet Hamilton-operator matrix Hg egy olyan végtelen dimenziés matrix, amely-
nek elemei linedris operatorok. Gyakorlati megvaldsitdasban azonban a (3.24) és (3.25)
Osszefiiggésekben csak véges Osszegekkel szamolnak.

Megjegyzendo, hogy hossz- és sebesség-mértékben a Hamilton-operator kolesonhato

része a kovetkezo alakba irhaté
Hkh(t) = H+eith + eriwt (326)

ahol H, és H_ idofiiggetlen operatorok. Ekkor a csatolt Floquet egyenletek a kovetkezo
alakra egyszertisodnek
(E+nhw— Hy) F,(r) = H F,_1(r) + H_F,(r) (3.27)

azaz a Hp Floquet Hamilton-operator matrix tridiagonélis lesz.
A (3.27) egyenlet megoldaséara gyakran szoktak alkalmazni egyelektronos atomok ese-

tén az tgynevezett Sturm-Floquet modszert. Ezen csatolt egyenletrendszer megoldhatd,
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ha minden F,(r) harmonikus komponenst kifejtiink egy diszkrét béazisban:

Fo(r) = > N S () Yo (8) (3.28)

NLM
ahol Y7 /(1) gombfiiggvények, x egy komplex paraméter és S%, (r) radidlis fiiggvények, az
ugynevezett Sturm-figgvények [10]. A Sturm-Floquet mddszert tobbfotonos ionizacié és
harmonikus keltés vizsgalatara sikeresen alkalmaztdk hidrogén-szeri atomi rendszereken

monokromatikus és bikromatikus lézerterek esetén is [10].
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4. Idofiiggo Schrodinger-egyenlet numerikus megoldasa

Az intenziv lézerterekben torténé atomi folyamatokat egy ugynevezett ,hiarom lépéses”
modellel szokas illusztralni, amely mar a klasszikus mechanika keretei kozott is meglepd-
en jol megmagyarazza a fébb jellegzetességeket [13, 14]. A hdrom 1épés: (1) az elektron az
iontorzs kozvetlen kozelében sziiletik” és ide is tér vissza, (2) ezek utan az ion Coulomb
tere nincs ra hatdssal, csak a lézer elektromos terében mozog, (3) ha visszatér az ionhoz és
az befogja, akkor egy olyan fotont bocséjt ki, amelynek energidja megegyezik az elektron
altal a lézertérbol nyert kinetikus energia és az ionizacids potencial 6sszegével. Ennek a
modellnek a kvantummechanikai verzidja a kozelité, de analitikus Lewenstein integral [15],
amely mar finomabb részleteket is reprodukél. Ennek fébb kozelitései az aldbbiak: csak
a kezdetben alapallapotban levo legkiilso elektront vessziik figyelembe; az alapallapot be-
toltottsége mindvégig 1 marad (bar erre vannak pontositasi lehet6ségek); a kontinuumban
levé elektronokra csak a lézertér hat, az ion Coulomb terét itt is elhanyagoljuk.

Egy atom intenziv lézertérrel torténd kolesonhatdasdnak pontos kvantummechanikai
targyalasahoz jelenlegi tuddasunk alapjan mindenképpen numerikus megoldasra van sziik-
ség. A teljes 3-dimenzids, tobb-elektronos probléma megoldaséra tobbféle numerikus maéd-
szer is ismert [16], azonban ezek nagyon jelentds, szuperszamitégépes erdforrdsokat igé-
nyelnek, a kédok Kkifejlesztése tipikusan egy kutatdcsoport tobb éves munkajat igényli,
az eredmények értelmezése is komoly elméleti és numerikus munka. Sokat egyszertisit a
helyzeten, ha feltételezhetjiik, hogy a lézertérrel csak egyetlen atomi elektron hat kolcson,
ezt a kovetkezo szakaszban részletesebben targyaljuk. Tovabbi jelentOs egyszeriisités, ha
egyetlen térdimenziora szoritjuk meg a targyalast, ez azonban linearisan polarizalt 1é-
zerimpulzus esetén elég jo kozelitésnek bizonyult. Ebben a fejezetben egy ilyen modell

numerikus megoldasanak alapjait vazoljuk fel.

4.1. Egyetlen aktiv elektron kozelités (SAE)

Mint mér kordbban sz6 volt réla (2.2. pontban), egyetlen aktiv elektron kozelitésen (Single
Active Electron Approximation - SAE) feltételezziik, hogy a vizsgalt atomnak csak egyet-
len elektronja hat kolcson jelentosen a kiilso 1ézertérrel. Ezzel a kozelitéssel azonban nem
csak a szd szerint vett egyelektronos atomok vizsgalhatok. Alkalifémek, és egyszeresen
ionizalt alkali foldfémek esetén konnyen értelmezheté a dolog: a kolesonhatd valencia
elektron egy lezart héjon kiviil helyezkedik el. Azonban a SAE modell alkalmazhatdsédga
ennél szélesebb korl, minden olyan esetre kiterjesztheto, ahol az atomi rendszer egyidejii
tObbszoros gerjesztésének valdszintisége kicsi. Olyan ritka gazokra, ahol a valencia elektron
egy betoltott héj része, szamitasokkal megmutattak, hogy a SAE jé kozelités, amennyi-
ben a gerjeszté fotonok energiaja lényegesen kisebb mint az elektron ionizédlasi energidja
[16]. Ebben az esetben ugyanis el6szor a kolesonhato (,aktiv?) elektron ionizalodik, és

csak ezutan utan gerjesztédhet a tobbi elektron. A kiilonb6zo elektronok megfigyelheto
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mennyiségekhez rendelhetd jaruléka, mint pl. id6fiiggd dipélmomentum vagy fotoelektron
spektrum minden elektronra kiilon-kiilén kiszamolhato és a szamitas végén Gsszegezheto
(folyamattdl fiiggéen koherens vagy inkoherens médon). Gyakran fenndll6 eset, hogy kiil-
s6 tér iranyaban polarizalt elektron palyak (pl. z irdnyban polarizélt 1ézer esetén m = 0
mégneses kvantumszamu atomi elektronpdalyak) sokkal nagyobb valészintiséggel ionizdl-
haték mint a tobbi elektron, ezaltal az ilyen jellegii szamitasok esetén megfelel6 pontossag
érhet6 el csak ezen pélydk figyelembe vételével [16].

A nagy intenzitasu lézerimpulzusokkal torténo kisérletekben gyakorta hasznalt hullam-
hosszakon (800 nm koriil) a SAE kivald kozelitésnek bizonyult, kivéve az olyan eseteket,
ahol kétszeresen gerjesztett allapotot rezonans médon csatolja az alapallapothoz a 1ézer.
A SAE legnagyobb hétranya az er6s terek fizikajaban az, hogy elhanyagolja annak va-
l6szintiségét, hogy az aktiv elektron kolcsénhathat a rendszer tobbi elektronjaval, amely
tObbszoros ionizacidt eredményezhet. A SAE jelentds elonyei kozott szerepel, hogy a prob-
léma komplexitasat nagyban csokkenti, mint egyelektron kozelités, tovabba egy linedris
differencidlegyenletet eredményez, amely az eros terek fizikdjara jellemzo, szuperpozicio

utjén eléallé megolddsokat megengedi (tipikusan kotott + kontinuum dllapotok) [16].

4.2. Hamilton operator, idofejlesztés

Az aktiv atomi elektron allapotat leiré egydimenzids, koordindta reprezentaciéban 1évo

id6fiiggd Schrodinger-egyenlet (atomi egységekben)

0
iU (@, t) = [Ho + Hia(D)] - (1), (4.1)

itt Hy a kiilso elektromégneses rész nélkiili idoéfiiggetlen Hamilton-operator:
HOI ——7—1-%(%) (42)

ahol V() a magtdl szarmazo (idéfiiggetlen) potencial, m pedig az aktiv elektron redukalt
tomege.

Az elektromagneses kolecsonhatast leird tag megfelelé mértékben torténd felirasa a
numerikus szamolasok eredményére jelentos hatassal van, szemben az analitikusan meg-
oldhaté esetekkel, amikor csak egy meghatarozott fazisfaktorban kiilonbozik a két médon
szamolt hullamfliggvény. Kovetkezokben dipdlus kozelitést alkalmazzuk és feltételezziik,
hogy a mez6 x tengely iranyaban linearisan polarizalt.

Elészor a (4.1) egyenletet hosszmértékben felirva a kolcsonhatési tag:
Hyi,(t) = E(t) - @, (4.3)

ahol E(t) a modellezett 1ézertér elektromos téreréssége. Ez a mérték javasolt az ionos mag
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kornyezetében lejatszédo folyamatok tanulmanyozésara, itt a lézer-elektron kolcsonhatés
viszonylag gyenge (még erds lézertér esetén is). Ha az ionizalt elektron messzire tavolodik a
magtol, a lézer-elektron kolecsonhatas erdssége gyorsan novekszik. Ennek egyik kellemetlen
kovetkezménye, hogy egyre kisebb id6lépéseket kell hasznalnunk, mert a diszkretizalasbol
adodo numerikus hibak feler6sodnek ahogy tavolodunk a magtol.

A (4.1) egyenletet sebességmértékben felirva a kolcsonhatési tag:

A(t) 2
m O0x

HY (t) = —i (4.4)

alaku, a vektorpotencidlt a térerdsséggel pedig a 0A(t)/0t = —E(t) relacié koti Ossze
[16]. Ez a mérték az ionos magtdl téavoli régickban pontosabb, mert ott a lézer-elektron
kolesonhatési tag korlatos. Azonban a maghoz kozel ez a kolesonhatasi tag rendkiviil
felerosodik, és a numerikus eljaras egyre pontatlanabbd valik.

Numerikus szamitasaink elvégzésekor a hossz mértéket alkalmaztuk. A megoldas so-
ran numerikusan integraljuk a (4.1) egyenletet, tipikusan a kiils6 mez6 nélkiili Hamilton
operator valamelyik sajatallapotabdl kiindulva. Az integraldst egy rovid At idolépésben
hajtjuk végre, a rendszer id6fejlodését leird propagatort ezen kis lépésre az alabbi mdédon
kozelitjiik:

Y(x,t + At) = e T2 (2, 1) + O(AF) (4.5)

Id6fiiggs Hamilton-operdtor esetén H-t a kozbiilsé ¢ + At/2 idépontban értékeljiik ki
[16]. Ez a rovid id6lépéses propagator id6ben masodrendben pontos eredményt ad. Az
elébbi formuldban szereplé Hamilton operatort tehat hosszmértékben a kovetkezdképpen
irjuk fel:

H= L7 + V(x, t+ At/2), V(x,t) = Vy(z) + E(t)x (4.6)
2m Q2 ’ ’ ’

itt a statikus és az idoben véltozé kolcsonhatasi potencialokat egy tagban foglaltuk Gssze.

4.3. Modell potencialok

Az atomi er6k modellezésére V() helyén modell potencidlokat vagy pszeudopotencialokat
szoktak haszndlni [16]. Ebben a dolgozatban csak a modell potencidlokkal foglalkozunk.
A modell potencidlokat az egyszeriiségiik miatt kedvelik: egydimenziéban gyors szami-
tasokat eredményeznek és tobbdimenzids elektron-atom kolcsonhatasokat vizsgalhatova
teszik.

A leggyakrabban el6fordulé modell potencidl az erds terek fizikdjaban az tgynevezett

egydimenziés soft-Coulomb potencial

Vo(z) = S (4.7)

ahol ¢ az atommag toltése, a egy valaszthato paraméter. Ez a potencial nem tartalmaz - a
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Coulomb potenciallal ellentétben - numerikusan nehezen kezelhet6 szingularitast. Fontos
tulajdonsaga, hogy reprodukalja a végtelen hatétavi haromdimenziés Coulomb potencial
legfontosabb jellemvondsait: a végtelen szamu kétott dllapotbdl indulé Rydberg-sorozatot
és a kontinuum Coulomb torzitasat. Analdg a hidrogén potencialjanak hengerkoordinatas
alakja, ahol V(p,z) = —q/\/m, csak a (4.7) osszefiiggésben 22 helyett az a® para-
méter szerepel. A g és a? paraméterek megfelelé megvalasztasaval tobb kiilonbozé atomi
rendszer ionizacioés potencidlja reprodukalhatd, amely kvalitativ osszehasonlitéast enged
meg a harom dimenziéban kapott ionizaciés sebességekkel, nem rezonans esetben: példa-
ul ha ¢ = 1 és a®-et egyenlének védlasztjuk hidrogén alapéllapotbeli (p?) = 2-vel, akkor
megkapjuk a hidrogén ionizaciés potencidljat Ey = 1/2-et. Erre a simité paraméterre
analitikus hullamfiiggvény ismert, amely segitségével a moédszer pontossaga ellendrizhe-
t6. Természetesen az alapéllapotbeli energidk egyezése nem jelenti a gerjesztett allapotok
energidinak helyes lefrdsat [16].

Rovid hatétavi potencidlként szoktédk haszndlni, az un. Eckart-tipusi [17] modell

potencialt
Uo

- cosh?(Bx)’

ahol ug és [ valaszthaté paraméter. Ez a potencidl ug = 1 és § = 1 esetén csak egy kotott

Vi(r) = (4.8)

allapottal rendelkezik, amelynek energidja egybeesik a hidrogén alapallapoti energiajaval.
A paraméterek valtoztatasaval a kotott allapotok szama novelhetd - ez lehetévé teszi,
hogy megkiilénboztessiik a kotott allapot altal generalt nemlinearis polarizacios vélaszt,
a kontinuum hulldmcsomag hosszi hatétavi Coulomb potencidl okozta torzitdsaitdl [12].

A kovetkezo, altalunk is hasznélt potencial a Dirac-delta modell potencial
Vo(z) = —uod(z — a), (4.9)

ahol vy vélaszthaté paraméter, a a vonzécentrum térbeli koordinatija. Ez a potencial

egyetlen kotott allapottal rendelkezik, amely

(@) = yJagme ol (4.10)

alaki, a kotott allapoti energia E = —u2m/2 képlettel adhaté meg [11]. Azug =1, m =1
helyettesitéssel élve visszakapjuk a hidrogén alapéllapoti energidjat. A Dirac-delta poten-
cial jelenlétét a Schrodinger-egyenlet véges differencia mddszerrel torténé megoldasa ese-
tén a vonzo centrum helyén a hullamfiiggvény félérintéire kirétt kényszerfeltétellel lehet

implementalni, példaul az alabbi egyenlet szerint:
Y(a — Az) + 2 (upmAzx — 1) Y(a) + ¢Y(a + Azx) =0, (4.11)

ahol Az térbeli 1épés nagysaga [18]. A delta potenciél elénye, hogy analitikusan is jél
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kezelhetd, a numerikus szamolas eredményei 0sszevethetok az analitikus eredményekkel, a
(4.10) alapéllapot segitségével ellendrizni lehet a numerikus médszer pontossagat. Tovab-
ba kotott allapota rendelkezik a haromdimenzios Coulomb potencidlnak azzal a tulajdon-
sagaval, hogy alapallapotanak csicsa van az origoban. A lézertérrel valé kolecsonhataskor
az alagutjelenség mindig fellép (a soft-Coulomb és az Eckart potencidl esetén ez nincs

feltétlen igy), tovabba a lézertér nem torzitja el a potenciél alakjat.

4.4. Crank-Nicolson modszer

A tovabbiakban az egydimenzids id6fiiggé Schrodinger-egyenlet numerikus megoldasi méd-
szereit vazoljuk fel, egy adott ¥ (z,ty) kezdeti dllapot esetén.
A Crank-Nicolson médszer a vizsgalt rendszer (rovid idélépéses) propagatorat a Cayley-

alakkal [19] kozeliti
e L—iH - At/2

- = 3
—1+Z,H.At/2+0(m ). (4.12)

e

Ez a kozelités is idoben masodrendben pontos. Fontos tulajdonsaga az egzakt propa-
gatorhoz hasonldéan, hogy unitér, azaz megorzi a normat és feltétel nélkiil stabil.

Az iddléptetés Crank-Nicolson modszerrel tehat az alabbi
At At
{1 + 2H7:| U(x,t+ At) = {1 — 2H71 Y(x,t). (4.13)
Bevezetve 1j valtozét kovetkezo idolépésben 1éve hullamfiiggvény értékeire:
y(z,t) = Y(x, t + At) + (z,t) (4.14)
a probléma a kovetkezo alakra egyszertisodik
AL
1+ 2H7 y(x,t) = 2¢(x, t). (4.15)
Itt a kovetkez6 egyszertisito jeloléssel éliink

y(z) =y(z,t), V(z)=V(z,t+ At/2), (z)=(z,t), (4.16)

mert csak egy rogzitett ¢t — t + At iddlépést vizsgalunk.
Most behelyettesitve a (4.13) Osszefiiggésbe a (4.6) Hamilton operatort, a kovetkezo
eredményt kapjuk

Saa) + |57 = 2V @) o) = o). (1.17)
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A parcialis derivaltat kifejezve:

azﬁf) = 2m lV(x) — zé] y(z) + 2m {iéwx)} (4.18)

Ezen a ponton a szokdasos eljaras a masodrendii derivalt

y(x) _ y(o+ Ax) +y(z — Az) — 2y(x)

5z = N + O(Ax?) (4.19)

centralt differenciaval torténo kozelitése, amely a kovetkezo alakot eredményezi

2mAz?

A2
y(r + Az) + 2 |4 A7 SmA

—mAZ?V(x) — 1| y(z) + y(z — Ax) =i AL

b(z).  (4.20)

Ez az 0sszefiiggés a térvaltozo diszkretizalasa utan, illetve a megfeleld peremfeltételek-
kel kiegészitve linedris egyenletrendszert eredményez, amit minden z; racspontban meg
kell oldani y(z;)-re. Ez az eljards a térben harmadrendben pontos, de tovabb finomit-
haté térvaltozoban 6todrendben pontossa, viszonylag kicsi tobbletszamoléast igényelve a

szimulécidk soran.

4.5. Numerov modszer

A Numerov médszer lényege, hogy a (4.18) egyenlet segitségével meghatarozzuk a negyed-
rendd korrekciot a térvaltozd szerinti parcidlis derivalt (4.19) centralt differencia kozeli-
tésében [20].

A parcidlis derivélt kifejezheté mint

Oy(z) _
922 =2mY (x), (4.21)
ahol
V() = {V(@ —ié] y(z) +1 {éw(:ﬁ)} (1.22)

jeloléssel éltiink. Most a (4.21) Taylor-kifejtését hasznalva

y(r + Az) + y(z — Az) — 2y(x) e i (4) 2 4
= = y2() + Sy (@A + O(AY),  (423)

alakot kapjuk, ahol y®(z), y¥(z) a térvaltozé szerinti mésod-, illetve negyedrendi de-
rivalt. Amennyiben csak az y®(z) tagot vessziik figyelembe, akkor az eredmény a jol

ismert Crank-Nicolson eljaras lesz.
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A y™@(z) korrekcids tagra kell 6sszefiiggést talalnunk, amely (4.21) alapjan egyszertien
adodik: y@(z) = 2m-Y @ (z). Ujra alkalmazva a (4.19) centralis differencia sémét, ezittal

Y (x)-re, és az eredményt beirva a (4.23) egyenletbe, a kovetkez6 alak ad6dik:

y(r + Az) + y(x — Az) — 2y(z) _ 2mY(:B + Az) + Y(x — Az) + 10Y (z)

4
A7 15 + O(Ax™)

(4.24)
Kovetkezo 1épésként beirjuk ebbe a formuldba (4.22) jelolést és mindkét oldalt beszo-

rozzuk Ax?-el. Ekkor a hibatag Az%-nal lesz ardnyos, vagyis a médositott eljards otod-
rendben pontos lesz. Elvégezve a miiveleteket belathato, hogy tovabbra is tridiagonalis

alakot kapunk:

Ay(x + Az) 4+ By(x) + Cy(x — Az) =D (4.25)
ahol
9 , Az?
A = [12-2mA2’V(z + Az)] +1 {mm} (4.26)
) , Az?
B = [-24—20mAs’V (z)] + i {40mm] (4.27)
) , Az?
C = [12-2mA2’V(z — Az)] +i {mm} (4.28)
D = ¢8mAAtx2 [10(2) + ¥(z + Az) + ¢z — Az)] (4.29)

egyiitthatok szerepelnek.

Amennyiben dobozba zéart részecskének megfelel6 peremfeltételt vélasztunk, és az x
térvaltozot diszkretizaljuk mint x; = xo+ jAz (itt j = 0...J — 1), akkor a hullamfiiggvény
a a vizsgalt intervallumon kiviil elttinik: ¢ (z < xo,t) = ¥(xr > x;-1) = 0. Eredmény:
tridiagonalis linearis egyenletrendszer, J egyenlet, J ismeretlennel; amelyet minden y(x;)-
re meg kell oldanunk. Lathatd, hogy a (4.26) - (4.29) egyiitthatékbdl keletkezé métrix
diagonalisan dominéns, ezért a linedris egyenletrendszer megbizhatéan megoldhaté mind
Gauss-elimindciés, mind visszahelyettesitésen alapulé médszerekkel. A i(x;,t + At)-beli

hullamfiiggvény értékeit pedig (4.14) alapjén rekonstrualhatjuk.

4.6. Szamitoégépes implementacio

Készitettiink egy szamitégépes programot, amely a (4.1) - (4.3) altal meghatérozott id6-
fiiggd Schrodinger-egyenlet diszkretizalt véltozatat oldja meg. A megoldasi mddszer-
alapja a Crank-Nicolson véges differencia-mddszer, kiegészitve az el6z0 fejezetben targyalt
Numerov-médszerrel. Az egyenletet csak egy véges zart [—Zmax, Tmax] térintervallumon és
egy véges [0, tnax| id6tartamra oldottuk meg, At id6lépésenként haladva elére. A térin-

tervallum szélen a dobozba zart részecskének megfelel6 peremfeltétellel éltiink, ez a (4.25)
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alakd, (4.26) - (4.29) egyiitthatok altal meghatérozott tridiagondlis linearis egyenletrend-
szer megoldasat jelenti minden idolépésben. Ezen egyenletrendszert a visszahelyettesité-
sen alapulé mdédszerrel oldottuk meg [21, 18].

A kodot C++ nyelven készitettiik el, a bindris futtathato fajlokat nyilt forraskédua
G++ forditéval hoztuk létre. El6z8 munkénk sordn [18] C programnyelvet hasznaltunk,
azonban néhany rendkiviil hasznos nyelvi elem indokolta a véltast - képesek voltunk a
beépitett adattipusokhoz hasonlé szintaxisi és hatékonysagu sajat tipusokat létrehozni.
Ez a tény hibaelharitds és tesztelés soran konnyen kisziirhetové tette a legalattomosabb
programozasi hibakat, mint a memoriaszivargas és tombtulindexelés. Az egész program
altalunk készitett keretrendszerre épiil fel, semmilyen harmadik féltol szarmazd kdédtol
nem fiigg, csak a C++ konyvtartél az STL-t6l (Standard Template Library) - mindketté
a C++ nyelv része. Sajat keretrendszer alatt értendo pl. sajat adattomb tipusok, ezekhez
kapcsolédé bemenet /kimenet kezelés, matematikai fiiggvények és egy bindris fajlformé-
tum.

A szamitasokhoz a valés szamokat IEEE szabvany szerinti 64 bites lebegépontos szé-
mokkal (floating point) dbrazoltuk, ezekkel kb. 15 tizedesjegy pontossdggal és 1039
nagysagrendben lehet szamitasokat végezni [19]. A komplex szdmok abrézolasara a beépi-
tett complex<> osztalysablont hasznéaltuk (ez két valds szamot jelent). A programunkban
a potencidlt Vipx(z) - Vine(t) + Vo(x) alakinak tételezziik fel, ahol V() atomi modell
potencial. Dirac-delta modell potencidl esetén Vp(x) = 0 és egy kapcsold biztositja a
Numerov-médszerrel felirt tridiagonalis egyenletrendszer médositésat a (4.11) és (4.14)
Osszefiiggések alapjan. Ennek 1épésnek tobb hatuliitdje van, pl. ebben a réacspontban
a pontossag csak elsorendi lesz és a diszkretizalt delta potencial alapallapota kiilonboz-
ni fog a (4.10) egyenlettel megadott analitikustél. Ennek egyik megnyilvanuldsa, hogy
a (4.10) alaku analitikus kezdeti allapotban a (4.11) diszkretizdlasi feltétel kis mértéki
sériilése. Szamitdsaink soran a Dirac-delta alapallapotat mindig korrigaltuk dgy, hogy
(4.11) feltétel teljesiiljon.

A program kimenete nem maga a szimulalt W(x,t) diszkrét hullamfiiggvény, mert -
sajnalatos médon- az altalunk hasznalt felbontdsok esetén (pl. térosztas: 200001, id6lépés:
600001, akkor az eredmény ~ 1788 GiB) azt sem a memodridban, sem a HDD-n nem
tudtuk eltdarolni, sem utana beolvastatni. Ezért a kiillonbozo vizsgalt mennyiségeket a
Crank-Nicolson eljardssal szinkronban szamoltuk ki és csak egy (linedris interpolaciéval
kapott) alacsonyabb felbontdsi véltozatét irtuk ki a hullimfiiggvénynek. A program &ltal

szolgaltatott eredményeket Wolfram Mathematica 8-al dolgoztuk fel.
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4.7. Tesztelés

Harom f0 tesztsorozatot végeztiink el a moddszer pontossagara: idofiiggetlen potencidl,
Dirac-delta potencial; idofiiggd potencidl. A pontossag jellemzéséra a kivetkezd mennyi-
ségeket vezettiik be:

APy = max P(t) — min P(t), (4.30)

ahol P(t) = [

Tmax

W (z,1))* dz dsszvaldszintiség, numerikusan a Simpson-formuléval [19)]
kozelitve. Ez az Osszvaldsziniiség maximalis ingadozasdnak nevezhetd. Analitikus esetben
AP = 0, mert az idéfiiggd Schrodinger-egyenlet megérzi a P(t) valdsziniiséget. A

masodik mennyiség az stacionarius allapot abszolut értékének valtozasat jellemzi:

A|\If|fmax = max [|\If(x,0)|2 — \\I/(x,tmax)|2] — min [|\I!(:c,0)|2 — |\I!(x,tmax)|2] . (4.31)
analitikus esetben csak W fazisa véltozik, azaz minden t,,, paraméterre A|W fmax = 0.

Numerov-médszer pontossagat a soft-Coulomb potencial alapéllapotaval hasonlitot-
tuk Ossze (4.2 tdblazat). Ezt Osszevetve Dirac-delta potencidl diszkretizalt valtozatanak
(korrigalt) alapallapotbeli viselkedésével (4.1 tdblazat) lathat6, hogy az utébbi lényegesen
pontatlanabb. A numerikus hibdk azonban az idé elérehaladtaval nem nonek korlatlanul,
hanem a szamitds elején jelennek meg [18]. Ez arra vezethetd vissza, hogy a diszkretizalt

delta potenciél alapallapota (és alapallapoti energidja is) kissé eltér az analitikusétol.

| Azf[au]| 01 [ 005 [ 001 [ 0005 [ 0001 |
APrax [ 6,80-107° [ 1,59-1073[5,98-107" [ 1,47-10° [ 5,81-10°"
AlP[Z  [6,38-1072[3,06-10"% | 5,96-10° | 2,94-10° [ 5,83 - 10"
W/ Wan 1,11 1.05 1.01 1.005 1.001

4.1. tablazat. Delta-potencial tesztelése stacionarius allapotban. Mivel a delta potenci-
al diszkretizalt, ezért mind az Gsszvalészinliség maximalis megvaltozésa (A Ppayx), mind
a hulldimfiiggvény abszolutértékének megvéltozdsa (A|¥|2_,,,), mind a szimulalt és ana-
litikus sajatfrekvencia becsiilt ardnya (w/wa,) fiigg a térbeli Az 1épéskoztél. Futtatdsi
paraméterek: ug = 1, m = 1, t.c = 100, Tpa = 50. Osszehasonlitva a Crank-Nicolson
sémaval kapott eredményekkel, a Numerov médszer pontosabbnak adédik [18].

| Azfau]| 01 | 005 | 001 [ 0005 [ 0001 |
APpax [ 5,34-107[3,50-1072[3,16-10" 2 [ 7,03-1071 [ 3,49 - 1012
AW 0] 3,14-1077 [ 1,95-107% [3,02-107 " [2,03-10" [ 1,05 10"

4.2. tdblazat. A Vy(z) = 1/v2? + 2 soft-Coulomb potencidl tesztelése alapédllapotban az
4.1 tablazattal azonos futtatasi paraméterekkel. A szamitas soran a 64 bites lebegépontos
abrazolds pontossaga kb. 15 tizedesjegy: az eredmények alapjan a Numerov-modszer
térlépésben rendkiviil pontos.
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[0<F<0,3[03<F<0,5]05<F<0,7]07<F<1,0]

Az |a.u] 0,01 0,01 0,005 0,005

At [a.u] 0,001 0,0005 0,0002 0,0001

teutas [h] 3 6 12 24
4.3. tablazat. Szabad elektron Volkov-dllapotainak numerikus szimulédcidja
V(z,t) = x - Fcos (%”t) alaku kiilsé potencidl esetén. Az analitikus és numerikus

médon  szémolt hulldmfiiggvények abszolitértékeinek 10 %-es egyezéséhez sziikséges
legnagyobb Az, At, a fejlécben jelzett F' paraméter-tartomany esetén. Az elektromos
mez6 periddusideje rogzitett, T' = 110,35 a.u.. Szemléltetésként feltiintettiik a program
futédsi idejét 2,4 GHz drajelii PC esetén, ez a tpyss [18].

Az idofiiggd potencidli Numerov-médszer vonatkozo tesztelését az 3.2 pontban tér-
gyalt Volkov-megolddsokkal hasonlitottuk tssze - hosszmértékben (4.3 tédblazat). A tesz-
tek soran bebizonyosodott, hogy a kolcsonhatasi tag meredek névekedése miatt az ered-
mény rendkiviil pontatlannéd valhat az idobeli diszkretizaciébol adédd, numerikus hibak
er6sodése miatt. Tesztsorozatunkban meghataroztuk az adott F' - sin(w - t) kolesonha-
tasi taghoz tartozé 10™* abszoliit pontossdgot garantalé At idélépést [18]. A késSbbi

szimulacioink soran az idélépést mindig a 4.3 tablazattal 6sszhangban allitottuk be.
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5. A numerikus médszeren alapulé eredmények

Az el6z6ekben ismertetett numerikus moédszert és programot egy nagy intenzitasu, li-
nearisan polarizalt, 3-ciklusi, kozeli infravorés kozponti hullamhosszi 1ézerimpulzussal

kolesonhaté atomi elektron mozgdsanak szimuldciéjara alkalmaztuk [22, 23].

5.1. Modell

Dipélus kozelitést alkalmazunk és egyetlen aktiv elektront tekintiink, valamint hosszmér-
téket hasznalunk az atom és az elektromagneses tér kolcsonhatasanak leirasaban. Mivel a
lézerimpulzus linearisan polarizalt, a folyamatot egy térdimenziéban vizsgaltuk, amely az
elektromos mez0 iranya. Az iontorzs és az elektron kolesonhatasat Dirac-delta potenciallal
kozelitjiik.

A Hamilton-operator az elektron és az ion koordindtédkkal kifejezve (amelyeket rendre

az e és ¢ indexek jelolnek) az aldbbi alakot 6lti

P2 P
H o= 5t gt —ugh(Xe = Xo) 4 eB(0) (X~ Xo), (5.1)

itt ug > 0 Dirac-delta potencidl eréssége, e(> 0) az elemi toltés, E(t) pedig a lézerimpulzus
elektromos térerdssége. A kéttest-problémak esetén szokasos tomegkodzépponti és relativ

koordinatak:

Xo =meX, 4 M X, Py=P.+P, (5.2)
M. Me

X =X, - X, P=—P, — =P, 5.3
MM (5:3)

ahol M = m, + m, illetve yp = mem./M a rendszer Ossztomege, illetve redukélt tomege.

Ezek segitségével a Hamilton-operator az alabbi alakba irhaté:
H=_—+_——ud(X)+eE(t)X (5.4)

ez pedig mar felbonthaté csak a tomegkozépponti és csak a relativ koordinatatdél fiiggo ta-
gok Osszegére, ami garantalja a Schrodinger-egyenlet szepardlhatdsidgat ezen koordinatak
szerint.

A tomegkozépponti mozgas egyszertien a szabad részecske kvantummechanikaja, ami
altalaban analitikusan megoldhaté (a kezdeti allapot konkrét alakjatdl fiiggéen). A rela-
tiv mozgas Schrodinger-egyenletére nincs ismert analitikus megoldés, ezért ezt az el6z6
fejezetben lefrt numerikus maédszerrel oldottuk meg.

A modell paramétereit a kovetkezoképpen allitottuk be: a Dirac-delta potencidl eros-
ségének értéke uy = h\/W , ami azt biztositja, hogy az egyetlen koétott allapot

energidja megfelel a hidrogénatom alapéllapoti energidjdnak (Fp). A lézerimpulzus elekt-
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romos terét egy 3-ciklust, sin? burkoléju filggvénnyel kozelitjiik, a hordozé periédusidejét

100 atomi egységnek vélasztottuk (ami kb. 726 nm kézponti hulldimhosszat jelent):
E(t) = F-sin?(27t/600) - cos(27t/100 + CEP). (5.5)

Ez az impulzus a kovetkezo kezdeti allapotbdl inditja a rendszert: a relativ mozgas a
Dirac-delta potencial kotott allapotanak hullamfiiggvénye, a tomegkozépponti mozgés

pedig egy Gauss-fliiggvény, aminek szélességét a hidrogén atom méretéhez illesztettiik.

5.2. Kvantumos dinamika a fazistéren: Wigner fiiggvény

A relativ mozgas numerikus szimulacidjanak eredményét a klasszikus fazistéren értelme-
zett Wigner-fliggvény segitségével szemléltetjik [24].

A Wigner fiiggvény a kvantumrendszer allapotanak pontos reprezentacidja a klasszikus
fazistéren, melyet a hullamfiiggvénybol szamithatunk ki. Egydimenzids tiszta kvantum-

allapot esetén a definiciéja az alabbi:

Wi(g,p) = % /OO V*(q — )Y (q + x) exp(2ipx/h)dz. (5.6)

A Wigner fliggvényt kvazivaldszintiségi stirtiségfiiggvények is szokas nevezni, mert szere-
pe hasonlé a klasszikus mechanikdban hasznélatos valdszintiségi stirtiségfiiggvényekhez:
egy fizikai mennyiség kvantummechanikai varhaté értéke a Wigner fliggvénnyel képzett
szorzatanak a teljes fazistérre vett integraljaval kiszamithato, azonban a Wigner fiiggvény
altalaban negativ fliggvényértékeket is felvehet, ami a szigorti valdszintiségi értelmezést
nem teszi lehetévé. A Wigner fiiggvény sok kvantumelméleti ill. kvantumoptikai probléma
esetén hasznos eszkoze a kvantumos tulajdonsiagok feltdrasanak [25, 26, 12].

Az 5.1 és 5.2 dbra a relativ mozgas Wigner fliggvényét mutatja a folyamat bizonyos
idopillanataiban, valamint az elektromos térerdsség illetve a teljes potencidl értékét. Az
5.1(a) dbra a kezdeti allapotot szemlélteti, ami a Dirac-delta potencial kotott allapota. Az
5.1(b) dbra az els6 hulldmcsomagot mutatja amint balra kiszabadul a lézertér hataséra,
amely az 5.2(a) dbra idépillanataban éppen jraszorddik az ionon és interferal a jobbra in-
dulo f6 hullamcsomaggal. Mindkét hullamcsomag visszatér tjra az ionhoz és tjraszorodik,

amint az 5.2(b) abran ldthato.
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5.1. dbra. A relativ mozgas Wigner fiiggvényének siiriiség-abrai az 1. és 2. kiragadott
idopillanatban, melyeket az abrak jelolnek atomi egységekben, mellettiik a elektromos
tér pillanatnyi értéke a lézerimpulzusban, valamint a teljes potencial aktudlis dbraja. A
sotétkéktol vilagos kékig terjedd szinarnyalatok negativ fiiggvényértékeket jelolnek, a vi-
lagos kéktol fehéren és sargan at pirosig terjedo szinek névekvo pozitiv fliggvényértékeket
jelolnek.
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5.2. abra. A relativ mozgas Wigner fiiggvényének siiriiség-abrai a 3. és 4. kiragadott
idopillanatban, melyeket az abrak jelolnek atomi egységekben, mellettiik a elektromos
tér pillanatnyi értéke a lézerimpulzusban, valamint a teljes potencial aktudlis dbraja. A
sotétkéktol vilagos kékig terjedd szinarnyalatok negativ fiiggvényértékeket jelolnek, a vi-
lagos kéktol fehéren és sargan at pirosig terjedo szinek névekvo pozitiv fliggvényértékeket
jelolnek.
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5.3. Dipdélusmomentum idofiiggése, magas harmonikusok keltése

A szimuldaciés eredményeink alapjan konnyen eléallithato a dipélusmomentum az id6 fiigg-
vényében, az elektron altal kisugarzott elektromagneses mezo6 forrdasa pedig ennek a ma-
sodik idoderivaltja.

Mint azt mar a 3.1 pontban ismertettiik, numerikus pontossag szempontjabdl az a
kedvez6bb, ha a masodik idoderivaltat az Ehrenfest tételek alkalmazasaval szamitjuk ki.
Modelliinkben a Dirac-delta potencidl sajatos matematikai tulajdonsagai miatt az ato-
mi potencialbdl ered6 tag a részecskestirliség origonal szamitott félérintéinek szamtani
kozepével aranyos, amit a program nagy idofelbontéssal és pontosan tud szamitani.

A magas harmonikusok szokdasos elemzésére a Fourier spektrum hasznalatos, ez azon-
ban nem nyujt informaciot a spektralis komponensek idébeli sajatossagairdl. Tehat ha pl.
arra vagyunk kivancsiak, hogy az tjraszorodasi folyamat mely idoszakaszaban keletkeznek
bizonyos magas harmonikusok, akkor hasznosabbnak bizonyul az in. wavelet analizist al-
kalmazni. A wavelet analizis altal adott eredmények természetesen fliggenek a konkrét
wavelet valasztastol: mi az in. Gabor-waveletet hasznaltuk, mert ez egy Gauss-burkoloju

hamonikus fliggvény, ami segit az eredmények értelmezésében. A Gabor-wavelet képlete:

w(s, ) = %%/Z alt) exp {—mt - T} exp [— <t - 7)2/2] dt,

ahol a 7 paraméter az idébeli eltolast jellemzi, az s skdlaparaméter a frekvencia reciproka

és a(t) a dipdlus gyorsulés.

Az 5.3 - 5.5 abrdk a wavelet transzformaci6é eredményét mutatjék a vivé-burkolo fazis
(CEP) 3 kiilonbozé értéke esetén, a gerjesztd lézerimpulzussal kiegészitve. A vizszintes
tengelyen az id6t abrazoljuk atomi egységekben, a fiiggleges tengely a gerjeszto 3-ciklusu
lézerimpulzus 0.01 a.u. értéki vivofrekvencidja felharmonikusainak indexét mutatja loga-
ritmikus skalan. A szinskala a wavelet silydnak abszolitértéknégyzetét mutatja a dipdl-
gyorsulas idofiiggésében, ami a kéktdl a fehéren és sargan at a maximalis vorosig novekszik.
Mint lathaté, természetesen az alapfrekvencia silya a legnagyobb, idében féleg a gerjeszto
impulzus harmadik negyedében. A felharmonikusok emisszidjanak azonban érdekes, jol

lathaté idobeli struktirdja van, ami erésen fiigg a vivo-burkolo fazis értékétol.
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5.3. dbra. Wavelet analizis eredménye (5.5) alaki kiils6 elektromos térerGsség és
F = 0.2, CEP = 0 paraméterek esetén. A vizszintes tengelyen az id6t abrazoltuk atomi
egységekben, a fliggoleges tengely a gerjeszto lézerimpulzus vivéfrekvencidja felharmoni-
kusainak indexét mutatja logaritmikus skalan, ahol 1-es index az alapharmonikust jeloli.
A szinskala a wavelet silyanak abszolutértéknégyzetét mutatja szintén logaritmikus skalan
a dipdl-gyorsuléds idofiiggésében: szamértéke mélykék szinnél 0, amely fehéren és sargan
at a vorosig novekszik, maximalis értéke 1. A (b) dbrén a szimuldcié sordn alkalmazott
gerjeszto 1ézerimpulzus idébeli alakja lathato.
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5.4. abra. Wavelet analizis eredménye (5.5) alaki kiils6 elektromos térerGsség és
F = 0.2, CEP = 0.371 paraméterek esetén. A vizszintes tengelyen az id6t abrézoltuk
atomi egységekben, a fiiggéleges tengely a gerjeszto 1ézerimpulzus vivofrekvencidja felhar-
monikusainak indexét mutatja logaritmikus skalan, ahol 1-es index az alapharmonikust
jeloli. A szinskala a wavelet silyanak abszolutértéknégyzetét mutatja szintén logaritmi-
kus skalan a dipél-gyorsulas idofiiggésében: széamértéke mélykék szinnél 0, amely fehéren
és sargan at a vorosig novekszik, maximadlis értéke 1. A (b) dbrdn a szimuldcié sordan
alkalmazott gerjeszto 1ézerimpulzus idobeli alakja lathato.
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5.5. abra. Wavelet analizis eredménye (5.5) alaki kiils6 elektromos térerésség és
F = 0.2, CEP = -0.37 paraméterek esetén. A vizszintes tengelyen az idét abrézoltuk

atomi egységekben, a fiiggdleges tengely a gerjeszto 1ézerimpulzus vivofrekvenciaja felhar-
monikusainak indexét mutatja logaritmikus skalan, ahol 1-es index az alapharmonikust
jeloli. A szinskala a wavelet silyanak abszolutértéknégyzetét mutatja szintén logaritmi-
kus skalan a dipél-gyorsulas idofiiggésében: szamértéke mélykék szinnél 0, amely fehéren
és sargan at a vorosig novekszik, maximadlis értéke 1. A (b) dbrdn a szimuldcié sordan
alkalmazott gerjeszto 1ézerimpulzus idobeli alakja lathato.



5.4. Kvantumos 6sszefondédottsag az elektron és az ion mozgasa
kozott

Modelliink szerint a rendszer kvantumallapota a tomegkozépponti mozgast és relativ moz-
gast leiré hullamfiiggvények szorzata. Ugyanez a kvantumallapot azonban nem bonthato
szorzat alakra a elektron illetve ion koordinatdk hullamfiiggvényei szerint, ami azt je-
lenti, hogy az elektron és az ion kvantuméllapota 6sszefonédott [27]. Az ilyen 6sszefo-
nédott kvantumallapotok kétrészecske hullamfiiggvényei mindig eléallithatéak az alabbi,

un. Schmidt-felbontés szerint:
xe7xcv Z V pk d)k Ie, wk Le, ) (57)

Itt a pi(t) valés egyiitthatok az alabbi egyrészecske-stirtiségmatrixok sajatértékei:

Oc(T), ey t) = /\IJ*(x’e,:cc,t)\If(xe,xC,t)dmc, (5.8)

0c(2, xey t) = /\I/*(ze,xf:,t)\lf(xe,xc,t)dme, (5.9)

mig ¢r(ze) és Yr(x.) rendre a g, és o. négyzetesen integralhaté sajatfiiggvényei. A py
egyiitthatok nemnegativak, diszkrétek, osszegiik 1. Segitségiikkel konnyen kiszamithatjuk
a Neumann-entrépiat, ami a kvantumos osszefonddottsdg egyik leggyakrabban alkalma-

zott mértéke:
Sn(t) = =Tr [6e(t) In e (t Z pi(t) Inpy(t (5.10)

Egy masik, szintén elterjedten alkalmazott Gsszefonddottsagi mérték a linearis entrépia,
ami a kvantumallapot stirliségmatrixa atlés 6sszegének a tiszta allapotot jelenté 1-t6l vald
eltérését méri:

Sp(t)=1-"Tr [83(¢ —1—Zpk (5.11)

A fenti formuldk alapjan kiszamitottuk a Neumann entropia illetve a linearis entrépia
id6tol vald fiiggését a folyamat sordan, ezeket az 5.6 és 5.7 abrak mutatjék. Lathato,
hogy a kezdeti allapotban is jelen van mar bizonyos mértéki kvantumos osszefonédottsag,
amely a lézerimpulzus hatasara idében oszcillaciokat mutatva végiil bedll egy, a kezdetinél
magasabb értékre. A lézertér erosodésével ezek az oszcillacidk egyre markansabba valnak

illetve az entrépia végso értéke is novekszik.
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5.6. dbra. Neumann entrépia (5.10) gorbék az id6 fiiggvényében (atomi egységekben),
a lézerimpulzus elektromos terének egyre novekvo cstcsértékii eseteiben. Fekete gorbe:
a 3-ciklusi lézerimpulzus elektromos téreréssége az ido fiiggvényében,. Szines gorbék:
Neumann entrépia Sy(t) az idé fiiggvényében, ha az elektromos térerésség csicsértéke
(F paraméter) 0.1 a.u. (kék), 0.15 a.u. (z6ld), 0.2 a.u. (narancs), 0.25 a.u. (piros).

Az oszcillaciok soran mindkét 6sszefonddottsagi mérték lokalis maximumai egybeesnek
az elektromos tér zéréhelyeivel, mégpedig a lézerimpulzus vivé-burkold fazistél (CEP)

fiiggetleniil. Ezt az érdekes tényt az 5.8 abra szemlélteti.
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5.7. édbra. Linedris entrépia (5.11) gorbék az id6 fiiggvényében (atomi egységekben),
a lézerimpulzus elektromos terének egyre novekvo csicsértékii eseteiben. Fekete gor-
be: a 3-ciklusu lézerimpulzus elektromos térerdssége az ido fliggvényében,. Szines gor-
bék: Linedris entrépia Sy (t) az idé fiiggvényében, ha az elektromos térerésség csucsértéke
(F paraméter) 0.1 a.u. (kék), 0.15 a.u. (z6ld), 0.2 a.u. (narancs), 0.25 a.u. (piros).

1.5
1.0}
=
=
=
=
bl
g -
5 =
o =]
g 0.5+ —
=
=
) =
IH g
e =
e e —— =
0.0 — - — =
- s =
=
—0.5 L ! L L L
] 30 100 150 200 250 300

idé (a.u.)

5.8. dbra. Neumann entrépia (5.10) gorbék az idé fiiggvényében (atomi egységekben,
feliil, vastag vonallal), a lézerimpulzus (alul, vékony vonallal) vivé-burkolé fazisanak kii-
16nb6z6 értékei esetén: kék gorbék: CEP = 0, zold gorbék: CEP = 0.3w, piros gorbék:
CEP = -0.3x.
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6. Osszefoglalas

Dolgozatomban - a témakor irodalmi attekintése utén - az erds idofiiggo kiilsé mezdvel va-
16 kolesonhatast tartalmazd egydimenzids idoéfiiggé Schrodinger-egyenlet véges-differencia
modszerrel torténdé pontos numerikus megoldasara alkalmas modszert és az ezt imple-
mentdlé C++ program f6bb tulajdonsagait mutattam be. A program a Crank-Nicolson
modszerre alapozva, de azt a Numerov modszerrel tovabb pontositva miikodik, a tesztelés
soran analitikus eredményekkel vetettem Ossze a numerikus eredményeket, a pontossagra
vonatkozo vonatkozo jellemzoket részletesen ismertettem.

A programra alapozott kutatasaink az attoszekundumos fizika egy egyszerti modelljé-
vel érdekes 1j eredményeket adnak. A Wigner fiiggvényre alapozott fazisteres kvantum
dinamika eredményei mas modellekkel 6sszhangban mutatjak az tjraszorodas eseményeit:
a hulldmcsomagok megjelenését, mozgasat és interferenciajat. A magas harmonikus keltés
Gabor-wavelet transzformacids analizisének eredménye szerint a felharmonikusok emisszi-
6janak bonyolult id6beli struktirdja van, ami erésen fiigg a vivé-burkolé fazis (CEP)
értékétol. A kvantumos osszefonddottsagi mértékek oszcillaciokat mutatnak, amelyek lo-
kalis maximumai egybeesnek az elektromos tér zérohelyeivel, mégpedig a 1ézerimpulzus

vivo-burkold fazistol fiiggetlendil.
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