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1. Bevezetés

Legyen p pozitiv egész paraméter, valamint legyenek X_,, 11, ..., Xo determinisztikus nem-
negativ egész érteki kezdeti értékek. Definialjuk az { X, k > 1} folyamatot, legyen

Xk—1 Xk—p
Xp=>_ &k,i)+-+ Y &k, i)+e(k), (1)
i=1 i=1
ahol minden n €N és 1 </ <p esetén &(k,1),&(k,2),... fiiggetlen és azonos eloszlast nemne-

gativ egész értékid valtozok sorozata, valamint (k) nemnegativ egész értéki véletlen valtozo
ugy, hogy ezek a sorozatok egymastol is fiiggetlenek.

Tekintsiik a Ho nullhipotézist, mely szerint (1,1),£,(2,1), ... azonos eloszlastuak tetszéle-
ges 1</<p esetén, valamint £(1),¢(2), ... szintén azonos eloszlastak. Az INAR(p) folyamatok
nemnegativ egész értékiiek, ezen tulajdonsaguk alapjin széles korben alkalmazhatéak model-
lezésre, példaul populaciédinamikiban, valamint egyedek, események megszamlalasakor. A
folyamat definicidja alapjan megengedjiik, hogy az utodeloszlisok, valamint az innovaciok
eloszlasa id6ben megvaltozzon, tehét lehet a modell idben inhomogén. Azonban ezek meg-
valtozésa olyan zavarra utalhat, amelyet fontos észlelni. Igy a dolgozatban ezen véltozasok
detektalasara adunk eljarasokat.

Csorg6 és Horvath [2] konyviikben a fiiggetlen véletlen valtozokbol allo sorozatok vizsga-
lataval foglalkoztak. Véltozasészlelésre regresszios modellek, AR(p) és INAR(p) folyamatok
esetén is sziilettek mar eljarasok. Horvath és térsai a [6] cikkben regresszios modellek para-
métereinek valtozasat detektald eljarast definidlnak. A dolgozat f6 tételének bizonyitasanak
fontos 1épései megjelennek ezen cikkben, azonban a bizonyitas menete jelent&sen eltér a cikk-
ben leirtaktol. Kirch és téarsai [8] cikkiikben a regresszios modellek valtozasanak észlelésével
foglalkoztak, kés6bb pedig altalanos elagazo folyamatokat is vizsgaltak [4].

T. Szabé Tamés [12]| dolgozatdaban INAR(p) folyamatok véltozasészlelésérsl ir, melynek
eredményeibdl Pap Gyuléval kozos [10] cikkiik megjelenés el6tt all. Az INAR(p) folyamatokat
azonban altalaban, valamint a [12] dolgozatban is rogzitett, Bernoulli tipust utodeloszlassal
definialjak, igy az ezekre adott modszerek alkalmazasa nem tiil hatékony az altalunk definiélt
modell valtozasanak észlelésére. Ennek {6 oka, hogy Bernoulli tipusu utddeloszlas esetén az
eloszlédsok megvaltozasa ekvivalens a varhaté értékek megvaltozdsaval, azonban ha az utéd-
eloszlés altalanos, akkor eléfordulhat, hogy bar az eloszlasok megvaltoznak, de azok varhato
értéke allandé marad. Ekkor ezek az eljarasok nem mutatjak ki a valtozast.

Az altalunk bevezetett eljarasok alapja, hogy vesziink egy m € N hosszi tanulomintét,
mely soran teljesiil a nullhipotézis, azaz nem valtoznak sem az utédeloszlasok, sem az inno-
vacio eloszlasa. Az X,..., X, tanulominta alapjan a feltételes legkisebb négyzetek (CLS)
modszerével adunk becsléseket a paraméterekre. Ezen becslések alapjan olyan prébastatiszti-
kékat tudunk felirni, melyeknek a nullhipotézis mellett ismert a hatareloszlasa, igy probakat
konstrualhatunk a valtozasok észlelésére.

A gyakorlati alkalmazhatosag szempontjabol sokszor elényosebb on-line, azaz szekven-
cidlis probakat végrehajtani, hiszen sok esetben fontos a valtozas gyors észlelése, illetve a
mintavételezés igen koltséges lehet. Igy szekvencialis eljarasokat alkalmazunk, ami azt jelenti,
hogy minden 1épésben tijabb mintaelemet vesziink, és a probastatisztika, valamint a kritikus
értékek alpajan dontiink, hogy elvetjiikk-e a nullhipotézist. Amennyiben elvetjiik, akkor az
eljaras véget ér, ellenkez§ esetben tjabb mintavétellel folytatodik.



Igy amennyiben a nullhipotézis nem keriil elvetésre, akkor végtelen sokszor kell megismeé-
telniink a mintavételt és a probastatisztika vizsgalatat. Az ilyen eljarasokat nevezziik nyilt
végiinek. Gyakorlati alkalmazasoknal, szimulacioknal ez nehézséget okoz, hiszen legfeljebb vé-
ges sok 1épést tudunk elvégezni, illetve sok esetben csak korlatozott szamu mintavételre van
lehetGség. Horvath és tarsai [6] cikkiikben ramutatnak arra, hogy amennyiben a mintaméret
elég nagy a tanuléminta elemszamahoz képest, akkor a nyilt végi eljaras megfelel6en miiko-
dik. Azonban nem egyértelmt, hogy mekkora mintaméretre van ehhez sziikség. A [6] cikkben
szerepl6 (Table 2.) tablazatban regresszios modellen végzett nyilt végii eljarasok empirikus
els6faju hibait lathatjuk kiilonb6z6 mintaméret esetén. Az értékek azt mutatjak, hogy még
akkor sem éri el az elvetések aranya a megadott elséfaju hibat, ha a mintaméret a tanuléminta
9-szerese.

Azonban ha megfelelGen valtoztatjuk a probastatisztikat, akkor olyan zart végu eljarasokat
kaphatunk, melyek véget érnek véges sok lépés utan akkor is, ha addig nem vetjik el a
nullhipotézist.

2. F6 eredmények

Tegyiik fel, hogy teljesiil a nullhipotézis. Legyen &, azonos eloszlasa a &y(1,1) valtozoval,
1 < /¢ < p, valamint ¢ azonos eloszlast e(1)-gyel.

Legyen
X ]
X Xp1
X1 X :
Xy = : . Y= = (2)
' X

A késtbbiekben megmutatjuk, hogy ezek ergodikus Markov-lancok.
Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

f1 E(&) D*(&) E(& —m)? E(& —m)*

= : oy:i=| 22 |- : o3:= : o4:= :
Hp E(ﬁp) ’ [UZJ D? (fp) ’ E(fp - Mp)g ! E(fp - Mp)4
u-| | E(e) D?(e) E(e—pe)® E(e—pe)*

pi=

Legyenek ezeknek a vektoroknak az m elemii tanulominta alapjan a paraméterbecslései rendre
s O2.m, 03.m, O4m. Bzekre a becslésekre az 5.2. Tételben adunk explicit formulat. Vezessiik
be a

k)= (145 (E N hsnky = goimty (F) T 0<qy <l
gy(m, =m m k+m ’ ~, T\, = gy\m, T+1 ) = 2
(3)

figgvényeket, ahol T > 0 tetszéleges, rogzitett. Legyen
My = Xy, — B(Xp|Fomr),  Ni:= M= E(ME|Fia)-

2.1. Megjegyzés. A dolgozat tovabbi részeiben ||.|| legyen az a norma, mely minden determi-
nisztikus, illetve véletlen vektorhoz, méatrixhoz hozzarendeli komponensei abszolatértékének



osszegét. Tovabba ||.||1 legyen az a norma, szintén minden determinisztikus és véletlen vekto-
ron, matrixon értelmezve, mely ezekhez komponenseik abszolutértékeinek dsszegének varhatéd
értékét rendeli. Tehat a ||.|[1 normét tgy kapjuk, hogy vessziik a ||.|| norma varhato értékeét.

2.2. Megjegyzés. Legyenek {a,, n€N}, valamint {b,, n€N} tetszdleges sorozatok. Landau
jeloléseivel élve a,, = o(b,), n — oo, amennyiben

_an
S
illetve a,, = O(by,), ha
sup — < 00
neN bn

Vezessiink be hasonlé jeloléseket véletlen valtozokra is. Tekintsiik az {n,, n € N}, valamint a
{Cn, n € N} véletlen valtozokbol allo sorozatokat. Legyen n, = op((,), n — oo, amennyiben

m P
— =0,
Cn

{%, nEN}

n — 00,

valamint 7, = Op((,), ha az

sorozat sztochasztikusan korlatos, azaz

N

Vé>0 dL >0 VYneN: P(

>L)<5.

Az 5.2. Tételben megmutatjuk, hogy az M} valtozd CLS becslése m hosszi tanuléminta
alapjan

n

2.1. Az egydimenziés modell

-1

m m

My 1= X = i Y1 = Xg - [Z XiY,T_l] [Z YHYL] Vi1
=1 =1

5 . T Y, - . .
Vezessiik be a J,, = aam# becslést, ekkor teljesiilnek a kovetkezd eloszlasbeli kon-

vergenciak.

2.3. Tétel. Legyen {W(t), t> O} egydimenzids standard Wiener-folyamat. Amennyiben
teljesiil a Ho nullhipotézis, valamint py+---+pp, <1 és 0<p. <oo, tovdbbd E(&(1,1)1),. ..,
E(&(1,1)4) < oo, akkor teljesiilnek a kévetkezok.

(i)

>—1/2 m-+k T
J, o M; Wit
A Ml o WOl
k>1 gr(m, k) o<t<t 17
valamint
(i)
3—1/2 m+k g
J, i M; Wit
max ’ m Zz_erl Zam‘ D sup | ()” m — oo,
1<k<T'm hey (M, k) o<t<1 t7

tetszdleges T' > 0, valamint m, k € N esetén.



Ezen eloszlasbeli konvergencidk alapjan megadhatunk olyan prébastatisztikdkat, melyek
hatéareloszlasa ismert, igy meg tudjuk hatarozni a prébahoz sziikséges kritikus értékeket. A
nyilt végi probat az els§, mig a zart véglit a méasodik konvergencia alapjan hatarozzuk meg.

2.4. Koévetkezmény. Legyen {W(t), tZO} egydimenzids standard Wiener-folyamat. Ekkor
minden c € R értékre teljesil, hogy

ik
. S M| W ()
lim P [ sup <c|=P| sup —=<c¢|,
m—00 E>1 gy(m, k) o<t<1 7

valamint

ik
_ ‘Zz St zm’ W (t)|
lim P max <c| =P\ sup <c],
m—00 1<k<mT h%T(m, k) o<t<1 7

ahol T > 0 rogzitett.
Igy ha ismerjiik a {W(t), t> O} egydimenzids standard Wiener-folyamat esetén
(W (t)]

o<t<1 7

eloszlasat, akkor tetszéleges « € [0,1] mellett meg tudjuk hatarozni a probakhoz sziikséges c,
kritikus értékeket, melyre teljesiil, hogy

Wit
P(sup ‘tg)‘gc,Jt):a.

0<t<1

A tovabbiakban a 2.4. Koévetkezmény alapjan definidlt préobakat egydimenzios probaknak
nevezzik.

A szimuléciok is alatamasztjik, hogy a fenti eljarasok nem detektaljak azokat a véltozéaso-
kat, amelyek soran a varhato értékek allandoak maradnak. Igy a tovabbiakban olyan probakat
vezetiink be, melyek az utdédeloszlasok és az innovacié szérdsainak megvaltozasat is észlelik.

2.2. A kétdimenzidés modell

Az 5.2. Tételben megmutatjuk, hogy az Nj valtozo CLS becslése
m m -1
Nk,m = M;im 0'2 mYk 1= Mk m [Z ]/\Z]imszli [Z Yi_lYZTl] Yk71~

] =)

véletlen vektorokbol allo sorozat megfeleld fliggvényének eloszlasbeli konvergencidjara vonat-
kozik. Legyen

A kovetkezé tétel az

T e Y T e Y
R 027m m USJ‘I’L m
I, =
T m
AT Z;n:1 Y; ~T ]m 1 Y5 Yg A T ~(2) Zj:l Y;
O3m™ m 202,WL m O2m+ (0-4 ,m 302,m)



2.5. Tétel. Amennyiben {W(t) = [%123] , t> 0} kétdimenzids standard Wiener-folyamat
2

és D € R?*? tetszbleges mdtriz, akkor teljesiil, hogy

(i)

2—1/2 —~m+k ]\/Zi,m
DI, Zi:m+1 [Ni,m] || - HD W(t)H
sup — sup ———, m — 00,
k>1 gy(m, k) 0<t<1 2]
valamint
(1)
2=1/2 —~m+k Mi,m
Hmm . [m,m] || o, . PO
— 41 —
1§%§§T hey (M, k) 0221 2 ’ meee
Ezen tétel egyértelmi kovetkezményeit tartalmazza a kovetkezs allitas.
2.6. Kovetkezmény. Vezessiik be a kovetkezd jeldléseket, legyen
1/2 £-1/2
PRV (R VR ()
" P20 02222
valamint {W W (t) , t> O} kétdimenzids standard Wiener-folyamat. Amennyiben
2

teljesiil a Ho nullhipotézis, valamint py+--+pp <1 és 0<p. < oo, tovdbbd E(&;(1,1)8),. ..,
E(£5(1,1)8) < 0o, akkor
(2)

£—1/2 k ]\//.7
st ]

@]
lim P | sup o <c|= sup <c],
m—»0o0 k>1 g~ (m, k) 0<t<1 2]
k(12 ~_1/2 =
| Sk (B Q) M+ 1 (12) N )| WA (o)
lim P | sup <c|=P| sup <c],
m—00 k>1 gy(m, k) o<t<1 t7
valamint
k -1/2 1/2 S
_ \Zl”fnﬂ( PQ)Mim+ 102, 2)Nz~,m)\ Wa(t)|
lim P | sup <c|=P| sup <c],
m—00 k>1 gy(m, k) o<t<1 17

minden c € R esetén.
(i1) Tovdbbd tetszdleges T € N és c € R esetén,

2 1/2 —~mtk | Mim
i . gl
lim P o Ni’m] < P LW@H <
im max cl= su c
m—oo | 1<k<mT hy (M, k) - ogtlg)l )



— A

‘ ( Z?itf-i-l IA7:11/2(1’1)Mi,m + Im1/2(1’2)[\}i,m) ‘

Wit
lim P| max <c |=P ( sup 7‘ 1(#)] §c> ,
m—o0 1<k<mT h%T(m, k‘) 0<t<1 2l
valamint
(b B @) Mo + 12 2.2) Nim)| Wa ()
lim P| max <c|=P ( sup ———— Sc) .
m—o00 | 1<k<mT hyr(m, k) o<t<1t 17

Az (i) pont formulai valoban adédnak a 2.5. Tétel (i) pontjabol, rendre

o=lp - o=[p i o-[p

valasztasokkal. Az (i7) pont formulai hasonléan adodnak a 2.5. Tétel (ii) pontjabol.
Az egydimenzi6os modellhez hasonldéan tudunk probédkat konstrudlni a valtozasok észlelé-

sére, azonban ehhez meg kell hatdroznunk a kritikus értékeket. Mivel {W(t)= [%1 Eg] ,t>0}
2

kétdimenzios standard Wiener-folyamat, ezért o € N esetén a ¢, kritikus értékek a
(Wi (?)] [Wa(t)]

sup ————, sup ———
o<t<t 7 o<t<t 7

véletlen valtozokra meghatarozhatoak, a [6] cikk (Table 1.) tablazata ezeket tartalmazza v és
a fiiggvényében. Azonban a
v

sup ———-

o<t<t 7
véletlen valtozohoz tartoz6 kritikus értékek nem ismertek, igy a probdkat a komponensek
abszolutértékeire vonatkoz6 konvergencidk alapjan hatarozzuk meg.

Mivel a hatareloszlasok, azaz

AG] W (1)
p ) sup
o<t<1 t7 o<t<1 7

fliggetlenek, ezért megjelend a probastatisztikak aszimptotikusan fiiggetlenek. Alkalmazzuk az
ezen probastatisztikdk alapjan meghatarozott probakat egyiitt, mindkettét o szignifikancia
szint mellett. Pontosan akkor fogadjuk el a nullhipotézist, ha azt mindkét proba elfogadja, igy
az aszimptotikus fiiggetlenség miatt az elfogadés valoszintisége tart az (1—a*)? értékhez. Ez
azt jelenti, hogy amennyiben a teszt szignifikancia szintje «, akkor olyan o* értéket keresiink,
melyre (1—a) = (1—a*)?, tehat az o* értéket valasszuk 1—(1—a)'/?-nek.

A szimuléaciok alapjan ez a proba valéban detektalja azokat a valtozéasokat is, melyek
sorédn a varhaté értékek allandodak.

A tovabbiakban a 2.6. Kévetkezmény alapjan definidlt probakat kétdimenzios probaknak
nevezziik.



3. Szimulacio

Annak érdekében, hogy a bevezetett probak elséfaju hibajat, valamint erejét megvizsgal-
juk, szimuldcidkat végeztiink. Azért, hogy a modell egyszertibb legyen, p = 1 esetben vizs-
galtuk, tehat a vizsgalt folyamat INAR(1) a szimulaciok sordn. Minden teszt soran elGszor
m=>500 elemszamu tanulémintat generaltunk, mely alapjan meghatarozhatéak a paraméterek
CLS becslései az 5.2. Tétel szerint. Rogzitettiik a y=1/4 paramétert, az o =0,05 szignifikan-
cia szintet, valamint az innovacio eloszlasat, mely legyen Poisson(1). A folyamatot az Xo=0
kezdeti allapotbol inditottuk. A tanuléminta utan legfeljebb mT mintaelemet generaltunk,
ahol T a futtatasok soran az 1,2, 4 értékeket vette fel.

Korabban tdbb probat is bevezettiink, a 2.4. Kovetkezmény alapjan felirtat nevezziik egy-
dimenziosnak, melynek nyilt és zart végii tipusat is vizsgaltuk. A 2.6. Kévetkezmény alapjén
olyan probat hataroztunk meg, mely soran a két komponensre kiilon-kiilon végezziik el a
megfelel§ teszteket a modositott kritikus értékekkel, majd pontosan akkor déntiink a null-
hipotézits elvetése mellett, ha legaldbb az egyik préba elveti azt. Ez a préba azonban nem
viselkedett megfelel§en, ugyanis a nem tul nagy mintaméret miatt a komponensek erésen
korrelaltak voltak, annak ellenére, hogy tudjuk, aszimptotikusan fiiggetlenek. Igy a tovabbi-
akban a két tesztet kiilon alkalmazzuk az eredeti a szignifikancia szinthez tartozé kritikus
értékek mellett. Ezen probdkat nevezziik a kétdimenzids proba megfeleld komponenseinek.
A kovetkezs tablazat eredményeinket foglalja Gssze abba az esetben, amikor a nullhipotézis
teljesiil, azaz az eloszlasok valtozatlanok. Lathatjuk a nyilt, illetve a zart végd prébak adott,
alland6 utodeloszlas és T érték melletti empirikus elséfaja hibajat.

A tablazat elsé felében a nyilt, a masodik felében pedig a zart préobakhoz tartozéd értékek
szerepelnek. Minden mezében fentrsl lefelé haladva elészor az egydimenzios probiahoz, majd
a kétdimenzidés proba els6 komponenséhez, végiil a méasodik komponenséhez tartozé empiri-
kus els6faji hiba szerepel. Megfigyelhetjiik, hogy a masodik komponenshez tartozé empirikus
els6faji hibdk tal nagy értékek, ennek oka az lehet, hogy a komponensben a magasabb mo-
mentumok becslései jelennek meg, amelyek nem konvergilnak elegendéen gyorsan. Azt is
lathatjuk, hogy az esetek tobbségében a zart végi proba jobb eredményt ad a nyilt végiinél,
f6képp kis T esetén.



A kovetkezd tablazatban dsszefoglaljuk eredményeinket egy egyszert alternativ hipotézis
mellett, amikor az utédeloszlas a minta felénél megvaltozik. Mivel a zart végd proba jobban
teljesit, ezért csak az ehhez tartozd empirikus elséfaji hibat jelenitjiik meg, a kordbbihoz
hasonl6 elrendezésben. A kezdeti utodeloszlas a tablazat bal oldalan, a minta méasodik felében

| T=1 | T=2 [ T=4 [ T=1 [ T=2 | T4 |
Bern(.2) || 0,010 | 0,020 | 0,030 | 0,030 | 0,040 | 0,043
0,013 | 0,023 | 0,013 || 0,033 | 0,043 | 0,016
0,050 | 0,050 | 0,073 || 0,070 | 0,070 | 0,080
Bern(.5) || 0,023 | 0,036 | 0,033 || 0,043 | 0,060 | 0,050
0,020 | 0,023 | 0,023 || 0,036 | 0,046 | 0,040
0,040 | 0,040 | 0,063 || 0,056 | 0,063 | 0,083
Bern(.8) || 0,023 | 0,063 | 0,053 || 0,030 | 0,076 | 0,060
0,023 | 0,060 | 0,050 || 0,033 | 0,083 | 0,060
0,030 | 0,016 | 0,066 || 0,050 | 0,033 | 0,086
Poi(.2) || 0,016 | 0,033 | 0,040 | 0,046 | 0,040 | 0,046
0,010 | 0,023 | 0,023 || 0,060 | 0,040 | 0,030
0,060 | 0,080 | 0,093 || 0,073 | 0,090 | 0,106
Poi(.5) || 0,006 | 0,023 | 0,050 | 0,016 | 0,050 | 0,060
0,000 | 0,026 | 0,023 || 0,013 | 0,043 | 0,050
0,066 | 0,076 | 0,106 || 0,080 | 0,093 | 0,123
Poi(.8) || 0,046 | 0,090 | 0,073 | 0,080 | 0,116 | 0,090
0,036 | 0,070 | 0,070 || 0,073 | 0,090 | 0,086
0,036 | 0,120 | 0,086 || 0,066 | 0,150 | 0,096

szerepl6 utddeloszlas pedig feliil talalhato.

Poi(.2) Poi(.5) Poi(.8)
T=1] T=2 [ T=4 || T=1 [ T=2 | T=4 | T=1 [ T=2 | T4
Bern(.2) | 0,020 | 0,043 | 0,053 [| 0,913 | 0,976 | 0,993 | 1,000 | 1,000 | 1,000
0,020 | 0,050 | 0,046 || 0,613 | 0,810 | 0,876 | 0,830 | 0,853 | 0,886
0,070 | 0,086 | 0,120 || 0,843 | 0,933 | 0,963 | 1,000 | 1,000 | 1,000
Bern(.5) | 0,416 | 0,676 | 0,813 || 0,046 | 0,050 | 0,050 | 1,000 | 1,000 | 1,000
0,560 | 0,823 | 0,903 || 0,046 | 0,046 | 0,036 | 0,970 | 0,993 | 1,000
0,106 | 0,143 | 0,166 || 0,393 | 0,390 | 0,490 | 1,000 | 1,000 | 1,000
Bern(.8) | 0,986 | 1,000 | 1,000 || 0,893 | 0,973 | 0,996 | 0,126 | 0,136 | 0,120
0,933 | 1,000 | 1,000 || 0,946 | 1,000 | 1,000 | 0,146 | 0,180 | 0,210
0,833 | 0,920 | 0,953 || 0,900 | 0,963 | 0,996 || 1,000 | 1,000 | 1,000

Jol lathato, hogy amikor a valtozas soran a varhaté érték dlland6 marad, akkor a kétdimenzios
probék, illetve els6sorban annak masodik komponensének eredményei jobbak. Utébbiak ese-
tén annal magasabb az elvetési arany, tehat annal erésebb a préba, minél jobban megvaltozik
az utddeloszlas szorésa.




4. Ergodicitas
A bevezetett folyamat a nullhipotézis mellett p-lépéses Markov lanc, melyre

p Xp—q

Xp=>_ > &lkj)+ek), keN

i=1 j=1

alakban irhato fel, ahol minden i €N esetén {&;(k, j) }r jen azonos eloszlasu, p; varhato értéki
nemnegativ egeész értéki veletlen valtozok, valamint {e(k)}ren szintén nemnegativ egész érté-
kdek, azonos eloszlastak, pe varhato értékkel, ahol ezek a valtozok egyméstol fliggetlenek. A
folyamatokat megkiilénboztetjiik p1+- - -+, értéke alapjan. Az { Xy ey INAR(p) folyamat

— stabil (szubkritikus), amennyiben g +-- -+ p, < 1,
— kritikus, ha pq+---+pp, =1,
— szuperkritikus, ha g +-- -+ pp > 1.

A dolgozatban a stabil esetet vizsgaljuk.
Legyen g :=max{r=1,...,p: u, >0}, valamint
Xn
XP= | rza

anr+1

Tekintsiik az {X%q), n € N} folyamatot, mely 1-lépéses Markov-lanc. Vezessiik be az

[y p2 .. fige1 fiq)
1 0 0 0
Ag= (B (LL),....B(§A)]= | + - 1 (4)
0 0 0
0 0 . 1 0 ]
matrixot, ahol
_él(kaj)_ _52(k71)_ _5P(k7j)_
1 0 0
gl(ka]): 0 ) éQ(kaj): 1 ’ RS Sp(kaj): 0
. 0 ] . 0] i 0 i

A folyamat szintén stabil, hiszen pi4---+pq =p1+- -+ pg+pg+1+- - +pp < 1, tovibba az
is teljesiil, hogy g > 0. Legyen d = Inko{i=1,...,p: pu; >0} = Inko{i=1,...,q: p; > 0}.
A kovetkez6 tétel, Barczy és Pap eredménye ([1], Proposition 2.2) az A, méatrix spektralsu-
garara vonatkozik.

4.1. Tétel. Legyen Ay a (4) formuldban definidlt mdtriz, ahol j1y > 0.

(i) Amennyiben d =1, akkor az A, mdtriz primitiv.
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(ii)

<1 <1
o(4g) ¢ =1 — prtecotpgy =1
>1 >1

Igy a stabil esetben, mivel a pg > 0 feltétel teljesiil, tovabba pi+---4py < 1, ezért a
tétel értelmében p(A,) < 1.
Az alabbi tétel Quine [11], valamint Kaplan [7] eredménye

4.2. Tétel. A Ho nullhipotézis mellett, ha az Aq mdtriz primitiv, o(Aq) <1, valamint E(e) >
> 0, akkor léteznek olyan {m;, j € N} valdsziniségek, melyekre minden i € N esetén teljesiil,
hogy
lim P(X,=j|Xo=i)=m;, jeN, d =1
JEN

4.3. Allitas. A Ho nullhipotézis mellett, amennyiben py+ - -+, < 1, valamint E(g) < oo
akkor az {X%q),n € N} Markov-linc ergodikus abban az értelemben, hogy létezik pontosan egy
aperiodikus €s pozitiv rekurrens kommunikdcids osztdlya, melyet a folyamat 1 valdszindséggel
véges sok lépésben elér.

Bizonyitds. Amennyiben d = 1, akkor a 4.1. Tétel értelmében A, primitiv és o(4,) < 1. Igy
a 4.2. Tétel alapjan léteznek minden j allapot esetén 7; limesz-valoszintiségek. Ebbdl kovet-
kezik, hogy létezik az egyértelmd 7 invarians eloszlas. Igy a Markov-lancnak létezik pontosan
egy pozitiv rekurrens osztilya és az invaridns eloszlas erre az osztalyra van koncentralva.

Amennyiben d > 1, akkor g > 0 miatt s := ¢/d egész szam. Ekkor a folyamat definicioja
alapjan minden n € N esetén

Xn-2d4

Xn—d Xn—q
Xp= > Caln, i)+ D> Ga(n,i)+---+ Y &n,i),
=1 =1 =1

hiszen n—xd =n—dq/d =n—q. Legyen

Xnd+a
X(@A) — :

n : )

X(n—fﬁ-l)d—l—)\

ahol A=0,...,k—1, valamint n € N. Ekkor {X,(lq’/\), n €N} egy k lépéses Markov-lanc minden
A=0,...,k—1 esetén. Tovabb4 ezek a folyamatok egymastol fliggetlenek, azonos eloszlasuak,
igy ezen folyamatokra kiilon-kiilén a bizonyitas eddigi részét alkalmazva azt kapjuk, hogy 1é-
teznek limesz-valoszintiségeik. Az azonos eloszlas miatt ezen folyamatok limesz-valdszintiségei
megegyeznek, igy az eredeti folyamatnak is ezek a limesz-valésziniiségei. Ezzel belattuk, hogy
az eredeti {X%Q), n € N} folyamatnak is léteznek a limesz-valoszintiségei.

Megmutattuk, hogy a {X%q), n € N} Markov-lancnak pontosan egy pozitiv rekurrens osz-
télya van, az invarians eloszlas erre az osztilyra van koncentralva. Jeldlje ezt az osztéalyt C.
Lassuk be, hogy a folyamat ezt az osztalyt 1 valdszintiséggel véges sok lépésben eléri. A li-
mesz valoszintiségek 1étezésébdl kovetkezik, hogy P(X,(lq) =7j)—m; tetszéleges j allapot esetén,
amennyiben n — oco. Ekkor - - -

PXPeC)=) PX@=j)—=> m=1, n—oo.

jec jec
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Ebbél kapjuk, hogy
P(a folyamat eléri a C osztélyt) = P(UpenX@ €C) = li_>m P(XWecC)=1.

A tovabbiakban mutassuk meg, hogy a C osztaly aperiodikus. Ehhez ezen tulajdonsigot
elegendd valamely C-beli dllapotra megmutatni. Legyen /=min{ieN,: P(e=17)>0}, valamint
(F'=1¢,... (). Amennyiben J € C tetszdleges, akkor

p (X(q)

W, =(x@ =j)>0, nen,

hiszen tetszéleges allapotbdl kiindulva pozitiv valészintiséggel kdvetkezik be az, hogy q 1épé-
sen keresztiil minden utédeloszlas 0, valamint minden innovaci6 értéke a minimalis £. Igy £
tetszdleges C-beli allapothoél elérhets, ami azt jelenti, hogy £ € C, tehat £ pozitiv rekurrens.
A korabbi gondolatmenethez hasonléan annak a valoszintisége, hogy egy lépésben minden
utodeloszlas 0 és az innovécié értéke ¢ pozitiv, igy

P(x\0, =(x@ =) >0, neN.

Igy megmutattuk, hogy az £ 4llapot, és igy, tehat a C osztaly is aperiodikus. Ezzel a tételt
bizonyitottuk. O

4.4. Tétel. A Hoy nullhipotézis mellett, amennyiben pi+- - -+ pp < 1, valamint 0 < p. < 00,
akkor az {Xg), n € N} folyamat tetszéleges v > q esetén ergodikus abban az értelemben, hogy

létezik pontosan eqy pozitiv rekurrens osztdlya, melyet o folyamat 1 valdszinidséggel tetszdleges
kezdeti dllapotbol kiindulva véges sok lépésben elér.

Bizonyitds. Mutassuk meg teljes indukcioval, hogy léteznek a limesz valdszintiségek, azaz

minden r > ¢ és i, j allapotok esetén léteznek olyan 7TJ(»T)

valoészintiségek, melyekre

: (r) — sx™ _ ) — (") (r) _
Jm P (6 =i =i) =7 3=t
J
Az ergodicités bizonyitasa az el6z6 allitas bizonyitasaban latott modon torténik. A 4.3. Allitas
alapjan r=gq esetén az allitas teljesiil. Mutassuk meg, hogy amennyiben a tétel az r>q értékre
teljesiil, akkor r+ 1-re is.
Vezessiik be a kiovetkez§ jeldléseket:

J N J2 i1 i1 i2
] = ]/ = " = ’L = Z/ = Z// =
jr+1 Jr jr—i—l ir-l—l Uy ir+1
Ekkor
p X(7-+]_) ‘X(T—H) — P X(r) — i X r) //‘X(r) o X(r) Y/
n - 0 - n’=J,x™p17=] | Ny T 1=
=P (X =g x, = x) = X0 =) P (xD, =X = xU =)
=P (Xg) = 71X :L//> P (Xg—1 :l”’X(()T) :l)
=P (x{) = x§ =3") P (X, = x) =)
— P (XY) = ;‘Xf{) = l) wj(f,) =l n— 0o



Az utobbi 1épéseknél felhasznaltuk, hogy a folyamat id6homogén, valamint alkalmaztuk, hogy
léteznek a limesz valoszintiségek. Vegyiik észre, hogy a hatarérték i-t6l fliggetlen.
Tegyiik fel, hogy Xg") ~ ("), Ekkor

Sorte 3 p(XP =g =) P == 0 P (X =5) =1

jezr+t 5" ez j'ezr

Ezzl megmutattuk, hogy léteznek a limesz valészintiségek. Innentsl a korabbi bizonyitas meg-
ismételhetd. O

Vezessiik be minden n € N esetén a VI = [X,,,..., X,,—p, 1] jelolést.

4.5. Kovetkezmény. Amennyiben teljesil a Ho nullhipotézis, valamint py+---+p, <1 és
0 < pe <1, akkor az {Y,,n € N} és a {V,,n € N} Markov-ldncok ergodikusak a kordbban
bevezetett értelemben. Igy léteznek az Y,V egyértelmd invaridns eloszldsi véletlen vektorok.

4.6. Megjegyzés. Barczy és Pap ([1], Appendix) cikke alapjan a valoszintiségi generatorfiigg-
vények alkalmazasaval meghatarozhatoak az invarians eloszlésok momentumai. Azt kapjuk,
hogy amennyiben az utédeloszlasoknak és a bevandorlasnak végesek a k. momentumai, akkor
V minden komponensének véges a k. momentuma. Ebbél kévetkezik, hogy F (W@k) <00, ahol
V& jeloli a V vektor k-adik tenzorhatvanyat. Igy az ergodicitas miatt adodik, hogy

n Yok _
722_1 U SN (V®k) , n — 00o.
n

Igy a legfeljesbb k tényezds szorzatokra is teljesiilnek a konvergencidk.
Speciélisan

"oy, _
721:1 RN E(Y), n — 00, (5)
n

valamint ha E(&}), ..., E(&}), E(e?) < oo, akkor

" Y, YZ S
Liz1 L7l L, p (YYT> , n — oo. (6)

n

5. Paraméterbecslés

A fejezetben a paraméterekre fogunk becsléseket adni. A kivetkezd lemmaban el§készii-
leteket tesziink a parameéterbecslések bevezetéséhez.

5.1. Feltételes varhatd értékek

5.1. Lemma. A Hy nullhipotézis mellett tetszdleges k € N esetén
(i) E(Xp|Fr1) =p"Yi 1.
(i) E(MZ|Fp1) =03 Y 1,

(ii1) E(M3|Fy—1) =0 Ys_1,
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(iv) E(MHFy 1) =305Y, 1 YT 00+ (0f =30) Vi,
ahol aé ) legyen a oo vektor elemeinek négyzetét tartalmazd vektor, azaz

o8 = [(D*(1)),... (D(&,))% (D).

(v)
E(Mg|Fre—1) = P3(Xp_1), E(Mg|Fre-1) = Pa(Xp—1),

ahol P3(Xy_1) a legfeljebb hatodik centrdlis momentumok harmadfoki polinomja,
Pi(Xy_1) pedig a legfeljebb nyolcadik centrdlis momentumok negyedfoki polinomgja.

Bizonyitds. (i) Felhasznalva a folyamat definiciojat, valamint azt, hogy az utddeloszlas val-
tozok és az innovaciok fiiggetlenek egymastol, illetve az Fj_1 o-algebratol, mely o-algebrara
Xk—1,...,Xp_p mérhet6ek, kapjuk, hogy

Xk 1 Xk P
E(Xp|Fey) = Zflkz+ +ngm+s )| Fia
Xk—1 Xk—p
=Y B(& k)| Fiet)+- -+ > E(&(k,0)| Famr) + Ee(k)| Fra)
=1 =1

= X1+ ppXpptpe = p’ Yi_q.

(13) Az (i) rész felhasznalasaval, M}, definicidja szerint

Xk—1 Xk—p
My = Z Gk, i)+ -+ Z &k, i) +e(k) = (mXp—1+- -+ ppXi—p+ pe)
. R
= > (kD) =)+ > (ki) — pup) + (e(k) — pe),
=1 i=1
igy
Xp_p 2
E(M{|Fe1)=E Z (& (kyi) =)+ -+ Y (ki) —pp) +e(k) —pe | [Frooa
=1 i=1

A valtozok fiiggetlensége miatt a centralt valtozok is fliggetlenek, igy a négyzetre emeléskor
keletkez§ tagok koziil csak azok varhatd értéke nem 0, melyek valamely centralt valtozd
négyzeteként dllnak el§. A feltétel itt is elhagyhatd, ezért

Xp—1 KXk—p
E(MR|Fro1) = > BE(& (ki) —pa)>+- +Z (&p(k, i) —p1)> + E(e(k) — pe)? = 04 Y1
=1

(#i7) A bizonyitas az (ii) bizonyitasaval analog, hiszen a harmadik hatvany esetén is csak a
harmadik hatvanyok varhaté értéke nem 0. Ez abbdl ad6dik, hogy amennyiben nem harmadik
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hatvanyrol van sz6, akkor szerepel a szorzatban elséfokid tényezs, mely a tobbitsl fliggetlen,
igy 0 varhato értéke kiemelhets. Ezért

X1 Xie— —p
E(M{|Foor) = > B(&(k,i)—m)*+- +Z (& (ki) — m1)* + E(e(k) — pe)® = 05 Y1
=1

(iv) A negyedik hatvany estetén is 0 lesz azoknak a szorzatoknak a varhato értéke, melyek-
ben valamelyik centralt valtozé elsé fokon szerepel. Azonban itt mar a negyedik hatvinyok
mellett megjelennek olyan szorzatok is, amelyek két masodfoku tényezs szorzataként allnak
eld.

Az E(M}|Fi_1) feltételes varhato érték négy tag dsszegeként all els. Elgszor is megjelen-
nek a negyedfokd tagok varhato értékei, azaz

Xp—1 Xk—p
> Bk, i) =)'+ +Z (& (k, 1) = 1p)* + E(e(k) — pe)* = 0§ Y.
=1

Harmadfoku tagok nem lehetnek, hlszen ekkor a negyedik tényezs els fokon szerepelne, de
emiatt a varhaté érték 0.

Tovabba szerepelhetnek olyan szorzatok, melyek két masodfokd tényezd szorzataként all-
nak els. Lehetnek olyan tagok, amelyek ugyanazon generaci6 két kiilonbo6zé egyedét tartal-
mazzak, mindketts négyzetét. Ezek varhato értékeinek Osszege

P
> (1) () ) =5 3 Ko (06
i=1 i=1
hiszen a lehetséges egyedek koziil (X’C 1) féleképp valaszthatunk ki kett6t.

Amennyiben a két tényezd kiilonboz6 generaciobol szarmazik, vagy az egyik az innovacio,
akkor a hatvanyozaskor hatszor jelenik meg, hiszen (3)—féleképp valaszthatjuk ki. Mivel a ko-
vetkez§ Osszegzésben az (i, j) indexpar mellett (7, 4) is szerepel, igy mindent kétszer szamolunk
meg, ezen tagok varhaté értékeinek Osszege

p D

6> Xy i Xk ;D*(&)D*(§)+6 Y XpiD*(&) D (e)
1,7=1 i=1
1<j

P P
=3 Xp i Xp ;DX (&)D*(§)+6 Y XpiD?(&) D (e).
ij=1 i=1
i#]
Vegyiik észre, hogy az utébbi két tag Osszevonhaté, Osszegiik

3 Z Xy Xp_;D*(&)D?(&;) +62Xk :D*(&)D? (e SZXk : (D*&)?
i,7=1 =1 =1
= 30’;Yk_1Y£_10'2 - 30’%2)Yk_1.
Ezzel az &llitast belattuk.

(v) A feltételes varhato ertékbdl szintén elttinnek azok a tagok, melyek elsfokuak, és a
fliggetlenség miatt a megjelend tagok egyiitthatéiban a kiilonbéz6 momentumok szorzatai
szerepelnek.

Az, hogy a polinomok fokszdma nem lehet nagyobb, mint a tételben megadott érték,
egyszeri kovetkezinénye annak, hogy elséfokt tagok nem szerepelhetnek a szorzatokban. [
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5.2. Paraméterbecslések

A dolgozatban sziikség lesz a valtozok varhato értékeinek, illetve fels6bb momentumai-
nak bescsléseire. Igy ebben a fejezetben ezen momentumok becsléseit adjuk meg a feltételes
legkisebb négyzetek (CLS) modszere alapjan, mely eljarast Klimko és Nelson vezetett be [9]
cikkiikben.

Minimalizaljuk a p” paraméter szerint az

m
ZMQ Z Xz‘—HTYz'—1)2
=1

négyzetosszeget az m hossz tanuléminta alapjan. Véve a pu paraméter elemei szerint a deri-
valtakat a kovetkezd egyenletrendszerhez jutunk:

m

o0V /o = Z (Xi—p"Y;21) Xi21=0
i—1

39%)/3% = i (X; —HTYiﬂ) Xi—p=0, "
i—1

0Q%) ou. = }mj (Xi—p"Yim1) =0,
i=1

melyet rovidebben
VHQ%) = i (X _NTYz‘fl) Yi—1=0
i—1

alakban frhatunk. Legyen az egyenletrendszer megoldéasa, azaz a minimum helye [Jn. Az el6z6
formula alapjan

ZXY’L I*ZO‘LmYZ 1) i— I*ZYZ 1 Nm i— 1 (ZYZ IY )l‘l‘m’

=1 =1

amibdl
m -1 m
= <Z Yi_ﬂ‘f?l) > XiYi
=1 i=1

formula adddik.
Minimalizaljuk o szerint a

m

ZNQ Z —O'QYZ 1)2.

=1

Osszeget, ahol az adtalakitds az 5.1. Lemma alapjan végeztiik. Ekkor derivalassal a korabbiak-

hoz hasonléan a
m

Vo, @0 =) (M ~03Yi1) Yi1 =0 (8)
=1
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egyenlethez jutunk. A mimimalizalast a oo paraméterben szeretnénk végrehajtani, de az
Osszegben M; is ismeretlen. gy miel6tt minimalizdlnank, elgszor helyettesitsiik M;-t a korab-
ban kiszamolt M; ,, CLS-becslésével.

Igy a

m

3 (A’Pm —&'{in_l) Y, 1 =0
=1

egyenletbdl &;m becslése kifejezhetd.
A a'?; paraméter becsléséhez alkalmazzunk CLS becslést az m hosszi tanuléminta alapjan,
minimalizaljuk a

m

1 m
Q) = 5>~ (- BOMIF) =5 Y (M-l ¥i)’
i=1 =1

—_

négyzetosszeget a korabban latott modon.

A o7 paraméter CLS becsléséhez az m hosszi tanuléminta alapjan minimalizaljuk a
1 2
o) =5 (M= B(M|Fi))
i=1
négyzetosszeget. Az 5.1. Lemma (ii7) pontja alapjan

i M | Fi1) i( olY;_ 1Y 102—!—( 30'52)) Yi_1)2

=1 =1

L\D\»—t

(Cic1+ 0'4TYi—1)2 ;

N =
MS l\')M—t

=1

ahol Cj_1:=M}—301Y,; 1Y) 09 jeldli az dsszeg azon részét, ahol a mar becsiilt paramé-
terek szerepelnek Cseréljiik ki ezeket a parametereket a becslésiikkel, legyen az igy kapott
becslés Cj_1 y,-re CZ 1- Keressiik a minimum helyét 0'4 m alakban, keressiik a

m
va'4Q( Z i—1,m — U4in_1)YZ‘_1 = 0.
=1

egyenlet megoldasat.
Ezen becslések bevezetésével igazoltuk a kovetkezd tételt.

5.2. Tétel. A Ho nullhipotézis mellett adhatunk feltételes legkisebb négyzetek mddszerével
(CLS) becsléseket a paraméterekre, valamint az My, és Ny martingdl-kilonbségekre. A becslések
az m € N méretd tanulominta alapjin a kévetkezdk:

(i) ﬂgz = [Z:‘ilXiY;’{l} [Z?LYZ’AY;{J? ) 19y
Mim = X — i Y1 = X — [ S0 XV ] [S0, Vi V] Wiy,

71 L
(11) 0'2m = {Zl 1M2 YT } [Z:’il Yi,lYiT_l] , gy

~ —, N - —1
N i= M2 =68, k1 = My — | S0 M2, YD | [0, Vi VI 7 W,
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N = —1
(#i) UsT,m = [Zﬁl Mi?:mYzT—l} [Z;LYFlYiT—J .

(in) &= [0 Gt ¥ T 4| (S Yia¥T )™, aho

Y = . o
Citm = MY, —367,, Y, 1YL 160, +365 0 Yi 1.

A kovetkez6 allitas konnyen igazolhatéd a becslések tulajdonsigai alapjan.

5.3. Allitas. (i) Amennyiben teljesil a Ho nullhipotézis és pe > 0, tovdbbd vagy valamely
qe{1.2,...,p} esetén py >0, vagy o2 >0, akkor az {Y,}nen sorozatra teljesiil, hogy

m
P <Z YilYiT_linvertdlhato’> —1, m—oo0.
=1

(1) A Ho nullhipotézis mellett, amennyiben p+- -+ pp < 1, valamint 0 < p. < oo, akkor
az 5.2. Tételben megadott becslések erdsen konzistensek, tehdt teljesiilnek a kévetkezdk :

Vi — ) = 0p(1),  m— o0,

Vm(6am —0oa) = Op(1), m — 00,
\/ﬁ(&47m—04)20p(1), m — OQ.

Az (7) allitas Pap és Szabo ([10], C.1. Lemma) eredménye.
Az allitas (i9). pontja bizonyithaté a martingélokra vonatkozo centralis hatareloszlas té-
telével, valamint Klimko és Nelson [9] cikkének 2.2. Tétele alapjan.

6. Bizonyitasok

A dolgozat {6 tételeinek bizonyitdsdhoz sziikségiink lesz a kidvetkezd lemmara és ennek
kovetkezményére.

6.1. Lemma. Legyen S topoldgikus tér, 8 a generdlt o-algebra, valamint {P,}nen valdszini-
ségi mértékek feszes csalddja. Tovdbbd legyen az {fn:S—R}pen abszolit korldtos és folytonos
fiigguények sorozata olyan, hogy minden x €S esetén f,(x)—0, amennyiben n— oo. A soro-
zat abszolit korldtossdgdn azt értjik, hogy létezik olyan A >0 konstans, melyre minden n € N
és v €S esetén |fn(x)| < A. Ekkor

lim [ f,(z)P,(dx)=0, n — 00.
n—oo S
Bizonyitds. A mértékcsalad feszességébdl kivetkezik, hogy minden § > 0 esetén 1étezik olyan
K kompakt halmaz, melyre

sup P, (z ¢ Ks) <.

n>1

Amennyiben K524y az 0/(2A)-hoz tartozé kompakt halmaz, akkor

/ fu(2)Pa(da)| < A Po(z ¢ Ksjan) < A8/(24) = 5/2.
¢ Ks5/(24)
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Hasznéljuk fel, hogy a Ks/(24) kompakt halmazon a korlatos, folytonos, és pontonként konver-
gens fliggvénysorozat egyenletesen is konvergens, azaz létezik olyan N9 kiiszbszam, melyre
minden n > Nj/o és minden x € K24 esetén |f,(z)| < /2. Ezért minden n > Ns/ mellett

) 0
mGKg/(QA)

Igy azt kapjuk, hogy minden n > Ns /o esetén

/S ful) Pa(d) = / LR / fu(@) Po(d)

T€Ks/(24)

o 4
< §+§PH(ZL’€ K(;/(QA)) < 0.

O

6.2. Kovetkezmény. Legyen {n, }nen az egész racspontokra koncentrdlt d-dimenzids véletlen

vektorok sorozata, melyekre n, o, n valamely szintén az egész rdcspontokra koncentrdlt d-
dimenzids n véletlen vdltozéra. Tovdbbd legyen minden y € Z%-re az {anytnen olyan sorozat,
mely abszolit korldtos, illetve minden y € Z% -re any — 0, ha n— oco. Ekkor

lim Z anyP(n, =y)=0.

n—oo
yeZa

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy mivel a Z? racs tetszéleges részhalmaza nyilt, ezért minden
Z%-n értelmezett fiiggvény folytonos. Legyen S = Z¢, minden n € N és y € Z% esetén f,,(y) =
=dyy, valamint P,=P, . Az {0, },cn sorozat eloszlasbeli konvergenciajabol kovetkezik, hogy
{Py, }nen feszes. Igy az el6z6 lemma feltételei teljesiilnek, az allitas a lemma alkalmazaséaval
adodik.

O

A kovetkez6kben 7 és m természetes szamok esetén ]\/Zi7m—re, valamint ]\Afi,m—re mondunk ki
allitasokat. Azonban jegyezziik meg, hogy rogzitett m esetén a paraméterbecslések, melyeket
az 5.2. Tételben hataroztunk meg, nem mindig léteznek. Ekkor az M; ,, és ]\Afi,m becslések sem
léteznek, de az 5.3. Tétel (7) allitasa szerint a becslések 1-hez tart6 valoszintséggel léteznek. Az
allitasokhoz ez elegendd, ugyanis csak sztochasztikus és eloszlasbeli konvergencidkat fogunk
bizonyitani ezen valtozokra. Legyen minden m € N esetén A, a kovetkezs esemény,

Ay, :={az m hosszi tanulominta alapjan szamolt paraméterbecslések mindegyike létezik}.

Tovabba legyen {B,,,m € N} tetsz6leges eseménysorozat. Tegyiik fel, hogy P(Bp|Am) —
p, m — oo. Ekkor a teljes valészintiség tételének értelmében

P(By,) = P(By|Apm)P(Am) + P(Bm|An)P(Ap) = p, m— oco.

Igy mivel csak eloszlasbeli és sztochasztikus konvergencidkat fogunk bizonyitani, a tovabbiak-
ban elegendé az A, eseményre feltételesen dolgozni. Tehat a kovetkezdkben feltessziik, hogy
a paraméterbecslések 1éteznek, és a feltételes valosziniiségek konvergencidjat bizonyitjuk.
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Elészor adjunk also korlatot a (3)-ben bevezetett g fliggvényre. Amennyiben k <m, akkor

Y 1—v
g(m, k:):ml/2 <1+ k) < K > —kYmi/ 2 <m+k> >EKmY2 727 =0 K Ym /27,
k+m m
(9)

ahol C7 megfelelSen véalasztott konstans. Hasonléan, amennyiben k > m, akkor

k( k o\ k
s, ) 2t <k+k> = (10)

ahol Cy konstans.

6.3. Lemma. Tegyiik fel, hogy teljesiil a Ho nullhipotézis, valamint p+---+pp, <1 és 0 <
< pte < oo. Legyen Y a (2) formuldban definidlt, ergodikus {Y;}ien Markov-lanc staciondrius
eloszldsa.

(i) Amennyiben {am, }men poziliv egészekbdl dllo sorozat, melyre a,, — oo teljesiil, akkor

m—+k W
- Y,_1—FE(Y
sup szm—‘rl( il ( )) :OP(I)a m — 00,

k>(lm k

(i) valamint
m+k v
- Y1 —E(Y
oy SRV =B
E>1 k

Bizonyitds. (i) Jegyezziik meg, hogy mivel {Y;};cn ergodikus, (5) alapjan tetsz6leges Y €

€ 7P esetén i B
>icy (Yioa— E(Y))
k

—0 m.b., k — o0,

ami azzal ekvivalens, hogy

|zh, (Y -B®)|| ,

— 0, m — 00,

sup
k‘>CLm k

tetszoleges YoE€ZPT! kezdeti érték mellett. Mivel az { X; };en sorozat i. eleme definicié szerint
csak az 6t megel6z6 p elemtdl fiigg, azaz X;_1-t6l, ezért minden y € ZPT! és k € N esetén

| (v
k

szntfﬂ i—1—E(Y

k

19

H‘Zm—y H‘Zo—y )

hiszen D
(Yo,Yl, e ’YO = y) = (Ym+1,Ym+2, e ‘Ym = y)

Ebbél adédik, hogy

s (HZTﬁ—H i 1_E(§{))H‘Ym:y>_ sup (HZZ 1 (Vi1 — (Y?))H‘Yozy>£>(),

k>am k k>am k
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ha m — co. Mar csak azt kell megmutatnunk, hogy mindez feltétel nélkiil is teljesiil, azaz
minden & > 0 esetén

sup HZTTJ”H i— 1_E(\5~{))H

>0 | =0, m—oo.
k>@m k

A teljes valdszintség tétele alapjan

H S (Yie 1—E(§f))H

P | sup >4
k>am k;
. ~
[t (Y- BY)) |
Z P ksup k >5‘Ym:y P(Y,, =y).
yezp+1 > am

Azonban ez az Osszeg teljesiti a 6.2. Kovetkezmény feltételeit, hiszen minden meN és ye ZPT!
értékekre P(Y,, =y) < 1, tehat korlatos, valamint

H Z:m;irl i— I_Ed?))H

P | sup > 6’Ym =Yy
k>(lm k;
|2h (Y- B))|
=P | sup >5‘Y0:y — 0,
k>am k

ha m — oo. Igy a 6.2. Kovetkezmény értelmében valoban teljesiil az allitas,

m+k v
[t (Y- B@) |
P | sup

>0 =0, m—oo.
k>am k

(i) Az (i) részben latott atalakitasok alapjan minden ¢ € R esetén

(SHPHZWH i1 - E(V))| >C>

E>1 k

( | (Y - B | Ym:y>P(Ym:y)

Z P sup A >c
yezntl k>1
| Sh Vi - B
Z P| sup ’ > C‘Ym =0|P(Y,,=y)=: Z PeyP(Ym =y).
yezrtt k=t yeZpr+1

A feszesség miatt minden § > 0 esetén létezik olyan K C ZPT! kompakt halmaz, melyre

P(Y,, ¢ K)<§/2. Az (i) részben tett megallapitasok szerint minden y € ZPT! esetén létezik
olyan ¢ = ¢(y) kiiszébszam, hogy p., < 6/2. Mivel K kompakt, ezért véges sok racspontot
tartalmaz. Igy a cx := maxyeck c(y) maximum létezik.
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Ekkor

mtk (Y —B(Y
P<Suszz_mH( i ))H>CK>SZgP(szy)JrZ1P(Ym=y)§g+g:5'

= K yeK yEK
Ezzel az (i1) részt is bizonyitottuk. O
6.4. Lemma. Legyen a (4)-hoz hasonléan
a1 Q2 ... Qp_1 Qp
1 0 0 0
A=A,= :
0 0 1 0
Ekkor
1/
lim ‘Al =p(4) <1,
1—00

ahol 0(A) az A mdtriz spektrilsugara.
Bizonyitds. Gelfand tétele alapjan [5] tetszGleges matrixnorméara teljesiil, hogy

1/
lim ‘Az = o(A).

11— 00

Igy csak azt kell igazolnunk, hogy o(A)<1. A 4.1. Tétel alapjén o(A,)<1, ahol g:=max{r=
=1,...,p:p > 0}. Az A matrix felirdsabol jol latszik, hogy

0 0 0 0

4, 0 oo 00
A{O B]’ B=1. .
0O 0 ... 1O

A blokk also trianguléris. Jol ismert, hogy ekkor A sajatértékei A, és B sajatértékeinek
osszessége, B sajatértékei viszont mind nullak. gy o(A)=0(A,) <1, ezzel az 4llitast belattuk.
O

6.5. Tétel. Amennyiben teljesil a Ho nullhipotézis, p1+---+pp, <1 €s 0 < pe. < 00, vala-
mint az utodeloszldsok és az innovdcio varhato értékei végesek, akkor a kovetkezdk teljesilnek
tetszdleges £ € N esetén.

(i) ||BCx) - BX)|| = 0(a(a),

(ii) || E(Xeril Fo) — E(X)|| = Op (o(A))

(i) Amennyiben az utédeloszlasok és az innovdcié mdsodik momentumai is végesek, akkor
E(XXT) - B(XXT)|| = 0(e(4)),

(iv) wvalamint

E(Xesi X1 F0) — BXXT)|| = 0p (o(4)).
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Bizonyitds. Konnyen lathat6, hogy minden ¢ € N esetén

X = AX;_1+ M;eq + peeq, (11)
ahol e; =[1 0... 0], hiszen
(11 X1+ Xy E(X;|Fr—1) — pe
Xi1 Xi
AX = . = )
i Xi—pt+1 Xi—p+1
_Xi_Mi_/J/g M; He
Xi1 0 0
Xi_p 0 0

Ebbél kovetkezik, hogy minden rogzitett £ € N esetén

E(Xyyi|Fe) = E(Mgyier+ peer + AX gy 1| Fy)
= E(Mngiel ’fg) + e +A1E(X4+i,1 ’fg)
= piee1 + A(peer + A(pcer + A'E(Xpyi—2| Fo))

=(BE+A ... A" Nucey + A'E(Xy| Fy)
= (BE+A ... A Hpce + AX,

hiszen X; mérhet§ Fy-re nézve.
Igy specialisan £ = 0 esetén

E(Xz‘dr(]) = E(Xz) =(E+A+-- '+Ai_1)M5+AiX0,

tovabbé B
EX)=lim E(X;)=(E+A+... )pce1 +0=(E—A) ey < oo,

1—00
hiszen Xg rogzitett, A® hatarértéke pedig 0, ha i — oo.
(i) Igy azt kapjuk, hogy
B -E®)||=||a%0— (a4 e[ | 4| [[ 50— (B—4) e | | =000,

Az utobbi egyenlGséget a 6.4.Lemma alapjan kaptuk, hiszen a mésodik tényezs rogzitett,
véges.
(74) A bizonyitas hasonléan torténik, itt azt kapjuk, hogy

B el 7o) - B < |4

[Xe= (B=2) pee|| = Op (o)),

hiszen ||X;— (E—A) L ucei|| = Op(1).
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(7i1) Vegyiik észre, hogy

X, X? XiXio1 . XiXiepn
X, X! = : (Xi .. Xipn]= : ; ;
Xifp+1 Xifp+1Xi Xl',erle',l . X?7p+1 PXPp

normaja megegyezik
26

XiXi—p+1

Xipt1Xi

[ Ximp+1Xipt1] 2,y
norméjaval, hiszen ugyanazon elemekbdl allnak. B
Ugyanigy belathato, hogy F(X;X7) — E(XX”) normaja megegyezik E(XZE.BQ) — B(X%2)
normajaval. Igy az allitas azzal ekvivalens, hogy HE(X?Q) —E(K@Q)H =0(0(A)"). Ezt pedig
a [10] cikk A.1 Lemmajanak bizonyitasaval analég modon lathatjuk be.
(iv) Amennyiben a masodik momentumok végesek, akkor 4.6. Megjegyzés alapjan
E(XXT) < 00, igy az (ii) rész bizonyitésaval analog modon adodik a (iv) allités. O

Fk—l) ;

Vezessiik be a kovetkez§ jeloléseket. Legyen

1l M} MN,
I‘—anéonkzlEGMka N2

valamint

J:= lim E(Mk|]:k 1)

n—oo n

Legyen tovabba

1 — M?  MN,
In '_Z;E[Mka N2 |”

illetve
1 — )
k=1

6.6. Tétel. Tegyiik fel, hogy Ho teljesil, valamint pi+---+p, < 1, dlletve 0 < E(e) < 0.
Tovdbbd tegyiik fel, hogy a folyamat nem degenerdlt, amin azt értjik, hogy oa # 0, ahol o2 a
szordasndgyzetekbdl dallo vektor.

(i) Ha minden mdsodik momentum véges, azaz E(&1(1,1)%),... E(&,(1,1)?), valamint
E(g(1))? mind végesek, akkor

+k 37 +k Kk
Z;’Zerl Mi,m - <Z;ﬂ m+1 M; Z’L 1 M)
sup
e>1 gy(m, k)

=op(1).
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(i) Amennyiben minden negyedik momentum véges, akkor

E 5 k
Z;‘Zﬁwl Nzym - (Z?:rrnﬂ Ni— % Z:)il Ni) (1)
sup =op(1).
k>1 gy(m, k)

Bizonyitds. Vezessiik be a Z; :=Y,; — E(Y) jelolést.
(i) Emlékékeztetiink arra, hogy minden i,m € N esetén M; = X; — u?Y;_1, valamint
M\i,m =X;— Y 1. Igy .
Mi g —M; = (u" = fu, ) Yi1.

Jegyezziik meg, hogy (7) utolso egyenlésége alapjan > ", ]\Zm =0. Igy

kE 375 k
Z?:;nﬂ Mi,m - (Zgrnﬂ M;— % 2211 Mi)

2‘;1? gy(m, k)
ST (Mg — M) = £ 577 (M gy — M)
ol gy (m. k)
SR (T = )Y = SO (T ) Vi
“ e g (m, )
(7 = ) S T = E (0T — ) S Zi—l)
s g (m, k)
(Wl =) Sk Zi—l‘ k ’(MT—ﬂfn) i Zi—l’
< sup +sup —
E>1 gy (m, k) E>1 M gy(m, k)

=: Di(m, k)+ Da(m, k).

Elgszor mutassuk meg, hogy Da(m, k) = op(1), amennyiben m — oco.
Felhasznélva a g~ (m, k) fiiggvényre adott becsléseket, valamint az 5.3. Allitas (i) részét,
mely szerint /m|||u” — il || = Op(1), kapjuk, hogy

k Z’ni Zi_]_ k T T Z’nil Zi_]_
( ) 1<k<m m( m) g’y(mv k) m<k m( m) g’y(mv k)
koor_ory 2aim Zici koor o1\ i Liea
< — — ==L " - — — =1 v
‘é}ffm‘m(“ o) G | ¥ 0 [~ o) Gy 172
m Zi E\YY mog.
m 1<k<m \ m<k m

= Op(l)Op(1)+Op(1)Op(1) = Op(l),

amennyiben m — co. Az utébbi lépés elsé részében Y ergodicitdsat hasznaltuk fel, mig a
mésodiknal a 6.3. Lemma (i) pontjat, a,, = m véalasztassal.
Igy mar csak azt kell megmutatnunk, hogy Di(m,k) = op(1), ha m — oco. A korabbi
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jelolésekkel élve

m+k m+k
T Zi;_ T Zi_
Di(m, k) < sup (MT—,&ZI)M + sup (“T_ﬂ%)w
1<k<\/m gy(m, k) Vm<k<m gy(m, k)
m-+k
T Z;_
tsup |(uT — g7y Zmm e B g k) 4 By(m, k) + Ba(m, k).
m<k g’y(m7 k)

Felhasznalva a (9) becslést, valamint az 5.3. Lemma (i7) pontjat, kapjuk, hogy

m-+k )
Zi:m+1 Zii—
Cymt/ 2=k

| s Zic | <k>

Bi(m,k) < sup
1<k<ym

(" i)

< V||~ k)| sup

1<k<\/m k m
L\ IS Za|
< )| —= — = 1 1 1) = 1).
<0p() (=) st Op(1)op(1)0p(1) = 0p(1)

Hasonloan az 5.3. Lemma (i7) pontja alkalmazasaval, a,, = /m mellett

+k
( T AT)Z;zm—&-l Zi—1

1 Zial ( k )

BQ <m7 k) < sSup
vm<k<m

< sup  Vmllp! = il

Jm<k<m k m
m+k m+k
- Y/ . /.
m<k<m m<

Mar csak azt kell megmutatnunk, hogy Bs(m, k) =op(1). A korabbiakhoz hasonldéan

i— o Zi;_
(m k:)<sup ||H _“m”HZz m+11 21 1|| :Op(l) sup ||Zl_m+1 i 1||
m<k -1/ k m<k k

Ebbél kivetkezik, hogy Di(m, k) = op(1). Osszegezve az eredményeket kapjuk, hogy

+k  r +k _k
HZTWL—H _(E;nm—i-l i Zz 1M>H
sup

k>1 g'y(ma k)

< Di(m, k)+ Da(m, k) =op(1),

ami épp a tétel allitasa.

(71) Emlékeztetiink ra, hogy minden i,m € N esetén N; = Mf —o9Y;_1, valamint sz =
= Mzz,m — 6’27in,1. igy

Ni,m_Ni = (]\/4\2 —M2)+ (0'2—6'27m)Yi_1.

i,m i
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Tudjuk, hogy > ", Z/\\flm = 0, hiszen ez épp a paraméterbecsléskor megoldand6 (8) utolso
egyenlete. Igy a haromszog-egyenl6tlenség alkalmazésaval, az (i) részben latottakhoz hason-
l6an adédik, hogy

+k A +k _k
’Z:"L m+1 - (Z:nm—‘rl Zz 1N>

sup

E>1 gy(m,k)
‘Z:nﬁﬂ(zm Ni>*%zz 1(N N)
et 9, (m. k)
. [t (R, — M2) - £ o (M2, — M)
k>1 g(m, k)
+sup )(UzT—abT) (ZZ"?’?H Zz 1 Yio 1)‘
E>1 g,y(m, k)

=: Dy (m, k) -+ Da(m, k).

Annak bizonyitasa, hogy Do(m, k) = op(1), az (i) részben latott bizonyitashoz hasonloan
torténik, és alkalmaznunk kell az 5.3. Lemma (i¢) pontjat, mely alapjan ﬁ]|ag—&£m|| =
= Op(1). Ezért ezt nem részletezziik. A tovabbiakban megmutatjuk, hogy Di(m, k) =op(1),
ha m — oo. Tudjuk, hogy minden k£ € N esetén

B2~ MP = (X ¥ (X" ¥i)’

= (7 = ], ) 2X, Y1+ i Vi YTy — 7Y Y

= (MT - ﬂﬁ) 2X Y1+, Vi1 Y (f, — p) + (ﬂﬁ - HT) Yi 1Y p
= (HT - ﬂﬁ) 2XiYi 1+ (ﬂf@ - MT) Vi1 Vi (f +10)

ahol kihasznaltuk, hogy a masodik tag skalar, igy egyenl$ transzponaltjaval. Igy az erds
konzisztencia miatt

. ‘2(MT — i) (ngﬂ XiYio1— o 3 Xz‘Yz'—1> ’
Dl(m7 k) < sup

E>1 gy(m, k)
) (S Y Y - RS v Y ) (6 )
e Dt Yic1 Y — 2300 Vi Yoy ) (B + 1
—+sup
k>1 gy(m, k)

=:C1(m, k) + Ca(m, k)
Amennyiben teljesiil, hogy

S XY

—>E()~(§() m.b. m — oo,
m

akkor a C1(m, k) = op(1) bizonyitasa szintén az (i)-ben latottak alapjan torténik. A feltétel
pedig az ergodicitasbdl levezethetd.
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Mivel p konstans és az 5.3. Lemma (i) pontja alapjan i’ = Op(1), ha m — oo, ezért a
masik esetet is visszavezethetjliik a korabbi bizonyitésra, amennyiben

MY, YL ~~
2it ) SN 5 (YYT> m.b., m — 0o,

m

amely (6) alapjan teljesiil. Igy az allitas a korabban latottakhoz hasonléan adodik.
O

6.7. Lemma. Amennyiben teljesiil a Ho nullhipotézis, tovabbd pi+- - -+, <1 és 0< e <00,
(i) valamint végesek az utddeloszldsok és az innovdcio mdsodik momentumai, akkor

oy E(Y) ol E(Y)

I = ~ ~ o~ ~
oTE(Y) 20TE(YYD)oy+ (0] —30))E(Y)

(i) Amennyiben az utddeloszldsok és az innovdcié varhato értékei végesek, akkor
T
Bizonyitds. (i) A definici6 értelmében

ey E(ME|Fr-1) > ohe1 E(MpNg|Fr—1)

= . (13)
. " E(MyNy| Fe . >kt E(NE|Fr-1)
hmn%oo Zk 1 ( - | 1) hmn%oo %

Az 5.1. Lemma (ii) pontjanak értelmében E(MZ2|Fy—1) =0l E(Yi_1).

Minden k € N esetén M}, és Np definicioja szerint, valamint az 5.1. Lemma alapjan
E(MyNg|Fi—1) = E(My(M} — E(Mj|Fr—1))?| Fr—1)

E(M|Fr—1) — E(M§ | Fi—1) E(My| Fy—1) (14)

=E(MP|Fr_1) =03 Y.

Ismét alkalmazva az 5.1. Lemmat, minden k € N esetén
E(Ng|Fi—1) = B(M}; — E(M§|Fy—1)*| Fr—1) = B(M;| Fi—1) — (B(M| Fx-1)?)
= 30TY, YT oot (af —3a§2>) Y1 —olY YT o (1)

=200V, 1 Y? o0+ (a’f{ — 30(22)> Yg—1.

Alkalmazva a 4.6. Lemmat, az ergodicitasbol kivetkezik, hogy I valoban a fenti alaki.

(73) Vegyiik észre, hogy J az I matrix elsé komponense, tovabba az (i) rész bizonyitasaban
az els6 komponensnél csak 1/n Y, Y}, konvergenciajara volt sziikség, melyhez elegend6, ha
a varhato értékek végesek. d

6.8. Allitas. A Ho nullhipotézis mellett, amennyiben g +- - A+ pp<I és 0 < pe < oo, akkor
teljestilnek a kévetkezdk.
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(i) Ha az innovdcid és az utédeloszlasok vdarhato értékei is végesek, akkor a kordbban beve-
zetett J >0, tovdbbd, ha o2, >0, akkor J > 0.

(ii) Tegyiik fel, hogy az innovdcid és az utédeloszldasok mdsodik momentumai végesek, ekkor
az I mdtriz kovariancia mdtriz, tehdt I pozitiv szemidefinit, azaz det(I)>0. Amennyiben
teljesil, hogy az € innovdcionak létezik 3 kiilonbozd értéke, melyeket pozitiv valdszind-
ségygel felvesz, akkor I pozitiv definit, azaz det(I) > 0.

Bizonyitds. (i) A 6.7. Lemma (ii) pontja alapjan

J =0l E(Y)=09"E(X)409. > 09, >0,

hiszen a szorasnégyzetek nemnegativak, és a folyamat nemnegativitasa miatt E(X) elemei
is mind nemnegativak. A 1épések soran felhasznaltuk, hogy Y = [X 1]7. Ezzel az (i) részt
belattuk.

(79) Mutassuk meg, hogy I valéban kovarianciamatrix. Tekintsiik azt az {Y;, ¢ > 0}

2~

folyamatot, melyre Yo = Y, azaz kezdeti allapota stacionarius eloszlastu. Legyen M=X 1—

— E(X1|F), valamint N = M2 — E(M?2|F). Ekkor (14) alapjan
E(M?)=E(E(M*|Fp)) =03 E(Y),  E(MN)=E(E(MN|F))=0jE(Y), (16)
valamint
E(N?) = B(E(N*|Fy)) = BQo3 Y Y o3+ (0] —30{")V)

- N (17)
=20  E(YYT)os+ (o] — 30 E(Y).

Igy azt kaptuk, hogy
I = Cov [Ag] , (18)
N

hiszen az Iy vektor varhato értéke 0. Tehat I valdban kovarianciamadtrix, amibél az is

kovetkezik, hogy pozitiv szemidefinit.
Ismert, hogy det(I) = 0 pontosan akkor, ha léteznek olyan c¢; és cp konstansok, hogy
¢ +c3 # 0, valamint teljesiil, hogy

01]\74— CQN =0 m.b.

Az allités feltételei alapjan léteznek olyan kiillonboz6 €1, 9 és €3 értékek, melyeket az € inno-
vacio pozitiv valoszintiséggel vesz fel. Pozitiv valoszintséggel bekovetkezik az az A’ esemény,
hogy valamely p egymast kévets generacio soran az utédeloszlasok mind nullak, az innovacié
pedig minden 1épésben az g1 értékét veszi fel.

Ezen A’ esemény mellett

Y = m ., M=X-BEXi|Fo)=e1—p"Y, N=M-EMF)=M~-0olY

teljesiilnek, ahol &1 = [¢1 ...&1]T. Ekkor

M=e1—pmer—-—pper—pe =e1(l—pn =+ —pip) — pte =: €10 — fe,
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valamint ehhez hasonléan
N = 5%&2 —2ae1 e + ug — 0'2T§[ =: 5%(12 —2ae1 e +ug —e1b—oo,
= —e1(2ape +0) +efa® + (12 —02c).

Az eddig lefrtak pozitiv valoszintiséggel teljesiilnek €; mellett e2 és €3 esetén is. Tegyiik fel,
hogy det(I) = 0, ekkor 1éteznek megfelel c; és co konstansok, melyekre

cl (61a - Ms) +co ( —e1(2ape +b) +z—:%a2 + (,ug - 0275)) =0.
Atalakitva az egyenletet azt kapjuk, hogy
e1(c2a®) +¢e1(cra— (2ape +b)ca)) — cpe +ca(p? —o2,.) = 0.

Amennyiben az egyenlet mésodfoki, akkor két megolddsa van, ami azt jelenti, hogy csak az
innovacié két lehetséges értéke esetén elégitheti ki a felirt egyenletet. Mivel ezen ¢y, ¢ kons-
tansokkal az egyenletnek mindharom e érték mellett teljesiilnie kellene, ezért ellentmondasra
jutunk. Az els6foki esetben, ami akkor fordul el6, ha co =0 és ¢; # 1, az egyenlet a e M =0
egyenletre redukalodik, ahol ¢; # 0. Igy ez csak akkor teljesiilhet, ha
M= e1a—pe = 0.

Ez az egyenlet azonban els6foka, igy legfeljebb egy megoldasa van, tehdt szintén nem lehet
igaz mindharom e érték esetén a feltevés. Ezzel az allitast belattuk. O

6.9. Lemma. A Ho nullhipotézis mellett, amennyiben piq+---+p, <1 és 0 < pe <00, akkor
teljestilnek az aldbbi dllitdsok.

(i) Amennyiben az utédeloszldsok és az innovdcid vdrhato értékei végesek, akkor J,, — J
majdnem biztosan, amint m — oo.

(i) Amennyiben az utddeloszlisok és az innovdcid mdasodik momentumai végesek, akkor

N

I, —1
majdnem biztosan, ha m — oco.
Tehdt a becslések erdsen konzisztensek.

Bizonyitds. Hasznéljuk fel az 5.3. Lemmaét, valamint az (5) allitast, ekkor kapjuk, hogy

m m m
jmsz&f{mizf:l hf ~olE(Y)=(6%, mfag)izﬂzlyj +ob (zFl hf E@?)) —0 m.b,
m m m
ha m— oo. Ezzel az (i) részt bizonyitottuk, valamint belattuk, hogy az (i7) allitasban szerepls
méatrix els6 komponense konvergens. A bizonyitas teljességéhez meg kell mutatni a konver-
gencidt a tobbi komponensre is. A tovabbiakban részletezziik az utolsé komponens konver-
gencidjanak bizonyitasat. Az Osszeg masodik tagja az el6bb latottakkal analog. Az els6 tagra
pedig teljesiil, hogy

T 27:1 YJY? Z;nzl YjY]T A

o = o — ot B(YY oy = (67, ag)im Fom
S Y YT S YY)
+of (““ —E(Y) | oy+ob == I (69, —03) 0 m.b,
m m
ha m — co. A t6bbi komponensre a konvergencia bizonyitasa ugyanigy torténik. O
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Igy azt megmutattuk, hogy az el6bbi becslések erésen konzisztensek. A kovetkezs allitas
alapjan késébb a konvergencia sebességét is megbecsiiljiik.

6.10. Allitas. A Ho nullhipotézis, tovdbbd pg + - - pp <1 és0< pe < oo esetén,

(i) amennyiben az utddeloszlisok és az innovdcid varhatd értékei végesek, akkor
[E(2) - E(02)|| = 0(a(a)),
(1) valamint letszdleges | € N esetén
[B(M217) - BOP)|| = 0p (o 4)).

(i) Ha az utddeloszldsok és az innovdcid mdsodik momentumai végesek, akkor

g MP MN|_ | M? MN
M;N; N} MN N2

H =0(0(A)"),

tovdbbd tetszdleges | € N esetén

E([ M7, Mlﬂ;\flﬂ] )]:l)—E %i J\{JQV
My i Ny Ni; MN N

Bizonyitds. (i) Az 5.1. Lemma (i) pontja és (16) alapjan
[B(2) - B2 =||oT (BE(via) - E(Y)) || <
o3| - £ = 0(ea)™") = 0feta))

a 6.5. Tétel (i) pontja szerint. Ezzel az (i) rész allitasat belattuk.
(79) Szintén az 5.1. Lemma (4¢) pontja és (16) alapjan

)wwmm—<WHﬁPEmﬂwwa%&m§
o || [l 0vissaiz) - B || =00 ety =) = O (el

Ezzel az (ii) pontot belattuk.
(747) Bizonyitsunk komponensenként, hiszen definici6 szerint a norma megegyezik a kom-

ponensek normainak osszegével. Vegyiik észre, hogy az (i) részben épp az els6 komponensre
vonatkozo allitas szerepelt. Hasonloan (14) és (16) alapjan, felhasznélva a 6.5. Tétel (i) pont-

jat, kapjuk, hogy
|E(@eN) - BOIN)|| = ||eT E(Yia = V)|| = O(e(4) ) = O(o(a)).
Vegiil (15) és (17) alapjan
BN~ B(N?)|| = |[20F B(YieaYies = ¥¥) 024 (0] ~ 30 ) E(Vioa V) |
=0(o(4)™") = O(o(4))

31



a 6.5. Tétel (i) és (ii7) pontjai szerint. A méasodik momentumok létezését itt hasznaltuk fel.
Igy mar adodik az allitas, hiszen

<||B(ar2 =222 || +2| | E (v - M) || +| | B (N2 - N2)|| = 40(o(4)) = O(e(4)).

M2 MK
MN NZ2

B M?  M;N;|
M;N; N?

(tv) A bizonyitas az (iii) rész bizonyitasaval analdg, szintén a komponensek normajat
vizsgaljuk, majd alkalmazzuk a 6.5. Lemma (ii) és (iv) pontjait. A hasonlosag miatt csak az
utolsé komponensre részletezziik a bizonyitast. Felhasznalva a (15) formulat, adodik, hogy

HE(NMNM\}“[) —E(Kf?)H — HE(E(NlHNlﬂ\flﬂ,l)m) —B(N?) H

= ot (E(YVisiaYisialR) - B(VY)) 024 (0] =308) (B(Virial7) - E(Y)) ||
e T e e P
= 0(1)0p(o(A)" 1) O(1)+0(1)0(e(A) 1) = Op(o(A)").

A t6bbi komponensre hasonlé nagysagrend belathato ugyanezzel a modszerrel. Igy

E([ ME, Mz+iNz+i} | ﬁ)— . [M2 MN

M i Ny N2 MN N2

<||BuR17) - B || +2||E(MiysNwil 7) - EQIM)| | +||[B(NE17) - B(V?)|
= Op(0(A)") +20p((0(A)") +Op(0(A)') = Op(0(A)").
Ezzel a tételt bizonyitottuk. O

A kovetkez6 tétel Eberlein ([3], Theorem 1.) eredménye (1986). A tételben szerepls nor-
mékat a 2.1. Megjegyzésben vezettiik be.

6.11. Tétel. (Eberlein, 1986). Legyen {Sk}r>1 d-dimenzids véletlen vektorok sorozata, va-
lamint minden | > 0 és k > 1 esetén G; az Si,...,S; vektorok dltal generdlt o-algebra és
T(1) :=Spe1+- -+ Spik. Tegyiik fel, hogy teljesilnek az aldbbi feltételek.

(a) E(Sk) =0 minden k > 1 esetén.

(b) Létezik olyan § > 0, melyre

s [emnga] —o0

(c) Létezik egy 0 > 0, valamint egy ¥ kovariancia-mdtriz, melyekre

up ( ‘E{Tk(l)Tk(l)T} —k zH — O(k'9).

(d) Létezik olyan 6 >0, melyre

sup || BATT) 16}~ BT T || = Ok ).

32



(e) Létezik olyan 6 >0, melyre
sup E (H5k||2+5> < 0.
k>1

Ekkor létezik olyan (', A',P') valdszindségi mez0, valamint egy ezen definidlt {S;Z}TLEN 50

rozat és egy {W(t), t >0} d—dimenzids standard Wiener-folyamat tigy, hogy az {S;L}TLEN
sorozat az {S”}neN sorozattal azonos eloszldsi, tovdbbd létezik egy olyan k > 2 konstans,

melyre
t)
> S =SPw) =0("), mb.,  t—oo.
k=1

6.12. Tétel. Tegyik fel, hogy a nullhipotézis teljesil, valamint 0 < p. < co. Legyen { X }ren
az (1)-ben definidlt sorozat, melyre p+pa+- -+ pp < 1, ahol p, > 0.

(i) Legyen E(&1),....E (f;;) ,E (e*) < oo. Ekkor létezik olyan (', A',P') valdsziniségi
mezd, valamint eqy ezen definidlt {Mflb}neN sorozat és egy {W(t), t >0} egydimenzids
standard Wiener-folyamat dgy, hogy {MA}
és

nen €8 {Mn}nEN azonos eloszldsd sorozatok

—JY2W (k) = O(k"") m.b, amint k— oo,

HM»

ahol k> 2 és J = U;E(Y).

(it) Legyen E (&8),..., E (&) . E (®) < oo. Ekkor létezik olyan (', A',P') valdsziniségi
mezd, valamint leteznek az {M’} nen 68 { }neN sorozatok, melyek rendre azonos el-

oszldsiak a {Mn}neN €s {N }ne sorozatokkal. Ekkor létezik olyan kétdimenzids stan-
dard {W(t), t >0} Wiener-folyamat, melyre

/
Z [%g] —11/2W(k:) = O(k:l/“) m.b, amint k— oo,
J

j=1
ahol kK > 2 és
ol E(Y) oTE(Y)

oTE(Y) 20TE(YYD)oy+ (0] —30))E(Y)

Bizonyitds. Alkalmazzuk a 6.11. Tételt, az (i) rész esetén Sy = Mj-ra, mig az (ii) résznél

Sy = []\]\{k} -ra. Ehhez azonban a tételben szerepld feltételeknek teljesiilniiik kell, igy a to-
k

vabbiakban ezeket ellendrizziik. Az (i) rész bizonyitasa a (i7) egyszeritibb esete, ezért (ii)-t

bizonyitjuk.

M,

Mivel Xg determinisztikus, ezért az { { N
k

} } altal generalt G, filtracio megegyezik
1<k<n

az J, filtracioval.
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(a) A toronyszabaly alkalmazasaval

M|\ _ [E(Xy—E(Xp|Fr1)) ] _ [ E(Xx) = E(E(Xk|Fr1)) | _
2([]) = Leors “pdia o) = e~ eleadia ) =°

(b) A toronyszabaly ismételt alkalmazasaval adodik, hogy

M, M,
sup || E(T(1)|G)1 = sup E([ lﬂ+---+{ Wf] }ﬂ)
1>0 1>0 N Nitk 1

a) e [
—sup||0+E ot ‘]-”
lzlg <[Nl+2 Nygp | 171

M, M,
=sup ||0+E <E <[N’+2] ot [N’ﬂ ’]:1+1> ]ﬁ)
1>0 1+2 I+k 1

M, M,
=sup ||0+F <0+E<[Nl+3]+--'+[Nl+k} ‘Fl—H) )}—l)
1>0 1+3 I+k

1

azaz 0 = 1/2 megfeleld.
(c) El6szor mutassuk meg, hogy

k
MP, Ml+iNl+i:| '

BTOT0") =38 |
; M i Ny N2

E(T(O)T()) = E (([%jﬂ et [%{Iﬂ) ([%ﬁﬁ] et [%ﬁﬂﬁ
(P (e )

(21‘11 Ml+i> i (Zf;l Ml+i) (Ef:l Nl+i>

- (ZL NM) (Zf’;l Ml+z‘) <Zf:1 Nl+i)
N B(Y, M) E (( i Mivi) (30 Nl+z‘))
B (X5 Niw) (5, M) ) E(SE, Nii)’ |
ezért azt kell beldtnunk, hogy
E((Xk:MHi)Q) sz:E (MP) . (19)
i=1 =1

E <(gmﬂ-)2> - éE (N2,), (20)

valamint
k

E ((iMHz) (iNH-i)) =) E(M1iNy). (21)
i=1 i=1

i=1
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A (19) allitas adodik, hiszen amennyiben i # j, akkor feltehetd, hogy i < j, és igy

E(M1iMyyj) = E(E(Mi1iMyy | Fiyi)) = E(Miy E(Miy | Fi))
= E(Myi E(E(Myy | Fiy j-1)|Figi)) = E(My i E(E(Miy | Fia j-1)|Figa)) = 0.

A (20) és a (21) allitasok analég modon bizonyithatoak.
Igy felhasznalva a (18) formulat, azt kapjuk, hogy a (c) pont 4llitasa

sup
£>0

k. —_ —_—~— ~
> [ M Mzﬂ-Nm}_ p| M2 MN
My Ny NE, MN N2

e

alakban irhat6 fel valamely § > 0 konstansra.
A haromszog-egyenlStlenség és a 6.10. Lemma (i7i) pontjanak alkalmazasaval kapjuk,
hogy

k —_ ~ o~
ZE [ MZ, Ml+iNl+i:| g Af\éfi MN
7 [MiyiNwi N, MN N2

sup
>0 I+
k o~
M2 My Ny
< E I+i NS - = O(
o3 PP T B i | ED o
k k k+1
i ; o(A)
= 0(e(4)) =0 (Z o(4) ) =0 (%) - 0(1),
=1 =1

hiszen 0 < o(A) < 1. Igy a (c) pont teljesiil § = 1 valasztassal.
(d) Felhasznélva, hogy

E(M4iMi4 | F) = E(E(Miyi M4 | Fi) | Fi) = E(M E(My 5| Fig) | F2)
= E(M E(E(My1j|Fiyj—1)|Frei)|F1) = E(My E(E(My | Fiyj—1)| Fies) | F1) =0,

a (c) pontban latottakkal analog modon adodik, hogy

k 12
M. ;N ;
I+ I4itVi4i ‘
E(T ()T ()" F) ; (|:Ml+le+z N7, } ]:l>'

A 6.10. Lemma (iv) pontjanak alkalmazasaval kapjuk, hogy

k 2 N 2 AN
ZE|: Ml—‘ri Ml+2Nl+z:|_k[%~ ]\{N] H—O(l)
i=1

M i Ny NZ MN N?2

Igy az is teljesiil, hogy
b M2, My N M2
ZE [ I+ I+i l+z:| _k
— Ml+iNl+i NZ MN N2

{ M?, Ml+1Nl+i:|_k M2
My N N2, MN N2
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Alkalmazzuk ezt az eredményt, a haromszog egyenlStlenséget, illetve a supremum szubaddi-
tivitasat. Ekkor az adédik, hogy

sup ) ‘E{Tk(l)Tk(l)T\gl} - E{Tk(l)Tk(l)T}‘ ‘1

>0
[ M2 M N, M2 . M. ;N
=su E I+ RS ’]-") —-F [ I+i Fui
e>%) Z (_MZHNZH NZo : My i Ny NZ )
[ M2 My Ny M2 MN
<SU. E I+ +1 +1 ‘f)_kE ey -
e>18 Z ( | Mi4iNiyi N12+z' ] : MN N?
[ M2 M N M2 MN
+su E I+ +idVite| LE |2~ *
i Z M iNiyi  NR, MN N2

—=0(1 )+0( )=0(1).

Az utols6 lépésben felhasznaltuk, hogy determinisztikus érték ||.||; norméja megyegyezik
annak ||.]| norméjaval, igy a kordbban bizonyitott (c) allitast alkalmazhattuk. Ezzel a (d)
allitast belattuk, a § = 1 valasztas megfelels.

(e) Legyen ¢ = 2, ekkor

B (|Vl**0) = E(M| +|Ne))*
< B (2max(|My|, [Ny |))* < 2 E(max(M, N2)) <2 (B (M) +E (N})).
Hasznaljuk fel az 5.1. Lemmat, azt kapjuk, hogy

Mivel (5) és (6) alapjan E(Y,_1Y} ;) <oc és E(Yj_1)<oo, ezért E (M}!) véges, amennyiben
(2)

02,04, valamint o5’ végesek. Ez viszont a feltételek mellett teljesiil.
Ny, definicidja alapjan

E(Ng|Fi-1) = E(M}; — E(M|Fi—1))" | Fi—1)
= B(ME| Fi—1) = 4B (MR Fy1) +6 B (M | Fr1) E(ME | Fio—1)? = 3B (M| Fr—1)*,
ami az 5.1.Lemma alapjan véges, ha a nyolcadik momentumok azok. Ez azonban a tétel
feltételei kozott szerepel.

Igy a feltételeket ellendriztiik, valoban alkalmazhaté Eberlein tétele. Ezzel a tételt bebi-
zonyitottuk. O

6.13. Tétel. Az el6zd tétel feltételei mellett teljesiilnek a kévetkezok.

(i) Tetszdleges m € N esetén léteznek olyan {Wi ,(t), t >0} és {Wa ,(t), t >0} fiiggetlen,
egydimenzids standard Wiener-folyamatok, melyekre teljesil, hogy

m+k / k M J1/2 Wim k _EW m
Sup |(Z] m+1 Z] 1 ) ( 17 ( ) m 27 (m))’ :OP(1)7 m — 00.
k>1 g(m, k)
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(1) Minden meN és DER?*2 matriz esetén léteznek olyan {Wi m(t), t>0} és {Wanm(t), t>
> 0} kétdimenzids standard Wiener-folyamatok, melyekre

mik [ Ml ok <m [M] 1/2 k
D 2j=m+1 N‘; T m Zj:1 N], -DI (lem(k) - szm(m))
= 1
iy (. B) e th;

amennyiben m — oo.

Bizonyitds. A bizonyitéas alapja Kirch és tarsai (|8], 3.1.Lemma) bizonyitasa, azonban a kétdi-
menzios eset, valamint a kiilonb6z$ modell miatt a bizonyitis egyes lépései jelentGsen eltérnek
a cikkben latottaktol. A tovabbiakban az (i7) részt bizonyitjuk, (i) bizonyitasa ezzel analég.

A 6.12. Tétel alapjan tudjuk, hogy létezik olyan {W(t),t > 0} kétdimenzios standard
Wiener-folyamat, melyre valamely « > 2 esetén

m M/-
> [Nz] —I'2W(m) = 0(k**) m.b.
j=1

Megmutatjuk, hogy Wi (k) := W(m+k) —W(m) és Wy, (m) := W(m) valasztasokkal
a tétel teljesiil. Erre a Wiener-folyamatra azt kapjuk, hogy

N/

m+k ’
> [MJ} —I'2W(m+k) = O((m+k)Y") |

j=1

valamint

Ez azt jelenti, hogy

m-+k
> O((m+k)Y™) =12 (W(m~+k) = W(k)) = O((m+k)"/*) .

Jj=m+1

A kovetkezSkben azt mutatjuk meg, hogy

e, [7] - 21w - wom) |

N’
J
sup =op(1), k — o0, 22
E>1 g’y(ma k) p(1) (22)
valamint
m M; 1/2
NS [t -prvewm)|
sup — =op(1), k — oo 23
g g, (mo k) p(1) (23)
teljesiilnek.
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Elészor bizonyitsuk be a (22) formulat ugy, hogy a supremumot harom kiilonboz6 tartoma-
nyon tekintjiik, végiil annak szubadditivitasa alapjan belatjuk az eredeti allitast. Amennyiben
k > m, akkor alkalmazva a (10) becslést, kapjuk, hogy

It [~ ek - wim)|

Op((m+k)'/)
sup < sup ||D m!/?
k>m g’y(mv k) k:>mH H k
12(2k)1/ﬁ_ LR
< OP(l):EEm / e Op(l):;lgm / El/r p1-1/k
m!/2 —1/2-1/k
SOP(l)W:OP(m ) =op(1), m — 00,
hiszen 1/k <1/2,igy —1<—-1/2—1/k <0.
Legyen 0 < ¢ < 1 olyan, hogy
1/2—-1
max (0,1 — u) <.
Y
Ekkor (9) szerint
[ M 1/2
DY DIVA(W (m-+ k) =W (m)|
H z] m+1[ J ( (m ) (m)) vaP((m+k)1/n)
sup <||D|| sup s
mé<k<m gy(m, k) mé<k<m ml/2ky
<Op()m’~ 12 " < Op(1)ym~ Ty 12218400 — (1), m — 0o,

mC'Y

ugyanis ha 1/2—1/k—~ > 0, akkor m kitevGje negativ, hiszen ¢ > 0 a definici6 alapjén.
Amennyiben 1/2—1/k—~ < 0, akkor

—y+1/2—-1/k+(y < —y+1/2—-1/k+ (1—1/2;1/R) vy=1/2-1/k—1/24+1/k=0

tehét a kitev§ szintén negativ.
Igy mér csak a harmadik tartomanyon kell megmutatnunk a op(1) nagysagrendet, azaz
azt kell bizonyitanunk, hogy

[pxyr., [Aj\ﬂ ~ DIV (W (metk) W (m) |
sup

1<k<mS gfy(m, k)

=op(1), m — o0.

Igy a tovabbiakban ezt bizonyitjuk.
A Wiener-folyamatok tulajdonsaga, valamint az iteralt-logaritmus tétel alapjan

W(m+k)—W(m) ZW(k) = Op(y/kloglog k).
Tovabba a 6.12. Tétel alapjan tudjuk, hogy

D i Ml _p I"2W(k)
N;
=1
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Ezen allitasokat felhasznalva kapjuk, hogy

k !
Ral 1| Bl B
= Op(k"*)+0p(y/kloglogk) = Op(y/kloglog k).

Ez a 2.2. Megjegyzés alapjan azt jelenti, hogy minden § > 0 értékhez létezik olyan ¢ € N
konstans, melyre teljesiil, hogy minden k € N esetén

k-
M
P( Z N{] >c\/kloglogk:> <.
i=1 - J
Mivel az allitds nem fiigg a folyamat kezdeti allapotatdl, ezért
kg
P( Z[N? >c\/k:loglogk‘Y0:y> <. (24)
Jd

i=1
is teljesiil tetszoleges y € ZPT! esetén.
A folyamatrél tudjuk, hogy tetszéleges y € ZPH! mellett

(5, ] pnms) 2 (5 ] o)

]:m+1 J j—l

DIY2W(k)

teljesiil. Alkalmazzuk a teljes valoszintiség tételét, valamint a (24) allitast, ekkor azt kapjuk,
hogy

m+k
M
P Z {Nd > cy/kloglog k
j=m+1 J
m—+k
M’
=) P > [N;] Vkloglog k
yezZp+1 j=miy1 LI
k M
= Z P Z[N;} > cy/kloglogk |Yo=y | P(Y,, =y)
yEZP+1 j=1 J
< > P(Yp=y)=4

Fz azt jelenti, hogy
=Op(\/kloglogk).

Igy a haromszog egyenl6tlenség és az iteralt logaritmus tétel felhasznalasaval kapjuk, hogy

ol

j=m+1 J

m—+k
‘D > [ ] ~DI'2(W(m+k)—W(m))
j=m+1
m+k /
<[lpfl|| 3 [3]|| ol [pvem s -wim]

J

=0(1)Op(y/kloglogk)+0O(1) O(1) Op(+/kloglog k) = Op(+/kloglog k).
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Igy az adodik, hogy

s M p e _
HDZjZl [NJ’ DI (W(m+k) W(m))” (kloglog k)Y/?m?
sup =0p(1) sup T
1<k<m¢ gy(m, k) 1<k<m¢ ml/2ky
< Op(mE2) (log log m<)2m ™12 < Op(1)m & D2 (loglog m)/2 = op(1),

amint m — oo, hiszen ((—1)(1/2—+) <0. Ezzel a (22) formulat belattuk. A (23) bizonyitasa
egyszeriibb, ezattal két tartomanyon vizsgaljuk a supremumot. A g, fiiggvény imént latott
becsléseit alkalmazva egyrészt

Yy [MJ] D I2W(m)|

j=1 N]/'
sup —
k>m T g’y(ma k)
1/2
< sup Op(ml/"‘) = sup Op(ml/“_l/Q) =op(1),
k>m k>m
hiszen x > 2.
Masrészt
m [ M]
k P, [Nﬁ ~ DIV = Wim)|
sup —
k<m T g’y(ma k)
ke my—1/2 . k'
N /K N 1/k—1/2\ _
<pup " Orn) < (0] 0r(m ) <or1)

O]

6.14. Megjegyzés. Amennyiben D = E a 2 X 2-es egységmatrix, akkor {W ,,(t), t >0} és
{Wam(t), t >0} olyan fiiggetlen kétdimenziés standard Wiener-folyamatok, melyekre

m M; m | M
(2t ] - [3]) -2 09100 - o) |
J J
sup

k>1 gy(m, k)

= Op(l),

amennyiben m — oo.
6.15. Lemma. Tegyiik fel, hogy a nullhipotézis teljesiil, pi+- - -+p, <1, valamint 0 < p1e <oo.
(i) Amennyiben E(EY), ..., E(&}) < oo, akkor
[ Win(k) = 5 Wam(m)| p (W ()]
sup sup )
k>1 gy(m, k) o<t<1 7

ahol {W (t), t > 0} egydimenzids standard Wiener-folyamat.

(ii) Tetszéleges T > 0 esetén, amennyiben E(&7), ... ,E(gg) < oo, akkor

(Wim(k) = £Wo pn(m)] < T )1/“ W ()]
max — sup | =—— ,
1<k<mT gy (m, k) o<t<1 \T'+1 v

ahol {W (t), t >0} egydimenzids standard Wiener-folyamat.
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(iii) Tetszbleges D € R**? mdtriz esetén, amennyiben E(EY), ..., E(&5) < oo, akkor

[ el N )
it g (m, k) ek e o T

ahol {W(t), t >0} kétdimenzids standard Wiener-folyamat.

(iv) Tetszdleges T >0 és D € R**? mdtriz esetén, amennyiben E(&}), ..., E(£5) < oo, akkor

o [P0ttt

m—o0,
1<k<mT gy (m, k) 0<t<1

<T>1/27HD W(t)H

T+1 t ’

ahol {W(t), t > 0} kétdimenzids standard Wiener-folyamat.

Bizonyitds. A bizonyitas alapja Horvath és tarsai (|6], 5.3. Lemma) bizonyitasa, azonban a
levezetés jelent@sen megvaltozik, hiszen mas modellt tekintiink, illetve kétdimenzios esetben
bizonyitunk.

Mivel (i) és (ii) bizonyitasa rendre analog (iii) és (iv) bizonyitasaval, igy a tovabbiakban
az utobbi két allitas bizonyitasat részletezziik.

A 6.13. Kovetkezményben megadott {Wi s, t > 0} és {Wa,,t > 0} Wiener-folyamatok
nem fiiggnek m-t6l, hiszen a Wiener-folyamatok stacionarius névekmeénytiek. Igy léteznek
olyan {W;(t),t >0} és {Wa(t),t > 0} fiiggetlen Wiener-folyamatok, melyekre minden m € N
esetén Wi és Wi ,p,, valamint Wh és Wh ;,, azonos eloszlasiak.

Legyen T > 0 tetszéleges. Ekkor a Wiener-folyamatok tulajdonsaga miatt

Ipovm-Ewaem) ||, [P &) - Ewata) |
12k gy(m, k) T 1<k<mT (14 £) (Himy
Ha m — oo, akkor
e POV g - flpone-—onay|
B GRT O we(g) ™

hiszen ahogy m novekszik, ugy lesznek a k/m értékek egyre strtibbek a (0, 7] intervallumon.
Vizsgéljuk a folyamatok viselkedését, ha mT < k. Az el6z6ekhez hasonléan kapjuk, hogy

b el e
k

o (18 () 7 40 () 9

valamint alkalmazva az iteralt-logaritmus tételt adodik, hogy

e

Op(y/tloglogt)
sup <

S s TR D op(l),  t—co.
T<t<oo (141) <1L+t) T<t<co (141) (#t)
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Tudjuk, hogy

sup

-1/ < sup
mT<k<oo (1+%)

5
Him) T<t<oo | (1+41) (%th)

ha T — oo. Igy az is teljesiil, hogy amennyiben T — oo, akkor

~—1] =0,

— =

k
1
sup wV2(l) 5 —Wha(1)|| < sup _ W) =
mTsk<os || (14 5) (m%) Tt<eo || (141) (1%)

Hasznaljuk fel a normakra vonatkoz6 egyenl6tlenséget, mely alapjin

ey -miw)|

Teren (1+1) <1L+t>v )DW2(1)‘

< sup D(tWQ(t)_W1<t)) —DW2(1) <||D|| sup M_W2(1)

T T<t<oco (1+1) <1L+t)7 - T<t<oo || (141) <1L+t)7

< HD|(T33500 W 22;1500”%(””) —[IDl|(0p(1) +0p(1) = 0r(1),
< - <

amennyiben T — oo.
A (26) és a (27) formulak alapjan, az eléz6vel hasonlo modon adodik, hogy

D om (&)= Ewany) ||
sk (1+4) ()

Tehat azt kapjuk, hogy amennyiben m — oo, akkor

- HDWQ(l) —op(1), mT - oo.

Do (&)= Eway ||, D owie) - oma1) ||

i k kY ¢\
mT<k<oo (14_%) (m) T<t<oo (1+1) (1Tt>

Igy (25) alapjan adodik, hogy

[0 i ()~ (o) | [pov@-maan| ,
| Shene gy(m; k) T osien (1+1) (ﬁ)7 o

ezért tetsz6leges m € N esetén

D Wi ()= EWa(m) | [D o)1) |

sup 1) sup 5
1<k<oo g’y(ma k) 0<t<oo (1_|_t) (%th)
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Konnyen ellenérizhetd a kovariancia-fliggvények kiszamitasaval, hogy

V() — tWs(1),0 < t < 00} 2 {(1+t)W <1t+t) 0<t< oo} ,
ahol {W(t),0 <t < oo} kétdimenzios standard Wiener-folyamat. [gy mivel
HD(Wl(t)—tWQ(l))H » HD(1+t)W<%H> H . HDW(t)H

sup 5 sup 5 = sup T
0<t<oco (1+1¢) (l—i-t) 0<t<oo (1+1¢) <l+t> 0<t<1

ezért azt kapjuk, hogy

HD (Wrm (k) = £Wa n(m)) H - HD W(t)H
13811:1500 gy(m, k) - osgutl% Ty Mmoo

Ezzel az (iii) allitast belattuk.

A kovetkezSkben az (iv) allitast bizonyitjuk.

Ezuttal is teljesiil, hogy léteznek olyan {Wi(t),t > 0} és {Wh(t),t > 0} fiiggetlen kétdi-
menzi6s standard Wiener-folyamatok, melyekre minden m € N esetén Wy és Wi ,,, valamint
Wh és Wa p, azonos eloszlastak. Igy a korabbi megfontolasok alapjan

HD (Wim(k) = EWh 1 (m)) || . D omie)—om2(1)) H
max — Sup '

1<k<mT g(m, k) 0<t<T (141) (1+t>7

Szintén teljesiil, hogy

(WL (t) — W5 (1),0 < £ < 0o} 2 {(1—l—t)W <1it> 0<t< oo},

ahol {W(t),0<t<oo} kétdimenzios standard Wiener-folyamat. Ezért alkalmazva egy helyet-
tesitést, valamint felhasznalva a Wiener-folyamatok tulajdonsagait, kapjuk, hogy

lpone-wmy||, flow(E)], el
oiltlET (1+1) (1“)7 B 021% (#1‘/)7 05215% Y
low ()5, Vi ool o r ye, el
:osslilg)l (TTHI;SIW 0<t<1 (Tj:)l - <T+1> 0221 Y '

Igy azt kapjuk, hogy

. M
‘ ‘D Im1/2 Z;’gfﬂ [ Al’m]

i,m

max

su U m — o0
1<k<mT gy (m, k) P ’ ’

0<t<1 124

g<T>1/27 HDW(t)H



aAzZaZ

N M,
HD D DA [ A?’m]

Nz,m
= —
1<k<mT hy,r(m, k) s o T
o \/2=
ahol hy 1 (m, k) := gy(m, k) (T7+1> . Ezzel a bizonyitas teljes. O

6.16. Kovetkezmény. A 6.15. Lemma feltételei mellett teljesiilnek a kévetkezdk.

(i)

~1/2 +k k
\J / (Z?imﬂMrmZ?ilMi) D W (t)]
sup — sup ——, m — 00,
k>1 gy(m, k) o<t<1 t7

ahol {W (t), t > 0} egydimenzids standard Wiener-folyamat.

(ii) Legyen T >0, ekkor

_ +k k
‘J 1/2 (Zzﬁ;m—l-l M= 570 MZ) D <
max — sup
1<k<mT gy(m, k) 0<t<1

T+1 7

T >/ W)
ahol {W (t), t >0} egydimenzids standard Wiener-folyamat.
(iii) Legyen D € R?*? tetszbleges madtriz, ekkor
_ m+k M; k M;
DI 1/2 (Zi:m-ﬁ-l [NZ] —EZZL [NZ]> H -

sup — sup
>1 gy (m, k) 0<t<1 7

[

y m — 00,

ahol {W(t), t >0} kétdimenzids standard Wiener-folyamat.
(iv) Legyen T >0 és D € R?*? tetszbleges mdtriz, ekkor
M; M;
ez 1]+ )
H szm—l—l N; m szl N; D ( T )l/2—’YHD W(t)H

max — su _— ,
1<k<mT gy(m, k) ogt% T+1 t

amennyiben m — oo, ahol {W(t), t > 0} kétdimenzids standard Wiener-folyamat.

Bizonyitds. A tovabbiakban az (i) esetet bizonyitjuk, a tobbi allitas bizonyitasa ezzel analog.
A 6.15. Lemma () pontja szerint

Wam(k) = Wom(m)| o WD)

sup , 00.
k>1 gy(m, k) o<t<1 17
Tovabba a 6.13 Tétel (i) allitdsa alapjan
—-1/2 m+k 1k m / k
sup 77 (55 M) = 3 3550 M) = (Wam(F) = 3 W) =op(1), m— oo

E>1 gr(m, k)

44



Ebbdsl kovetkezik, hogy

—1/2 m—+k k m
“] / (Z] 1 M — EjleJ/)‘ |W1i (k) — Wa(m)]
sup —sup
E>1 gy(m, k) k>1 gy (m, k)

=op(l), m—o0

szintén teljesiil, amibél adodik, hogy

~1/2 +k k
T (S M S M) )
sup — sup ———
E>1 g’y(ma k) o<t<1 7

, m — 00.

Ebbdl mar kévetkezik az allitas, hiszen

‘J‘I/z(ZTﬂfﬂ M- ’“ZJ 1M/)

‘J‘”z(ZWfﬂ j ’“ZJ 1M>‘

sup = Sup
k>1 Q»y(m, k) k>1 g(m, k)
Ezzel az (i) allitast belattuk. O

7. A 2.3. és a 2.5. Tétel bizonyitasa

Bizonyitds. A 2.3. és a 2.5. Tétel pontjainak bizonyitasa analdg, igy a tovabbiakban csak
a 2.5. Tétel (ii) pontjanak bizonyitasat részletezziik.
El6szor mutassuk meg, hogy

2—1/2 —~m+k M‘,m —-1/2 m+k Mj k m Mj
oz [Be] oo (st [¥] 1 [

sup
k>1 g’y(mak)

ha m — oo.
A 6.9.Lemma alapjan ha a matrixok invertalhatoak, akkor Inm
m — 00. A haromszog-egyenlStlenség alkalmazasaval kapjuk, hogy

12,1 m.b, amennyiben

2—1/2 <~m+k ]/W\m —1/2 m+k M; k S
oyt [l o (s ]2 )

sup
k>1 g’y(m7 k)
m—+k ]\:Ij,m . m—+k Mj _k m Mj H
1/2H sz_mﬂ [Nj,m] <Zj:m+1 {Na} 2 [Nj
k> g(m, k)
M; M;
Sk |- ]|
vsup [ ||| 2= 17| Lanl el i L)
k>1 " g’y(ma k)

Mivel a konvergencia miatt HDH Hf,;l/QH = Op(1), ezért a 6.6. Tétel (ii7) része alapjan az

els6 tag op(1) nagysagrendii, ha m—oo. Tovabba a 6.9. Tétel alapjan HD H.fn;lm—l_lﬂ‘ ‘ =
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=o0p(1), ha m — oco. Igy mar csak azt kell megmutatni, hogy

m+k M; k m M;
|zt ] s o))
= 1 .
e o ) A e

Ez pedig abbol kovetkezik, hogy a 6.16. Kovetkezmény (iii) pontja alapjan
lpwa]

_ m~+k Mz k m Mz
HD[ 1/2 <Zi:m+1 [NJ —  Daim1 [NJ) ‘
sup sup ——— = p(l), m—oo.

k>1 gy (m, k) 0<t<1

D
—

Ebbél adodik, hogy

7—1/2 +k ]/Vf\‘, —-1/2 +k [ M k M;
preta ]| ores (et (W]
sup 7 —sup =op(1
k>1 gy(m, k) k>1 gy(m, k) D
(28)
amennyiben m — co.
Tovabba a 6.16. Kovetkezmény (iii) pontja alapjan
_1/2 +k | M|
||DI / <szm+1 |:NZ:|_mZ;nl H )DW H
sup sup , M — 00
E>1 g(m, k) 0<t<1 tY
Igy az is teljesiil, hogy
2=1/2 —m+k j/\Zj,m
P [Na‘,m] | o, o 1P
sup — sup ———, M — 00,
E>1 g(m, k) 0<t<1 124
ami épp a 2.5. Tétel (i7) pontja, tehat az allitast bizonyitottuk. O

8. Alternativ hipotézis mellett

A korabbi eredményeink a nullhipotézis mellett jellemzik a folyamatot, azonban fontos
kérdés, hogy hogyan viselkedik a modell, amennyiben a nullhipotézis nem &ll fenn.

Természetesen azt varjuk, hogy amennyiben valtozas torténik a modellben, akkor a préobak
segitségével azt ki tudjuk mutatni. A tovabbiakban egy egyszerid alternativ hipotézis mellett
bizonyitjuk, hogy az egydimenzids proba konzisztens. Legyen minden ¢ € N esetén

E(&(i1))
K= .

E(&(i.1)
B(e(i))

46



Tekintsiik azt a H 4 ellenhipotézist, mely szerint létezik olyan k* > 1, melyre p; = py =
== g F Mgl = - - - teljesiil. Vezessiik be a pg := pq, valamint a p, = p,, g 1q
jeloléseket.

A kovetkezd tétel bizonyitasa a Horvath és tarsai [6] altal leirt bizonyitas menetét kveti,
azonban a részeredmények, melyeket alkalmazunk, eltérnek a cikkben leirtaktol.

8.1. Tétel. Amennyiben E(&(1,1))+---+ E(&(1,1)) < 1, walamint 0 < E(e(1)) < oo és
E(Y) #0, akkor a Ha ellenhipotézis mellett teljesil, hogy

—

m-+k
Ei:m—‘,—l Mivm P
— 00, m — OQ.

sup
1<k<oo  Gy(m, k)

Bizonyitds. Tudjuk, hogy

M;=X;— E(X;|Fi-1) = X; —pd Yi1,
amennyiben ¢ < m+k*,

M; = X; = E(X|Fi1) = Xi—p," Yo,

ha m+k* < 1, illetve

—

M =X, — ol Y4
minden i € N esetén. Legyen k = m+k*, ekkor

m+k m+k m—+k* m+k
Do M= Y Mi+ Y (g —igp)Yia+ Y (S —ph)Yia
i=m+1 i=m+1 i=m+1 i=m—+k*+1
m—‘rl;; m+l~c m—i—fﬂ
= > M+ Y (g Yo+ D> (wT - pd) Vi
i=m-+1 t=m-+1 i=m+k*+1

A 6.6. Tétel feltételei teljesiilnek, igy bizonyitasa alapjan

k k T
‘Zggnﬂ M; + Z?gnﬂ(ﬂg — )Y ‘

gy(m, l;?)

=0p(1), m — 00.

Mivel

m+k m+k _ _ m+k* _ ~ »
Yo Y=Y Y- (mtR)EY) - ( 3 Yo —(m—lrk*)E(Y)) +(k— k") E(Y)

i=m+k*+1 =1 i=1
=0p(1)+ (k—Kk*)E(Y),

igy kapjuk, hogy

m+k 7
(1" — pg) lim inf Limmiea Vil _ Op(1)+ (" — pd) timinf =2 p(¥)
k>1 g(m, k) k>1 gy(m, k)

~ 1—
=0p(1)+0p(1)+m'/?lim inf ( > =0p(1)+Cm!/?, |C| > 0.
k>1



Ezzel belattuk az allitast, hiszen

o o
El+k 1Mi,m’ ‘Enl+ +1 Mi,m

sup T T s pimin I o () 4 0mt 2 Bso, om0,

kE>1 gy(m, k) k>1 gy (m, k)
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9. Tovabbi célkitiizések

A szimuléciok ramutatnak arra, hogy a kétdimenzios probastatisztikara épiilé proba kis
mintaméret esetén nem ad megfelels eredményt. Bar a komponensek aszimptotikusan fiigget-
lenek, de kis mintaméret mellett erGsen korrelaltak lehetnek. Szeretnénk erre a problémara
megoldast taldlni, példaul tgy, hogy a kétdimenziés probastatisztikdban szerepld komponen-
sek 1j linearis kombinéci6it tekintjiik. A linearis kombinaciot a dolgozat soran alkalmazott D
méatrix hatdrozza meg, igy ezen matrix megvaltoztatasival vehetiink az eddigiektdl kiilonb6zé
linearis kombinacidkat.

Szintén a szimuldcidk alapjan tudjuk, hogy a probastatisztikik konvergencidja a hatér-
eloszlasokhoz sok esetben nem elég gyors, igy a tovabbiakban megprébalunk ezen javitani a
paraméterbecslések korrigilasaval. Erre egy lehet6ség a stlyozott legkisebb négyzetes becslés
alkalmazésa, melyet Wei és Winnicki vezettek be cikkeikben ([13], [14]).

A dolgozatban megadott probastatisztikik hatareloszlasénak kritikus értékeit elméleti
dton nem tudjuk szamolni, a sziikséges értékeket Monte Carlo szimuldcidval hataroztik meg,
ezen eredmeények szerepelnek az irodalomban, példaul Horvath és tarsai [6] cikkében. Azonban
a Csorgs és Horvath [2] kdnyvében szerepld hatareloszlasok mintajara szeretnénk olyan «(t)
és ¢y (t) fiiggvényeket meghatarozni, melyekre minden ¢ € R esetén

P (Sy > cm(t) = at), m— oo,

ahol S, jeloli az m hosszt tanulominta esetén kapott probastatisztikat. Igy elegenden nagy
m mellett, ha a t értéket ugy valasztjuk meg, hogy a(t) a megfelel§ szignifikancia szinthez
tartozzon, akkor kaphatnank egy szamolhato ¢, (t) kritikus értéket.

Szeretnénk az eddig vizsgalt modell mellett threshold modellekkel dolgozni, melyekben a
& utodeloszlasok fligghetnek a populécié méretétsl is. Threshold modell szerepel Franke és
tarsai [4] cikkében, Poisson utédeloszlas esetén.

Egyszert alternativ hipotézis mellett megmutattuk, hogy a préba, melyet az egydimen-
zi6s probastatisztika alapjan kaptunk, konzisztens. Célunk ezt megmutatni a tébbi proba,
valamint altalanosabb alternativ hipotézis mellett is. Az alternativ hipotézis mellett fontos
kérdés, hogy a modellben mikor kdvetkezik be valtozas, igy szeretnénk becslést adni a val-
tozés idépontjara. Fiiggetlen véletlen valtozokbol allé6 modell esetén a valtozéas idépontjanak
becslésével foglalkozik Csorgé és Horvath 2] kényvének 1.5. fejezete.

Téavolabbi célunk, hogy a dolgozatban szerepld szubkritikus eset utan a kritikus és szuper-
kritikus esetben is vizsgaljuk a modellt. A feladat nehézsége, hogy ezen esetekben a folyamat
nem ergodikus. Mivel a bizonyitasok zémében az ergodicitast felhasznaltuk, igy az eredmé-
nyek kiterjesztéséhez ezen esetekre 1j bizonyitasi modszereket kell majd alkalmaznunk. A
kritikus esetben azonban alkalmazhatéak lehetnek Barczy és Pap [1] eredményei.
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10. Koszonetnyilvanitas

Eziton is szeretném megkoszénni témavezet6mnek, Dr. Szics Gabornak, hogy tanulma-
nyaim sordn felkeltette érdekldésemet a valészintiségelmeélet és a statisztika irant, temérdek
teendGje mellett elvallalta szakdolgozatom témavezetését, majd figyelmembe ajanlotta a té-
mat, melyrél a dolgozat sziiletett. Koszonom sok tiirelmét, segitségét és ttmutatod tanacsat.

Koszonettel tartozom tamogatasaért Dr. Pap Gyula tanar trnak, akitsl megtanulhattam
a valoszintiségelmélet alapjait, valamint Dr. Kramli Andrésnak, kinek kiilonleges latasmodjan
keresztiil ismerkedhettem meg a statisztikaval.

T. Szab6 Tamés korabbi dolgozatabdl sokat tanultam a valtozasészlelésrol, tovabba ko-
szonom neki, hogy a témaval kapcsolatos kérdéseimre mindig segit6készen valaszolt.
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