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Bevezetés

A dolgozat egy SIVS jarvanyterjedési modellel foglalkozik, amelyben a vakcina nem
tokéletes, mivel a vakcindltak is megfert6zodhetnek o valdszinliséggel. A vakcinalas
impulziv, ami azt jelenti, hogy kampanyszertien oltjuk be a populacio ¢ részét T
1d6k6zonként. A modell:

SO =pu—-pSOIO -—puSO +yI®) +6V(©)
I'O)=BSWOIW)—(u+yYI@) +aBV (@) I(t) t+nT esetén,
Vi@ =-o Ve 1) —(u+0) V@)

STH=0-p)SnT")

InTH=1nT") t = n T esetén.

VinTH=VmT )+eSnT")

A jarvanyterjedési modellekben az R. reprodukcios szam fliggvényében altalaban
szuperkritikus bifurkacio 1€p fel, vagyis R, > 1 esetén a fert6zOk szama egy pozitiv egyen-
sulyba all be, mig R. < 1 esetén a jarvany kihal. Folytonos vakcinélds esetén ismert, hogy a
paraméterek bizonyos egylittese esetén backward bifurkacié alakul ki, ami azt jelenti, hogy
R. <1 esetén is megjelenik egy endemikus egyensuly, igy a kezdeti érték donti el, hogy a
jarvany kihal vagy megmarad. Tudjuk, hogy a folytonos vakcinalasnal sokszor hatékonyabb
az impulziv vakcinalas, ezért természetesnek tlint a kérdés, hogy impulziv vakcinalas esetén
is felléphet-e a backward bifurkécio jelensége.

Az altalunk végzett numerikus vizsgéalatok azt mutattak, hogy a folytonos vakcinalasi
modellhez hasonldan itt is felléphet backward bifurk4ci6. A matematikai analizis soran
eloszor a betegségmentes altéren kerestiink aszimptotikusan stabil periodikus megoldast,
amit egy fixpont-probléma megoldasa szolgaltatott. Az S (f) betegségmentes periodikus
megoldas explicit meghatarozhat6 és a betegségmentes altéren globalisan, R. < 1 esetén az
egész téren lokalisan aszimptotikusan stabil. Tovabbi feltételek mellett a betegségmentes
periodikus megoldas globalis aszimptotikus stabilitdsat igazoltuk az egész fazistéren.
R. > 1 esetben a fertdz¢s perzisztens, ahol

Re= (1 [T S@du+o; [} (1-5w)du

Elvégeztiik egy fixpont-egyenlet teljes bifurkacio-analizisét, amelynek legfontosabb
eszkoze a Ljapunov-Schmidt redukcios eljaras volt, amely elégséges feltételt ad a szubkri-
tikus-bifurkacio létezésére. A szamitogépes szimulacioknal implementaltuk a feltételt és két
kiilonbozd bifurkacio esetén illusztraltuk a tétel allitasat.

A szamitogépes vizsgalatok eredményeképp bifurkacios diagramot konstrualtunk
backward bifurkaciot esetén, emellett a Mathematica programozasi eszkozei segitségével
az instabil 4gat is sikeriilt kirajzolni. Tudomasunk szerint ez az elsd olyan eredmény, ami
backward-bifurkaciot igazol impulziv vakcinalasi modellben.
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A dolgozat egy a Mathematica-ban késziilt interaktiv dokumentum, amely dinamikus
kisérletezéseket 1s lehetéve tesz az "Olvasd" szamara. A hasznélathoz sziikséges Wolfram
CDF-Player telepitdé programja a mellékelt CD-n megtalalhato, illetve a http://www.wol-
fram.com/cdf-player/ site-rdl letolthetd.

El6zmények

Jarvanyterjedési modellek

A fert6zd betegségek, mint az influenza, az AIDS vagy a tuberkuldzis napjainkban
kiemelkedd fontossaggal birnak. Ezek a betegségek rengeteg embert érintenek a vilagon,
ezért valt sziikségessé a gydgymoddok kifejlesztése mellett a prevencios stratégiak kidolgo-
zésa. A fert6zés atadasdnak mechanizmusa ma mar a legtobb betegség esetén ismert. A
virusos eredetli megbetegedések esetén altalaban a betegségbdl felgyogyultak immunitast
szereznek az yjrafert6zddés ellen (kanyard, baranyhimld, rézsahimld), de a bakterialis
eredeti fertézéseknél ilyen immunitdas nem alakul ki (meningitisz, tripper). Mas
betegségeknél, mint a malaria, egy ember nem csak kozvetleniil egy embertdl kaphatja el a
kort, hanem egy fertdzott allattol is (altaldban rovaroktol). A modellezéshez elenged-
hetetlen, hogy minél pontosabban ismerjiik a terjedés mechanizmusat.

A leirds tobbrekeszes (ugynevezett kompartment) modellek alkalmazéasaval torténik.
A populécid tagjai nagyon sokfélék lehetnek, a kiilonbozdséget okozd jellemzok koziil
sokat el kell hagynunk ¢€s a betegség szempontjabol fontos tulajdonsagok alapjan kell az
egyedeket kiilonboz6 rekeszekbe sorolni. A rekeszek kozotti vandorlas sebességét a
derivalt fejezi ki, amely a rekeszek méretének idObeli valtozasaval all 6sszefliggésben: igy a
modellt differencidlegyenletekkel irjuk fel. A rekeszek valasztdsa alapjan ismeriink SIS,
SIR, SIRS, SEIR, SEIRS, stb. modellt. S (suspectibles) az egészséges, még fertdzhetd
népességet jelenti, 1 (infectious) a beteg egyedek csoportja, 6k a fertézOképesek. Ha a
fertdzodés utdn a betegségnek nincsenek lathato tiinetei, akkor a betegség lappangasi
stadiumaban 1évé egyedek az E (exposed) csoportba keriilnek. A felgyogyulds utan
altalaban nem lesznek rogton fogékonyak a populacid tagjai, igy Oket az R (recovered)
csoportba soroljuk. Az intervencios stratégiak jabb rekeszek bevezetésével vizsgalhatok.
Ha valamilyen gyogykezelést alkalmazunk beteg egyedeken, akkor ezek egy T (treatment)
csoportba keriilnek; gyogykezelés hianydban karantént is alkalmazhatunk, amely soran a
fert6zo egyedek egy részét elzarjuk a populaciotdl - ezek a Q (quarantine) rekeszbe kertiil-
nek. Az egyik legfontosabb prevencios stratégia a vakcinalas: ekkor a fogékony egyedek
egy ¢ részét egy védoOoltassal latjuk el, amely bizonyos szintli védettséget jelent a
betegséggel szemben - vakcindlt egyedek osztalyat V (vaccinated) jeloli. A késObbiekben a
V osztélyba altalaban azokat az egyedeket fogjuk sorolni, amelyeken valamilyen prevencios
stratégiat alkalmaztak: véddoltason kiviil felvilagositasi kampanyra, higéniai eldirdsra is
gondolhatunk.



2.2.

Szubkritikus bifurkacié és globalis dinamika impulziv imperfekt vakcinalas modellben | 3

Az epidemioldgiai modelleket jellemez6 egyik kulcsfontossagu paraméter a reproduk-
ciés szam (R). A beavatkozas nélkiili modellekben alap reprodukcids szamot (R )
definidlunk, a vakcinaldsi modellekben kontroll reprodukcios szam (R.) meghatarozasa
torténik. Az R értéke szemléletesen azt jelenti, hogy egy fertdzott egyed a jarvany kezdetén
hany masodlagos fert6zést general. Azt gondolhatnank, hogy ha a reprodukcios szam 1
alatt van, akkor nem tor ki jarvany, hiszen a betegek ekkor egyre kevesebben lesznek.
Nyilvan ebbdl kovetkezden az 1 feletti rata esetén jarvany tor ki, mivel egy fert6z6
atlagosan mindig képes lesz legaldbb 1 egészséges egyed megfertdzésére. Szamos
jarvanyterjedési modellben az R értéke meghatirozza a rendszer globalis viselkedését.
Azonban vannak olyan specialis modellek, amikor R < 1 esetén is létezik stabil endemikus
allapot.

Backward bifurkacio

A differencidlegyenletek elméletében alapvetd fontossagli, hogy a modell egyensulyi
megoldasat ¢és annak stabilitasat meghatdrozzuk. A matematikai epidemiologidban
kiemelkedden fontos a fert6z6 egyedek szaméanak meghatdrozasa, ehhez elsé 1épés az
egyensulyl helyzet megtaldlasa. A el6z6 részben megfogalmazott gondolatainkat mate-
matikailag 0gy is felirhatjuk, hogy ha R < 1, a rendszer betegségmentes megoldasa aszimp-
totikusan stabil; ha R > 1, a betegségmentes megoldas instabilld valik, kialakul egy un.
endemikus egyensuly, ami szintén stabil. Emiatt természetes gondolat egy diagramon
abrazolni, hogy a reprodukcios szam fliggvényében hogyan alakul a fert6zok egyensulyi
helyzete: ezt a diagramot bifurkécios diagramnak nevezziik. A fenti heurisztika alapjan azt
latnank a diagramon, hogy az R < 1 esetén konstans nulla az érték, az R > 1 esetén, pedig
egy monoton novekvd gorbét varunk, hiszen minél nagyobb ez a szdm, annal tobb beteg
tartdzkodik egyszerre a populdcidban hosszi tavon. Ebben az esetben az 1 kritikus pont-
ban bifurkacié van, vagyis a rendszernek a kritikus pont el6tti €s utani viselkedése nagyon
kiilonboz6. Ezt a bifurkaciét forward (transzkritikus) bifurkdcidnak nevezziik és a
kovetkez6 abran szemléltetjiik:
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Ahogy korédbban is emlitettiik, a helyzet nem mindig ilyen egyszerti. Eléfordulnak
olyan modellek, ahol R < 1 esetén eléfordul tobb pozitiv egyensilyi helyzet és az R =1
pontban nem forward bifurkaci6 1ép fel. Backward bifurkdcionak nevezziik a 2. 4bran
lathato szituaciot: ekkor a bifurkacios gorbe ““visszahajlik”, az R =1 el6tt egy interval-
lumon két egyensulyi helyzet is van az I =0 betegségmentes egyensuly mellett. A két
egyensuly koziil a kisebb minden esetben instabil, a masik stabil, a két ag koziil a szagga-
tott jeloli az instabil 4gat, amely elvalasztja a két egyensuly attraktivitdsi tartomanyat. A
visszafordulo gorbe kritikus pontjanal szintén bifurkéacié van, ezt a bifurkacidelméletben
nyeregcsomo (angolul saddle-node) bifurkacionak nevezik, az R =1 pontban torténd
“visszahajlast” szubkritikus bifurkacidonak.
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2. abra

Latjuk, hogy egy jarvanyterjedési modell, amelyben backward bifurkacio 1ép fel, mas
tulajdonsagokkal rendelkezik, mint egy olyan modell, amelyben forward bifurkacié van. Az
elsod kiilonbséget mar lattuk: forward bifurkacié esetén nem lehetséges, hogy R < 1 - nél a
jarvany megmaradjon, mivel a rendszer a betegségmentes egyensulyi helyzetbe tér vissza.
Backward bifurkaciondl R < 1 esetén, ha a populacidban elegendd fert6zo tartdozkodik, a
rendszer a pozitiv, aszimptotikusan stabil egyensulyi helyzetbe all be.

Masrészt az is megfigyelhetd, hogy a paraméterek valtoztatasa az R értékét is valtoz-
tatja. Forward esetén R <1 esetben a fert6z6 populacid nagysdga nullaba tart, R =1
értéket atlépve pedig folytonosan nd, amint R nd. Backward bifurkacio esetén R = 1 el6tt a
fert6zok szama itt is nullaba tart, ha kevés fertdz0 volt a populacioban kezdetben, de
hirtelen egy pozitiv egyensulyi helyzetbe ugrik, amint az R talhalad az 1 értéken. Meg-
forditva, ha a jarvanyt le akarjuk gy6zni, akkor R = 1-ben lévd forward bifurkéacid esetén
elegendd 1-re csokkenteni a reprodukcios szdmot, de backward bifurkacié esetén joval 1
ala kell csokkenteni, hogy ugyanazt a hatast elérjik.

Ezek a kiilonbségek a legfontosabb szempontok egy jarvany kontrollalasanak megter-
vezésénél; lathatd, hogy az R = 1-ben kialakult backward bifurkacidé megneheziti a ter-
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vezést. Lattuk, hogy a megfékezés egyik alapvetd eszkéze a vakcindlds, amelynek ¢
paramétere szintén befolyasolja a reprodukciés szamot. Altaldban a konkrét modellek
esetén ez az a paraméter, amit befolydsolni tudunk, ezen keresztiil csokkentve az R,
értékeét.

Backward bifurkacidval a hivatkozasok kozott talalhatdo [1], [14]-[15] cikkek
foglalkoznak. Ezek koziil kiemeljiik Brauer 2004-es cikkét, amelyben egy SIVS modellben
bizonyitja a backward bifurkaci6 1étezését. A cikkben folytonos, de nem teljes védettséget
adé vakcindlas esetén latta be, hogy a paraméterek bizonyos egyiittese esetén felléphet
backward bifurkacié. Altaldban elmondhatjuk, hogy a prevencidés modszer tokéletlensége
felelos lehet a backward jelenségért, de paradox mdédon az is elmondhatd, hogy a vakcinaléas-
sal modositott modellben kialakulhat backward bifurkacid, mig az eredeti modellben nem
fordul eld.

Impulziv vakcinalasi modellek

Lattuk, hogy a jarvany kitorésének megeldzéséhez sziikséges, hogy a reprodukcids
szam 1 alatt maradjon. Ezt sokszor immunizalassal lehet elérni. Ha az 0jsziilott populacio p
részét idéegységenként sikeresen immunizalni tudjuk, akkor egy K méretii fogékony popula-
cid helyett a K(1 — p) nagysagl populaciot tekinthetjiikk €s igy az R értékét is R(1 — p)-re
csokkenthetjiik. A célunk, hogy R(1 — p) < 1 teljesiiljon, vagyis p > 1 — 1;. Egy populacio-
nak kézosségi immunitdsa van, ha elég nagy résziik immunizalva van ahhoz, hogy a jarvany
ne torjon ki. Feketehiml6 esetén vilagszinten sikeriilt elérni a k6zosségi immunitast: 1979.
december 9-¢én jelentette be a WHO, hogy a bolygordl teljes mértékben sikeriilt kiirtani. A
kanyar6 esetén Europaban sok orszag elérte a megfeleld immunizaltsagi ardanyt, de az
utobbi idoben Ujra kezdi feliitni fejét a kor, mivel pl. Franciaorszagban a kritikus szint ala
esett a védettségi szint. Lathato, hogy a kozosségi immunitas kialakitasdval megeldzhetd a
jarvany, azonban az elvesztése esetén jra megjelenhet a betegség.

Egy modszer a jarvanyok ujra és ujra kitorésének megakadalyozasara az impulziv
vakcinalas. Ennek a vakcinalasi stratégidnak f6 gondolata, hogy kampanyszertien a popula-
cid ¢ részét beoltjuk T idékozonként. Altalaban a ¢-re mindig vannak technikai korlataink,
igy a 7-t vélaszthatjuk a ¢ fliggvényében ugy, hogy a fertdzok szdmanak alacsony szinten
tartasat biztosithassuk. A kovetkezOkben az impulziv differencialegyenletet formalizaljuk.

Legyen adott a {¢;} monoton novd sorozat. Feltételezziik, hogy a {#;}/_, sorozat nem
korlatos. Legyen f: R"” — R”" folytonos, tovabba legyenek J;: R” - R” folytonos fligg-
vények. Ekkor az

x'(t) = f(x(1) hat # ¢,
{ xtH)=J(x@7) i=1,2,3, ..

rendszer egy impulziv rendszer rogzitett pillanatokban haté impulzusokkal.
Valamely
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x'(8) = f(x(8) hat # 1,
x(tF)=Jix(7) i=1,2,3, ..,

x(t™) = xo

kezdetiérték-probléma x(z, £, xo) megoldasat az alabbi modon kapjuk. Legyen
k:=mnf{i eN:t; >t} Vegyik az

{ x' (1) = f(x(0)

x(to") = xo,

kezdetiérték-probléma nem folytathatd x(z) megoldasat, amely értelmezve van valamilyen
[ty, T) intervallumon. Ha 7 < ¢, akkor a feladat megoldott, ha 7 > #, akkor tekintsiik a
megoldast a [#, #;] intervallumon, és folytassuk az

{ x'(2) = f(x(2))
x(tF) = Jp(x(t7)

kezdetiérték-probléma megoldasaval. Fontos, hogy a megoldast mindig az x (¢p*) = x
kezdeti feltétellel inditjuk és mindig a differencialegyenlet megoldasaval kezdjiik. A kon-
strukcié miatt a rendszer megoldasai szakaszonként folytonos fliggvények, els6faju szakada-
suk van a ¢; pillanatokban. Mindeniitt balr6l folytonosak, és folytonosan differencialhatok
értelmezési tartomanyukon, kivéve a ¢ =t helyeket. Ha ¢ # ¢, akkor megoldasai az
x'= f(t, x) egyenletnek, ha ¢t =¢;, akkor eleget tesznek az x(¢;*) = I;(x(¢;,7)) ugrasfeltétel-
nek. Tovabbi részletek a [2] kdonyvben.

Az impulziv vakcindlasi modellekben altalaban 7, = 0, vagyis x(0) = xy kezdeti feltétel-
lel dolgozunk, illetve a dolgozatban szerepld modellben {#;} egy pozitiv tagt, T differenciaju
szamtani sorozat, vagyis a rendszerrel kozolt impulzusok egyenld, 7 1dOkdzdonként
kovetkeznek be.

A kozonséges differencidlegyenleteknél vizsgalt egyensulyi helyzetek szerepét a T-
periodikus megoldasok veszik at. Ha bevezetjik az x, = x(¢,%), t, =nT jelolést, akkor
felirhato a kovetkezo leképezés

Xne1 = £ (xn),

ahol F(x,) = L,+1(x(t,417)) = L1 (P(xp, L1 — 1)), amelyben ®(xg, ) a x' = f(x) differen-
cidlegyenlethez tartozo, x, kezdeti értékbdl induld folyam. Ennek a leképezésnek vizsgal-
hatok az x* fixpontjai (ha léteznek), meghatdrozhatd a stabilitdsuk. Az impulziv rendszer
periodikus megoldasai, az F leképezés fixpontjai, ugyanolyan stabilitasi tulajdonsaggal.
Mivel az altalunk targyalt impulziv rendszer egyenld 1d0k6zonként hatd impulzusokkal
dolgozik, igy a stabilitasvizsgalat elsd lépéseként az elobbi leképezés fixpontjait fogjuk
megvizsgalni.
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A modell

A populacio egyedeit (pl.: egy adott orszag, vagy varos lakossaga) az S és I csopor-
tokra bontjuk, S(¢) és az I(¢f) az egyes csoportok létszdmat mutatja a ¢ iddpillanatban,
N(t) = S8(t) + I(¢) az Osszegyedszamot adja meg. Ebben esetben a betegségbdl vald felgyo-
gyulas nem okoz védettséget a jarvany ellen.

Legyen a populacié zart, vagyis nincs ki- és bevandorlas, és tegyiik fel, hogy a 1ét-
szam alland6. Ekkor az altalanossag megszoritdsa nélkiil feltehetd, hogy N(r) = 1. Ezt
biztosithatjuk ugy, hogy a sziiletési- ¢s haldlozasi ratat egyenldének valasztjuk, jeloljik ezt
u-vel (0 < u). Ebben az esetben az S(r) és /(f) nem az egyedszamot, hanem az egyes csopor-
tok ardnyat mutatja a populacion beliil. Feltessziik tovabba, hogy az 10j egyedek a
fogékonyak osztalyaban jelennek meg.

A betegség az egészséges ¢s beteg egyedek taldlkozasaval terjed, a fert6zddés
sebességét a [S(¢) I(r) képlettel irhatjuk le. Jelolje a betegségben eltoltott 1d6 reciprokat
v, igy y 1(¢) adja meg az /-bdl az S-be valo visszalépés sebességét.

3. abra

Az igy megalkotott modellt az 3. dbra szemlélteti, és a kdvetkezd egyenletrendszer irja le:

{S'(t)= pu=BSOI0)—puS@)+y 1),
') = SO 10 = (u+y) 1(0).

A modellre roviden SIS modellként hivatkozunk.

Szamos jarvanyos betegség megeldzésére kifejlesztettek véddoltast vagy mas preven-
cios stratégiat (a kovetkezOkben a vakcindlas kifejezést fogjuk hasznalni, de mas jellegii
megeldzési mdédszerre is gondolhatunk). Tehat vakcina esetén az egészséges egyedeket
oltjak, ¢€s igy azok, akiknél a ellenszérum hatdsos, védettséget szereznek a betegséggel
szemben. Tegyiik fel, hogy a fogékonyak ¢ részét iddegységenként vakcinaljuk. A
vakcinardl feltehetd, hogy azonnal kifejti hatasat (vagyis nem alkalmazunk késleltetést) és
csokkenti, de nem sziinteti meg teljesen a fertdzésre valo fogékonysagot. Ezt egy o korrek-
cids faktorral (0 < o < 1) modellezziik, amely o = 0 esetén tokéletes hatasfokot, o =1
esetén teljes hatastalansagot jelent. Feltételezziik, hogy a vakcina 6 aranyban hatasat veszti
(spontan mdédon). A modell egy 0j osztéllyal, a vakcinaltak V' csoportjaval boviil, igy a
kovetkezot kapjuk:
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') = u=BSO I(O-uS® +yI()-eSO+0V (D),
I't) = BSO 1= (u+ 1) +0o V() 1), (1)
V') =S —o V@) 1) = (u+6) V(o).

Tovabbra is fennall, hogy 1 = S(¢) + I(¢) + V' (¢). Ezt a modellt SIV'S modellnek nevezziik
(4. ébra).

4. abra

Ezt a folytonos vakcinalasi modellt tobb cikkben vizsgaltak: Brauer [1] megmutatta,
hogy a paraméterek bizonyos egyiittese backward bifurkacidot okozhat. Az eredmény egy
specialis algebrai egyenlet gyokvizsgalatara épiil, igy altalanos eljarasnak nem tekinthetjiik
mas modell esetén. A célunk, hogy hasonldo eredményt fogalmazzunk meg impulziv

vakcinalasi modell esetén.

5. abra

Az 1.3. részben bevezetett jelolésekkel a kdvetkezOképpen irhatjuk fel az impulziv SIVS
modellt (5. &bra):

SO=pu=-BSOIO)—uSO+yI)+6V ()
I'(t) = BSO IO - (u+y) [+ BV I(t) t+nT esetén,
V') =—a BV (1) 1)~ (u+6) V(0)
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SmTH=0-p)SnT")
InTH=1nT") t = n T esetén.
VinTH=VmT )+eSnT")

Ertelemszertien a kezdeti értékeket is ugy valasztjuk, hogy S(0)+7(0)+V(0)=1 ¢és
S0)=0, 1(0) =0, V(0)=0. Az egyenlet alakjabol latjuk, hogy a megoldasok végig
nemnegativak maradnak, vagyis az

Q={S, L, V)eR*:S+I+V =1, 820, 120, V=0

tartomany invarians. Mivel S(¢) + 1(¢) + V(¢) = 1, ezért a haromdimenziés modellt kétdimen-
ziosra redukalhatjuk. A vakcindltakra vonatkozo egyenletet elhagyva, a tobbi egyenletbe a
V(ty=1 —8(t) — I(¢) 6sszefliggést helyettesitve

{ S'(0) = p+0-BSW (1)~ (u+6) SO+ (y—0) [(1),
I'=BSOIE -+ IO+ BA=SO 1) I¢) % nT esetén,

ST =(1-¢)SnT), )
{I(nT*):I(nT‘) t =n T esetén.

A tovébbiakban ezt a rendszert fogjuk vizsgalni.

Periodus-leképezés és dinamika a
betegségmentes altéren

Keressiik a betegségmentes megoldast, hiszen a vakcinalas akkor lesz hatasos, ha ez a
megoldas stabil. Lattuk, hogy betegségmentes megoldds nem egy egyensulyi helyzet,
hanem egy egyensulyi periodikus megoldas. A betegségmentes megoldds megkereséséhez
tegyiik fel, hogy a betegség nincs jelen a populacioban, azaz I(¢) = 0. Ekkor a rendszer
egydimenzidsra egyszertisodik:

S'@0) =p+0-(u+6)S@® 4)
ST =(1-9)S(nT") (5)

A (4) egy elsOrendii, linearis, konstans egyiitthatos egyenlet. Az ilyen egyenletek
altalanos megoldasara még sziikségiink lesz, ezért irjuk fel a megoldast. Altalanosan a
kovetkezd rendszert vizsgaljuk:

{X'(t)+PX(t)= 0, ©)
x(t,) = x,.
Ekkor az altalanos megoldas a kdvetkezd alaku:

x(t) = % + e‘P("’")(xn - %) (7)

Legyen ¢t € [nT, (n+ 1) T], vagyis vizsgaljuk a (4)—(5) rendszer megoldéasat két
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beavatkozas kozott. Ekkor az S'(¢f) = u+6—(u +6)S(¢t) kozonséges differencialegyen-
letet kell megoldanunk. Ennek megoldésa:

S()=1+e WOEDEHT)-1).
Jelolje S,+1 az (n + 1). beavatkozas utani fertdzhetd részpopulacié nagysagat, vagyis:

Spr1 =S+ DT =1 - S(n+ D T7) =
(1-9)(1+e OIS T - 1) =1 -¢) (1 +e WS, - 1)).

Legyen
U(S) =(1-¢) (1 +e~ 0TS - 1)).
fgy S,+1 = ¥(S,). A periodikus megoldashoz a y fixpontjat kell megtaldlnunk:
Y(S*) =S
Kapjuk, hogy

(107 (1-¢)
1-(1=g) e =0T *

f—

Altalaban egy

x'(O+ Px(®) =0,
{ xnTH)=0-@)x(nT™)

impulziv rendszer esetén:

. -9 2077

I-(1-p)e T~ ®)
1. TETEL
A (3) egyenletrendszer betegségmentes periodikus megoldasa a kovetkezo alaku:
_ _ ’—(;1+9)T 1-
R PR Gl [ O
S =1+e ( i) e b7 1), hanT <t<m+1)T,
- 3 (1-e 07 (1-¢) 9)
S(n T) - 1_(1_90)18_(“9)7 ’
[(H=0, t=0.

Ez a megoldas a betegségmentes altéren globdlisan aszimptotikusan stabil.

BIZONYIiTAS
(9) T-periodikus, ugyanis ha ¢t # n T, akkor

S() = 1+ -0 - D(M _ ) _

1-(1-g) e (=0T

14 w0 @ r-een nf (a0 g
1-(1-g) e (=0T
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Hat=nT,akkor S(f) = S* = S((n+ 1) T).
Megmutatjuk, hogy (9) megoldasa (3)-nak. Mivel a fiiggvények periodikusak, ezért a

megoldast elég a [0, T'] intervallumon vizsgalni, ahol

E(t) =1+ @—(u+9)t(m _ 1)_

1-(1-g) e (=0T
Ezért

(E(l‘))' = —(,LL + 9) e~ 10 t( 1—(1-p) (0 T

u+O)(1-80)= p+0- BS®0 ~ (u+6)S(®) + (y=-6)0,
(I0)'=0=BS®OO - (u+y)0+5B1-St) -0)0.

Tehat az (E(t), I (t)) megoldasa a (3) rendszernek. Az S* fixpont konstrukcidja miatt

t = n T pontokban az impulziv feltétel is teljestil.

A stabilitashoz a leképezés fixpontjanak stabilitasat kell ellendrizniink. A  fixpontja pon-
tosan akkor aszimptotikusan stabil, ha |¢/(S*)| < 1. Elemi szdmolés adja, hogy

0<@(S)'=(-¢)(e W) <1.

Tehat az §* aszimptotikusan stabil fixpontja ¥-nek. Mivel a ¥(S) lineéris leképezés, ezért
S* globalisan aszimptotikusan stabil fixpontja -nek.

Egy interaktiv dbra a (4) — (5) rendszer megoldasaira:
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o —{J 0.1 y . T 089
{

u 0.01 0 {j 0.01
! !
T i 1.33 0 i 0.174
!
S
1.0
0.8 —
0.6 ;',—:
04— ]
L
/\/‘:
0.2
L L L L L L L L t
0 5 10 15 20 25 30

5. A betegségmentes periodikus megoldas
stabilitasa

2. TETEL
A (3) egyenletrendszer betegségmentes periodikus megoldasa lokalisan aszimptotikusan

stabil, ha 1? fOTE(u) + 0'(1 —§(u)) du < %

BIZONYITAS

Linearizaljuk az egyenletrendszert a betegségmentes egyensuly koriil. Legyen

{S(r):s(t)+_§(t) 10)
It =i()+1(1).
fgy a kovetkezé differencidlegyenletrendszert kapjuk:
{ S'O) = =BS@W i) —pus@) +yi@) +0(1-s@) —i(@) an
i'(0=BSOiIW) ~ (u+ Vi@ +0B(1-S®)i0).
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A (11) egyenletrendszernek a (0, 0) egyensulyi helyzete. Vizsgdljuk meg ennek a stabi-
litdsat! Ehhez definidljuk az egyenletrendszer A(¢) alapmatrixat:

s1(8) s2(0) )

AW = ( W) b

ahol (s1(2),i1(2)) és (s2(2),i2(¢)) az (11) egyenletrendszer (s1(0),i1(0)) és (s2(0),i2(0)) kezdeti
értékhez tartozd megoldasai.
Legyen

51(0)=1, 5(0)=0,
i1(0)=0, 0)=1.

Floquet-elméletet fogunk alkalmazni, ezért elészor megoldjuk a (11) kdzdnséges differen-
cialegyenlet-rendszert a 0 < ¢ < T intervallumon az adott kezddfeltételekkel.

Sl(t) — e—(,u+6')t’ i (0) — 0’ iz(f) — @fo[ BSw- (,u+y)+0'ﬁ(l—§(u)) )d’u.

Ezeket kiértékelve a t = T-ben ¢€s alkalmazva az impulzust, megkapjuk az

o[ mer 5 (T)
- 0 @foT BS @)= (u+y)+0 B(1-5w) du

monodromia matrixot. Az s,(7) meghatarozdsa mar nehezebb, de nincs is ra sziikségiink,
mert a stabilitasvizsgalathoz csak az M matrix sajatértékei kellenek és a karakterisztikus
egyenletben az s,(7T') egyiitthatdja 0. M karakterisztikus egyenlete:

((1 _ ‘P) 6_(’“+9) T _ A) (@fOT ﬁg(u)— (L +y)to ﬁ(l—g(u)) )d’u _ A) — 0’

amelynek gydkei: A; = (1 —)e WD T ¢, = e BS@= G+ y+o B(1-Sw) jdu

Az egyenletrendszer (0, 0) megoldasa lokalisan stabil, ha az eldbb kiszamolt sajatértekek
abszolutértékben 1-né€l kisebbek. A A; mindig 1 alatt marad, mivel az exponencialis kife-
jezés kitevOje negativ. A A, <1 egyenldtlenség pontosan akkor teljesiil, ha a kitevd
negativ, tehat

[ BS @~ (u+y) +0 B(1-5w) Jdu=
:forﬁg(“)Jf(Tﬁ(l—E(u)))du— (u+7y)T<0.

Atrendezve,

T b Swo(1-Sw) )du< 2.

Tehat a  betegségmentes megoldds  lokalisan  aszimptotikusan  stabil, ha

Tk Sw+o(1-Sw))du< =L
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Vegyiik észre, hogy ha a tételben szerepld stabilitasi feltétel jobb oldalat 1-re rendezziik,
akkor a kovetkezot ekvivalens egyenlétlenséget kapjuk:

Re:= Lo (1 [TS@du+o L [[(1-5w)du)<1.

Hty

Mivel a betegségmentes altéren I(f) =0, ezért V(t)=1-S@). igy az R. a kovetkezd
alakot olti:

R, %(%IOTE(u)cﬂu+0'1Ff0T7(u)du).

Latjuk, hogy a kontroll reprodukcios szam azt fejezi, hogy a jarvany kezdetén egy fert6zott
hany masodlagos fert6zést generdl (a populacidban atlagosan 1; fOT§ (u) du fogékony és
o 1; fOT V(1) du olyan vakcinalt tartozkodik, amely elvesztheti védettségét; ezek S rataval
talalkoznak a fert6z6 egyedekkel) a betegség teljes ideje (ulTy) alatt. Mivel pontosan ismer-

jiik S (¢) alakjat, ezért explicit meghatarozhat6 az R, is:

_e~T(u+)) (1 =
_ B 1. _ _ L (1 -T(u+0) (1 el )( ®)
Rc - uty (O-+ T (1 O-) (T u+y (1 e ) 1-(1-p) (E—T(;HH) .

Tehat a stabilitasi feltétel azzal ekvivalens, hogy az R. kontroll reprodukcios szam kisebb,
mint 1.

A betegségmentes periodikus megoldas
globalis stabilitasa

3. TETEL

Ha y -6 <0, akkor R. < I esetén a betegségmentes periodikus megoldas globdlisan

aszimptotikusan stabil.

BIZONYIiTAS
Mivel S'(t)=u+0-BSOI1O)—(u+O)SO+(y—-0) 1) <pu+6—-(u+6)St) a tételben
¢s a paraméterekre megfogalmazott feltételek miatt, ezért tekintsiik a kovetkezd 6sszehason-
lit6 rendszert:

x'(0)=p—pux(@+60-0x@),
{ xnTH=0-@)x(nT7).

Ennek a rendszernek a megolddsa a betegségmentes periodikus megoldéas, amirél mar
lattuk, hogy globalisan aszimptotikusan stabil a betegségmentes altéren. Az impulziv diffe-
rencidlegyenletekre vonatkoz6 0Osszehasonlitasi elv értelmében barmely €, > 0 esetén
letezik m; = 0 egész szam, melyre
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S() < S@) + €, nT<t<m+O)T,nT>mT.

A (3) masik egyenletébdl:

I'O=<IOBSO+ea)-(u+y)+0p-0B(S0)+€)))
nT<t<m+D)T,nT>mT.

Ez alapjan definidljuk a kovetkezd 6sszehasonlitoé rendszert:

{y'(t)=y(t)(ﬁ(l—0)(§(t)+el)—(u+7—<fﬁ)), 1)

ynTH)=ynI).

igy y(t) = I(¢), amennyiben y(0) = 0. Ha az egyenletet (n 7, (n+ 1) T]-n integraljuk, a
kovetkezot kapjuk:

n+1)T = ’
y((n+ l)T) — y(l’l T) @fn(T ﬁ(l—o')(s(l)+€1)_(ll+7’_0',3)dt.

Ebbdl iteracioval adodik, hogy

YN T) = yo ek BI-0SWra)=(u+y-o prdi,
ahol yy = y(0*) > 0. Ha R, < 1, vagyis 1; fOTE(u)+0'(1 —§(u)) )du < %, akkor €;-et
valaszthatjuk olyan kicsire, hogy 1; fOT§ (u)+0'(1 —§(u)) +el)du < % is teljesiiljon.

Ekkor lim,. y(nT) =0, mivel a kitevd negativ. Emellett felirhatjuk a (12) rendszer
megoldasat is:

W(t) = y(n T) ehrPI-D S @re) = tury-cfrds nT<t<(m+)T.

amibél lim,_, ., ¥(£) = 0. igy megkaptuk, hogy lim,_,., 1(r) = 0.

A célunk megmutatni, hogy R, <1 esetén S(t) - S(f), amint ¢ — co. Az elé6z6bdl
kovetkezik, hogy minden €, > 0 esetén létezik my, = 0, my, € Z, m; < mp, melyre I(¢) < €,
amikor t>my T >m; T.

Ujra (3) elsé egyenletét felhasznalasaval kapjuk, hogy

S'O>u-BSOe—uSO+ye+0(1-St)—€).
Ezzel definialjuk a kovetkezd 6sszehasonlitd rendszert:

O =pu-Pz)e-—puzt)+ye+0(1-z(t)—€),
{ zmTH=(1-)z(nT).

Felhasznalva a (7) és (8) képletet, kiszdmolhato a z(¢) T-periodikus megoldas €s z* fixpont,
amelyrdl belathato, hogy globalisan aszimptotikusan stabil. z(¢) a kovetkez6 alaka:
(1-¢) Hty e +8(1-€) (1_@—(;1+9+BEZ)T)

— _ Mty 62+9(1—62) _(’u+9+’3 52) (l—l’l T) p+0+p ey Mty 62+9(1—62)
Z(t)=—"—F"=+¢
u+6+p e 1—(1-¢) e~ Wr0+8e) T u+0+p e

2

nT<t<m+1)T.
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Legyen z(f) az 6sszehasonlitd rendszer tetszdleges zp = z(0*) > 0 kezdeti értékbdl induld
megoldasa. Az impulziv differencidlegyenletekre vonatkozo 6sszehasonlitasi elvbol tudjuk,
hogy a (3) rendszer barmelyik megoldasara, amelyik az Sy =S(0")=2zy>0 ¢és
Iy = 1(0™) > 0 kezdeti értékekbdl indul, 1étezik m3 = 0, m3 € Z, m; < my < m3, hogy

SO >z)—e,nT<t<m+DT,nT>msT.

igy Z(t) — €5 < S(t) < S(¢) + €, ahol Z(¢) » S(?) egyenletesen, amint €, — 0. Mivel €; ¢€s €,
tetszOlegesen kicsik, S(¢) - S(#), amint ¢ » co. Tehat az S(¢) globalisan attraktiv, vagyis a
rendszer betegségmentes megoldasa globalisan aszimptotikusan stabil.

7. Perzisztencia-tulajdonsag R, > 1 esetben

4. TETEL

Ha R. > 1, akkor létezik egy pozitiv m; konstans, hogy a (3) rendszer minden megolddsa
eseten liminf 1(t) = m; , vagyis a betegségre erds egyenletes perzisztencia teljestil.

=00

BIZONYITAS

Eloszor tekintsiink egy tetszlleges I* € (0, 1) szamot. Tegyiik fel, hogy létezik #, > 0,
hogy I(¢) < I* minden ¢ = ¢, esetén. Ekkor (3) els6 egyenletébol

S'O>u-Br—uStH+0(1-S)-1")

t = 1y esetén. Tekintsiik a kovetkezd 0sszehasonlitdé rendszert
w@O=pu=-Br—puw@®+0(1-w@-I1),
wnTH=(1-@wnT), (13)
wiy") =0

t > 1y esetén, ahol 7, := [%‘)1 T. Ennek a rendszernek is kiszamolhaté a w T-periodikus,

globalisan aszimptotikus megoldéasa

- M o (0 T
w(t) = BHOZBHO I p=(u+6) (¢=n T) (- = (e Lot p0-(B+0) I*
—+

L+0 1=(1-¢) e~ W) T u+o (14)

nT<t<m+1)T,

igy minden € > 0 esetén létezik olyan 7, > 7¢, hogy
w(t) > w(t) — € (15)

t>1t esetén. Az impulziv differencidlegyenletekre vonatkoz6 Gsszehasonlitasi elvet
felhasznalva
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S(t) = w(t) > w(t) — €
t > t; esetén. (3) masodik egyenletét felhasznalva:
I'zI) (B —e)—(u + ) +0 (1 - (WMD) —9)),

t >t esetén. Legyen K* € Z* és K*T > t; és integraljuk (n 7T, (n+ 1) T]-on az el6z6

egyenldtlenséget

Hn+D)T)= InT)ehr  BOO-0-(u+y+o BU-Gr0-e)dr (16)
amibdl

I(K* +n)T) = I(K* T) &" b BFO-0=(u+y)+o 1= Gin-e) dt

Legyen « := fOT,B (Wt)—€e)—(u + y)+ 0 B(1 — (W¢t) —e))dt. Latjuk, hogy e » 0, I* - 0

esetén w(¢) » S(¢). Ha € és I* elég kicsi, akkor az R, > 1 feltétel atrendezésébdl kapjuk,
hogy @ > 0. igy

I(K*+n)T) = I(K* T) " - co, amint n - co.

Ez ellentmond /(¢) korlatossaganak, tehat ha /* elegendden kicsi, akkor nincs olyan ¢,
hogy I(t) < I" t =1, esetén. Emiatt két eset lehetséges: létezik ¢, > ¢;, melyre I(¢) > I*
minden ¢ = t,-re vagy I(¢) oszcillal I* koril. Az elsé eset épp a perzisztencidt igazolja,
my ;= I*, ezért a tovabbiakban az oszcillalo esettel foglalkozunk.

Az el6zd levezetésbol latszik, hogy van olyan #3, hogy I(¢;) > I*. Legyen t4, > t; tet-
inf {I(¢) = I}, ekkor

>ty

szOleges gy, hogy I(t4) < I*. Legyen ¢, :=sup{l(t) =1} és ¢* :

1<ty
I(t) < I*, hat € (¢,, t*), és I(¢) folytonossaga miatt [(z,) = I(t*) = I". Felsd becslést fogunk
adni a F—t, kiilonbségre. Legyen Ty = [51 T-t,, Ty =1 — 1o,

T
T3 1= [“”%1 T—(t +71,+12). Legyen ng=min {n e N: e @) uty+o Brna 1}.

Megmutatjuk, hogy ¢t — ¢, <2+ 1, +no T. (Vegyiik észre, hogy 71 < 1, 73 < 1, 1,-t pedig
az (13) rendszer a megoldastol fliggetleniil definidlja, igy n is fliggetlen a megoldastol.)
Mivel a > 0, ezért ilyen nq 1étezik. Tegyiik fel, hogy t* — ¢, > 2+ 7, + ny T. Ekkor

I'z—-(u+y+op)IQ@) (17)

miatt I(t, + Ty + T +73) = [* e T U y+0 ) 5 [ o=Qima) (740 )

Hat>1t, + 1+ 1, + 13, akkor a (16)-ban leirt egyenldtlenség teljesiil, igy
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It, +T1+ T2+ T3 +ng T) = I @ (T2t T) WHyHT B) pio @ 5 [+ p=CHT) (4 Y+0 ) glo@ 5 %
ami ellentmondas. Tehat ¢ —t, <2+7y+nyT és I(t) = I* e H+YHo B Q+ratne D) — -y,
minden ¢ € (¢,, ") esetén, ezért specidlisan #4 esetén is, ami tetszOleges volt. Ezzel a tételt
bebizonyitottuk.

Bifurkacio- analizis

A dolgozat elsddleges célja mar az elején is az volt, hogy valaszt kapjunk arra, vajon a
SIVS modellben impulziv vakcinalds esetén is fellép-e a backward bifurkacio jelensége. A
numerikus szimulaciok azt mutattak, hogy a két vakcinalasi modell Iényegesen nem kiilon-
bozik egymastol, igy talaltunk a paramétereknek egy olyan egyiittesét, amely esetén bistabi-
litas Iépett fel: ha a kezdeti értékek nem voltak kozel egymashoz, akkor a megolddsok
kiilonb6z6 periodikus megoldashoz konvergaltak. Tehat a sejtésiink az volt, hogy az
impulziv SIVS modellben is felléphet a backward bifurkaci6. Ennek matematikai
bizonyitdsa azonban mar kozel sem trividlis. A kdvetkezokben egy A. Lakmeche és O.
Arino altal 2000-ben publikalt cikk [3] technikdit mddositjuk és alkalmazzuk, amelynek
alapgondolata a Ljapunov-Schmidt moédszer és az implicitfliggvény-tétel hasznalata. A [3]

crer

jobban illeszkedve, a ¢ vakcinalasi tényezot valasztottuk bifurkacids paraméternek.

A kovetkez0 jeloléseket vezetjiik be:
X = X(t) = (S(), 1(¢)) a megoldasok vektora,
FX) = (F\(S, D), Fo(S, D) =
=(u-BSI-uS+yI+0(1-S-0, BSI—(u+I+opB(1-S-DI)
a redukalt SIVS modell jobboldala,
BOp, X) = (O1(p, (S, 1)), Ox(p, (S, 1)) =((1—-¢)S, I)a vakcinalasi impulzusok.
t; =i T az impulzusok idépontjai, i =0, 1, 2, ...
Ekkor a modell a kovetkezd alakot 6lti:

S'=F(S, I) (18)
I'= Fy(S, I) (19)
S(#) = O (e, (S@7), 1)) (20)
1(t7) = Oa(e, (S7), 1(47))). (21)

Latjuk, hogy F>(S, 0) = O,(¢p, (S, 0)) = O1(p, (0, 1)) =0 és O(p, X) #0, ha S 0, illetve
Oy(p, X)#0,hal+#0.
Legyen @, az (18) — (19)-hez tartozo6 folyam

X)) =0(X,),0<t<T, (22)

ahol X, = X(0). Ekkor X(T) = ®7(Xp) = : &(Xp). A vakcina azonnal kifejti hatasat, legyen
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X(T*) a vakcina beaddsa utani allapota a populacionak. fgy X (7*) = O(¢, B(X))).
Legyen ¥ a kovetkezOképpen definidlt operator:

¥, X) = (Yi(p, X), ¥a(p, X)) = (¢, P(X)) (23)

¢s jeloljik Dy W-vel a ¥ derivaltjat X szerint.
Ekkor X, egy T-periodikus megoldasa (18) — (21)-nek pontosan akkor, ha

P(p, Xo) = Xo, (24)

illetve X, aszimptotikusan stabil, ha Dy ¥ spektralsugara kisebb, mint 1.

Mar lattuk, hogy a (18), (20) problémanak x, = 0 feltétellel van egy aszimptotikusan stabil,
T-periodikus megoldésa, ezt S(¢)-vel jeloltiik. Rogzitsiik a vakcinalasi tényezé kivételével a
paramétereket, ekkor az R, = 1 egyenldség altal meghatarozott ¢ értéket jeloljiik ¢p-val. A
tovabbiakban a ¢g-hoz tartozé T-periodikus megoldassal foglalkozunk, jeloljiik ezt Sy(7)-
vel.

Végil legyen {(¢) = (S_O(t), 0) a T-periodikus megoldasa (18)—(21)-nek a kétdimenzids

térben.

Mivel
90, 00y \ (9% 9P

Dy ¥(p, X) = Dx ¢, B(X)) Dx B(X) = [352 ro, ][ S ](X),
o o N\ as o

emiatt Xy = (xo, 0)-ban (ahol xy = So(0) = S%)

S5

00, 090,

Do 3 (l=w0 0| s Tar
x P(po, Xo) = Dx B¢y, (X)) Dy ®(Xp) = 0 1 0 o, (X0).

ol

A betegségmentes periodikus megoldas stabilitasi feltételeit most a kovetkezd alakban
tudjuk felirni:

(1= ) TR | < ] gs | 222450 | <, (25)
A (18)-(17)-hez tartozé
57; (Dx ©4(Xo)) = Dy F(®,(X)) Dx ,(X)
variacios egyenletbdl a kovetkezo feltétellel

Dy ®,(Xp) = Idg:

09,(Xy) 0P1(Xp) 4, 9Pr(Xp)
o5 0 a1 S8 T o . Ezekre a

kiszamithato

TR (L0)
34)(;ng0) :@fo ‘(?—Sdr’
doi(Xy) _ (T (ML), aF(:(u» ﬁ"FZ<‘(”’d
o1 fo @ "du,
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0 Dy (Xo)

s =0 .
T 0 F>(L(r) .
D) = b~

képletek adodnak. Ezért (25) masodik egyenldtlensége a kovetkezd formaban is felirhato:
b5 (26)

A kovetkezOkben azt fogjuk vizsgalni, milyen feltételek mellett léphet fel backward bifurka-
ci6 a ¢ kozelében. A szamolashoz a ¢ és az X valtozok helyett @ és X valtozokra tériink at,
melyekre ¢ = @y + @ és X = Xo + X.

Az 1j valtozokkal a fixpont-probléma a kdvetkezOképpen is olvashatd

N(g, X)=0, (27)
ahol
N((ﬁ, Y) = (N](a, Y), Nz((f, Y)) = XO +A_/—‘P((,00 +¢, XO +A7).

Ha (, X) az N zérushelye, akkor X, + X a ¥(¢o + &, .) fixpontja.
Mivel { egy T-periodikus, ¢y-hoz tartozo betegségmentes megoldasa (18) — (21)-nek, ezért
ehhez tartozik egy X; fixpontja ¥( ¢y, .)-nak. Az Sy(f) stabil megoldas, ezért kapjuk, hogy

1= (1 - p) 2250 | 5 0 (28)
Jeloljiik N derivaljat a kovetkezé matrixszal:
_ a b
N D)= (5 ] (29)

Legyen a'=aqg, b'=by, ¢'=co, d'=dy az (X; @) = ((0, 0), 0) helyen. A matrix elemeit

kiszdmolva

(2 o).
b':—(aa% %+ % %) (Xo + X 00 + ),
o= —(22 24 92 08 (X, + X 0o + ),
PR e e

és (@, X) = (0, (0, 0))-ra, felhasznalva ©(X)-et, illetve, hogy s 292 (X,) = 0, kapjuk hogy

ay = 1-(1-¢p) (%) (Xo),

bo = —(1-90) (51) (Xo),
C():O,
do=1-(%7) (Xp).
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gy co = 0 és ag > 0, mivel (1 — o) (52 (Xo) < 1 S(1) stabilitasa miatt.

Ahhoz, hogy a betegségmentes periodikus megoldastol kiilonbozd periodikus megoldas
lépjen fel, a Dy N(0, (0, 0)) Jacobi-matrix determinansénak sziikségszertien nulldnak kell
lennie. Ebbdl kovetkezik, hogy dy = 0. Ez esetiinkben pontosan azt jelenti, hogy bifurkacio
ott 1éphet fel, ahol a (26) éppen 1-gyel egyenld, vagyis az R, = 1.

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy dy =0, vagyis R. = 1. A betegségmentes periodikus
megoldastol kiilonbozd periodikus megoldds az R. = 1-bdl agazik el, ami eléredgazasnal
egy endemikus egyensuly megjelenését jelentheti, hatrafelé agazasnal pedig éppen a back-
ward bifurkéciot okoznd. Csak a pozitiv megolddsokat vizsgalva akarunk elégséges
feltételt adni a bifurkécio 1étrejottére.

A kovetkezOkben a fixpontegyenlettel ekvivalens (27) egyenlet analizisét végezziik el.
Mivel feltessziik, hogy det(Dy N(0, (0, 0))) = 0, igy nem tudjuk alkalmazni az implicitfiigg-
vény-tételt az X valtozo6 ¢ fliggvényeként valdé megaddsara. Ahhoz, hogy a problémat
kezelni tudjuk, a Ljapunov-Schmidt redukciods eljarast hasznaljuk. Az eljaras Iényege, hogy
megadjunk egy olyan ekvivalens egyenletrendszert, amelynél mar alkalmazhato az implicit-
fliggvény-tétel. Eddig azt tudjuk, hogy N(0, (0, 0)) =0, legyen Dy N(0, (0, 0)) = E egy

linearis leképezés matrixa.

1. lépés: Felbontjuk a fazisteret az E leképezés mag- és képtere segitségével.
Latjuk, hogy dimKer(£) = 1 = co—dimIm(E). Legyen P ¢és Q a Ker(E)-re és Im(E)-re
vonatkozo projekcid, melyekre:
P(R?) = Ker(E) = Span (¥o} , ahol ¥ = (- 2, 1],
ap
O(R?) = Im(E) = Span {(1, 0)}, (/ - Q) (R?) = Span {(0, 1)}.

2. lépés: A felbontast alkalmazzuk az egyenletre - igy két egyenletet kapunk, amelyek
egyiittesen ekvivalensek az eredetivel.

Nyilvanvald, hogy u € R? esetén u = 0 & O(u) = 0és (I — Q) (u) = 0. Ebbd] kapjuk, hogy

N(p, X)=0
& O(N(@, X)) =0éU-0)(N(@, X)) =0 Nip, X)=0és Ny, X)=0.

Ezen kiviil alkalmazzuk az R? = Ker(E) @ Im(E) felbontast X -ra, vagyis X=aYy+Z,
ahol @« € R, Z =2z (1, 0) = (z1, 0), z; € R egyértelmii eldallitas.

fgy (27) ekvivalens a kovetkezével:

Ni(@, a Yy +2) =0,

30
No(@, @ Yo +2) = 0. (30)

3. lépés: Megmutatjuk, hogy az egyik egyenlet esetén mar alkalmazhato az implicitfiigg-
vény-tétel.
(30) els6 egyenletébdl
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INL00.0) _ ON(0.00) 3 _
= a5 o, —0#0.

Tehat az implicitfiggvény-tétel szerint Iétezik egy elegendden kicsi 6 >0 és egy
egyértelm, folytonos Z* fliggvény, hogy

Z*(‘za G,’) = (Zl*(‘za a’)a O)a

2*(0, 0) = (0, 0),

Ni(@, a Yo+ Z%(p, @) =0
minden (@, @) -ra, melyre |a| < 6 €s |g| < 9 és

9 N1(0,(0,0)) ON; oS ON; dl M(ﬂ)+w 0_/

0z,°(0,0) _ S _ 39S da ' ol da _ 05 \ag ) 9 da _ ONLON, | by _
da = T aN000) T aN, - 9N, = _( 9S ) ol + a 0, (31)
as as as
. 07°(0,0)
vagyis — = = 0.

4. lépés: A tétel eredményeképp kapott megoldast a masik egyenletbe helyettesitjiik.

Tehat N (g?, )7) = 0 akkor és csakis akkor, ha
J@ =M@ a(-2 1)+ @@ @, 0) = M(F (- Za+2'@ @), e))=0. (32)
Eddig azt tudjuk, hogy f(@, @)-nak zérushelye a (0, 0), ezért sziikség van f(p, @) maga-
sabb rend(i derivaltjaira egy olyan i rendig, melyre D' £(0, 0) # 0.
& felsé parciélis derivaltjai:
Vezessiik be a kovetkezd valtozokat: n() =@y +@, n1(p, @) = xg— 2—2& +z1*(p, @),

772(‘?’ G,’) = .
gy
f@ =M@, (-2 a+2°@ a), a)) = 0+T-¥a(po + 7, Xo+X) =

@ =¥o(g0 + 3, (0, 0) + (= 2 @+ 2@, @), @)) =12 = O, €11, ).

0 f@@) 1o a1
% kiszamitasa

A fentiekbol

0 f(@,
LG (3, — 0,7, U, 7)) =

(00, (0Pi(i) 0zt (= 00, (0D 921"\ (=
( as ( as s )("0’ )+ 77 ( a8 oz )("0’ a)),
ellenben

0 0x(D((m1,172):m)) _
SR (0, (0, 0)) =0,
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D010 (0, 0)) = 0

igy 2220 — ¢,

g
0I@9 yiszamitasa
oa
Masrészt
I/ _ _ _1_ 392 9P (11,72) (_b_o 32_1*) 34)1(’]1,7]2)) _
L0 = Ty - s, OOy, ) = 1 - B (PR (DA @ @)

00, (02201m2) ( bo 3i) 34)2(’]1,7]2))

31( as ( PR @, @),
azonban

0 0,(D((m1,172):m)) _
L (0, (0, 00) =0

34)2((’]1,712),71) (0 0)

dy=1- (66(32 M)Z) (Xo; o) = 0 a feltevésiink szerint,

. 9.£(0,0)
igy fa—a =0.

Emiatt D f(0, 0) = (0, 0).

A tovabbi szamolasok miatt irjuk fel a or éz’a) ¢s UL g’f @) leegyszertsitett alakjat:

0f@®) _ 1 (0®2G1m) ( by | 021" 34)2(’]1,7]2)) —
da I ( N ( ao+ 6a)+ al @, @)

0f@®) _  (0%0nmm) 92"\ —
o7 ( s ap )(9"’ “))'

f masodik parcialis derivaltjai

4 = 2L@O i amitasa

6_2
Az eddigiekbdl
Fr@a) 9 (af@m)_ K2 ( (a%(m,nz) dz* ) ))
g op\ g T dg as @ @)
PfE@ _ dz* (32‘1)2(711,712) 0z | 09(71,12) ) _0®() Pz
. 7 dS* g 38 g as Vg
Azonban

800,00 _ 8 9,(0,00 _ 99,0,0) 0
as a8t T 4sdp T
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, AC)
lgyA = ? =0.
C= i g(ﬁ 2 kiszamitasa

Masrészt
O’ fpa) _ 0 (0f@a)\ _ 9§ ( (3%(7]1,7]2) ( by | 9z ) 0 ®(11.172) )) _

Pye _aa( da )_6(1 1 a8 o a )t T @, @),
o fga) _

da? -

POy (mm) (_ bo 32_1*) _9 8> ®2(171,172) (_ bo o 32_1*) _ 000 Pzt P Do)

oS> agy da dS oI ag da oS da? or

Mivel ZLED = (31)-bol, 22200 = SR ¢ gy
& fpa) o) 8> ®a(n1,m2) by _ P D) C

4t 4SoI  a ar -

A képletben szerepld tagokra némi szamolas utan a kovetkezd zart formulakat kapjuk:

P 0rt.X) _ f [ SRy dr #FEwW) jg’(%l’z({(r))d’r du,

4S8 a1 4S8 a1
& <I>;(It2,Xo) _ f@fﬂ Fy(L(r) dr 62Fz(£(u)) eh'a 2 Fyc ) dr du+

3 2 i / 9 /
f {@fu S F(L(r) dr 6225(%} {ﬂ@ ), as 160 dr w ol P dr dp} du,

0 ,
B= af (;0,) kiszamitasa

Emellett
O f@a) _ 9 (0@ _ I ( (ad>z(m,nz> ( by azl*) 00207112 \\ =

daop aa( a0 )= oz |1 a8 w e )T T o ))("0’ @,
9 f(@.a) _ _(32‘1)2(711,712) oz;" (_b_o+ 321*) OO ) 8%zt | P Po(nim) 321*)

oa g oS82 0p ag O oS da 0p 1S g
Azonban
4z1°(0,0) 920,00  80,(0,00 0

2 R | B

(30)-bol implicit derivalassal

Z(xo+(-2)a+z@ - A= @i, m)) =

921" (@)

0P (,2) dz*\ _
A2 = (=i, )+ (=1 =)= 0.

aS g

(@, @) = (0, 0)-ban kiértékelve, majd rendezve
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02°0,00 _ _ D1 (x0,0) _ 21,0

e 1=(1-gp) 22000 “

igy

P f@a) P om) Pilxg,0)
dadg 9IS ao

= :B.

(parcidlis derivaltak) O
Ezek szerint a kovetkezdt tudjuk felirni:
D? £(0, 0) (g, a)> =2Bap+Ca?.

Ebbdl kovetkezik, hogy
@ o) =75 f@ o),
ahol
f@ @) =2B3+Ca+ = opan((|8|+|a]?), (33)

Tovabba ‘”;% =2 B (hasonléan 2222 = (). fgy, ha B # 0 (hasonléan, ha C # 0), akkor

az implicitfliggvény-tétel értelmében talalhatod egy © = &é(a) (hasonldan a = A(p)), melyre
minden « esetén (hasonléan @ esetén) a 0 kornyezetében f(f(a), a) =0 (hasonldan

f@, A(@)) =0 ). Ekkor, ha BC # 0, akkor % ~ — %. Tehat, ha f(p, @) =0, akkor
_C
2B°

@ o
=
BC = 0 nem hatarozza meg a viselkedést; ekkor az f harmadik derivaltjait is ki kell sza-
molni a sorfejtésben. Ezek alapjan a kovetkezo tételt fogalmazhatjuk meg:

5. TETEL

Tekintsiik a (21)-ben definialt Y(p, X) operatorcsaladot. Amint a ¢ paraméter dathalad -
n, az Xy fixpont egy kérnyezetében egy nemtrivialis fixpont jelenik meg, ami a (3) rendszer
endemikus periodikus megoldasanak felel meg. Ha BC < 0, akkor a bifurkacio szuperkri-
tikus, mig a BC > () esetben szubkritikus.

Ha ¢ = ¢y, akkor éppen dy =0, azaz R. = 1. Tehat a bifurkédci6 pontosan akkor torténik,
amikor a reprodukcids szdm athalad a kritikus értéken. A bifurkéacié irdnyat az = ~ — %
relacidé magyardzza, az « > 0 ag tartozik a (3) endemikus periodikus megoldasahoz. A

BC = 0 degeneralt esetben magasabb rendii derivaltak kiszamitasara van sziikség.

Mivel a ¢ novekedése esetén az R. csokken, igy a tétel allitdsa a kovetkezoképpen fogal-
mazhatdé meg: a (p, @) sikon 1évé szuperkritikus bifurkéci6 a modellben egy backward
bifurkéaciot jelent. A tételbeli szubkritikus bifurkécié a modellben megjelend transzkritikus
bifurkaciot magyarazza.
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A tétel illusztralasaképp két konkrét esetben megnéztiik a BC szorzat eldjelét. Mivel a C-
ben harom, egymasban 1év6 integrallal van dolgunk, amit a Mathematica is nehezen kezel,
igy egy egyszerli kozelitéssel dolgoztunk. A o =0.1, y =0.89, ©=0.01, §=0.01, T =1,
¢ =0.174, B=5.32 paraméterek esetén az R. = l-ben backward bifurkéacio alakul ki;
ekkor a BC szorzat értéke —30.4828. Az elobbi paraméterek koziil a u értekét 0.31-re, a 8
értékét 2.23-ra valtoztatva mar forward bifurkacio 1ép fel; a BC szorzat ekkor 2684.44,
tehat pozitiv.

Numerikus vizsgalatok: fazisképek

Mivel a modell a [1] cikkbdl szarmazik, amelyben Brauer felir egy feltételt a backward
bifurkaci6 létezésére, ezért elészor a cikkben szerepld masodfokll egyenlet megoldasainak
diagramjat implementaltuk. Ez a folytonos modell (1) egyensulyi helyzeteit adja és ezt
rajzoljuk ki a 7. dbran Az otlet az volt, hogy ha a folytonos modellel “analog” az impulziv
rendszer, akkor a folytonos vakcindlds esetén backward bifurkaciét okozd paramétere-
gylittes az impulziv esetén is ugyanezt a jelenséget idézi eld. Az elsé vizsgalatokhoz fel-
hasznalt paramétereket ebbdl az interaktiv abrabol nyertiik.

| 1
(o 0
| 0.89
Y 5
B 74
@ B 0.1

u CD 0.01
0 GD 0.01

0.6 -
04 r

02 r
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o —{]J 0.1 y — = 0.89
p ] 0.01 0 {J 0.01
¢ —{] 0.174 ty ] 73.8
T ] 1 R.=0.6

Uj pont hozzaadasa: Alt+Klikk

A faziskép (8. abra) kapcsan implementaltunk egy rutint, amely a 0 < S+ 1/ < 1 tartomanyt
négyzetekre osztja fel (az atfogd mentén haromszogekre); a négyzetek kozéppontjaibol
inditottunk megoldasokat, €és egy nagy t-re rogzitettiik az értékpart (hasonldan jarunk el a
bifurkacios diagramnal is). Egy négyzetet kékre szineztiink, ha a betegségmentes egyensuly-
hoz konvergilt, pirosra, ha az endemikus egyensulyhoz (az egyensulyi helyzeteket szintén
feltiintettiik). Igy kirajzoltuk a két stabil periodikus megoldas vonzasi tartomanyat. Az R,
értékét 0.6-ra rogzitettiik, a paraméterek a 8. abra paraméterei.
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0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
9. abra

A megoldasgdrbék abrajaban a fliggdleges vonalak a Mathematica figgvényabrazold
rutinja miatt jelentek meg: a program a fliggvény képletébdl pontokat general le, amelyeket
ezutan szakaszokkal kot 0ssze. A szakadasokat nem tudja kezelni, ezért az ugrasban egy
fliggdleges vonallal folytatja. Az [1] cikkben Brauer R(¢p)-vel jeloli a reprodukcios szamot,
a folytonos modellnél ezt valtoztathatjuk. A ¢-t ismét rogzitettnek tekintjiik, ezért a
értéke igazodik a rogzitett paraméterekhez. A S mellett az impulziv modellhez tartozé R,
értékét 1s feltiintetjiik. A megoldasokat az ((S*, €), (S*, 1 —S* —¢€)) pontokbdl inditjuk. Az
interaktiv dbrdn a paraméterek valtoztathatok és valthatunk a folytonos és az impulziv
vakcinalas modell k6zott.
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Vakcinalasi modell | IDE ODE

o 0.1 y (— =089
u 0.01 0 {] 0.01
R) ] 0.788 ty ] 48.4
T 1.33 ¢ —{] 0.174
e —{] 0.0255

B= R.= 0.772466

Stpr*= 0.110802 Sopg*= 0.103093

S

1.0 -

0.8 i

0.6 i

04|

1.0

0.8

0.2

0.6

0.4

20 30 40

10. abra
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Numerikus vizsgalatok: bifurkacios diagram

Mar az elsé interaktiv abrdk azt mutattdk, hogy a folytonos modellhez hasonloan, az
impulziv modellben is beallithatok a paraméterek gy, hogy a kezdeti értékektdl fliggden
két stabil periodikus megoldas alakuljon ki. A folytonos esetben a bifurkécios diagramon ez
egy visszahajlo gorbét eredményezett - természetes volt a célkitizés, hogy az impulziv
esetben is rajzoljunk egy bifurkacios diagramot, amelyen ugyanez a backward jelenség
figyelhetd6 meg. Mivel az egyenld idokozonként bekdvetkezd impulzusokkal hatd rend-
szereknél a periodikus megoldasok stabilitasat vizsgaltuk, igy elsdé ranézésre nem volt
egyértelmii, mit dbrazoljunk a bifurkdcioés diagramon. TObb alternativ lehetdség kinalko-
zott: az impulzus el6tti vagy utani fertézok szama, a T-periddusban a fert6zOk atlagos
széma. Lathato, hogy ezek kozott a szemléltetés szempontjabol nem lehet igazan kiilonb-
séget tenni, ezért a konnyebb implementalhatosag érdekében az impulzus eldtti fert6zok
szama mellett dontottik.

A célunk az volt, hogy egy konkrét esetben felrajzoljunk egy bifurkacios diagramot, amely-
nek vizszintes tengelyén az R, valtozik. A terv az volt, hogy egy adott R, esetén kiilonboz6
kezdeti értékekbdl inditunk megoldasokat, és egy nagy 7 idOpontban megnézziik, mennyi
fert6z6 van a populdcioban. Mivel a backward jelenséget akartuk megfigyelni, ezért
kozvetleniil a betegségmentes periodikus megoldas kozelébdl indultunk (ez az (S*, 0) pont
volt), és a fert6zok szdmanak novelésével egyszercsak elhagytuk a betegségmentes peri-
odikus megoldas attraktivitasi tartomanyat - ha ez bekovetkezett R. < 1 esetén, akkor a
diagramon két pont jelent meg. Tudjuk, hogy R. < 1 esetén a betegségmentes megoldas
aszimptotikusan stabil, igy a masik pontnak egy endemikus periodikus megoldasnak kellett
lennie. Méar az elsé szimuldciok eredményei is azt mutattak, amit szerettiink volna: R, < 1
esetén is megjelent egy masik stabil &g az / = 0 mellett.

Ezek az eredmények azonban még nem a teljes képet mutattadk, ugyanis a bifurkécios
diagramon az instabil periodikus megolddsnak is rajta kell lennie. Az instabil rész kiraj-
zolasa altaldban nehéz feladat, erre egy lehetdség, hogy az idében visszafelé¢ haladva tekint-
juk a megoldasokat, hogy konvergéalnak-e az instabil allapothoz. A folytonos modell
fazisképérdl azonban megallapitottuk, hogy egy nyeregpontrdl van szo - emiatt ezt az
otletet el kellett vetni, mivel numerikusan nagyon nehéz lett volna “eltalalni” a stabil sokasa-
got. Emiatt egy masik megkozelitést valasztottunk, ami a peremérték problémaknal
hasznalt “shooting method” elvén alapul. A numerikus vizsgalatokat Wolfram Mathema-
tica-val végeztiik és a program széleskdrben alkalmazhatd programozasi eszkdzoket kinal
listak (vektorok) €s matrixok kezelésére, ezért egy szemléletes modszert alkalmaztunk.
Mar a korai eredményekbdl is ki lehetett olvasni, koriilbeliil hol jelenik meg az elsd, R, = 1
el6tti endemikus periodikus megoldas (ez egy (R.*, I*) pont volt). Az [R.", 1] intervallu-
mot  kicsi, egyenld hosszisagu intervallumokra osztottuk be, és minden R, értékhez
(8*, ko) alaka pontokbol inditottunk megoldasokat (k =1, 2, ..., a 1épéskdéz a k-val
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egyiitt valtozhatott). Igy adott R.-hez tartozé parok listajaban volt egy k* index, amely
elétt még 7-ra az (S*, k 6;)-bol inditott megoldas (S*, €) alakuva valt (e < 1071), a k* -6l
kezdve pedig a masodik komponens mar legalabb /* nagysagu volt. Ekkor a &* 6~ koriil-
beliil azt a pontot adja meg, ahonnantdl tdvolodva mar az endemikus periodikus
megoldashoz konvergalunk, eldtte pedig az (S*, 0)-hoz. Az els6 ilyen abrakon latszott,
hogy a megfelel6 beosztassal ki tudjuk rajzolni az instabil részt. A kdvetkezOkben az imple-
mentalasra vonatkozo legfontosabb informaciokat irjuk le.

A paraméterekre a kovetkezd értékeket rogzitettilkk: o = 0.1, y = 0.89, u =0.01, 6 = 0.01,
T=1,90=0.174 (a rogzitett ¢-re ugy gondolunk, mintha a kampanyban ekkora a ma-
ximalis rész, amelyet be tudunk oltani). Az R.-tengelyen a [0, 1.5] intervallumot 0.05
hosszi egységekre osztottuk fel, minden osztopont esetén kezdeti értékek egy listdjat irtuk
fel és a lista elemeibdl inditottuk a megoldasokat; a kapott megoldasokat a [0.9, 1] interval-
lumon a 7 = 400 idépontban, a tobbi intervallumon a 7 = 300 idépontban értékeltiik ki (a
[0.9, 1] intervallumon azért volt sziikség késdbbi idépontra, mert a rendszer mar 1074
nagysagrendi / esetén sem allt be a betegségmentes periodikus megoldasba). A kezdeti
értékek listajdban a [0.55, 1] mtervallum kivételével 6 = 0.05 1épéskozt hasznaltunk, a
kezdeti értékek 0 €s 0.9 kozottiek voltak (a fenti paraméterek esetén S* = 0.0859, nagyobb
szamot az /-re nem volt érdemes venni). Mivel az instabil ag a [0.55, 1] intervallumon volt
megfigyelhetd, ezért itt a kezdeti értékek kozott kisebb 1épéskdzzel dolgoztunk; a program
felgyorsitasa érdekében folyamatosan figyeltiik az eddigi eredményeinket, és kicsi 1épéskozt
csak az instabil agig alkalmaztunk, ezen érték felett mar joval nagyobb volt a kezdeti
értékek kozotti kiilonbség. Minden intervallumon feljegyeztiik a feltételezett instabil peri-
odikus megoldasig alkalmazott lépéskozt és ezzel sulyoztuk azt az indexet, amelytdl
kezdve a megoldasparok mar egy endemikus periodikus megoldast mutattak. A kellden
finom beosztassal egy folytonos gorbe alakult ki. A piros szinli pontok a stabil periodikus
megoldasokat, a kék szinli pontok az instabil periodikus megoldasokat mutatjak.
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Osszegzés

A dolgozat {6 célja annak igazolasa volt, hogy impulziv vakcinalasi modellekben is
eléfordulhat backward bifurkacid, ami eddig nem volt ismert. Ehhez az [1] cikkben szerep-
16 folytonos vakcindlasi modell helyett egy impulziv rendszert konstrudltunk. A matema-
tikai analizis soran a kovetkez6 allitdsokat bizonyitottuk:

1. A betegségmentes periodikus megoldast explicit meghataroztuk és megmutattuk, hogy
globalisan aszimptotikusan stabil a betegségmentes altéren.

2. A betegségmentes periodikus megoldasra explicit stabilitdsi feltételt fogalmaztunk meg a
teljes fazistéren; ebbdl definidltunk egy R, reprodukcids szamot.

3. R. <1 esetén egy ujabb feltétel mellett a betegségmentes periodikus megoldas globalis
aszimptotikus stabilitasa teljesiil.

4. R, > 1 esetén a betegség perzisztens lesz.

5. Az R. =1 kritikus pontban fellépé szubkritikus bifurkaciora elégséges feltételt adtunk,
igy endemikus periodikus megoldasok létezését bizonyitottuk R. < 1 esetekben is.

A kovetkezd, backward bifurkdciot mutatd abran szemléltetjiik eddigi eredményeinket.
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12. abra

A bizonyitdsok soran felhasznalt eszk6zok a kovetkezOk voltak: Floquet-elmélet,
Osszehasonlitasi elv, Ljapunov-Schmidt redukcio, bifurkacio-elmélet, implicitfliggvény-tétel.

A numerikus vizsgalatok eredményeképpen interaktiv abrat készitettiink az impulziv
modell fazisképére, megoldasgdrbéjére, a folytonos modell bifurkacids diagramjara. Emel-
lett az impulziv modell esetén egy backward bifurkéaciot okoz6 paraméter egylittes esetén
felrajzoltuk a stabil periodikus megoldasok attraktivitasi tartomanyat, illetve a bifurkacios
diagramot, amelyben az instabil agat is sikeriilt feltiintetniink a “shooting” modszerhez
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hasonlo eljaras segitségével.

A szimulaciok azt mutattak, hogy van egy kritikus R." < 1 érték, hogy R.* < R, < 1
esetén harom periodikus megoldas is 1étezik: stabil betegségmentes, instabil endemikus, €s
stabil endemikus periodikus megoldas.
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Melléklet

Az IDESolve programcsomag [2]

A numerikus vizsgélatok sordn a Karsai Janos altal fejlesztett IDESolve programcso-
magot hasznaltuk; ezt a [2] konyv szamara készitette, amelyben altalanosabb impulziv
rendszerekkel és interaktiv példakkal is foglalkozik. A kovetkezOkben a konyv alapjan
leirjuk az IDESo1ve-val kapcsolatos legfontosabb tudnivaldkat.

Az IDESolve program rogzitett idopillanatokkal rendelkezd impulziv rendszerek
kozelitd megoldasat végzi tobb kezdeti értékbdl kiindulva. A program szamara a rendszert
az

x'=f(t x), hat # ¢,
xtH =1, x@t),i=1,2, ..

alakban adjuk meg (ez eltér az 1.3 fejezetben hasznalt jel6léstol). A rendszer megoldasahoz
meg kell adni az egyenletet, az impuzusok #; iddpillanatait, az impulzusfiiggvényt, a kezdeti
értékeket. Két impulzus kozott a differencidlegyenletet a beépitett NDSolve program
oldja meg (lasd a differencidlegyenletek szamitogépes vizsgalatdnak modszereivel
foglalkozé fejezetet). Az impulzusok 107! id§ alatt hatnak. A program eredménye Inter-
polatingFunction objektumokbol 4llo lista lesz.

A program inditasa az alabbi modon torténik:

IDESolve[xdotlist, wvarlist, timelist,
Impulse, x0list, {t, tO0, tl}, option]

Az egyes paraméterek jelentése:

varlist {x1, x2, ..., xn}, fliiggd valtozok listaja

xdotlist (L€, BL, cooy X, ocooy
fnlt, x1, ..., xn]}, adifferencidlegyenlet jobb oldala

timelist az impulzusok id6épontjai: {t1, t2, ...}

Impulse impulzus—fiiggvény

x01lst {{x10, ..., xn0}, ..., {x1M, ..., xnM}}
kezddértekek listaja, M—db n—dimenzios vektor

t fliggetlen valtozo

[t0, tl] amegoldas intervalluma

option az NDSolve opcidi

Az Impulse fliggvény megadasa az I (#, x) jeloléshez illeszkedik:

Impulse[i_J timelist , xlist_]::
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ahol
i az adott impulzus pillanat indexe timelist —ben
timelist ugyanaz, mint fent
x1list amegoldés értékeatimelist [ [1i] ] helyen

A.2. Interaktiv kisérletek programkodjai

O 6. abra: Betegségmentes modell megoldasai

Manipulate[

DynamicModule[{var, varstr, xdot, Imp, xOList, S, II, V, sol, tO,

xdotode, solode, color, solodel, B, tn, SS, x0, bmpm},

var = {S};

varstr = {"S", "I", "V"};

B=0.788 (u+Yy) (L+6+8)/ (L+6+083);
xdot={u-us+6 (1-S)};

Imp[n_, tn_List, x_List] :={(1-a) x[11};

SS=- ((Exp[T (u+6)] -1) (2-1)) / (Exp[T (u+6)] +2-1);
x0List = Table[{SS +€}, {e, -SS, 0.9-SS, 0.1}],

x0 = {{SS}};

t0=0;

tn = Table[n, {n, 0, t1, T}],

sol = IDESolve[xdot, var, tn, Imp, x0OList, {t, t0, tl1}];
bmpm = IDESolve [xdot, var, tn, Imp, x0, {t, t0, tl1}];
Show [

Plot[Flatten[Table[{sol[n, 1]}, {n, 1, Length[x0List]}], 3],
{t, 0, t1}, PlotRange » {0, 1}, AxesLabel » {"t", "S"},
PlotStyle » {Red, Blue}, ImageSize » {300, 200}],

Plot[bmpm[1l], {t, 0, t1}, PlotStyle » {Thick, Red}]]

] -

Row|[{Control[{{o, 0.1}, O, 1,

Appearance - {"Labeled"}, ImageSize -» Small}],

Control[{{y, 0.89}, 0.1, 1, Appearance -» {"Labeled"},

ImageSize » Small}]}, Spacer[18]],

Row[{Control[{{u, 0.01}, 0.01, 0.7, Appearance - {"Labeled"},
ImageSize » Small}], Control[{{6, 0.01}, 0.01, 0.5,
Appearance -» {"Labeled"}, ImageSize » Small}]}, Spacer[20]],

Row[{Control[{{T, 1.33}, 0.01, 5, Appearance -» {"Labeled"},
ImageSize » Small}], Control[{{&, 0.174, "¢"}, O,

1, Appearance - {"Labeled"}, ImageSize -» Small}]},
Spacer[20]], Row[{Control[{{tl, 30, "t;"}, 10, 100,
Appearance - {"Labeled"}, ImageSize » Small}]},
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Spacer[6]], SaveDefinitions - True]

O 7. abra: Folytonos vakcinalasi modell bifurkaciés diagramja

Manipulate[

Plot[{0, mego[R& (u+Y¥) (U+O+8) / (uU+O+08&), ¥, u, 6,8, ol},
{R&, 0.01, 4}, PlotRange » {0, 1}, AxesLabel » {"R.", "I"},
ImageSize » {300, 200}, PlotStyle » {Blue}],

{{o, 0.1}, 0, 1, Appearance -» {"Labeled"}},

{{¥, 0.89}, 0.1, 1, Appearance - {"Labeled"}},

{{®, 0.174, "¢"}, 0, 1, Appearance -» {"Labeled"}},

{{mu, 0.01}, 0.01, 0.7, Appearance - {"Labeled"}},

{{6, 0.01}, 0.01, 0.5, Appearance -» {"Labeled"}},

Initialization :» (mego[B_, Y M _,6_,8 , o_] t=

Module[{root, a, b, c},
a=0f;
b= (u+6+08) +o (u+Y) -0B;
c=((u+y) (u+6+8))/B-(L+O+08);
root=x/. Solve[ax2+bx+c==0, x];
tab:If[b2—4ac<0, {1}, root]

1]

O 8. abra: Impulziv rendszer fazisképe

Manipulate[
DynamicModule [
{var, varstr, xdot, Imp, init, S, II, V, sol, t0, B, t, tn},
var = {S, II};
varstr = {"S", "I"};
B=0.6%
(T (y+u))/ ((Exp[T (6 +u)] (-1+Exp[T (6+u)]) @ (-1+0))/
((-1+Exp[T (6+u)] +8) (6+u) ) +T) ;
xdot={u-BSIIT-uS+yIrI+6(1-s-11),
BSII+oB (1-S-II)II- (u+y) II};
Imp[n_, tn_List, x_List] 1= {(1-3) x[1], x[2] + 0};
t0=0;
init =p;
tn = Table[n, {n, 0, t1, T}],
sol = IDESolve[xdot, var, tn, Imp, init, {t, t0, t1}];
Show[ParametricPlot[sol, {t, 0, t1l}, PlotRange -» {0, 1},
AxesLabel » {"S", "I"}, PlotStyle » {Blue}, PlotPoints -» 100,
RegionFunction -» ((#1l + #2 < 1) &), ImageSize » {300, 300}],
Graphics[{Dashed, Line[{{1, 0}, {0, 1}}1}1]

]
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Row[{Control[{{oc, 0.1}, O, 1, Appearance -» {"Labeled"},
ImageSize » Small}], Control[{{y, 0.89}, 0.1, 1,
Appearance - {"Labeled"}, ImageSize » Small}]},

Spacer[18]], Row[{Control[{{u, 0.01}, 0.01, 0.7,
Appearance - {"Labeled"}, ImageSize -» Small}],
Control[{{6, 0.01}, 0.01, 0.5, Appearance -» {"Labeled"},
ImageSize » Small}]}, Spacer[20]], Row[o=0.1;
{Control[{{&, 0.174, "¢"}, 0, 1, Appearance - {"Labeled"},
ImageSize » Small}], Control[{{tl, 30, "t;"}, 10, 100,
Appearance -» {"Labeled"}, ImageSize » Small}]}, Spacer[20]],

Row[{Control[{{T, 1}, 0.01, 5, Appearance -» {"Labeled"},
ImageSize » Small}], "R.=0.6"}, Spacer[20]],

Delimiter, {{p, {{0.1, 0.1}}, "{S0O0,I0}="}, {0, O},

{1, 1}, Locator, LocatorAutoCreate -» True},

Row[{"0j pont hozzaadasa: Alt+Klikk"}],

SaveDefinitions » True]

0 10. abra: A vakcinalasi modellek megoldasgorbéi

Manipulate [

DynamicModule[{var, varstr, xdot, Imp, xOList, S, II, V, sol,

t0, xdotode, solode, color, solodel, B, tn, xOListODE},
var = {S, II};
varstr = {"S", "I", "V"};
B=R% (L+Y) (L+6+8) / (L+6+08%);
xdot={u-BSIT-uS+yIr+e6 (1-s-1I11),
BSII+oB (1-S-II)II- (u+y) II};
xdotode = {u-BSII-uS+yII+6 (1-S-II)-(8/T)S,
BSII+oB (1-S-II)II- (u+y) II};
Imp[n_, tn_List, x_List] := {(1-3) x[1], x[2] + 0};
x0List =
{{- ((Exp[T (u+6)]1-1) (2-1)) / (Exp[T (u+6)] +&-1), €},
{- ((Exp[T (1+6)]-1) (2-1)) / (Exp[T (u+6)] +3-1),
1- (- ((Exp[T (u+6)]-1) (8-1)) / (Exp[T (u+6)] +&-1)) -

€}};
0+ u 0+ u 6+ Uu
xotistopE = {{ o, o}, {—E—, 1o () L))
O+u+d O+u+d O+u+d
t0=0;

tn = Table[n, {n, 0, t1, T}],
sol = IDESolve[xdot, var, tn, Imp, x0OList, {t, t0, tl1}];
solode = Table[Map[ (#[t]) &, var] /. NDSolve[
Join[Thread[Map[ (#'[t]) &, var] ==
(xdotode /. Map[ (> #H[t]) &, var])],
Thread[Map[ (#[0]) &, var] == xOListODE[n]]],
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var, {t, t0, t1}], {n, 1, Length[x0List]}];
Column[{Row[{"B= ll, B, Spacer[so] , "Rc= ll,

((Exp[T (6+u)] (-1+Exp[T (6+pu)]) 2B (-1+0))/
((-1+Exp[T (6+nu)] +@) (6+u)) +BT) /(T (¥y+u))l}l,

Row[{usIDE*= ", - ((Exp[T (u+6)]-1) (8-1))/

6+ Uu
(Exp[T (u+6)] +&-1), Spacer[50], "Sape*= ", ————1|,
O+u+d

Row[Table[Plot[{If[IDE, sol[[1l, n], solode[1l, All, n]],
If[IDE, sol[[2, n]], solode[[2, All, n]]}, {t, O, t1},
PlotRange » {0, 1}, AxesLabel -» {"t", varstr[n]},
PlotStyle » {Red, Blue},

ImageSize -» {300, 200}], {n, 1, 2}]]}]

]
{{IDE, False, "Vakcinalasi modell"},
{True » "IDE", False » "ODE"}},
Row|[{Control[{{o, 0.1, "o "}, 0,1,
Appearance -» {"Labeled"}, ImageSize -» Small}],
Control[{{y, 0.89}, 0.1, 1, Appearance -» {"Labeled"},
ImageSize » Small}]}, Spacer[18]],
Row|[{Control[{{u, 0.01, "u "}, 0.01, 0.7,
Appearance -» {"Labeled"}, ImageSize -» Small}],
Control[{{6, 0.01}, 0.01, 0.5, Appearance -» {"Labeled"},
ImageSize » Small}]}, Spacer[20]],
Row[{Control[{{R&, 0.788, "R(p)"}, 0, 1,
Appearance - {"Labeled"}, ImageSize -» Small}],
Spacer[2], Control[{{tl, 30, "t;"}, 10, 100,
Appearance -» {"Labeled"}, ImageSize » Small}]}, Spacer[6]],
Row[{Control[{{T, 1.33, "T "}, 0.01, 5,
Appearance - {"Labeled"}, ImageSize -» Small}],
Control[{{&, 0.174, "¢"}, 0, 1, Appearance -» {"Labeled"},
ImageSize » Small}]}, Spacer[20]],
Row|[ {Control[{{e, 0.0255, "e "}, 0, 0.2, Appearance -»

{"Labeled"}, ImageSize » Small}]}], SaveDefinitions -» True]
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