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Bevezetés

Kdrnyezetliink megértésének egy gyakran hasznalt modjalidokiimk zajlo folyamatok
modellezése. A modellalkotds meglebstn nehéz feladat, hiszen két egymésnak ellentmon-
do feltétel kielégitésére kell térekednink. A modelliinkagyfebl kellden egyszeriinek kell
lennie ahhoz, hogy képesek legyiink tanulmanyozni a reedé#iinkre all6 eszkdzokkel,
modszerekkel, masf@la modell elég kdzel kell alljon a valésaghoz, hogy a kigiseéedmé-
nyeik relevans informéciokat tartalmazzanak.

A minket korulved valos dinamikai rendszerek tokéletes leirdsa lehetttladat, azon-
ban az egyszeriibb modelleken keresztil td@rténsgalatok is sok mindent elarulhatnak ezen
rendszerek természebbr A dinamikai rendszerek mozgasat differencidlegyersdedszer-
erekkel szokas leirni, melyek megoldasai legtébbszor rearbzhatéak meg pontosan, csak
a megoldasok numerikus kozelitései adhatdak meg. Ezeoxappciok pontossagat nagy-
mértékben befolyasolja, hogy a vizsgalt egyenleteknedziétk-e matematikai értelemben
vett kaotikus megoldasai. Az ilyen rendszerekben a kastikselkedés jellegél adéddan
kivételes odafigyeléssel kell végrehajtanunk a kozekt&sszamitasat, kilondésen nagy fi-
gyelmet szentelve a végrehajtott szamitassorozatok satémozodo kerekitési hibakra és az
ebl®dl ered szamitasi pontatlansagra.

Egy rendszer kaotikus mivoltanak eldontése a mai napigdigiithehéz feladat. Gyakran
elé6fordul, hogy a kutatok egy-egy problématerileten csakaské&gzisztencidlis feltételei-
nek vizsgalataig jutnak el. Napjainkra a konkrét renddz&emtikussdganak detektaldsaban
egyre nagyobb szerepet jatszik a szamitogép. Erre szaruzg [16], [14], [18] talalhatunk
a szakirodalomban, tébbek k6zott a Hénon leképezés [6] .4 patkd leképezeés [3] ese-
tében.

J. H. Hubbard 1999-ben publikalta cikkét [7], amelyben egjyest fogalmazott meg az
altala bemutatott kényszerrezgéses fékezett inga kastgarol. E kaotikus trajektoriak lé-
tezésének formalis bizonyitasa [4] csak jovalikes tobb mint 10 évvel a sejtés utan kerult
publikélasra. A cikk bar belatta e nehezen megfoghatédategag egzisztencigjat, magukrol
a kaotikus trajektoriakrol nem esett benne szo.

Dolgozatunk célja egy olyan megbizhaté numerikus modszentatasa [10], amely al-
kalmas tetsaleges, véges hosszarbit viselkedés szerint mozgo kaotikus trajektoriak kez-



dopontjainak megtalalasara. Masképpen fogalmazva azdk&lidolgozott eljaras képessé
tesz minket a kényszekes fékezett inga olyan kebdllapotanak meghatarozasara, hogy eb-
bol az allapotbdl elinditva a rendszert az inga pontosantaluak ebre megadott mozgas-
sorozatot hajtsa végre.

El6szor a kaoszelmélet és a kényszéseiekezett ingahoz kapcsolédé néhany alapvet
fogalom (Poincaré leképezés, trajektoria) attekintdskerdjik a dolgozatot, majd a ka-
otikus trajektériak megtalalaséra alkotott globdlis pyatiizacios modelliinket mutatjuk be,
kitérve a keresési térre, a célfiggveny konstrukciojarazéslkalmazott optimalizacios elja-
rasra. A dolgozat végén bemutatunk néhany trajektoriag)yamek sikeresen megleltik kez-
dbpontjat az altalunk kidolgozott algoritmus implemendgaval.
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1. fejezet

Feladatleiras

A megoldando feladat és az altalunk kidolgozott médszenhatasa d@ltt eloszor tekint-
suink &t néhany matematikai fogalmat, hogy tisztaban leggisrikséges elméleti hattérrel
a problémakoér megértésehez.

1.1. Matematikai kaosz

A matematikai kaosz [15] a hétk6znapi értelemmel ellemtiétbem véletlenszerliséget
jelent, sokkal inkabb a megjosolhatatlansagot takarjaadsk korrekt definidlasa korantsem
egyszeri feladat. Mivel élsorban dinamikai rendszerek esetén szokés &fogalomrol be-
szélni, a gyakorlatban inkabb e rendszerek azon tulajd@msak listadjat adjak meg, amelyek
megléte esetén egy dinamikai rendszer kaotikusnak netfezhe

A kdoszelmélet torténete [8] 1887-ig nyulik vissza, amilo©Henry Poincaré egy cik-
kében, amely a harom test problémat vizsgalta, bebizatg,toogy harom kicsiny, egymas
gravitacios terében mozgo test leirasa nem lehetségegdlitatdo egyenletrendszerrel, to-
vabbé az is éifordulhat, hogy a testek mozgasaban vannak nemperiod&yék is.

Késbbb tobbek kdzott G. D. Birkhoff, A. N. Kolmogorov, M. L. Cartight és J. E. Little-
wood munkassagaban folytatddott tovabb a kdoszelmélatdsa a fizika kilonbd@z nemli-
nearis differencidlegyenleteket is tartalmazo teretBirkhoff az ergodelméleti és statiszti-
kus mechanikai munkassaga alatt, Kolmogorov a konzerwatilszerekhez koto kutatasai
soran, Cartwright és Littlewood a radar nemlinearis aramkék leirasara hasznalt diffe-
rencidlegyenletek vizsgalata okan bukkant kaotikus resrdkre. Az elmélet egyik Utt6je
Edward Lorenz volt, aki munkéja soran véletlentil "botlattkdoszba. Lorenz amerikai me-
teoroldgus volt, aki szamitogéppel vizsgalta a |égkort efledd differencidlegyenleteket. Ez
a megkozelités 1958-ban meglebsxn Gjdonsagnak szamitott. Egy korabbi szimulacié adat-
sorat szerette volna Gjra megtekinteni, de mivét igkart sporolni, nem a szimulécié kéed



adatait, hanem a rendelkezésére all6 koztes szamitasnéngeket taplalta vissza a sza-
mitogépébe. Nagy meglepetésére az igy kapojards egyre nagyobb mértékben tért el az
eredeti szamsortdl. Eleinte a gép hibajara gyanakodothidekébb kiderilt szamara, nem
a szamitogepben volt a hiba. Lorenz az adatokat a szaméongefizedesjegy pontossaggal
abrazolta, de csak 3 tizedesjegy pontosan nyomtatta ki, ezak ilyen mérték(i pontossag-
gal tudta visszagépeldket. Raj6tt, hogy a bevitelkor elkdvetett negyedik sz@yleen vald
eltérés okozta a rendkivil nagy divergenciat. Az akkorgafiott nézetek szerint ilyen kis
eltérésnek nem lehetett volna tul nagy hatasa a szimul&acidkiémaval foglalkozé egy ke-
sbbbi tanulmanyanak cime éira jelensédil az6ta hires mondassa valt: ,Does the flap of a
butterfly’s wing in Brazil set off a tornado in Texas?”, azaa#lidban egy pillang6 szarny-
csapasa okozhat-e tornadoét Texasban.

LegyenH egy tetsbleges halmaz éseqgy H — H leképezés.

f érzékenyen fiigg a kezdértékétl, hado > 0, hogyVxe € H esetén az V N, kbérnye-
zetéredy € N, és3dn > 0, hogy| f"(z) — f"(y) |> ¢. Ez informalisan azt jelenti,
hogy a halmaz két kilénbézpontja, bar lehetnek egymashoz tétsgesen kozel, a

mégis elfognak térni egymastol.

f topologikusan keve, haVvl,J C H nyilt halmazradN > 0, hogyVn > N esetén
f™(InJ # 0. A formalis definicid jelentése, hogy tefdeges nyilt halmazra iteralva a
leképezést az igy meghatérozott eredménypontok barmedynith halmaz pontjaival
0sszekeverednek.

I halmaz s(irl a.J halmazban, hal c J, aholl azI halmaz lezéartja] = U {I torl6da-
si pontjai }. Ez azt jelenti, hogy hd slrl J-ben, akkor minden/-beli pont minden
kornyezete tartalmaz legalabb efppeli pontot.

f egyx € H pontja periodikus, ha3dn > 0, hogy f"(x) = x. Egyszerlen fogalmazva egy
pont periodikus, ha a pontra Ujra és Ujra megismételvg képezést az, igy kapott
pontok sorozata valamilyen periédus szammal isaktl

Az el6bb bevezetett fogalmakat felhasznalva mar képesek vagylaosz definialasara

2].

A kdosz definicidja: eqgy f : H — H leképezést kaotikusnak neveziink, hérzékenyen
fugg a kezdallapotatol, topologikusan kevieés a periodikus pontjainak halmaza siri
H-ban.

A kéosz altalanos definicioja helyett egy specidlis, a d@gkutatasi tertiletéhez jobban
illeszked k&osz definiciét fogunk hasznalni.

5



Legyen adott egy’ sik és annak két régiojd, és R, tovabba legyen értelmezett a sikra
egy ¢ : P — P, folytonos leképezés. Jeldlje a mindkét iranyban végteleh sorozatot

“ sz

végtelen L/R sorozathoz megtudunk adni @gy A pontot ugy, hogy

"'7@0_1(p) € 6—17@0(23) € e, gpl(p) € €1, .ey

teljestl, akkor ezt a rendszert kaotikusnak nevezzik eggioban.

1.2. Kenyszerrezgéses fékezett inga

Kutatasunk targya a Hubbard cikkében [7] bemutatott kéenesis fékezett inga. E dina-
mikai rendszer egy hosszu, sulytalan, szilard radbdl és a rud egyik végénadakbd m
tomegd, pontszer( tesiball. Az inga kizardlag a rud régzitési pontja koril képestikalis
mozgasra a rud hosszaval megedysagaru kor mentén. Az inga mozgasat harotnbefo-
lyasolja. A gravitaciés €, amelynek szamitasainkban csak az inga sebességévet adrbs
komponense szamit, a légellenallagi,eamely mindig az inga mozgéasaval ellentétes iranyu
és egy periodikusan valtozé kdled, amely iranya szintén parhuzamos az inga mozgasira-
nyaval.

gravitacios erd : m - g - sin(z(t)), aholg a gravitacios gyorsulasi allandbaz idd ész(T")
az inga szogét jeldli.

légellendllasi ed : ~-1-2/(t), aholy a légellenallasi egyutthatd é47") az inga szogsebes-
sége.

klls® periodikus erd : A-cos(t), aholA egy konstans érték, a ke maximalis nagysaga.

Newton dinamikai térvényei alapjan a rendszer mikodékéwvatked masodrendi dif-
ferencial egyenlet irja le:

m-1-2"(t)=—m-g-sin(z(t)) —v-1-2'(t) + A - cos(t),

ahol at jeldli az idot, z(t) az inga sz0géty’(t) az inga szogsebességét€st) az inga
szoggyorsulasat.



1.1. abraA kényszererés fékezett inga.

Az egyszerliség kedvéért valasszuk meg a szabad parakeétégy, hogy a rendszer a
kovetked alakot dltse:

A=g l=yg
m=1,~v=0.1
2"(t) = sin(z(t)) — 0,1 % 2'(¢) + cos(t)

Az Uj formaban megadott egyenletet helyettesitsiik a kézétkele ekvivalens egyenlet-
rendszerrel

(1) = 22(1)
zh(t) = sin(xo(t)) — 0,1 % z1(t) + cos(t),

aholz, az inga szogey, az inga szdégsebessége. A dolgozat hattatégzében ezzel a dif-
ferencialegyenlet rendszerrel fogunk tovabb dolgozni.

Az inga szOge az 6ramutato jarasaval ellentétes iranylzan,apozitiv koraljarasi irany
szerint ndvekszik. Az = 0 szoget also, az = m szdget felé egyensulyi pontnak nevezziik,
mert megfeldd korilmények kdzott a rendszer ezekben az allapotokbagskstpbilizaciora,
azaz tetsileges ideig az adott allapotban maradni.

1.3. Poincaré leképezés

Tekintstink egy: dimenzids determinisztikus dinamikai rendszert, melyetlabbi egyen-
let jellemez.

v’ = f(z),
ahol f egy folytonos figgveny. Legyetiegyn —1 dimenzios hipersik, amelyre teljestil, hogy
egyetlenS-boél indulé palya sem parhuzam@ssel, azaz mindegyik athalad azhipersikon.
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Ekkor a Poincaré leképezés efly: S — S leképezés, amely mindenT részhalmazat az
T-bdl indul6 palyaks-sel valé el metszéspontjaibdl allé halmazra képez le.

1.2. abraA Poincaré leképezés.

Megmutathatd, hogy amennyiben egy folytonos dinamikaisearhez definialt Poincaré
leképezés kaotikus, akkor az eredeti rendszer is rendklkezel a tulajdonsaggal, igy a
kaotikussag vizsgalatahoz elegéralPoincaré fliggvény elemzése.

A kényszerebs fékezett inga, mint dinamikai rendszer, vizsgalataragalkalmasabb
modszer, ha ar periodikus kényszerérperiodusidejével megegy@mdbpillanatokban egy
afféle pillanatfelvételt készitliink az — 2’ sikrél. Ezek a pillanatfelvételek znr id6pilla-
natokban elkészitett Poincaré képek lesznek, atedly egész szam. A Poincaré képeket a
kovetkedképpen definialt Poincaré leképezés iteraldsaval &ilithalod:

P:R* — R* P: (2(0),2'(0)) — (z(27), 2 (27)).

E leképzés fixpontjai a differencial egyenletii®k periodikus megoldasainak felelnek
meg. A Poincaré leképezés egy stabil fix pontjat égek nevezziik. A nyélpontok a rend-
szer azorew periodikus megoldasainak felelnek meg, amelyek valam@igyjezetében min-
den megoldas ezen periodikus megoldashoz tart, ahogy oco. Ha egyx 27 periodikus
megoldasra teljesul, hogy bizonyos megoldasek oo esetén:-hez tartanak, tovabba ezek-
tol elté® megoldasok — —oo szintén x-hez tartanak, akkoret nyeregpontnak nevezzik.
A nyeregpontok fontos szerepet jatszanak a kaosz detsétia.

1.4. Trajektoria

Az inga egy trajektorigja alatt az inga altal a mozgésa sbejart palyat értjik. Jeldlje
Iy a2k, 2(k + 1)x] id6intervallumot, ahok egy egész szam. Vizsgalatunk targyat az inga
azon trajektoriai képezik, amelyekben az egyesntervallumok alatt az inga kizarolag a
kovetked ¢, mozgésok valamelyikét hajtja végre:
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e ¢, = © Mozgas: az inga pontosan egyszer athalad az als6 egyepsitgh az Gramu-
taté jarasaval megegy@zranyban.

e ¢, = © Mozgas: az inga pontosan egyszer athalad az als6 egyepsitgh az Gramu-
tatd jardsaval ellentétes iranyban.

e ¢, = ® Mozgas: az inga egyszer sem halad at az alsé egyensulyiponto

Nem foglalkozunk az inga azon trajektéridival, amelyekbeinga az egyes, iddinter-
vallumok alatt az €lbb felsoroltakon kiviil masképp is viselkedhet.

-2 1= 0 € =0 27 = 4 €2=0 67 ¢

1.3. abraPélda egy négy hosszu trajektoria részletre

A kényszerebs inga kaotikus trajektoriai azd@bi ¢, mozgasokbdl képezhetmindkét

irAnyban végtelen sorozatok. Egy kaotikus trajektorérelviselkedésén a mozgas sorozat
egyes, eleminek rogzitését értjuk.

1.5. Feladat

A feladatunk, hogy egy tetéfeges, de véges hosszi mozgassorozathoz, a trajektgria Ug
nevezett dirt viselkedéséhez, amely a trajektoria fogalmanal betettzharom eseménytipus
variaciéja, meghatarozzunk egy olyan (szdg, sz6gsebepaég amelyBl, mint kezdalla-
potbdl, elinditva az ingat, az inga trajektoriaja megfalekbre rogzitett mozgassorozatnak.



2. fejezet

Globalis optimalizalasi modell

A kitizott probléma megoldasara egy optimalizalasi mdddblgozasatiint célszerlinek.
Ehhez a kaotikus trajektoridk halmaza, mint keresésigattfdefinidlunk egy célfiggveényt,
ami kifejezi, hogy az inga egy trajektoria altal leirt visedlése mennyire tér el az elvart vi-
selkedédil. A célfiiggvényt ugy konstrualjuk meg, hogy az értékdegyen, ha a trajektoria
megfelel az dlirdsoknak, egyébként legyen egy pozitiv érték, amelyagy$aga aranyosan
tukrozi az ebirt mozgassorozat megsértésének sulyossagat. Mindeaskitasba vételével
egy korlatos globdlis optimalizélasi feladatot kapunkefrben egy adott célfliggveny mini-
mum helyeinek meghatarozasa a feladat.

A fejezetben bemutatjuk a kidolgozott modell felépitésggl&iiggveny kivételével, amely
0sszetettségére valo tekintettel kiilon fejezetben késiletes bemutatasra.

2.1. Arendszer atalakitasa

A feladat megoldaséanak tervezése soran célunk volt, hoggpgee kaotikus trajektori-
ainak kezdpontjait megbizhatdan allitsukéelami alatt a kez@jpontok matematikai pon-
tossagu megadasat értjik, azaz a kidolgozandé modszeaddth eredmények ne a valddi
kezdbpontok numerikus kozelitései, hanem azok garantaltiallemos befoglalasai legye-
nek. Ehhez elengedhetetlen, hogy a Poincaré leképezésglsinmatoan allitsuk @l Mivel a
leképezés nem adhaté meg zart alakban ezért, a kép@kdisahoz elengedhetetlen a trajek-
toridknak g0, 27| intervallumban tortéd kdvetése. Ez azt jelenti, hogy a Poincaré leképezést
a trajektoria aktudlis helyzete adja megmidépillanatban.

A trajektéria befoglalasainak meghatarozasahoz a VNORH]ifferencidlmegoldé prog-
ramcsomagot hasznaltuk, amely a befoglalé intervalluninkzolasaban a PROFIL/BIAS
[9] intervallum kornyezetre tamaszkodik. A csomag a Tagorfejtésen alapszik, @hye
hogy a lépéshosszt automatikusan és adaptivan hatarogasebb Iéptékkel haladva és igy
nagyobb pontossagot elérve ott, ahol a palya dinamikusebdltozik. A szoftver hatranya,
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hogy csak szamitégéppel is abrazolhaté pontokban képesatéegzni a differencialegyen-
let rendszer megoldasainak befoglaldsat. Az altalunkit@diszr idopillanat nem ilyen szam.

A probléma megoldasara transzformaltuk az inga mozgasghatéozé egyenletrendszert
agy, hogy az @ = 27 helyett at = 2 id6pillanatokban adja meg a Poincaré képet, ami mar
megfelel a VNODE elvarasainak.

Yo(t) =T
yi(t) = ya(t) -
ys(t) = (—sin(y1(t)) — 0.1 - ya(t) + cos(yo(t))) - 7

A VNODE tovabbi, szamunkra kedv@zulajdonsaga, hogy a leképezés inverzét is képes
kiszamitani, amelyet a fenti atalakitas utan-a —2 id6pillanatban kaphatunk meg.

2.2. Keresési tér

Az optimalizalasi modelliink keresési terét a trajektokakdpontjai alkotjak. A kilon-
b6z0 hosszUsagu elvart viselkedésekhez tartozé trajektéidakor-szer(i halmazt alkotnak.

Az eredeti Kantor halmaz a kdvetkerekurzidval definidlhat6. TekintsuK@, 1] interval-
lumot, majd tordljik az intervallum kozépharmadat. Az igy kapott két, egyharmad hosszu
intervallumnak is toréljuk ki a kozépsegyharmad részét, majd ezt iteraljuk tovaabinfi-
nitum Az eldbbi leiras utan tekintsiik a halmaz definiciéjat formalisan

0o 3mT1l-1
3k+1 3k+2

c=pi\lJ U ( T ) (2.1)

m=0 k=0
| |
] ] ] ]
| | | | | | | |
AR HENR | | AR HEHN | N |

2.1. AbraKantor halmaz az els6 hat iteracioja.
A Kantor-szer(i halmaz szerkezet a kovethet jelenti a keresési térre nézve. Tekint-

suk példaul az 6sszes olyan trajektéria Kgzohtot, amikor az efsvégrehajtott mozgas.
Ezen kez@pontok halmaza fogja tartalmazni az 6sszes olyan trajel¢ézdponthalmazét,
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amelynek el§ két mozgéséara az = ® ése; = ® teljesul. Ugyanezigazg = ® €Se; = ©
kezdbpont halmazra és ag = ® ése¢; = @ kezddpont halmazra is.

Minden trajektoria

-€,= ... trajektoriak -€,=X,... trajektoriak € =®,... trajektoriak

...,e0=®,e1=®
trajektoriak

...,e0=®,el:®
trajektoriak

...,e0:®,el:®
trajektoriak

2.2. dbraKeresési tér szerkezete.

Késbdbb lathatd lesz, hogy a keresési tér szerkezetének felhldsa nagyban segitsé-
glnkre volt a nehezebben lokalizalhat6 k@&adntok megtalalasaban.

2.3. Optimalizal6 eljaras

A kovetked fejezetben jellemzett célfiiggvény minimum pontjainalgtatalasara tobb
globalis optimalizalo eljaras [17], [16] is alkalmas letiina. Valasztdsunk a GLOBAL [5]
programra esett, amely egy globalis, sztochasztikusztdeezésen alapulé eljaras. A donté-
suinket az optimalizald korabbi sikeres alkalmazasai [11]] [ndokoltak.

Mikodésének lényege, hogy a szamara definialt keresBél téletlenszerlien valasztott
pontokban kiértékeli a célfiiggvényt, majd ezékklasztereket képez. A klaszterek pontja-
iban felvett célfiggvény értékaltfliggd valoszinliséggel iterativan Uj pontokat vesz fel a
klaszterekben, amig be nem kovetkezik valamelyikeldefinidlt, az iterativ optimaliz&ci-
okban mar jol ismert megallasi feltétel. Futasa soran tgimum pont megtalalasara is
képes. Fontos megjegyezni, hogy a klaszter inicializaléda felvett pontok kivil eshetnek
a kereseési téren.

A GLOBAL sikeres alkalmazasanak feltétele, hogy a megaldaorobléma dimenzio
szama kevés legyen és a globalis optimum pontok relativaskizzete ne legyen tul kicsi.
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3. fejezet
Celftiggvény

A globalis optimalizalasi modelliink elkészitése soran lfiggvény megtervezése volt
a legkritikusabb pont. A célfiiggvény feladata, hogy kifeje egy tetsaleges trajektoria vi-
selkedése és az@itt, vagy mas néven elvart viselkedés kozotti eltérés ékétt Ez harom
részfeladat megoldasat kdveteli mégink.

e Hatarozzuk meg a vizsgalt trajektéria altal végrehajtotizgassorozat matematikai
leirasat.

e Hatarozzuk meg az elvart esemény sorozat matematikas&jr@mely 6sszehasonlit-
hato a trajektoria leirasaval.

e Definialjunk a két eseménysorozat hasonlosagi mértekét.

3.1. Trajektéria régiok

A VNODE a differencialegyenlet rendszer megoldasaval gestrajektoriak intervallu-
mos befoglalasait szamitja kina— 2’ (sz0g - szogsebesség) sikon. Ez a befoglalas téglalap
alaku, két dimenziés halmazok sorozata, amelynek mindamesh trajektéria egy-egy sza-
kaszét tartalmazza. Mivel a mozgastipusok definicioi cgdkga szogének értékére, illetve
annak megvaltozasara tartalmaznak megkotést, ezérekttrap befoglalasait az—t sikon,
azaz a szog és az eltelbidiszonylataban vizsgaljuk. A VNODE ezt a trajektéria ligfdast
is elbdllitjfa szamunkra. Ezen sorozat elemeinek uniéjat nelkeaktualis, vagy trajektoria
régionak.

I=\Ji

€T
aholT az inga trajektoriaja.
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Mivel olyan trajektéridkkal foglalkozunk, amelyek csak @mkorabban felsorolt moz-
gasokbdl allhatnak, ezért meg kell vizsgalnunk, hogy etétéd valdban teljesil-e. Ha egy
trajektériahoz tartoz6 aktudlis régié rendelkezik a k&eab tulajdonsagok valamelyikével,
akkor kivil esik vizsgalédasunk korén.

1. A0, 27] idGintervallum alatt a trajektéria szoge barmikor nagyobdéky mint 4.
2. A0, 2] idbintervallum alatt a trajektoria szége barmikor kisebbikyaint —27.

3. A [0,27] id6intervallum alatt a trajektéria szége|ar, 47| intervallumbol a0, 2]
intervallumba lép at.

4. A [0, 27] idGintervallum alatt trajektoria szogef-a2r, 07| intervallumbol &0, 27] in-
tervallumba lép &t.

3.2. Elvart regiok

Az elvart viselkedést alkotd6 mozgastipusok az inga pahadjeegy adott szakaszara két
dolgot irhatnak .

1. Az inga sz6ge adott szdg intervallumokon belll legyen agéea soran.

2. Az inga palyaja adott iranyban messexaz ¢ sikon vettr = 0 egyenest a mozgésa
soran.

3. Az inga palyaja adott iranyban messeraz ¢ sikon vettr = 27 egyenest a mozgasa
soran.

Ezek a szabalyok nem egy egzakt ¢ régiot irnak le, hanem egy régiotipust, amelyet az
adott mozgastipushoz tartozo elvart régionak neveziink.

1. ® eset: a trajektdria szoge végigta2r| intervallumban marad.

Eg = {(x,2"), ahol0 < x < 27} .

2. © eset: a trajektdria szoge egy adott pillandti@~| intervallumban marad, majd atlép
a[—2m, 0] intervallumba és a vizsgélt@ihtervallum végéig ott is tartozkodik.

Es ={(z,2'), ahol0 < z < 27, a metszés élt} ,
U{(z,2'), ahol — 27 < z < 27 ésx’ < 0, a metszés algft

U{(z,'), ahol — 27 < z < 0, a metszés utgn
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3. @ eset: a trajektdria szoge egy adott pillandti@~| intervallumban marad, majd atlép
a[2m, 4x] intervallumba és a vizsgalt@intervallum végeéig ott is tartozkodik.

Eg ={(z,2"), ahol0 < x < 27, a metszés étt},
U{(z,2), ahol2r < x < 47 ésx’ > 0, a metszés alalt

U{(z,2), ahol2r < x < 47, a metszés utgn

3.3. Hausdorff tavolsag

A Hausdorff tavolsag tet§teges metrikus tér két, nem Ures részhalmazanak egymastol
mért tavolsagat a kovetkéképpen definialja. A két halmaz tavolsaga legyen a legrayyo
olyan tdvolsag, amely az egyik halmaz barmely pontja és &rh&bnaz hozza legkozelebbi
pontja kdzott mérhét Formalisan az elvart és aktualis régidkra ez a kovélkéeapen irhatd
le.

H(I, F) = max{supinf d(z,y)},

zeE Vel
ahol I a trajektéria régio F valamely elvart régio éd(.,.) egy valasztott mértékfliggvény.
Jelenesetben a Hausdorff tAvolsag meghatarozasahoz Exl&sdi tavolsagat valasztottuk a
pontok eltéréseinek.

A Hausdorff tavolsag éinye, hogy szimmetrikus, a tavolsag minimumeértéke mindig O
igy a globalis minimum elérése kdnnyen effezhet, tovabba aranyosan reprezentalja a
trajektoriak eltérését az elvarasoktdl az egész trajekh@mazra.

3.4. A célfiiggveny kiszamitsa

Elsdsorban a célfliggvény kiszamitasanak leirasa soran forggemliteni, hogy nem egy
allandé szerkezetl célfiggvénnyel dolgozunk. A célfiyvfelépitése az elvart viselkedés
elemszamatél és a sorozatban széreglyes mozgastipusoktdl fligen kertl megkonstrua-
lasra, amelynek menete a kdvetkez

1. Az elvart viselkedés minden elemére és a hozzatartopktdaia szakaszra hatarozzuk
meg a Hausdorff tavolsagot.

2. Adjuk 6ssze a Hausdorff tavolsagokat.

s

3. A célfiiggvény értékéhez adjunk hoziz&t (a blnteh konstanst), ha barmelyikddkt
viselkedés nem teljesdlt.
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3.1. &braAz elvart és a trajektoria régio @ esetben.

A ® mozgas esetén a trajektdria régid és az elvart régié Haffiddoolsagal, ha a
trajektoria végig 40, 27| intervallumban marad, egyébként a tavolsag a trajektatigének
abszolut értékben legnagyobb eltérés a megengedett tanjonataratol.

Algoritmus 1 ¢ = ® eset
1. k=max; =0

2: while k # max; do

3 maxy = max(mingey, (d(z,]0,2n[)), maxy), k + +
4: end while
5: return maxy

A © ésd mozgasok esetén az elvart régié alakja nem hatarozhat6 gzegtemodon
elére, csak annyit tudhatunk, hogy milyen részikdziikséges, hogy alljon, és ezeknek mi-
lyen sorrendben kell kdvetkeznitk. Tovabb bonyolitja etelz eseteket, hogy az sem ismert
elére, hogy a trajektdria mikor fogja az= 0 vagyz = 27 egyenest metszeni. Ezellaz
okokbol kifolydlag a Housdorff tAvolsag meghatarozasaés a esetekben komplikaltabb.
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3.2. &braAz elvart és a trajektoria régio @ esetben.

A © esetben a vizsgalt trajektoria szakasz logikailag haramresbonthaté a mozgasti-
pushoz tartozé elvart régio definicidja alapjan. Adedgakaszban az in@a feletti szdgei-
nek 27-t meghaladé mértéke adja a Hausdorff tAvolsagot. Mivehgktoria befoglalasaval
dolgozunk, ezért egy egyenessel toéténetszését nem egyetlen pontként, hanem interval-
lumok sorozataként kapjuk meg a VNODE-t6l. Ennek tikrébé&rép$ szakasz azokbdl a
befoglalasokbdl &ll, amelyek szdge intervalluma tartaimaaaz: = 0 értéket. A metszés
befoglalasaban az inga szogsebessége nem lehet negatigzriehedvé tenné, hogy a tra-
jektoria visszakanyarodjon([q, 2| intervallumba, ezért abban az esetben, ha ez megtortén-
ne, a Hausdorff tAvolsag a negativ szogsebesség abszelke éxsz. Ezzel eltérink a két
vizsgalt régiora kordbban lefektetett tavolsag intedmiginktol, azonban feltétlen sziikséges,
hogy ezzel a |épéssel kiszlirjik azokat a trajektériakatlgekre ebfordulhat, hogy a nem
vizsgalando trajektoriak halmazaba tartoznak. A harmadikogikailag utolsé szakaszban
az inga sz6gének-2r, 0] intervallumbdl tortéd esetleges kilépésének mértéke adja a Ha-
usdorff tavolsagot. A teljes mozgastipusra szamitott Hadktavolsag a harom kilonbdz
szegmensben meghatarozott érték maximuma.
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Algoritmus 2 ¢ = © case

1

10:
11:
12:
13:
14:

2
3
4
5:
6
7
8
9

. k = max, = max;, = maxy = max, = 0

: while 0 ¢ I, and k # maxy do
max, = max(mingey, (d(z, |0, 27)), maxy), k + +
: end while
while 0 € I and k # max do
max, = max(ming ey, o/<o(x’), maxq), k + +
: end while
: while k£ # maxy, do
max, = max(mingey, d(z,] — 27, 0]), max,), k + +
end while

if VI : mingey, () > 0 then
max, = d(Imax,,0)
end if

return max(max,, maxy, max,y, maxe)

meghatérozasa kis médositassal asettel analég médon elvégezhet

Kodnnyen lathatban & mozgas esetén a trajektoria régio elvart régiotol vettésenek

Algoritmus 3 € = & case

1

10:
11:
12:
13:
14:

2
3
4
5:
6
7
8
9

. k = max, = max;, = maxy = max, = 0
: while 0 ¢ I, and k # maxy, do
max;, = max(mingey, (d(z,]0,27[)), maxy), k + +
: end while
while 0 € I and k # max;, do
max, = max(mingey, »>o0(2'), maxq), k + +
: end while
: while k # max;, do
max, = max(minger, d(z,]2m, 4n[), max,), k + +
end while
if VIj, : minger, (z) > 0then
maxe = d(Imax,,0)
end if

return max(max,, maxp, max,, maxe)

dsszege, amelyhez egy tovabbi fix értékl bitntéhyend adddik, ha trajektérianak volt olyan
része, amely nem felelt meg az elvart viselkedésnek. Endlgk @z optimum értékek egy-
értelm{ megkulonboztethetége az optimum kozeli célfiggvény értélka célfiggvény

tel

A célfiggvény értéke az @irt viselkedés elemire megallapitott Hausdorff tavotdég

jes és formalis alakja az alabbi.
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p(T) = (14) Y max inf d(x,y),

o :(:EEek yEel}

aholT = ..., ey, €1, ..., €,, ... @ Vizsgalt trajektoria.
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4. fejezet

Eredmények

7 _7 Ve

Az el6z6 fejezetekben ismertetett mddszert tobb, éltdnsszisagu @irt viselkedéshez
tartozo kaotikus trajektoriak kedgontjainak megkeresésén keresztil vizsgaltuk. A fejezet
ben kutatasunk numerikus eredményei keriilnek bemutatasra

4.1. Egyseq trajektoriak

Elsb Iépésként a kényszeter fékezett inga azon kaotikus trajektoridinak Kgzohtjait
prébaltuk megtalalni, amelyek esetében csakaazaz csak az élanozgas tipusa régzitett.

(a) @ eset. (b) © eset.

4.1. braA célfiggveény, = & ésey = @ elbirt viselkedés esetén.

A fenti 4brakon a célfiiggvényt lathatjuk, amikor a trajeldd@|d mozgésap vagye. A
két horizontélis tengely az inga kegabntjanak szoge és szogsebessége. Eszréyélogly e
két trajektoriatipus esetén a kégumbntok nagy része egy elnyujtott S alaku régidban lokkliza
hat6 a keresési tér kbzepén, ami mellett tovabbi &ppdtokat talalhatunk egy-egy nagyobb
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kiterjedésl régidban is. A megoldast jei@pbntok relativ vonzaskorzetének méretedeti
nagy volt ahhoz, hogy ezen trajektoriak megtalalasa nemzmkoproblémat.
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4.2. dbraA célfiggveény, = 0 eldirt viselkedés esetén.

Az ® esetben a célfiggvény grafikonja eftdépet mutat. A megfelél kezdbpontok
kizarolag egyetlen régiéban helyezkednek el, amely b&ralés poziciéra az @bdekben
tekintett két esettel analdg jegyeket mutat, a régio lati¥ge és relativ vonzaskorzete szigni-

IR 124

fikAnsan kisebb, ami étevetiti, hogy a& mozgassal keZglo trajektériak megkeresése joval

AR 124

nehezebb lesz, mimk vagy © mozgasokkal kezabiokeé.

4.2. Harom hosszu trajektoriak

Az elsh numerikus eredmények utan érdikésiink a bonyolultabb trajektériak vizsgala-
tara koncentralodott. Kedgontokat kerestlink az 6sszes olyan kaotikus trajekiptishoz,
amelynél az el harom mozgas a megengedett mozgastipusok valamelyiggiac

Korabbi kutatdsokban mar meghatarozasra kerultek a kékinlnegengedett mozga-
sokkal kez@dd trajektoriakz — 2’ sikon vett kez8pontjainak halmazai. E régiok konvex
intervallumos befoglalasai a kbvetkiz
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Qo = {z € [1,2.226,], 2" € [~1.35,-0.208]}
Qg = {x € [2.436,2.796,], 2’ € [-0.123, —0.201]}
Qo = {x € [3.197,4.412,], 2’ € [0.389, 1.258]}..

Minden ebirt mozgassorozathoz a neki megfélékresési téid inditottuk az optima-
lizacidt. A kordbban megfogalmazott sejtésiink beigaatldszott. Azonnal szembetinik,
hogy minél tdbb a» mozgas egy trajektoriaban, annal nehezebben boldogufttanaliza-
|6, ami a kevesebb megtalalt kégubntban és a kereséshez sziikséges latvanyosan magasabb
szamu fuggveny kiértékelésben mutatkozik meg. Szintélwdsbat6 a tabladzatbdl, hogy a
legkénnyebben detektélhato viselkedesolt. A megebzo két fejezetben targyalasra kertlt
optimalizacios modszer hatékonysaganak és a megieddfiiggvény valasztasnak készonhe-
téen egyetlen eset kivételével minden harom hosspirt @iselkedéshez talaltunk megfdiel
kezdbpontot, bizonyos variaciokra tobbet is.
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S X Z0 FE CT
DD D (3.5145566; 1.1854134) 3 2305 666
TOB®  (3.541253;1.1780008) 1 335 965
& Do (4.1354217;1.1146838) 9 1489 431
TO®®  (3.4500625;1.2046848) 1 3057 862
TP ®® (3.6355882;1.1519576) 17229 2089
TP o (4.1873482;1.1159454) 2 2477 723
"o @ (4.3271325;1.1040739) 3 2968 858
oo ® (3.9656183;1.0787189) 2 3212 931
oo (3.7628911;1.096835) 7 1863 540
"®@ @ (2.6045829;0.056101674) 2 3680 1061
"®6® (2.6558599;0.004679824) 1 11882 3439
"R@® 6 (2.5851486;0.081902247) 6 2054 594
"R @ (2.6840309; —0.024118557) 1 8940 2582
VR — 0 888 2573
"®®6e (2.4871575;0.17213042) 1 2782 803
"®6 @ (2.6099677;0.043887032) 1 2347 678
RO ® (2.7034849; —0.050274764) 2 5313 1537
"®oo (2.7717467; —0.11932383) 5 2078 600
"od® (1.3103648; —0.45392754) 8 1568 451
o ® (1.3957671; —0.73793841) 1 5063 1464
"od o (1.4709218; —0.63161865) 12 1055 305
"o®ae  (1.0277603; —0.20910021) 12294 669
"o®® (1.4672718;—0.61087661) 1 9873 2869
"o®eo (1.5116331; —0.66239224) 2 2404 695
oo ® (1.6396628; —0.62997909) 71527 447
o6 ® (1.4479849; —0.5786194) 2 2303 665
"ooo (1.3920852; —0.37132957) 12 1131 327

4.1. tablazat. A harom hosszbét viselkedések vizsgalati eredményei. S jeloli aiirgl
mozgas sorozatot, X egy megtalalt képdntot, ZO a keresés soran megtalalt alkalmas kez-
dopontok szamat, FE a keresés soran végrehajtott fligguwngkelések szamat, és CT a
kereséshez szukséges teljes CPdt.id
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4.3. ® viselkedés sorozatok

A harom hosszu sorozatok tapasztalatain tovabb indulvasgadags mozgast tartalma-
z6 viselkedés sorozatok kegabntjainak keresésével folytattuk az inga kaotikussakjéa-
nulméanyozasat. & mozgassal ket trajektoriak régidjanak korabbi befoglalasa tul nagy
volt ahhoz, hogy harom vagy hosszablsorozatokat vizsgalhassunk, ezért korabbi kutatasi
eredmények alapjan [4] az inga nyeregpontjanak befoglglas= [2.634272,2.634274], 2’ =
[0.02604294, 0.02604485]) felhasznalva a keresési teret addig szlkitettlik a kuzinbirt
hosszusagu sorozatok esetén a nyeregpont kornyekérenamiglaltunk legalabb egy kez-
dopontot. A felhasznalt keresési tereket és futasi eredelétya kdvetkei tablazat foglalja

0ssze.
L S X Z0 BE FE CT
1 |2 27 ] (2.7108515; —0.030099507) 12 0 1055 303
2 2.6 0. ] (2.6469962; 0.013297356) 4 0 3254 940
3 ]2 6327 0. 027] (2.6342106; 0.026105974) 1 0 2225 643
4 [2. 63437 0. 0260] (2.634273;0.026043388) 1 0 2491 721
5 2. 6342737 0. 026044] (2.6342733;0.026043083) 0 232... 7620 2206

4.2. tblazat. A kulonbd@zhosszusag®h mozgas sorozatok vizsgalati eredményei. L jeldli
az ebirt viselkedés hosszat, S a keresési tered §jta [2.4, 2.8] intervallumot jelenti), X egy
megtalalt kezdpontot, ZO a keresés soran megtalalt Kgrmhtok szamat, BE a keresés so-
ran elért legjobb célfiiggveny értéket, FE a keresés sorgrehéjtott fliggvénykiértékelések
szamat, és CT a kereséshez sziikséges 0ssze GPtdadodpercben.

Az optimalizacids eljaras altalunk készitett implemeitticaz 6t hossz® sorozat ese-
tén érte el teljesitképessége hatarat. A sikertelen keresés oka terméseetesea maod-
szeruink hibaja, hanem a megvalositasban hasznélt adattipontossaganak hianyossaga.
Az egymés utdn 6® mozgéassal induld kaotikus trajektoridk képantjait tartalmazé ré-
gi6 kiterjedése a sz6g és szdgsebesség dimenziék menabbkimint a dupla pontossagu
lebegdpontos értékek abrazolasi pontossaga, igy az optimatikdhem képes pontot fel-
venni ebben régiéban, igy egy megféldlezdbpont megtalalasa is lehetetlen. Kilénb6z
nagyobb, vagy szimbolikus szamabrazolasi technikak $eldasaval tovabb névelhetnénk
a hatékonysagot.

Tovabb akadalyozta az egyre hosszabmozgassorozattal ke@do trajektériak megta-
lalasat az, hogy a nyeregpont kérnyékén elvégzett mieketeigymértékii numerikus hibaja
miatt a VNODE altal kiszamitott befoglal6 téglalapok méret jelenbs névekedésnek in-
dult, ami szintén gatolta a trajektéria elvart région betdradasanak eldontését.
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5. fejezet

Osszefoglalas

Dolgozatunk téméja a kényszerrezgéses fékezett ingkkadatajektoriainak megbizhatd
lokalizacioja volt.

Bemutattuk a kutatés targyaul szolgélo dinamikai rend$z=ea probléma megértéséhez
szilkséges elméleti hatteret. Felépitettiink egy korlgtobalis optimalizalasi modellt, amely
az inga trajektoriainak megkeresését egy ceélfiiggvényadjbptimum pontjainak megha-
tarozasara transzformalja. Ennek keretein belll isnékeiz optimalizacio keresési terének
felépitését, részletesen targyaltuk a célfiggvény mesjkadlasanak és kiértékelésének fo-
lyamatat.

A kidolgozott eljarast implementaltuk és kulonlddisszetételll és hosszusagu trajektori-
ak kezdpontjainak meghatérozasaval vizsgéltuk a médszer hayélgéat. A kapott eredmé-
nyeket értelmeztiik és feltartuk az inga konnyebben és ebben lokalizalhato trajektoriait,
melyen keresztil megismertik az implementacio alkalmasiaganak hatarait és azok okait.

25



Koszonetnyilvanitas
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26



lrodalomjegyzek

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]
[9]

[10]

BALOGH, J.ESs B. TOTH, Global optimization on Stiefel manifolds: a computational
approach Central European J. of Operations Research 13, 213-285)20

BANHELYI, B., Dinamikai rendszerek kaotikussaganak és stabilitasanasgelata
megbizhat6 szamitdgépes modszerekkitori értekezés, Szegedi Tudomanyegyetem,
Alkalmazott Informatika Tanszék (2007).

BANHELYI, B., T. CSENDES ESB.M. GARAY, Optimization and the Miranda appro-
ach in detecting horseshoe-type chaos by comptrerd. Bifurc. Chaos, 17, 735-747
(2007).

BANHELYI, B., T. CSENDES B.M. GARAY, ES L. HATVANI, A computer—assisted
proof for¥;—chaos in the forced damped pendulum equa®AM J. Appl. Dyn. Syst.,
7,843-867 (2008).

CseNDES T., Nonlinear parameter estimation by global optimization ficegncy and
reliability, Acta Cybernetica, 8, 361-370 (1988).

CseNDES T., B.M. GARAY, ES B. BANHELYI, A verified optimization technique to
locate chaotic regions of an Hénon systelmof Global Optimiz., 35, 145-160 (2006).

HuBBARD, J.H., The forced damped pendulum: chaos, complication and clontro
Amer. Math. Monthly, 8, 741-758 (1999).

http://hu.wikipedia.org/wiki/Kaoszelmélet , (elérve 2012).

KNUPPEL O.,PROFIL — Programmer’s Runtime Optimized Fast Interval hityr Be-
richt 93.4., Technische Universitat Hamburg-Harburg @)99

LEvAl, B.L., AND BANHELYI B., An optimization technique for verified location of
trajectories with prescribed geometrical behaviour in tteaotic forced damped pen-
dulum Central European Journal of Operations Research, DQD0@/s101000-012-

0256-5 (2012).

27



[11] MARKOT, M.Cs., An Interval Method to Validate Optimal Solutions of the Ragk
Circles in a Unit Square Problem€&entral European J. of Operations Research, 8, 63—
78 (2000).

[12] NEDIALKOV, N.S.,VNODE — A validated solver for initial value problems for ordry
differential equationsAvailable at
www.cas.mcmaster.ca/  ~nedialk/Software/VNODE/VNODE.shtml
(2001).

[13] NEUMAIER, A., AND T. RAGE, Rigorous chaos verification in discrete dynamical sys-
tems Physica D, 67, 327-346 (1993).

[14] RAGE, T., A. NEUMAIER, AND C. SCHLIER, Rigorous verification of chaos in a mo-
lecular model Phys. Rev. E, 50, 2682—2688 (1994).

[15] P. SZEPFALUSY, EST. TEL (SZERK.), A kdosz (Véletlenszeri jelenségek nemlineéris
rendszerekbenpkadémiai Kiadd, Bp. (1982).

[16] SaLAHI, M., Convex optimization approach to a single quadratically stoained qu-
adratic minimization problemCentral European J. of Operations Research, 18, 181—
187 (2010).

[17] TORMA, B. AND B. G.-TOTH, An efficient descent direction method with cutting
planes Central European J. of Operations Research, 18, 105-030)2

[18] TUucCKER, W., The Lorenz attractor exist€.R. Acad. Sci. Paris Ser. Math. 328, 1197—
1202 (1999).

[19] WiLczAk, D. AND P. ZcLiczYNSKI, Computer assisted proof of the existence of ho-
moclinic tangency for the Henon map and for the forced-daimendulum SIAM J.
Appl. Dyn. Syst., 8, 1632-1663 (2009).

28



