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Absztrakt

A folyamatszintézis sok teriileten megtalalhaté problémakor, legyen szé reak-
cibszintézisrél,ellatasi lanc tervezésrél vagy akar tizleti folyamatokrol. Emellett
barmilyen hasonlé feladatkérben felismerhetd, melyben a cél alapépitokévek bi-
zonyos kombindciéjabdl egy teljes struktira felépitése.

A feladatkor nehézsége a kombinatorikus robbanas jelenségbdl adédik, ugyanis
az épitéelemek szaméanak novelésével exponencidlisan névekszik a lehetséges
megoldasstruktirak szama. Egyes feladatokban azonban a megfogalmazasbol
kovetkezOen, esetleg bizonyos épitéelemek tulajdonsigaibdl addéddan talalha-
tok olyan épitGelem halmazok, melyek elemei egyszerre nem szerepelhetnek egy
megoldasstruktiraban sem. Ezen kolcsondsen kizard elemek miatt csokken a le-
hetséges megoldasstrukturak szama, ami jelentos keresési tér és megoldasi id6
csokkenést is eredményez.

A megvalésitas azonban tobb okbdl kifolydlag sem trivialis. A megoldé algo-
ritmusok olyan moédositasara van sziikség, amely nem csak sziiri a nem kivant
megoldasokat, hanem a szisztematikus keresés soran eleve elkeriili azokat. Eh-
hez sziikséges példaul egy 1j hatvanyhalmaz general6 eljaras, amely csak olyan
részhalmazokat ad vissza eredményiil, melyek eleget tesznek a kolcsonos kizara-
soknak.

Munkam sordn kidolgoztam egy modszert, amely figyelembe veszi a kdleso-
noésen kizaré halmazok nytjtotta gyorsitasi lehetOségeket, ugyanis a jelen ismert
megoldasi médok ezt nem teszik meg. A kidolgozott mddszert megvaldsitot-
tam C++ programozasi nyelven, valamint szakirodalomban elérheté példédkra
sikeresen teszteltem.



1. Bevezetés

Manapsag a korlatozott eréforraskészletek, valamint a globalisan emelkedd
energiadr miatt egyre nagyobb hangsilyt kap az iparban kiilonbozé termel6
folyamatok minél hatékonyabb megvaldsitasa. Ezek tobbnyire olyan folyama-
tok, melyekben el6re definidlt épitéelemekbdl a kivanalmakat kielégito, célnak
legjobban megfeleld struktira 6sszeallitasa a cél. Tébbnyire nyersanyagokbol al-
litanak el terméket. Az ilyen jellegii probléméakat folyamat halézat szintézisnek
nevezziik (Process-Network Synthesis - PNS). A folyamatszintézis sok teriileten
megtaldlhaté problémakdr, legyen sz6 reakcidszintézisrol,ellatési lanc tervezés-
r6l vagy akar tizleti folyamatokrél. A feladat egyértelmii reprezentdldsara, és
megoldasar Friedler és munkatdrsai az 1990 es években dolgoztak ki egy szé-
leskortien alkalmazhaté keretrendszert. Mely képes a problémak abrazolasara,
valamint kombinatorikus algoritmusokon keresztiil a optimalis megoldésanak,
s6t akar az n-legjobb megoldasdnak meghatarozasara is. Munkam soran ezt a
modszert vizsgaltam, és bovitettem ki olyan gyorsitasi lehet6ségekkel, melyek
a feladatok strukturalis jellegébdl adédnak. Az altalam vizsgélt ilyen tulajdon-
sag a kolcsonosen kizard miiveleti egységek megjelenése volt, mint korlatozasi
tényezd. Dolgozatomat az alabbi logikai szisztéma szerint allitottam Ossze.

A maésodik fejezetben révid attekintést nyijtok magarol a PNS problémarol,
és annak meghatérozo jellemzoir6l. Ezt kovetGen réviden bemutatom a keze-
lésére kifejlesztett P-graf modszertant. Mely magaba foglalja a feladatosztaly
fejlesztett algoritmusokat. Ezen keresztiil megismerjiik azokat az alapmddszere-
ket, melyekre alapostam a tovabbi kutatasomat.

A harmadik fejezetben térek ki az altalam kiemelt részre, mely a kolcsénos
kizaras bevezetése. Itt bemutatom, hogy mit is jelent a kélesonos kizaras megje-
lenése PNS problémdakban, hogyan tudjuk ezt modellezni, és milyen megoldési
moédok allnak jelenleg az ilyen problémék kezelésére. Ezt kdvetGen bevezetem a
PNS probléma kiretjesztését kolcsonosen kizaré halmazok kezelésére. Majd be-
mutatom azokat a mddositdsokat a megoldé algoritmusokban, melyek kovetkez-
tében azok megoldas soran képesek lesznek struktardlis jelleg alapjan kisz{irni
a kolesonos kizarasi feltételnek nem eleget tevl részproblémékat. A nehézség
abban jelentkezett, hogy ez az irdnyvonala a PNS problémanak viszonylag friss
kutatasok eredménye, igy nem all réla elegend6 leirds a szakirodalomban, ezen-
tal bizonyos részei a sajat eredményeimet is tiikkrozik.

A negyedik fejezetben illusztralom a kolcsonos kizards figyelembevételének
feldatmegoldas sordn fellépé hatékonysagat, szakirodalombodl vett jarmiihozza-
rendelési példdkon. Ehez segitségiil réviden bemutatom, hogy mi is az a jarmi-
hozzérendelési probléma. Ezt kévet&en azt, hogy hogyan tekinthetiink a problé-
mara, mint PNS probléma, valamint, hogy minek kdszonhetéen értelmezhetjiik
a kolcsonos kizarast a struktiraban. Még szintén ebben a fejezetben 6sszeha-
sonlitom a kolesonos kizarassal bovitett PNS modell és az eredeti PNS modell
feladatmegolddsanak hatékonysagat jarmiihozzarendelési feldatokra.

Az 6t6dik fejezetben bemutatom, sajat kutatdsi eredményeimet. Munkam
soran a kolesonos kizarashoz kapcsoléddan kifejlesztettem egy olyan hatvany-
halmaz general6 algoritmust , mely képes figyelembevenni az alaphalmazban
megjelend kolcsondsen kizard részhalmazokat, és szisztematikusan csak azokat



a lehetséges részhalmazokat generalja le, melyek ezen kolcsonosen kizard fel-
tételeknek eleget tesznek. Az algoritmust implementaltam C++ programozasi
nyelven, igy bemutatom a kapott teszteredményeimet is, és Gsszehasonlitom
azokat az eddig ismert kevésbé hatékony modszerrel.

Munkam motivaciéjat az adta, hogy az altalam kidolgozott hatvanyhalmaz
generald eljaras beépithetd a P-graf keretrendszer megoldd algoritmusaiba, igy
a késobbiekben még nagyobb hatékonysidgnovelés is elérhet6 kolcsonos kizarast
tartalmazé feladatok megoldasdban. Jovébeli célom ennek a megvaldsitésa.



2. Folyamathalézat-szintézis

Ebben a fejezetben, a téma szakirodalméra hivatkozva, bemutatom a folya-
mat hélézat-szintézis feladatkort, majd ezt kovetGen a megoldasara kidolgozott
P-graf médszertant. Mivel a rendelkezésre all6 szakirodalom rendkiviil terjedel-
mes, igy a jelen fejezetben csak az olyan fontos dolgokat szeretném bemutatni,
melyek hidnya befolydsolna a dolgozatban foglalt feladatkiterjesztések értheto-
ségét. Igy a részletes targyalds helyett egy alapot szeretnék biztositani a késébbi
eredmények érthetéségére. Mindezt annak reprezentalasaként, hogy honnan in-
dult az alap kutatas, melyet az én témam is alapjaul vesz.

2.1. PNS feladatokrdl altalanossagban

A folyamathélézat-szintézis ipari alkalmazdsokban, gyakran felmeriilé prob-
lémakor. Melyenk hatékony megoldésa egyre nagyobb figyelemt kap a nokvo
nyersanyag és energiadrak miatt. A feladatkor tobbnyire termelé folyamatokat
foglal magaba. A feladat célja el6re ismert alapanyagokbdl el6re definialt ter-
mékek gyartasa oly mdodon, hogy az eldre ismert, és rendelkezésre all6 épitGele-
mekbol valamilyen szempéntbdl optimalis halézatot meghatarozéasa, mely képes
a kivant termékek legyartasara.

Az épitéelemeket jelen esetben miiveleti egységeknek nevezziik, bemeneteit
és kimeneteit medig anyagoknak. A komplett halézat miiveleti egységek ki és
bemeneti anyagainak 6sszekapcsolasaval dllithaté ossze. Ezaltal alapvetGen egy
kombinatorikus optimalizalasi problémaként kezelhetjiik. Azonban a miiveleti-
egységekhez rendelheté koltségfiiggvények és allapotvaltozék miatt egy vegyes
egész tipusu matematikai programozési feladatként is tekinthetiink ré egyben.
Kettos természete miatt az optimum meghatarozisa nehéz, és rendkiviil sza-
mitasigényes feladat. A feladat nehézségét az is mutatja, hogy tobb heuriszti-
kus moédszert is kidolgoztak a gyorsabb megoldas érdekében, azonban ezek nem
tudjak garantalni a megoldas optimalitdsat. Ezek tobbnyire nem hasznéljak ki
a PNS kombinatorikus jellegét, igy csak a matematikai modell alapjan dolgoz-
nak. A tovdbbiakban egy olyan moédszertant szeretnék bemutatni roviden, mely
rendelkezik a problémakor modellezéséhez egyértelmii struktirareprezentacio-
val, valamint bizonyitottan optimalis megoldast adé megoldémoddszerrel is. Ez
nem mas, mint a Friedler és munkatarsai alltal kidolgozott P-graf modszertan.

Egy PNS feladat struktiralis modelljét egy (P, R,O) harmassal definidlhat-
juk. Emellett feltételezziik, hogy létezik egy véges halmaza a megjelen6é anya-
goknak, jeloljiik ezt M el. Ezt kovet6en P jeloli az eléallitani kivant anyagok
halmazat ahol P C M valamint P # &, R jeloli a rendelkezésre all6 nyersanya-
gok halmazat, melyekre igaz, hogy:

R C M,P # @ valamint RN P = @.

Tovabba O jeldli a rendelkezésre 4ll6 miiveleti egységek véges halmazat.

2.2. P-graf moédszertan

A PNS probléma altalanos bemutatésat kovetéen kitérek a P-graf médszer-
tan révid bemutatasara. Csak a fontos, és a kés6bbiek folyaman sziikséges része-



ken haladok végig. A moddszertan teljes leirasarol bévebb informaécié taldlhato
131,141, [5], [6]-ben.

2.2.1. P-graf reprezentacié

A PNS feladat egyértelmil reprezentildsahoz specidlis abrazolasmoéd sziik-
séges. Hagyomanyos grafon nem lenne egyértelmii az abrazolas, mivel kétfajta
csucshalmazzal rendelkezik a PNS probléma, melyek az anyag és miiveleti egy-
ség tipusiak. Ezaltal ez a két csticshalmaz megkiilonboztetésére van sziikség. Az
egyértelmii jelolés bevezetése érdekében az eredeti szerzok bevezették a folya-
matgrafot (Process Graph - P-graf). A P-graf egy irdnyitott paros graf, melynek
két kiilonb6zé tipusi csiicsa van. Az O tipust cstcsok reprezentaljak a miiveleti
egységeket, és jelolésiik fekete téglalappal torténik, valamint az M tipusd csi-
csok jelentik a megjelend anyagokat, reprezentaciojuk telitett karikaval torténik.
Egy ilyen P-graf részlet lathat6 az 1.abrdn. Az iranyitott élek reprezentdljak

1. abra. P-graf reprezentécio

az anyagaramokat, a nyil irdnya megegyezik az anyag aramlasdnak iranyaval.
Matematikailag megfogalmazva a P-grafot egy (m, o) kettesként definidlhatjuk,
ahol m halmazba az M tipusu csicsok, az o halmazba pedig az O tipust csticsok
tartoznak.

2.2.2. Kombinatorikusan lehetséges megoldasstruktiarak

Miel6tt bevezetnénk a kombinatorikusan lehetséges struktira fogalmat, el6-
szOr definidljuk, mit is értsiink lehetséges struktura alatt. Ennek a meghata-
rozasara a kovetkezO definiciét alkottdk meg. Egy struktira akkor lehetséges,
ha minden o € O miiveleti egységrél eldonthetd, hogy benne van-e az adott
strukturaban, vagy sem. Ez a meghatdrozas azonban nem kielégité. Az Osszes
lehetséges struktira halmazabdl csak nagyon kevésre igaz, hogy a gyakorlatban
megvalosithato rendszert leird struktira. Ezt kdvetéen bevezették a a kombina-
torikusan lehetséges struktira fogalméat, mely olyan strukturakat foglal magaba,
melyek a gyakorlatban megvalésithatoak.

Van néhény olyan struktiralis vagy kombinatorikus tulajdonsig, melyel min-
den gyakorlatban megvaldsithatd struktiranak rendelkeznie kell. Ezeket a tu-
lajdonsagokat Friedler és tarsai mint axiémakat vezették be, melyek:



(S1) Minden végtermék szerepel a strukturdban. P C m

(S2)Egy, a strukturaban szereplé anyag akkor és csak akkor nyersanyag,
ha a struktiraban szereplé miiveleti egységek koziil egyetlen sem allitja
eld.

(S3)A struktirdban szerepld Osszes miiveleti egység a feladatban elére de-
finialt.

(S4)A struktiraban szerepld Osszes miiveleti egységbdl vezet Gt legaldbb
egy végtermékbe.

(S5)A struktirdban szerepld Osszes anyag valamely miiveleti egységnek
vagy kimenete vagy bemenete.

Ezt kévetéen akkor mondjuk, hogy egy megoldas kombinatorikusan lehet-
sége, ha az kielégiti az (S1)-(S5) axiémdakat. Egy kombinatorikusan lehetséges
strukturarél nem mondhatjuk ki, hogy biztosan valés megoldés is lesz, mivel le-
het, hogy nem a kell6 mennyiségben allitja el6 a termékeket. Tehat az axiomak
sziikséges, de nem elégséges feltételt adnak a megvaldsithaté megoldasokra.

2.2.3. A maximadlis struktura

Abbdl kiindulva, hogy megoldasstrukturakkal is végezhet&ek miiveletek meg-
vizsgaltak, és bizonyitottak, hogy ezek tovabbi tulajdonsidgokkal rendelkeznek.
Zartak az uni6 képzésre, kompozicéjuk allithatd eld, vagy akar dekomponalha-
tok. Emellett bizonyitottak, hogy egy megoldasstruktirat bévitve szintén meg-
oldasstrukturat kapunk, igy azok bévitheték. Mivel a megoldasstruktarak kiter-
jeszthetok, és zartak az unidra, 1éteznie kell egy olyan megoldasstruktiranak,
amely tartalmazza az 0sszes lehetséges megoldasstrukturat. Ezt a struktarat a
feladat maximalis struktirajanak nevezték el.

Az MSG algoritmus

A maximalis struktira meghatarozasara az MSG algoritmust alkottak meg,
mely polinomid6ében hatarozza meg azt a fent emlitett 5 axiéma alapjan. Az
algoritmus miikodése két f6 részre oszthatd. Az elsé redukcids szakaszban az
algoritmus kisziiri azokat az anyagokat és miiveleti egységeket amelyek megsér-
tik az axiomakat, és igy egyik megoldasstruktiraba sem keriilhetnek bele. Ezt
kovetéen a masodik részben szintén az axiémakra alapozva épiti fel az algo-
ritmus a maximadlis struktirat az elsd rész futdsa utdna megmaradt miiveleti
egységekbdl, és anyagokbdl. Maga az algoritmus szisztematikus, és bizonyitot-
tan helyes 1épésekbdl all. A maximalis struktira jelentésége abbdl adodik, hogy
ez a struktira fogja kiindulasi alapjat képezni a megoldé algoritmusoknak.

2.2.4. Dontési leképezések

Vezessiink be egy leképezést, A-t, ami minden anyaghoz megadja azokat a
miiveleti egységeket, melyeknek az adott anyag kimeneti anyaga. Formélisan
A(X) = ¢~ (X) ahol X € m, ha (m,0) az (P, R,O) PNS feladat P-grafja.

Ezt kovetben legyen d[m| dontési leképezés olyan péarok (X,d(X)) , X € m
halmaza, melyek els6 tagja egy anyag,mésodik tagja pedig egy halmaz melybe
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olyan miiveleti egységek tartoznak, amelyek ezt az anyagot gyartjak, vagyis
egyes anyagokhoz rendeljiik hozzé az 6ket el6allité miiveleti egységek egy halma-
zat. A konyebb érthetdség kedvéért megjegyezziik, hogy §() jelolés egy anyagra,
mig §[] jelolés anyagok egy halmazdra vonatkozik. A dontési leképezésekrél bé-
vebb informéciét taldlhatunk [5].

A dontési leképezések konzisztencidja elengedhetetlen a PNS problémék meg-
oldasdnal. A kombinatorikusan lehetséges struktirak generalasahoz alternativ
dontések vagy dontések sorozatat sziikséges végrehajtani. A dontések miiveleti
egységek bevételérol vagy kizarasardl torténnek, és ezek a dontések a dontési
leképezések segitségével irhatdak le. Minden terméket legaldbb egy miiveleti
egységnek kell gyartani, tovabba legalabb egy miiveleti egységnek kell gyartani
egy olyan anyagot, amelyet egy korabbi dontés sordn bevett miiveleti egység
fogyaszt. Az el6z6 eset aldl kivételt képeznek a nyersanyagok. A dontések sordan
vigyazni kell arra, hogy a mar kizart miiveleti egységeket egy masik déntés soran
mar nem lehet bevalasztani, ez inkonzisztenciat okozna.

Az inkonzisztens dontések elkeriilése érdekében a miiveleti egységeket ha-
rom osztalyba kell sorolni, melyek a kdvetkezok: az adott struktiuraba bevalasz-
tott miiveleti egységek halmazaba inc, az adott strukturabdl kizart miiveleti
egységek halmazaba exc, illetve azoknak a miveleti egységeknek a halmazaba,
amelyekrdl még nem sziiletett dontés.

A kovetkezékben vizsgaljuk meg, hogy mi alapjan miikodik az SSG és az
ABB algoritmus, és hogyan segiti a miikodésiiket a dontési leképezések beveze-
tése.

Eloszor is nevezziitk aktiv halmaznak anyagok azon halmazat, melyek eléalli-
tasarol donteni kell. Nyilvanvaléan ez a halmaz kiindulési esetben a termékeket
tartalmazza. Egy dontés soran az anyagot eldallitani képes miiveleti egységek
koziil azokat kell meghatarozni, amelyek az adott struktiraban eléallitjak az
anyagot. Az igy kivilasztott miiveleti egységek bekeriilnek a struktirdba, a tob-
bit pedig ki kell zarni. Ezt kovetéen minden dontés utan frissiil az aktiv halmaz.
Azok az anyagok, melyek gyartasarél mar dontottiink, kikertilnek beldle, és olyan
nem nyersanyag anyagok keriilnek be, melyeket egy mér bevalasztott nyersanyag
fogyaszt, és még nem volt rajtuk dontés. Abban az esetben, ha az aktiv halmaz
iiressé valik a dontések sordn, a bevett halmaz elemei fogjak alkotni a lehetséges
struktarat.

2.2.5. SSG algoritmus

Az (Solution Structure Generator - SSG) algoritmus minden megoldasstruk-
turat el6allit a dontések Osszes lehetséges sorozatanak leszamlalasaval, méghozza
bizonyitottan csak egyszer. Az algoritmus dontési leképezéseket alkalmazoé re-
kurziv eljarashivason alapszik. A rekurzié addig tart, mig a fentebb emlitett
aktiv anyaghalmaz {ires nem lesz minden esetben. Ez a folyamat tgy abrazol-
haté, mint egy olyan fagraf bejardsa, melyben a csticsok az anyagokon végzett
dontéseket, a csticsbdl kiinduld élek pedig a lehetséges dontési alternativakat
reprezentaljak. A kombinatorikusan lehetséges megolddsok ennek a fagrafnak a
levelein fognak elhelyezkedni.
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2.2.6. ABB algoritmus

A feladat optimalis megoldasat tgy is megkaphatnank, hogy el6szér SSG
algoritmussal generaljuk az 6sszes megoldast, majd mindegyikre kiszamoljuk a
célfiiggvény szerinti értéket, majd ez alapjan kivalasztjuk koziillok a legkisebb
értékhez tartozé megoldast. Ez a moédszer azonban nem hatékony abban az
esetben, ha csak az optimélis megoldasra van sziikségiink.

Az ABB algoritmus a valamilyen szempontbdl optimalis megoldas megtala-
a kiillonbség annyi, hogy dontés elott az algoritmus egy korlatszamitasi eljarast
hajt végre, amely a részproblémékhoz egy alsé korlatot rendel. Ez az als6 korlat
alapjan elvethetd részproblémékat ismer fel, igy az ABB eljaras az SSG altal be-
jart fa csak egy részét generalja ki. Ezen a kigeneralt részfan halad folyamatosan
tovabb mindaddig mig el nem éri a levelet. Az algoritmus annél hatékonyabb,
minél kisebb a bejart fa, amit déntéen a korlatozasi eljarasban meghatarozott
als6 korlat élessége hataroz meg.
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3. Kolcsonos kizaras

3.1. A kolcsonos kizaras bevezetése

Mint azt az irodalmi attekintés soran lathattuk a folyamatszintézis sok te-
riilleten megtalalhaté problémakor, legyen sz6 reakcidszintézisrol, ellatasi lanc
tervezésrol vagy akar tizleti folyamatokrol. Egyes feladatokban azonban a meg-
fogalmazasbol kovetkezoen, esetleg bizonyos épitéelemek tulajdonsagaibdl adé-
déan taldlhaték olyan épitéelem halmazok, melyek elemei egyszerre nem sze-
repelhetnek egy megoldasstruktiraban sem. A kovetkezdben nézziink par ilyen
példéat, mely problémakorben jelenhetnek meg kolcsonosen kizaré halmazok.

Gyértérendszerek tervezésekor megjeleno probléma lehet, hogy bizonyos mii-
veleti egységek olyan formajuak, vagy akkora helyet foglalnak el, hogy egyszerre
a kivalasztott darabok nem férnek el egymas mellett a kivant helyen. Tovabba
technologiai megfontoldsbdl a tervezés soran tobb lehetséges kivitelezhetd tech-
nologiat vizsgilnak, am azok egyszerre torténd alkalmazisa nem megoldhato,
nem koltséghatékony, esetleg mindegyik nyersanyagellatdsa nem biztosithato
egyszerre. Példaul egy pékségben egyszerre nem alkalmaznanak villany és gaz-
flitésiti kemencéket is. Valamint olyan esetek is eléfordulhatnak, hogy bizonyos
berendezések olyan mellékterméket allitanak eld, melyek jelentosen képesek ka-
rositani egyes berendezéseket, melyek a folyamat késébbi szakaszan foglalnanak
helyet. Ebben az esetben sem célszerii ezeket egyszerre szerepeltetni a megol-
désstruktiraban, igy definidlhatjuk ¢ket kolesénosen kizardként.

Mindezek mellett még egy fontos teriiletet emlitenék, ahol megjelenik kol-
cs6nos kizards olyan helyen, amely kétodik a folyamatszintézishez. Ez nem maés,
mit az lzleti folyamat szintézis. Manapsag kulcsfontossagu szerepet t6lt be egy
vallalat szamara az a tény, hogy versenyképes legyen. Ennek titkrében minél pon-
tosabban és koriiltekintébben prébaljak tervezni azt a stratégiat, mely szerint
fognak haladni, és emellett nagy tigyet forditanak alternativ lehet&ségek vizs-
galatara is. Azonban az tizleti folyamatok kozott gyakran megjelennek olyan
dontések, melyek kizard vagy miveletet eredményeznek a lehetséges tovabbi te-
vékenységek kozott, igy azok koziil csak egyet lehet végrehajtani. Egy egyszert
példaként emlithetiink egy befektetés elfogadasat, vagy elutasitasat. Ebben az
esetben sem teljesiilhet egyszerre minkettd. Am az ilyen kolesonosen kizaré eset-
nek a modellezése, és alternativ megoldéds generaldsa nem teljesen kiforrott.

Tovabbi motivacié a bevezetésre

A kolesonosen kizaré halmazok bevezetésével 6j korlatozasokat kapunk a
lehetséges megoldasokra. Minden egyes 1j korlat bevezetése egy adott prob-
léméhoz csokkentheti a lehetséges megoldasok, és a megoldds sordn generalt
részproblémék szdmat. Valamint a korldtoknak koszonhetéen az egész keresési
tér csokkenhet, amit a feladat megoldasa soran be kell jarni, akar jelentés mér-
tékben. A keresési tér csokkentés kihatdssal lenne az adott probléma megoldési
idejére, akar rendkiviili médon meggyorsithatja azt. Ennek tiikrében a kélesono-
sen kizaré halmazok bevezetésére olyan forméban van sziikség, melyen keresztiil
azokat 1j korlatozasként vezethetjiik be a modellbe, és emellé olyan szisztemati-
kus megoldémodszert tudunk alkalmazni, amely mar a megoldds meghatarozasa
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kozben figyelmen kiviil hagyja az olyan részmegoldasokat, melyek nem tesznek
eleget a kolcsonos kizarasnak. Ha mindez megvalésithaté, akkor azzal nagymér-
tékben gyorsithatjuk a jelenleg elérheté megoldasi médokat.

3.2. PNS kiterjesztése, és 1j jelolések

Mint azt lathattuk, tobb teriileten is sziikség van a kolcsonos kizaras ki-
terjesztésére a feladatkor pontosabban torténd leirasabol adéddan is. Tovabba
ismeretes a P-graf keretrendszer folyamatszintézis problémak modellezésére, ha-
tékony megoldéasira, valamint akar alternativ megoldasok, vagy akar az elsé n-
legjobb megoldas meghatarozasara. Mindemiatt célszertinek tartottuk a keret-
rendszer képessé tételét kolesondsen kizard halmazok figyelembevételére, ezzel
tovabb novelve alkalmazhatdsaganak korét. Azért vilasztottuk ezt, mert rendel-
kezik mar az elére feltételezett abrazolasi, és szisztematikus keresési tulajdonsa-
gokkal, csak képessé kell tenni a médszert, és kiterjeszteni a kolcsénosen kizard
halmazok kezelésére.

Vezessiink be 1j jelolést a kdlesonosen kizard halmazok abrazoldsara. Legyen
OX az a halmaz, amely tartalmazni fogja az adott feladatban definialt j darab
kolesonosen kizaré halmazt (oxq ... ox;).

O0X ={ox1,...,0z;}

Tovabba sziikség lesz 0j grafikus dbrazolasra is, mellyel egy P-grafon szem-
léltetni tudjuk a kolcsondsen kizaré miveleti egységeket. Vezessilk be erre a
célra a kovetkezo jelolést. Az egy anyagcestcsba beérkezd, vagy egy anyagcsuics-
bdl kiindulé kolesénosen kizard miiveleti egységhez tartd éleket kossiik 6ssze egy
ivvel ahogyan az a 2.4bran is lathaté. Itt azt lathatjuk, hogy O2 és O3 miive-
leti egységek kolcsonosen kizardk. Vagy olyan esetben, ha a kolcsonosen kizard

o1

02 03

2. dbra. Uj jelolés kolesondsen kizaré miiveleti egységek reprezentélésara

miiveleti egységeknek nincs k6z6s bemend, vagy kimen6 anyaga, akkor kossiik
Oket Ossze egy gorbével, ahogy az a 3.abran lathat6. Ezen az dbran O1 és O5
miiveleti egységek kolcsonosen kizardak. A jelolések kiegészitését kovetéen a fel-
adat pontosabb definidldsat egy lehetséges megvaldsitdas utan fogom részletesen
bemutatni.
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3. 4dbra. Uj jelolés kolesondsen kizaré miiveleti egységek reprezentélésara

3.3. Egy létez6 megvaldsitas kolcsonos kizaras kezelésére
PNS-en beliil

Alapesetben a PNS modellben nincs olyan megkotés, amely definidlnd azt,
hogy egy anyagot egyszerre maximum csak egy arra képes miiveleti egység allit-
hat el6. Azonban sziiletett erre a célra mar olyan modellfelirds, amely segitségé-
vel valamilyen szinten kezelni lehet ezt a fajta problémat is. Ez az alap modell
tritkkos kibovitésével kezeli a problémat.

Roviden a médszer 1ényege annyi, hogy segéd nyersanyagok, segéd miive-
leti egységek, és segéd koztes anyagok keriilnek beiktatasra a modellbe, majd
ezek alsé és fels6 korlatainak megfelel6 beallitasaval elérhet6 a kivant kolcsénos
kizaras. Ezt szeretném bemutatni most az 4.4bran lathaté P-graf részleten.

A B C

o1 02 03

4. abra. P-graf részlet
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Az dbrédn 3 nyersanyagot (A, B, C), 3 kolcsonosen kizar6 miiveleti egységet
01,04, 03, valamint 1 terméket T lathatunk. Jelen esetben T' terméket szeret-
nénk eldallitani, melyre 3 kiilonb6z6 mddszert ismertink, &m a 3 mddszer kozil
valasztanunk kell, és csak egyet hasznalva allithatjuk el6 T-t. Ezt a kiilonb6z6
3 modszert reprezentaljak O, 02, O3 miiveleti egységek, melyek kiilon nyers-
anyagokat felhaszndlva (A-t,B-t és C-t) képesek eléallitani T-t. Elsé 1épésben
adjunk hozza a modellhez egy kiindulé nyersanyagot (F), 3 (j miiveleti egységet
EXO1,EXO5, EXOg, valamint 3 0j koztes terméket E X1, F X5, EX3. A hdrom
4j hozzdadott miveleti egység bemenete az jjonnan hozzdadott nyersanyag, ki-
menetei pedig az Gjonnan hozzdadott 4j koztes termékek lesznek. Valamint az
eddigi miiveleti egységek bemenetein meg kell jelentetni a hozzdadott koztes
termékeket. Az j modell P-graf abrézolasa lathaté a 5.4bran.

5. dbra. A kiegészitett P-graf részlet

Ez a kiterjesztés azonban még nem elég a kolcsonds kizaras teljes mértéki
modellezésére. Uj miiveleti egységek also kapacitaskorlatjat allitsuk 1-re. Ebben
az esetben a bevezetett 1j nyersanyagbdl az adott példdban legaldbb 3-nak ren-
delkezésre kell 4llni, hogy minden miiveleti egység egyszerre mitkodhessen. Azon-
ban ha ezt 3-t4l kisebb értékre allitjuk, akkor nem lesz elég bemend nyersanyaga
mindharom 1j miiveleti egységnek, igy azok koziil nem szerepelhet mindharom
egyszerre. Megjegyzendo az, hogy egy miiveleti egység akkor miikodoképes, ha
az Osszes sziikkséges bemenete elérhet6 a strukturaban. Tovabba vegyiik észre
azt, ha a bevezetett nyersanyag mennyiségét maximalizdljuk 1-re, és a hozza-
adott miiveleti egységek kapacitasat pedig minimalizaljuk 1-re, akkor olyan eset
all fent, hogy a bevezetett 3 Gj miiveleti egység koziil mindig pontosan csak az
egyik fog tudni m{ikédni, mivel csak 1 bemend anyagainak kielégitésére elegend6
a megadott 1 felsé korlat. Igy EO;, EO,, EO3 miiveleti egységek 6nallé miiko-
dési feltétele a nyersanyag mennyiségének tekintetében ellehetetleniti a mésik
ketté miikodését.
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3.4. PNS hatékony kiterjesztése kolcsonos kizarasra

Az imént emlitett megoldds j6 megoldas ugyan, azonban rendelkezik egy-
rendkiviili hatrannyal. Mint az ismeretes egy PNS feladat megolddsa sordan a
modellben szereplo miiveleti egységek szama kulcsszerepet jatszik, mivel a meg-
oldasi id6t jelentés mértékben befolydsolja. Akér exponencidlisan névekedik a
miiveleti egységek szaméanak novekedésével. Emiatt a kolcsonos kizaras repre-
zentalasa végett hozzaadot miiveleti egységek a megoldasi id6t rendkiviili mé-
don megnévelhetik, valamint a generalt modellt is rendkiviil megbonyolithatjak,
ezzel akar ellehetetlenitve egy nagyobb példa beldthatd idon beliil tortén6 meg-
oldasat. Ebbdl kifolydlag egy olyan moddszerre volt sziikség, amely bevezetése
nem befolydsolja a generalt modell bonyolultsagat, valamint a benne megjelen6
miiveleti egységek szamat.

A PNS modelljét olyan médon szeretnénk médositani, hogy az képes legyen
kolesénosen kizard halmazok hatékony kezelésére, valamint a feladat megoldasa
soran az eddig elérhetd algoritmusok miikédése, és hatékonysaga legaldbb ugyan-
olyan j6 legyen, mint eddig. A tovabbiakban ez alapjan sziikség lesz majd az
algoritmusok moédositasara is a kolcsonos kizaras figyelembevétele érdekében,
igy induljunk el az alapoktdl.

Mivel a modell kiterjesztésérdl beszéliink, igy természetesen a modell, vala-
mint a megoldd algoritmusok miikodésének nem szabad eltéré miikédést pro-
dukalnia, ha nem tartalmaz az adott probléma kolcsonos kizarast. Ebben az
esetben gy kell miikédnie, mint eredetileg. Els6 1épésként vezessiink be halmaz
reprezentaciot, a kdlcsonosen kizard halmazok kezelésére. Mint azt korabban be-
vezettem jelolje a kolcsondsen kizard halmazok halmazat O X, mely tartalmazza
a feladatban rogzitett j darab kolcsonosen kizard halmazt.

OX ={ox1,...,0z,}

Mivel olyan halmazokrdl beszéliink, melyek elemei kolcsonosen kizardak, igy
egy tovabbi feltevésiink lehet veliikk kapcsolatban. Egy halmazban csak akkor
lehet kolcsonos kizarasrél, beszélni, ha annak valéban van annyi eleme, hogy
tudjak egymast kolcsondsen kizarni. Minden ilyen halmazrdl feltételezhetjiik a
tovabbiakban, hogy szamossiaguk nagyobb mint 1.

Yox € OX teljestl, hogy |ox| > 1

Ezt kovetben a problémét maris felirhatjuk mint (P, R, O, 0X), ahola (P, R, O)
PNS feladatra értelmeztiik a kolcsonosen kizar6 miveleti egység halmazokat. A
jelolések az irodalmi attekintésben bevezetettnek tesznek eleget, vagyis tovabbra
is R jeloli a nyersanyagokat, P a legyartand6 termékeket, valamint O a rendel-
kezésre all6 miiveleti egységeket. Emellett itt is érvényes az, hogy véges elemii
M anyaghalmazt feltételeziink. Egy tovabbi megkotésiink még kell, hogy legyen
OX elemeire nézve, méghozza az, hogy csak olyan elemeket tartalmazhatnak,
melyek az alapfeladatban is definidlva vannak. Vagyis minden ox € OX hal-
mazra igaznak kell lennie, hogy ox C O.

Vox € OX teljestl, hogy ox C O

A kolcsonos kizaras minden esetben kétoldalian miikodik, tehdt nem for-
dulhat olyan eld, hogy egy miiveleti egység kizar egy masikat, azonban az nem
zérja ki az 6t kizardt.
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Vezessiink be egy olyan leképezést ez alapjan a dontési leképezések minta-
jara, mely egy miveleti egységhez hozzarendeli a vele kolcsondsen kizard miive-
leti egységeket, valamint egy nem kolcsonosen kizard miiveleti egység halmazhoz
hozzarendeli a halmaz elemek altal kizart 6sszes miiveleti egységet. Jelolje ezt
a leképezést 7(m), ha halmazra hasznaljuk akkor pedig a dontési leképezések
alapjan () helyett [J-t hasznalunk. Formadlisan:

7(m) = { U ox,Vox-re, amire fennall, hogy m € ox} \ m
ox€O0OX

TIm] = { U ox,Yox-re, amire fennall, hogy m C ox} \'m
oxcOX

A formalis leirdst kovetden vizsgdljuk meg milyen struktirdlis valtozasok,
és megoldas kozbeni kiillonbségek 1éphetnek fel a kolcsonos kizaras bevezetésé-
vel. Kezdjiik a kombinatorikusan lehetséges megoldédsstruktirak meghataroza-
saval. Mivel a modell kiterjesztésérél van sz6, igy (S1)...(S5) axidémahalmaznak
tovabbra is érvényesnek kell lennie. Azonban minden megoldédsstrukturatdl el-
varjuk, hogy teljesitse a kolcsonos kizarast, igy egy tovabbi axiémat sziikséges
bevezetni, melyet jeloljiink (S6)-al.

(S6) Egy megoldasstruktira nem tartalmazhat kolcsonosen kizérd részhalmazt.

Yoxr € OX : igaz, hogy [oNoz| <1

Ahol 0 az a halmaz, mely az adott megoldasstruktiraban szerepl6 miiveleti
egységeket tartalmazza. A bevezetett (S6) axiéma azt mondja ki, hogy egy meg-
oldasstruktirdban egyszerre egy kolcsonosen kizard halmazbdl egyszerre maxi-
mum csak egy elem lehet jelen. Ez a feltétel biztositja azt, hogy teljesiilni fog
a kolesonos kizdrdsra tett feltételink. Igy akkor mondjuk, hogy egy struktira
kombinatorikusan lehetséges, ha teljesiti az (S1)...(S6) axiémak mindegyikét.

Az eredeti megold6 algoritmusok nagymértékben a dontési leképezésekre ala-
pulnak. Ennek kévetkeztében a koélcsondsen kizard halmazokat a dontési leké-
pezésekkel is egyiitt kell tudni hasznalni, és vigyazni kell arra, hogy a dontések
tovabbra is egymassal konzisztensek legyenek. A megoldés soran a miiveleti egy-
ségeket harom osztalyba szoktak sorolni, melyek a kovetkezdk:

e inc : az adott struktiraba mar bevalasztott miiveleti egységek halmaza.
e cxc : az adott struktirabol kizart miiveleti egységek halmaza.

e p: olyan miveleti egységek halmaza, mely szerepel az adott struktiaraban,
de még nem sziiletett dontés réla. p = (0 \ inc) \ exc

Egy dontés soran mindig arrdél dontiink, hogy az m anyaghalmazt eléallitani
képes miiveleti egységekbél melyek keriilnek be az adott strukturaba, és me-
lyeket fogjuk kizarni. A kolesonosen kizard halmazok bevezetésével azonban ez
modosul, ugyanis nem csak azokat a miveleti egységeket zarhatjuk ki, melye-
ket nem vélasztottunk ki m anyaghalmaz eléallitasara, hanem azokat is ki kell
zarnunk, melyek a bevett elemek inc halmazanak elemeivel kolcsénosen kiza-
réak. Példaként levezetve: jelolje x azt a részhalmazt, melyrol gy dontottiink,
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hogy a jelen esetben bevesziink inc-be, mert eléallitja m halmaz elemeit. (m
halmazt elallité miiveleti egységek halmazit visszaado leképezést jeloli ¢~ [m))
Tovabba csak olyan miiveleti egységekrol szeretnénk donteni, amikrél eddig még
nem doéntottiink. Tehat:

z C (¢~ [m]Np)

e =1incUzx

Ekkor a kizart halmazhoz nem csak azokat az elemeket kell hozzaadni, amikrol
eldéntottiik, hogy nem szerepelhetnek az adott m anyaghalmaz eléallitdsaban,
hanem azokat is ki kell zarni, melyeket a hozzaadott halmaz elemei kizarnak.

exc = excU ((p~[m]Np)\ ) U]

Ezt kovetben csokkenteni kell azoknak a miiveleti egységeknek a halmazat, ame-
lyekrél még nem sziiletett dontés.

p=(p\inc)\ exc

Most lathatjuk, hogy miért volt érdemes bevezetni a 7(m) leképezést, és hogyan
tudtuk felhasznalni arra, hogy az eddig meglevé algoritmusok kezelni tudjék a
kolesonosen kizard halmazokat a dontési leképezések segitségével. Ennek koszon-
hetéen minden olyan eddigi algoritmus ki tudja hasznalni a kolcsonosen kizard
halmazok figyelembe vételét, amely a dontési leképezésekre alapul (példdul SSG,
ABB).

3.5. Matematikai Programozasi modell kiterjesztése

Mint azt az irodalmi attekintésban emlitettem, az ABB algoritmus szintén
dontési leképezéseken alapul. Azonban a dontés meghozatala elétt elvégez egy
korlatszamitasi eljarast, mely egy alsé korlatot rendel minden részprobléméahoz,
és azok ez az érték alapjan elvethet6ek, vagy megtarthatéak a megoldas tovabbi
keresésének szempontjabdl. Ez a korlatszamitas egy matematikai programozasi
modell megoldésat foglalja magaba. A kolcsonds kizdras hatékony miikodése,
valamint a korlatok tovabbi validitasa miatt képessé kell tenni ezt a modellt is a
kolesonosen kizard halmazokkal torténé szamoldsra. A modell pontosabban egy
vegyes egész tipustl programozasi modell lesz(Mixed Integer Linear Program-
ming - MILP). A modell megolddsi médjanak részletes bemutatdsival a dolgozat
keretein beliil nem foglalkozom, csak annak médositasaval. Egyébként tobbnyire
az egész értékll valtozok relaxacidjaval torténik a megoldasa.

Tovabba y; legyen egy bindris valtoz6, mely 1 vagy 0 értéket vehet csak fel
abban az esetben, ha o; miiveleti egység benne lesz az adott medolgés struk-
tardban, vagy nem. Mivel szerepelnek kolcsondsen kizaré halmazok, melyek
mindegyikébdl csak egyetlen elem szerepelhet egyszerre a megoldasstruktira-
ban, emiatt tehetiink egy 1j fels6 korlatot ezen halmazokban levé y; Osszegeire.
Teljesiilni kell minden ilyen esetben , hogy :

Yor € OX : Zyigl

ojcox
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3.6. Konklizié a kiterjesztésrol

Az aldbbi fejezetben lathattuk, milyen megfontolasokbdl valésithaté meg a
egy PNS probléma kiterjesztése kolcsénosen kizard halamzokkal, és milyen val-
toztatasokat kellett elvégezni az eredeti P-graf keretrendszeren, hogy annak al-
goritmusai hatékonyan figyelembe tudjak venni ezeket az 11j megkotéseket. Mint
azt vizsgaltuk, Uj korldtozasok bevezetése keresési tér csokkenést eredményez-
het, melyet az algoritmusok bemutatott moédositasaval hatékonyan ki tudunk
hasznalni a megoldasi id6 csokkentésére, valamint megoldas soran generalt rész-
problémak szamanak csdkkentésére.
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4. A kolcsonos kizaras alltal biztositott gyorsitas
kihasznalasa feladatmegoldasban

Egyes feladatok strukturait vizsgalva megfigyelhetjiik, hogy azok tartalmaz-
nak kolesonosen kizaré halmazokat, azonban ezekre nem forditunk elég figyelmet
a modellalkotés, valamint a megoldasi médszer valasztds kozben. Az alabbi feje-
zetben azt fogom vizsgalni, és szakirodalmi példédkon keresztiik bemutatni, hogy
ilyen esetekben a kolcsonos kizaras altal nyudjtott keresési tér csokkenéseket ki
lehet-e hasznalni? Tovabba ha igen, hogyan lehet hatékonyan kihaszndlni, és ho-
gyan jelennek meg ezek a hatdsok a feladat megolddsdnak hatékonysigaban. A
vizsgalatokat jarmiihozzarendelési problémakon keresztiil fogom reprezentalni.

4.1. Jatmiihozzarendelési probléma

A jarmi hozzdrendelési probléma (Vehicle Assignemnt Problem -VAP) egy
specializalt hozzarendelési probléma, melyben kiilonbozé elvégzendo széllitasi
feladatok elvégzésének céljabol rendeliink hozzajuk jarmiiveket. A probléméaban
az elvégzendo szdllitasok, a rendelkezésre all6 jarmiivek, valamint a kornyezet
(pl, tavolsdgok, helyek . ..), és minden egyéb a feladat sordn sziikséges tulajdon-
sdg (pl, jarmi kapacitds, max sebesség, fogyasztas ...) elére definidlt, tovabba
az is, hogy mely jarmi mely feladatok elvégzésére képes. A feladatunk egy olyan
hozzarendelés megvaldsitasa, melyben az 6sszes sziikséges feladat el lesz végezve,
és valamely el6re meghatarozott szempontbol optimélis. A feladatnak tobbféle
megoldasi moédja is megtaldlhaté a szakirodalomban, a hurisztikus modszereken
keresztiik a bizonyitottan optimalis eredményt szolgaltatoig. Roviden szeret-
nék bemutatni egy olyan bizonyitottan optimélis megoldasi médszer, mely PNS
problémaként kezeli a VAP problémat, és igy képes a hatékony megoldis megha-
tarozasara ([1],[2]) . Ezt a mddszert vizsgdljuk meg jobban, és az dltala generalt
modellt egészitsiitk majd ki a kolcsonosen kizédré halmazokkal.

4.2. Jatmiihozzarendelési probléma mint PNS feladat

A modellkonverzi6 alapelgondoldsa a kovetkezd. Tekintsink az elvégzendd
szallitasi feladatokra tgy, mint végtermékek. A nyersanyagok pedig legyenek a
hasznalhaté jarmivek a kiinduldsi lokaciéjukban. A koztes anyagok jeloljék a
szallitasok soran érinthetd lokacidkat, esetleg atpakolasi, vagy pihendhelyeket,
amiket érintenie kell, vagy érinthet az adott jarmli minden esetben. Miiveleti
egységek ezen analdgia alapjan az egyes lokacidk kozti lehetséges mozgasokat
fogjak reprezentalni. Miiveleti egységb6l megkiillonboztethetiink harom kiilon-
boz6 fajtat. Az elso fajta az egyes jarmiiveket hasznalatba hozza, a masodik fajta
miiveleti egység felelos a jarmivek lokaciok kozti mozgatasarol, a harmadik féle
miiveleti egység pedig a jarmiivek célba juttatdsat végzi egy olyan lokaciébdl,
amelybdl vezet 1t a kivant célhoz. A modellkonverzié pontos leirdsa megtalal-
haté [2]. Ezek alapjdn egy VAP probléméat képesek lesziink PNS problémaként
kezelni. A modellkonverzids eljards pszeudo kdédja lathaté a 6.4bran. Bemen-
téil a VAP jarmithozzarendelési feladatot varja, kimenetén pedig visszadja a
generalt PNS modellt.

A tovdbbiakban a moédszer altal generdlt PNS modellt fogjuk hasznalni,
és azt kiterjeszteni kolcsonOsen kizaré halmazokkal. Azt, hogy ez miért lesz
hasznos, a kovetkezo részben fogom bemutatni.
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input: (T,S,A,l,, te.ls,le.d, 1, Vpa,) assignment problem
output: (P,R,O) process synthesis problem
begin
P:=T;R:=5:0:=0;
for all P, € T do
for all Ry € 1([7,) do
O = OU{({Ri} ARk (P) (P ), ({ ReLo(P) -t (P) Y A R Lo (Pi)te(P), P Y }s
end for
for all P; € T do
for all R € A(F;) N A(P;) do

if 1.(P,) < t,(P)) and LRl < 0, (Ry) then
O = OU{({RiLe(P) £ (P)} A ReLo(P) £(P)})}:
end if
end for
end for
end for

end

6. dbra. A VAP-PNS modellkonverziot végzo algoritmus pszeudo kddja

4.3. Kolcsonos kizaras értelmezése VAP feladatokban

Mint azt a korabbiakban lathattuk, a VAP probléméanak elallithaté PNS
modellje, mely a P-graf keretrendszer segitségével, egyszeriien kezelhetd, vala-
mint a rendelkezésre all6 algoritmusokkal meghatarozhaté az optimélis meg-
oldésa, és akar az n-legjobb megoldasa is valamely szempontbol. Azonban ez
a fajta megoldasi méd figyelmen kiviil hagyja a kolcsonosen kizéaré halmazo-
kat, és nem veszi 6ket figyelembe a modell generalasa sordn sem. A kolcsénosen
kizar6 halmazok modellbe foglalasa nem befolyasolja a kapott eredményeket op-
timalitas szempontjabdl, csupan a megoldasi id6t, valamint a megoldds sordn
generalt részproblémak szaméat képes jelentés mértékben csékkenteni. Ez a be-
vezetett PNS megoldéasi médszernek koszonhetd, mely képes figyelembe venni a
kolesonos kizarast.

A tovabbiakban bemutatom, hogy hol talalkozhatunk kélesonoésen kizard mi-
velei egység halmazokkal egy VRP-PNS modellben.

Elsoként logikai megfontolasként megemlitendd, hogy a hozzarendelések so-
ran egy id6ben egy jarmii nem lehet egyszerre tobb helyen (nem hajthat végre
egyszerre utazast két kozbiilsé lokdcié kozott egy azon idbintervallumban), ez
fizikai képtelenség lenne.

Mint azt korabban emlitettem VRP PNS modellje 3 fajta miiveleti egységet
tartalmazhat. Vizsgaljuk meg ezeket.

Az elsé fajtaba azok estek, melyek a kiindulé helytkrél mozditjak el a kivant
jarmiivet egy koztes lokédciéra. Ha egy jarmii képes a kiindulé lokaciéjardl tobb
koztes lokacioba szallitani, és ezek kozt talalhatok olyanok, melyek szallitasi
id6intervall metszete 1étezik, akkor ezekre a miiveleti egységekre tekinthetiink
mint kélcsonésen kizard elemekre.

Ugyanez az analdgia alkalmazhaté a masodik és a harmadik csoportba es6
miiveleti egységekre is. A masodik csoport elemei akkor kolcsénosen kizarodak,
ha ko6zos kiinduldsi pontbdl szallit ugyanaz a jarmi , és a szallitasok idéin-
tervallumanak van metszete. Emellett még abban az esetben is, ha kilénb6z6
lokéaciokbdl szallitana ugyanaz a jarmi egy kozos célba, valamint a legszéls6-
ségesebb eset, amikor ugyanaz a jarmi ugyanazon idében kiilénb6z6 kiindulasi

22



pontbdl szallitana kiillénbo6zo célokba. Azon miiveleti egységek halmaza, melyek
valamely esetet megvaldsitja, elemeinek paronként kolcsonosen kizarénak kell
lennie.

A harmadik csoportba esé miiveleti egységek koziil, melyek a célba szallitast
reprezentaljak, akkor lesznek koélesonosen kizardak, ha kiillonb6z6 koztes helyrol
szallitanak, és a aszallitasi idében szintén van kozos rész. Ezek mellett egyes
specifikusabb probléméak esetén tovabbi kolcsondsen kizard miiveleti egységeket
is talalhatunk csupan a struktiura, és a feladatleirds vizsgalatival. Az altalam
felsorolt esetek azok voltak, melyek ha megjelennek biztosan kélesonds kizarast
vonnak maguk utén.

4.4. Tesztelés szakirodalombdl vett példakon

A tesztelést szakirodalombodl vett példakra végeztem ([1],[2]). Fontos elészor
megemliteni, hogy mi is a tesztelés célja. A kolesonos kizaré halmazok mint ko-
rabban emlitettem nem befolyasoljak a kapott megoldasok értékét, mivel ezek
csak a struktira felépitésébdl és a feladat megfogalmazasabdl keriilnek ki. Az
eddigi megoldasok mindeddig olyanok voltak, amik eleget tettek a bevezetett
kolesonos kizaras kritériumoknak, csupan a kiilonbség az, hogy a megoldasi méd-
szer nem vette 6ket figyelembe, és kiilonb6z6 korlatozasok bevezetésével jott ki
a j6 eredmény. A PNS képessé tétele kolcsonosen kizaré halmazok jelenlétének
kisziirésére a megoldas soran jelentGs gyorsitast eredményezhet. Azonban meg-
emlitendd, a megoldés szdmértékileg nem fog valtozni. A kidolgozott médszertol
tehat jelentos megoldasi id6 gyorsulast varunk, nem pedig az optimalis megoldas
javitasat.

4.4.1. 1. példa

Els6 példaként nézziink egy olyan VRP feladat, melyben 3 elvégzend? fel-
adat van (P1, P2, P3), és ehhez 3 kiilonb6z6 jarmi all rendelkezésre (R1, R2, R3)
([2]). A feladat leirdsa alapjan a VPA-PNS modellkonverziés eljards 14 darab
miiveleti egységnek megfelel$ taszkot azonositott. A generalt PNS feladat maxi-
malis szuperstruktirajat a 7.abran lathatjuk, melyen méar abrazoltam a struk-
tardban fellelhet6 kolesonosen kizard miiveleti egység halmazokat is.

Ezek azonositiasat a bevezetOben emlitett szempontok alapjan végeztem.
{01,053} , {03, 04, 05} halmazok azért lesznek kolesonosen kizaréak, mert pa-
ronként kozos kiinduldsi helyrél indulnak (ugyanaz a jarmil) és olyan idépon-
tokban kell megérkezniiik, hogy az titon toltott idéintervallumoknak lenne met-
szete, {gy az adott jarmii egyszerre nem lehet t6bb helyen. { P3byR2, P3byR1}
, {P1byR2, P1byR1} valamint {P2byR1, P2byR3} miiveleti egység halmazok
azért lesznek kolcsonosen kizardak, mert ugyanazt a feladat megvaldsitdsat mo-
dellezik, és egy feladatot egyszer kell csak elvégezni. Tovabba kolcsondsen kiza-
réak lesznek az {O1,07} , {O4,Os} halmazok is, mivel ezek olyan kettes cso-
portba tartoz6é miiveleti egységek, melyek ugyanazt a jairmiivet mozgatjak, és
célallomasuk, valamint odaérkezési idejiik megegyezik, ha egyszerre szerepelének
akkor az adott jarmiinek egyszerre tobb helyen kéne lennie, ami ellentmondés.
Az azonositott kdlesonosen kizaré halmazok megtaldlhatok a [Blabran.

Osszesen 7 kolesonosen kizaré miiveleti egység halmazt azonositottam a
példa soran, melyeket jeloltem a 7.4bran. Valamint az alkalmazott PNS mo-
dellt kiegészitettem veliikk, mely modell megtaldlhaté az 1. Fiiggelékben. Ezt
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7. dbra. Az elsd feladat maximélis szuperstruktiurija

kovetben tjra megoldottam a problémat. A kapott eredményeket a 1.tablazat-
ban talalhatjuk.

Megoldas VAP-PNS modell || + Kolcsénos kizaras
# P1[P2] P3 PL[P2] P3
1 R1 | R3 R1 R1 | R3 R1
2 R1 | R3 R2 R1 | R3 R2
3 R2 | R1 R2 R2 | R1 R2
4 R2 | R3 R2 R2 | R3 R2
) R2 | R3 R1 R2 | R3 R1
Teljes Id6 (sec.) 0.035 s 0.011 s
Részproblémék (db.) 173 45

1. tablazat. A szamitott hozzarendelések, valamint a szamitas teljes ideje és a
generalt részproblémak szama az els6 tesztfeladathoz

A példara az els6 5 legjobb megoldast hatdroztam meg mind az alap VPA-
PNS modell alapjan (ahogyan a szakirodalomban is végezték a szamitast), va-
lamint az altalam felirt kolcsonos kizarassal kiegészitett modellre is a kélesonos
kizérast figyelembe vevé PNS megoldasi médszer alapjan. A kapott eredmények
lathaték a 1.tablazatban. Az egyes sorok a szamitott jarmiihozzarendeléseket
tartalmazzdk kulon-kilon a médszerekhez (mely Pi feladatelvégzését mely Ri
jarmi fogja végezni). Mind az 5 megoldds egyezést mutatott, azonban a futdsi
id6kben, valamint a megoldas sordn generalt részproblémak szamaban jelentés
eltérés tapasztalhatd. Az eredeti médszer, amely nem képes kolesonos kizard hal-
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ox; = {01,052}
oxg = {03,04, 05}
oxz = {P3byR2, P3byR1}
oxy = {PlbyR2, P1byR1}
oxs = {P2byR1, P2byR3}
oxg = {01,007}
ox7 = {04, 0s}

8. dbra. Az elsd feladatban azonositott kolesonosen kizard halmazok

mazok alapjan elvetni részproblémakat 0.035 mésodperc alatt oldotta meg 173
részprobléma vizsgalataval Ezzel szemben az 1j, kolcsonos kizarast figyelembe
vevo mobdszernek a kibévitett modell alapjan sikeriilt ugyanazon eredményeket
0.011 masodperc alatt, csupan 45 részprobléma vizsgalatan keresztiil szolgaltat-
nia. A feladat eredeti megoldasait lathatjuk a 9.4bran.

Solution Assignments Mileage Total Cost CO, Max
mileage emission running
[km] [km|  [€]  [kgl time [min]
Pl P2 P3 Rl R2 R3
#1 Rl R3 RI 150 0 140 290 146 10.20 160
#2 R1 R3 R2 40 140 140 320 150  11.30 140
#3 R2 R1 R2 140 290 0 430 201 16.20 240
#4 R2 R3 R2 0 290 140 430 218 1590 180

#5 R2 R3 RI 120 180 140 440 229 17.20 240

9. abra. Az elsé6 feladat els6 5 legjobb megoldasa

4.4.2. 2. példa

A maésodik tesztpélda jéval nagyobb feladatot reprezental. Itt 6 elvégzendd
feladathoz 6 lehetséges jarmi szerepel, melyhez a VAP-PNS modellgeneralé 174
miiveleti egységnek megfeleld taszkot azonositott a komplett feladat, és meg-
kotések alapjan, mellyel pontosan lehet modellezni a feladatot. Ezen miiveleti
egység halmazok koziil 36 darab kolcsonosen kizaréd halmazt irtam fel a mo-
dellbe az ismertetett eseteket figyelembe vételét kovetGen meghatarozasukra.
A feladat nagy méretébél kovetkezik, hogy nagyon sok megolddsa van. Azon-
ban kezelhet6ség, és dtvizsgalhatosag szempontjabdl csak az els6 legjobb 500-at
tartottam fontosnak legeneralni mindkét médszerrel, majd ezeket hasonlitottam
Ossze. Gyakorlati szempontbdél 500 alternativ megoldast nem egyszerii mar éssze-
hasonlitani, ezért dontéttem ugy, hogy ennél tébbet nem vizsgalok. Nagyobb
szamu megoldas keresésénél egyébként a megoldasi modszerek kozti gyorsasag-
kilonbség csak nétt volna. A felirt modell, amely tartalmazza a kolcsondsen
kizaré halmazokat is, megtaldlhaté a dolgozat 3.szamu fliggelékében.
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VAP-PNS modell +Kolesonos kizaras
N Teljes id6(sec) \ Részproblémék(db) || Teljes idS(sec) \ Részproblémék(db)
1 0.015 s 13 0.014 s 13
5 0.112 s 119 0.054 s 95
10 0.208 s 227 0.102 s 181
50 0.982 s 1107 0.351 s 599
200 3.895 s 4435 1.360 s 2341
500 9.564 s 10983 3.048 s 5267

2. tablazat. A két kiilonb6zé modellel szamitott N legjobb megoldds meghaté-
rozdsdnak futasi ideje, valamint a futas kozben generalt részproblémak szama.

A kapott eredményeket ldthatjuk a 2.tdbldzatban. A két modszer mindegyike
minden esetben ugyanazokat a megolddsokat szolgaltatta. Azonban megfigyel-
het6 a tablazat adatai alapjan, hogy egyre nagyobb N értékekre a megoldasok
id6tartamai kozti kiilonbség jelentésen novekszik a két modszer kozott. Ezal-
tal egyre nagyobb hatékonysdgnovelés érhetd el a kolcsonosen kizard halmazok
figyelembevételének koszonhetéen. Amint az a tablazatbdl kiolvashatd az els6
500 legjobb megoldas 1j modell alapjan a kolcsonds kizarast figyelembe vevo
algoritmussal csupan 3.048 méasodpercbe telt, az eredeti médszer ugyanezt az
eredményt 9.564 masodperc alatt tudta szolgdltatni. Mindezekmellett az sem
elhanyagolhatd, hogy a megoldas soran vizsgélt részproblémék szamat sikeriilt
jelentésen csokkenteni. A gyorsabb megoldas nagymértékben ennek koszénheto.

4.5. Tesztelési eredmények kiértékelése

Mint azt lathattuk a bemutatott példakon, a kolcsonos kizarast figyelembe
vevé megoldd algoritmus rendkiviil jol képes kihasznalni a korlatozasok nyuj-
totta keresési tér csokkenést. Ez megmutatkozik a megoldés soran generalt rész-
diilésén is az eredeti megoldasi médszerhez képest. Tehat lesziirhet6, hogy a
kolesénosen kizard struktiurarészhalmazok kiilon felismerése, és modellbe illesz-
tése jelentésen javitja a probléma megoldasanak hatékonységét. igy amikor csak
lehet probaljunk meg ilyen halmazokat azonositani, és modellbe foglalni, mégha
alapbdl a feladat ezt nem is teszi meg, csak a struktirdjabol kovetkezik. Fon-
tos tovabba megjegyezni, hogy a kapott eredmények a tesztelés soran minden
esetben meg is egyeztek.
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5. Hatvanyhalmaz generalas kolcsonosen kizaré
részhalmazok esetén

Mint azt méar korabban emlitettem a PNS feladat er6sen kombinatorikus jel-
legti. Példaul amikor azt vizsgaljuk, hogy hogyan lehet eléallitani egy m anyagot,
akkor nem elég csak az emlitett o+ (m) halmaz elemeit vizsgdlni. A ™ (m) hal-
mazban azok a miveleti egységek szerepelnek, melyek képesek eléallitani az m
anyagot. Egy-egy anyagot egyszerre tobb miveleti egység is eléallithat, ha képes
1ré, és igy az Osszes kiilonb6z6 kombinaciét figyelembe kell venni ahhoz, hogy az
Ossze lehetséges megoldasstrukturahoz eljussunk. Ezek nem leszek méasok, mint
©T(m) halmaz Gsszes lehetséges részhalmaza. Jelen esetben emiatt a o™ (m)
halmaz hatvanyhalmaza fogja tartalmazni az Osszes lehetséges médot az iires
halmazt leszamitva.

5.1. Nagysagrendi kiilonbségek megjelenése

A tovabbiakban vizsgaljuk meg, mi térténik abban az esetben, ha a ¢™(m)
halmaz tartalmaz kolcsondsen kizard részhalmazokat. Ha fenndll ez az eset, ak-
kor nyilvan azokat a hatvanyhalmaz elemeket, amelyek tartalmaznak legalabb
egy olyan kolcsondsen kizard részhalmazt, melynek szamossaga nagyobb mint
egy, nem tekinthetiink jé kombinaciénak, mert nem teljesiti a kdlcsonos kizarasra
felallitott feltételiinket. A probléma megoldhato6 lenne gy is, hogy elészor lege-
neraljuk az egész hatvanyhalmazt, majd utdna kiszirjiik bel6le azokat az eleme-
ket, melyek nem tesznek eleget a kélesonos kizdrasnak. Azonban a hatvanyhal-
maz generalas rendkiviil koltséges miivelet, mivel a hatvanyhalmaz szamossaga
az alaphalmaz szamossagaval exponencialisan valtozik. Egy n elem@ halmaznak
2" elemii hatvanyhalmaza van. Egy széls6séges példdan szemléltethetd a felesle-
ges vizsgalatok szama bizonyos esetekben. Vegyiink egy olyan 15 elemii halmazt,
amely csak egymadssal kolcsénosen kizard elemeket tartalmaz, és szamitsuk ki
ennek a halmaznak a hatvanyhalmazat. Mivel minden elem kélcsonosen kizaro,
igy csak az egy elemii halmazok fognak eleget tenni a kolcsonds kizarasnak,
melyekbdl 15 darab van. Ezzel szemben a teljes hatvanyhalmaz 2'° = 32768 ele-
met tartalmaz. Tehat a 32768 elembdl 6sszesen 15 darab olyan lesz, amely eleget
tesz a feltételeinknek. Mint azt a példan is lathatjuk a 32768 elem el6allitasa
és kiilon kiilon vizsgalata rendkiviil sok miiveletet felemészt ahhoz képest, hogy
a jelen esetben csak 15 megoldas lehetséges. Nagyobb halmazokra a kiilonbség
még lényegesebb lehet.

5.2. Kizarasi feltételnek eleget tevo részhalmazok szama-
nak becslése

A tovabbiakban bemutatom, hogyan valtozik a lehetséges kolcsonos kiza-
rasnak eleget tevo hatvanyhalmaz elemek szama, az alaphalmaz mérete, és a
kolesondsen kizard részhalmazok szamossaganak titkkrében.

Abban az esetben, ha a kolcsénosen kizdrd halmazok kozott vannak olyanok,
melyek tartalmaznak azonos elemeket, konnyen belathato, hogy tobb lehetséges
megoldas van, mivel tobb kiillonb6z6 kombinacié allithaté eld az elemekbdl, igy
a vizsgalatom mint egy alsé becslést ad a jé hatvanyhalmaz elemek szdmara.
Ennek alapjan mindenre kiterjed6 felsé becslést is fogok majd adni. A tovab-
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biakban tekintsiink gy a kolcsénosen kizaré halmazokra, hogy azok paronként
diszjunktak. Azt az esetet, melyben kolcsonosen kizard halmazok paronként nem
diszjunktak, ez a levezetés utan fogom taglalni. Azonban ez az eset a gyakor-
latban ritkan jelenik meg. Ha nem all fent, akkor viszont az alsé korlatra adott
becslésem a varhaté kolesonos kizarast kielégitd részhalamzok pontos szamét
adja meg.

Példaként vegyiink egy n elem@i halmazt, amely 5 darab kolcsénosen kizard
halmazt tartalmaz, melyek szdmossagai rendre £; ... k;. Nyilvinvaléan

ZJ: ki <mn,
i1

vagyis a részhalmazok szdmossigainak Gsszege nem haladhatja meg az alap-
halmaz méretét. Tovabba feltehetjiikk azt is, hogy minden kolcséndsen kizard
részhalmaz szamossaga nagyobb mint 1, mivel ebben az esetben jelenik csak
meg a kizaras.

Vk; > 2

Mint azt mar emlitettem, egy n elemii halmaz hatvanyhalmaza 2™ ha nem tar-
talmaz kolcsonos kizard részeket. Ez megfelel a j = 0 esetnek. Tehat alapesetben
a hatvanyhalmaz szamossaga:

P(n)| = 2" )

Ha egy alaphalmaz méretét noveljik egy elemmel, az igy generalt hatvanyhal-
maz mérete a dupldjara novekedig, az analédia alajan, hogy az eredeti halmaz
Osszes eddigi részhalmazaba belevessziik-e a hozzaadott elemet, vagy nem. Ter-
jessziik ki ezt a gondolatmenetet gy, hogy mi torténik, ha egy halmaz részhal-
mazat kolcsonosen kizardként definidljuk.

Tekintsiik a j = 1 esetet, amikor a halmaz mérete n, a definidlt részhalmaz
szamossaga pedig k, ekkor a nem kizaré rész mérete n — k. Ebben az esetben
a hatvanyhalmaz elemei maradnak azok a részhalmazok is , melyek nem tartal-
maznak kolcséndsen kizard részt, ebbdl a jelen esetben 27~* darab lesz. Nyil-
vanvalbéan a kolesonos kizard részbdl 1 elemnél egyszerre tobbet nem adhatunk
hozzé egyetlen részhalmazhoz sem, mert akkor nem teljesiti a feltételeket. Az
eddigi halmazokhoz most is csak egyszerre egy elemet adhatunk hozza, azonban
kiilénbséget kell tenni, melyiket, igy egy-egy részhalmazbdl k kiillonb6z6 0j rész-
halmazt generdlunk. Tehat Gsszesen 27 % .k darabot. A kapott hatvanyhalamaz
mérete :

onk ponk g —on=k . (k4 1) (2)

Tekintsiik a j = 2 esetet, amikor a halmaz mérete n, a definidlt részhalmazok
szamossaga pedig ki és ko, ekkor a nem kizard rész mérete n — k1 — ko. Ebben
az esetben is a hatvanyhalmaz elemei maradnak azok a részhalmazok is , me-
lyek nem tartalmaznak kolcsonosen kizaré részt, ebbdl a jelen esetben 27— F1—k2
darab lesz. Ehez jon hozza, amikor csak egy-egy halmazt vesziink figyelembe, ez
megfelel az el6bb vizsgalt j = Oesetnek, és igy 27 ~%17F2. k) valamint 27 F1=F2 .k,
ilyen hozzaadott részhalmaz lesz. Emellett hozzaadhatunk egy-egy alap részhal-
kombinéci6é van, mellyel Gjabb 27~ %1=F2 . k. ky részhalmazt adtunk hozza a
hatvanyhalmazhoz. A kapott hatvinyhalmaz mérete :

2n—k1—k2 + 2n—k1—k2 . kl + 2n—k1—k2 X kg =+ 2n—k1—k2 . kl . k2 (3)
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Ami nem més mint:
on=ki=hr (B 4 1) (kg 4+ 1) (4)

Ezt kovetden irjuk fel dltaldnos alakban, a hasznalt jelolésekkel. Az alaphalmaz n
elemii, amely j darab kolcsonosen kizard részhalmazt tartalmaz melyek szdmos-
sdgai kq ...k;. Ekkor a lehetséges kdlcsonds kizdrasnak megfelel6 részhalmazok
szama;:

gn—ki—...=kj . (ky+1)-. (k +1) = 9(n— 21 O f[ (ki+1) (5)

Ezt kovetden vizsgdljuk meg a kiindulé j = 0 éllapot, és az altalanos allapot
kozti eltérést, valamint azt, hogy milyen az arany a kettd kozott j és k1 ckj-k
fiiggvényében. Osszuk le az altaldnos allapotot a kiinduléval (vagyis —) Ami
nem mas mint:

2n 2(2111@)

Kikotottiik, hogy minden k;-re igaz, hogy k; > 2, mivel csak ebben az esetben
van értelme kolesonos kizarasrol beszélni. Ilyen k; ertek mellett azonban a k +1

fliggvény szigoriian monoton csékkend. Maximumat k; = 2 helyen veszi fel és
az értéke %. Ezt kovetden térjunk ki j értékének véltozdsara. A j érték jeloli
mennyi kolcsénosen kizard halmaz lehet. Egy ilyen halmaz szdmossaga legaldbb

2. Igy n elemii alaphalmaz esetén maximum L%J Mivel a produktum 6sszes

(6)

=1

eleme 1-nél kisebb (k; = 2 esetén hatdroztuk meg a maximumot). Igy maga a
szorzat is j novekedésével kisebb, és kisebb lesz. Maximuma abban az esetben
lesz, ha az Osszes k; érték a 2 értéket veszi fel. Ekkor a maximuma (%)j lesz.
Kiilonboz6 és 2-t61 eltérd k; értékeke esetén ettol még kisebb.

i i
szﬂS 3
ok 4

=1

Konkluzioként levonhatd, hogy ha van kolcsénos kizards, akkor kijelentheto,
hogy az alaphalmaz hatvanyhalmazdnak maximum a %—ed része lehet olyan,
amely kielégiti a kélesonos kizarast. Ez az eset 7 = 1, és k = 2 esetében all fent.
Minden egyéb esetben ettdl jelentos mértékben kisebb a j6 megoldasok aranya a
fliggvények szigori monoton csdkkenése miatt ami lathaté az 10.4bran. Emellett
még az is lesziirhetd, hogy ha a kolcsonosen kizard halmazok szdmdt névelem,
akkor j fiiggvényében (Q)j mértékben, mig ha egy halmaz méretét bévitem ki,

4
k+1

akkor pedig k; fiiggvényében mértékben csékken a megfelel6 részhalmazok

szama. Mivel mindkét fuggveny exponenciélisan valtozik, és alapjuk kisebb mint
1, azért minél nagyobb értékre értelmezziik, annal drasztikusabb csokkenést
eredményez. Tovabba a j és k; értékek egyitittes valtoztatasa ezek alapjan szintén
exponencialis csokkenést eredményez, amely mértéke lathat6 a (6).egyenleten.
Azonban meghataroztam, hogy ez az érték nem csokkenhet akdrmeddig, mindig
legaldbb

. J
2(n—zi=1 ki) H (ki + 1)
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10. abra. Fliggvények abrazolasa

darab olyan részhalmaznak kell lennie, mely kielégiti a kolcsonos kizarasra tett
feltételeket.

A felallitott alsé korlatunk a legtobb esetben magédt a pontos eredményt is
megadja, a felallitott felsé korlatunk pedig bizonyos esetekben nem elég szigorii.
Ennek tiikrében szeretnék mutatni egy eljarast, mely alkalmazhato olyan esetek-
ben is j6 részhalmazok elemszadménak fels6 becslésére, ha a kdlcsondsen kizard
halmazok nem paronként diszjunktak. A jel6léseink a régiek, jeldlje n az alap-

halmaz, j a kélcsonosen kizar6é halmazok szamat, ki, ..., k; pedig a halmazok
szadmossagit. Tovabba vezessiink be 1 valtozdkat, melyeket jeloljiink q,...,%;-

vel, értékiiket pedig a kdvetkez6 médon fogjuk meghatarozni. Legyen t; azoknak
a halmazelemeknek a szama az ox; kolcsonosen kizaré halmazbdél, melyek nem
szerepeltek elétte az ox1, ..., 0x(;_1) halmazokban. Formdlisan:

i—1
t; = |ox; \ {U oz, }|
z=1

Ekkor a felsd korlat a kovetkezo lesz:
; J
2(n727‘,:1 t) H (t; +1).

i=1

Az alabbiakban réviden bizonyitom, hogy miért lesz a kapott eredmény fels
korlat. Vegyiik észre, hogy a bevezetett 1j ¢; valtozdkkal egy olyan problémét
tudunk modellezni, mely nem tartalmaz olyan kolcsonosen kizaré halmazokat,
melynek van k6zos elemiik, ha a ¢; értékek mellé meghatarozom az 4j oz} hal-
mazokat is. Mindezt oly médon, hogy oz} lesz az a halmaz, melynek a szamos-

sagabol kaptam t;-t.
i—1

ox} = ox; \ {U ox,}
z=1

AkKkor ez a szarmaztatott probléma viszont biztosan tobb elemet tartalmaz mint
az el6z6, mivel minden jé megoldas tovabbra is kikeriil beldle, &m mivel csok-
kentettem a kolcsonosen kizaré halmazok méretét az elétte fellépo redundancia
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méretével, ezért az 1j modell olyan megolddsokat is elfogad joként, melyeket
az eredeti kizart volna. Ez az analdgia alapjan tehat tobb részhalmazt general
mint az eredeti, melyek kozott megtalalhatd olyan is, amit az eredeti feliras
alapjan ki kellett volna zarni, emelett tartalmazza az eredeti 6sszes elfogadhato
megoldasat is. Igy valéban felss korlatot sikeriilt taldlnom. Ezt a fels§ korlatot
tovabbi vizsgalatnak aldvetve észrevehetjiik, hogy abban az esetben, ha nem
tartalmaznak a kolcsonosen kizard halmazok kozos elemeket, akkor minden ¢;
érték pontosan k;-vel lesz egyenld, és ez a fels6 korlat is a pontos értéket fogja
visszadni a lehetséges megoldasok szamara abban az esetben.

5.3. Példa kolcsonos kizarast tartalmazoé halmaz hatvany-
halmazanak szamossagvaltozasara

Tekintstink a kovetkez6 példat. Az alaphalmazt jelolje o, a kolcsonosen ki-
zar6 részhalmazait pedig OX. Az egyszerliség kedvéért a kolcsondsen kizard
részhalmazok ne tartalmazzanak azonos elemeket.

0=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15}

0X ={{1,2,3},{5,7,9},{4,8,11,15}}

Ekkor n = 16, j = 3, k1 = 3, ko = 3, k3 = 4. Maganak az alaphalmaznak
216 = 65536 eleme van, ebbdl azonban csak :

216-3-3-4 (34 1)(3+1)(4+1)=2%-4-4.5=5120

az olyan megoldés, amely eleget tesz a kolesonds kizarasnak. Ha a {4,8,11,15}
részhalmazt bévitjik {4,8,10,11,12,13,14,15}-re, az 4j esetben n = 16, j = 3,
k1 = 3, ko = 3, ks = 8 &llna fent, ahol a kolcsonds kizarasnak eleget tevo
részhalmazok szama csupén:

216-3=3-T (34 1)(3+1)(7+1)=2%-4-4.9 = 576.

Az els6 eredmény kevesebb mint tizede, a masodik pedig kevesebb mint a
szazada az eredeti hatvanyhalmaznak.

5.4. Uj hatvanyhalmaz generilé eljaras
5.4.1. Motivacio

Az elébbi levezetésekbdl lathatjuk , hogy a kolcsonos kizards megjelenése
hatvanyhalmaz generalas soran minden esetben csokkenti a kitételeknek eleget
tevé részhalmazok szamat. Méghozza mar kis értékekre is jelentésen. A prob-
léma azonban az, hogy a szakirodalomban nem taldlhaté olyan moédszer, amely
képes csak a megfelel6 halmazokat legenerdlni. Olyan médszerek vannak, melyek
az Osszes lehetséges megoldas koziil kisziirik a jokat, azonban ezek nem haté-
konyak, ahogy lathattuk hatalmas kiilonbségek lehetnek az alaphalmaz Gsszes
részhalmaza, valamint a jé részhalmazok szdama kozott. Munkdm motivacidjat
az adta, hogy szerettem volna kihaszndlni azt a keresési tér csokkenést, melyet
a kolesonos kizaras altal bevezetett korlatok nytjtanak a hatvanyhalmaz gener-
lasban is, és egy olyan moddszert kidolgozni, amely csak a kolcsonos kizarasnak
eleget tevo részhalmazokat generdlja le szisztematikusan, és az annak nem eleget
tevé részhalmazokat mar a keresés kozben figyelmen kiviil hagyja.
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5.4.2. Az algoritmus bemutatasa

A kovetkez6 részben bemutatom a kidolgozott hatvinyhalmaz generaldsi
moédszert, amely csak azokat a részhalmazokat generalja le, amelyek eleget tesz-
nek a kolesonos kizarasi feltételeknek. A kidolgozott algoritmus alapotletét a ko-
rabban emlitett elgondolas adta amely azt vizsgalta, mi torténik akkor, ha egy n
elemii halmazt bovitek egy elemmel, és hogyan kapom meg ennek az n+ 1 elemi
halmaz hatvanyhalmazat az n elem@i halmaz hatvanyhalmazanak ismeretében?

A 1j hatvanyhalmaz generdldsa ugy is torténhet, hogy minden egyes hat-
vanyhalmaz elemet megtartok, valamint Gjra hozzdadok a hatvanyhalmazhoz
oly médon, hogy kézben bovitem a hozzaadott elemmel. Hasonl6 analogiat lehet
kovetni akkor is, ha kolcsonosen kizaré halmazzal bévitek egy halmazt, ugyanis
ebben az esetben is egyszerre csak egy elemmel bovithetem a hatvanyhalmazt,
mert ha tobbel, akkor mar nem fog eleget tenni a kélesonos kizarasi feltételnek.
Annyi kiilénbség jelenik meg, hogy itt a hozzdadott halmaz minden egyes elemé-
vel ezt meg kell tenni, hogy bovitem csak vele az eredeti hatvanyhalmaz elemeit,
és beveszem az 1j részhalmazokat a teljes hatvanyhalmazba. Egyediili kivételes
eset az amikor 2 vagy tobb kolcsondsen kizard halmaznak lehetnek kézos elemei,
ebben az esetben sziikség van tovabbi vizsgdlatokra, mert kiilonben olyan rész-
halmazt kaphatnank, amely nem tesz eleget a kélcsonos kizarasi feltételeknek.
Erre a vizsgélatra az algoritmus harmadik f6 résznél térek ki bévebben, ahol ez
is torténik.

Jeloljiik o-val azt a halmazt, amely hatvanyhalmazat szeretnénk generalni, és
jelolje OX azt a halmazt, amely tartalmazza a feladatban definialt kolcséndsen
kizar6 halmazokat. Az algoritmus harom {6 részbdl épiil fel, melyek a kovetkezék:
Az els6 rész: Az els részben felbontja az o halmazt r és w; ...w; halmazokra
Yw; € WI. A felbontas sordan az r halmazba keriilnek azon elemek, melyek nem
szerepelnek egyetlen kolcsonosen kizaré halmazban sem.

r= oﬁ{ U ox}
orxeOX

A W1 halmaz elemei pedig olyan halmazok lesznek, melyek paronként diszjunk-
tak, és csak kolcsonosen kizaro elemeket tartalmaznak. Tovabba teljesiil, hogy

OZTU{ U wl}.
w,eWI

Ez a felbontas a kovetkezbképpen zajlik. El6szor az o Osszes elemét bele-
tessziik m-be, majd ezt kivetGen egy cikluson beliil kivalasztjuk azt az ox € OX
halmazt, melynek a legnagyobb a metszete az r halmazzal, ha van ilyen akkor
hozzidadjuk WI-hez az r N ox halmazt,

WI=WIU{rnoz}
majd kivessziik r-bél a r N ox halmaz elemeit.
r=r\{rnox}

Maga a ciklus addig tart, ameddig létezik olyan ox € OX, amelynek met-
szete az r halmazzal nem iireshalmaz. Vegyiik észre, hogy a ciklus végrehajtasa
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utdn minden esetben az r halmazban csak olyan elemek szerepelnek, melyek
eredetileg az o halmaznak is elemei voltak, és nem szerepelnek egyetlen kolcso-
nosen kizaré halmazban sem, mert akkor a ciklus soran kivettiik volna Oket az
r halmazbdl. Valamint minden w; € W1 halmaz paronként diszjunk és csak
kolesonosen kizard elemeket tartalmazd lesz, mivel folyamatosan kivettiik az
elemeket r halmazbdl, és a metszetet pedig hozzdadtuk WI-hez, igy nem for-
dulhat az el6, hogy egy elem 2 vagy tébb w; € W halmazban szerepeljen. Csak
kolesonosen kizard elemeket pedig azért fog tartalmazni, mert a metszetet amit
képeztink folyton csak ox € OX halmazzal képeztiik. Tehat megvalositottuk az
elvart felbontasat az o halmaznak.

A masodik {6 1épés az algoritmusban egy ps halmaz Osszeallitdsa, valamint
a ps halmaz hatvanyhalmazanak elGallitdsa a megszokott médszerrel. Megemli-
tendd, hogy ps halmaz szamossiga fiigg a kolcsonosen kizart hatvanyok mére-
tétol, és szamossaguktdl, de minden esetben jelentOsen kisebb mint az eredeti
o halmaz. Igy az el8allitandé hatvinyhalmaz akér nagysigrendekkel is kisebb
mint az o halmaz hatvanyhalmaza kolcsonos kizarasi feltételek nélkiil. Maga
a ps halmaz tartalmazni fogja r halmaz Osszes elemét, valamint minden egyes
w; € WI halmazbdl csak egy-egy tetszoleges elemet.

ps=rU{ U e € w;}

w, eWIT

Ezt kovetben generaljuk a ps hatvdnyhalmazat, melynek jele P(ps).

Az algoritmus harmadik 6§ része egy rendkiviil dsszetett folyamat, mely két
alrészre bonthatd, mely alrészeket minden egyes p € P(ps) halmazra végre kell
hajtani akkor, ha az nem csak olyan elemeket tartalmaz, amelyek nem szere-
pelnek kolesonosen kizaré hallmazban. Ugy allitja elé az dsszes lehetséges rész-
halmazt, hogy a p halmazban ha van elem valamely w; bol, akkor azt az elemt
kicseréli egyenként w; Osszes elemére, mint ahogy bé&vitjiilk a halmazt. Ha p
tobb w; halmaz elemét is tartalmazza, akkor pedig az Gsszes lehetséges kombi-
naciéra kicseréli, amelyek eleget tesznek a kolesonos kizardsnak. Itt emliteném
meg, hogy ha vannak olyan kolcsonosen kizard halmazok, melyek tartalmaz-
nak 2-nél tobb kozos elemet és azon kiviil mas-mas elemeik is vannak, akkor a
kombinaciék generalasanal vigyazni kell. Vegyiik észre, hogy ebben az esetben
lesznek olyan kolcsonosen kizard elemek, melyek nem egy w; halmazba keriilnek,
és gy a kombinacidk generaldsa soran valaszthatjuk ezeket az elemeket kiilon-
b6z6 halmazbdl. Ennek ellenére kolesondsen kizardak lesznek, és nem tesznek
eleget a feltételnek, igy nem elfogadhaté eredményt szolgaltatnak. Ennek fényé-
ben mutatom be a harmadik rész miikodését. Az elsé alrész Gsszegytijti azokat a
w; € W1 halmazokat, mely eleme megjelenik az aktudlis p € P(ps) halmazban.
Valamint eltavolitja a kolcsonds kizard elemeket p-bél.

A maésodik alrész feladata pedig a lehetséges kombinacidk el6allitdsa a kivalo-
gatott w; halmazokbodl. Ezt egy rekurziv eljaras valdsitja meg, melynek pszeudo
kédja lathato [5.4.2}abrdn. El6szor vezesiink be 1j jeloléseket a konnyebb &tldt-
hatésag érdekében. Jeldlje inc az algoritmus soran az adott részkombinaciéba
eddig bevett elemek halmazat. Jelolje exc az adott részkombinécio elemei altal
kizart elemek halmazat. Valamint vezessiink be egy olyan leképezést a struk-
turalis leképezések mintajara, amely visszadja egy adott elemmel kolcsonosen
kizar6 elemek halmazat. Ez akkor igazdn lényeges, ha egy elem nem csak egy
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procedure PowersetGeneration(o, OX)

r=o
1=1
while s # @ do
s=r
for all ox € OX do
s =rNox where |r Nozx| is maximal
if s # @ then
w; = S
1+ +
r=rMns
end if
end for
end while
ps =1 U{Uy,cwr e € wi}
for all p € P(ps) do
j=1
for all w; € WI do
if |p N w;| > 0 then
Sj; = W;
J++
p=p\sj
end if
end for
Generate(s; ...s(;_1),9,d, PARTIALRES)
for all e ¢ PARTIALRES do
POWSET = POWSET U{eUp}
end for
end for

OUTPUT:(POWSET)

11. 4bra. Az 4j hatvanyhalmaz generdlé algoritmus pszeudo kédja.

procedure Generate(sy ...5s(j_1),inc,exc, PARTIALRES)

s=s\exc
for all x € s do
if k=(j—1) then
PARTTALRES = PARTIALRES U {incUz}
else
Generate(s(;11)...5(j—1),incUx,excUT(r), PARTIALRES)
end if
end for

12. abra. A lehetséges kombinaciokat elGallitd rekurziv eljaras pszeudo kodja.
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kolesonosen kizard halmazban szerepel. Jelolje ezt a leképezést 7(e), amely szol-
galtatja azoknak az elemeknek a halmazat, amely elemeket az e elem kblcsonosen
kizarja.
T(e) = U w; ,ahol e € w; teljesiil.
w;,eWI

Végigiteral minden egyes meghivast kévetéen egy w; halmaz azon elemein,
melyek nincs kizarva, beveszi a vizsgalt elemet a részkombinacioba, kizarja a
vizsgalt elemmel kizdré halmazokat, igy biztositva azt, hogy a kombinacié ne
tartalmazzon kélcsonds kizarast. Majt ezt kovetéen meghivja 6nmagéat egy ma-
sik w; halmazra az eddig Osszegytjtott elemekkel, és az eddig kizart elemek
halmazéval.

mmc=1incUe

exc = excUT(e)

A rekurzi6 addig tart, ameddig 1étezik olyan w; halmaz, melynek eleme szerepel
az aktualisan vizsgalt p halmazban. Ha az 6sszes w; halmaz bejarasa megtor-
tént, akkor elkésziilt egy lehetséges kombinacid, és megall a rekurzié. Egy mésik
megallasi feltétel is van, méghozza abban az esetben, ha az aktudlisan vizsgalt p
halmaznak és a kizart elemek exc halmazanak metszete iires. Ebben az esetben
a rekurzié megéll, és az eddig 6sszegylijtott részkombinaciot eldobja, mivel nem
lehet azt tovabb épiteni, és nem lehet j6 kombinacié beléle.

Ha a rekurzi6 eléallitotta a lehetséges kombinacidkat, csak annyi maradt
hatra, hogy minden kombinéciéhoz hozzdadjuk az aktudlis p halmaz kolcsénos
kizarasban nem szerepl6 elemeit, majd az igy kapott halmazokat beletegyiik az
eddig legeneralt, kolcsonos kizarasnak eleget tevo részhalamzok kézé. Az algo-
ritmus teljes pszeudo kédja lathaté az [5.4.2]abran.

Megvalésitas kozben felmeriilt heurusztikak

Az algoritmust implementaltam C++ programozasi nyelven. Az implemen-
tacié soran azonban tovabbi esetleges gyorsitdsi lehet6ségekre lettem figyelmes,
melyek kisebb vizsgalatok lehetnének, de bizonyos esetekben tovabbi hatékony-
sagnovelés érhetd el velik. Ezek tovabbi vizsgalata a kés6ébbiekben érdekes prob-
léméakat vethet fel.

Az elsd ilyen az volt, az algoritmus els6 részében a diszjunkt halamzokra
val6 bontés. Lehetne vizsgalatokat végezni olyan esetekben, amokor tobb azonos
elemszamu metszettel rendelkez6 kizaré halmazunk van, és a halmazok tartal-
maznak azonos elemeket is. Ugyanis bizonyos elemek elvételekor lehet tovabbi
halmazokban szerepld elemeket is kivesziink az eredeti halmazbdl, igy akar ke-
vesebb halmazzal is lefedhet6 az eredeti probléma, ha jol valasztunk az azonos
szamossaguak koziil. Példaul ha két kdlesonosen kizard halmaz metszetének sza-
mossaga egyenld a maximalis metszet szdmossagaval, akkor azt lehetne érdeme-
sebb kivalasztani, amelyiknek nagyobb a szamossaga.

Kédolas kozben talalkoztam még egy érdekes megfontoldsi lehetoséggel. Me-
lyet a rekurzional vetettem fel. Mivel a rekurzion belil mindig névekszik a kizart
elemek szama az adott struktirabodl, ezt érdemes lenne megvizsgalni, hogy mi-
lyen viszonyban van ez az esedékesen kivalsztott ox; halmazok végigjarasi sor-
rendjétél. Lesz-e kiilonbség, ha nagy halmazokat jarunk be elOszor, vagy esetleg
a kisebb méretiiekkel kezdjiik ?
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Ezek csupén csak felvetett kérdések, melyek megvélaszolasa esetlegesen képes
lehetne javitani az algoritmus hatékonysagat bizonyos esetekben.

5.5. Tesztelési eredmények

A kidolgozott algoritmust implementaltam C++ programozasi nyelven. Az
alabbi alfejetben az 1j mddszer hatékonysagat fogom illusztralni példakon ke-
resztiil. Osszehasonlitasi alapnak az eddig alkalmazott médszert vettem, mely
alapjan a hatvianyhalmaz generdlds a jeéen pillanatban torténik a PNS meg-
oldéban. Ugy miikédik, hogy a hatvinyhalmaz osszes elemét legeneralja, majd
ezek koziil kivalogatja azokat, melyek eleget tesznek az adott kolcsonos kizarasi
feltételeknek. Elsoként a médszert a 5.5.alfejezetben bemutatott 2 példara tesz-
teltem. Ezt kovetOen pedig bemutatok egy vizsgalatot egy szakirodalombodl vett
példara is. Emellett a példakon a tesztelés végrehajtasa el6tt elvégzem a pontos
érték, vagy a fels6 korlat szamitdst, melyet a korabbiakban a 5.2.alfejezetben
bemutattam a varhaté kolcsonos kizarasnak eleget tevd részhalamzok maximalis
vagy pontos szamara:

. J
Q(n*Z::l ti) | H (ti + 1).
i=1
Abban az esetben, ha nem tartalmaznak a kolcsonodsen kizard részhalmazok
azonos elemeket, akkor minden esetben t; = k;-vel igy elkertilhetjiik a ¢; kisza-
molasat. Egyébként :

i1
t; = |ox; \ {U ox,}|.

z=1

5.5.1. 1. példa

Az els6 példanak tekintsiik a mar emlitett kiindulé példdat. Az o alaphal-
mazunk a jelen esetben n = 16 elemi, melyre értelmeziink ;7 = 3 kolesono-
sen kizar6 részhalmazt, melyeket az OX halmaz tartalmaz, és szdmossaguk
k1 = 3,ky = 3,k3 = 4. Ebben az esetben mivel nincsenek k6zos elemek a kol-
csonosen kizaré halmazok kozott, igy az alsé korlat szamitds pontos eredményt
szolgaltat. Helyettesitsiink be a képletbe:

) J
(n=2 i ki) [T (ki +1) =2975734. 34 1)(3+1)(4+1) = 2°-4-4-5 = 5120

=1

A 16 elemii halmaz hatvanyhalmaza 2'® = 65536 lehetséges részhalmazt
foglal magaba. Azonban mint azt kiszdmoltam, csak 5120 elem fog megfelelni a
kitételeknek.

A megoldas sordn mindkét mddszerrel ugyanazt az 5120 lehetséges részhal-
mazt kaptuk eredményiil, melyek nem tartalmaznak kolcsonodsen kizard részhal-
mazt. A megoldashoz sziikséges id6k kozti eltérés azonban jelentés. A kapott
idOket a 3.tablazatban lathatjuk. Az régi modszer 0.376 masodperc alatt , mig
az 1j modszer 0.018 masodperc alatt generalta ugyanazokat a megoldasokat,
mely a régi médszer megolddsi idejének kevesebb mint 5%-a. Ez kicsivel tébb
mint hisszoros gyorsulast jelent.
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0=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14,15}

O0X ={{1,2,3},{5,7,9},{4,8,11,15}}

13. dbra. Az els6 példa elemei

Megoldasok szama (db) | Megoldasi id6 (sec)

Régi médszer 5120 0.376 s
Uj médszer 5120 0.018 s

3. tdbldzat. Az els6 példa futdsi eredményei

5.5.2. 2. példa

Masodik vizsgalt példa szintén bemutatdsra kertiilt . Bévitsiikk megin az els6
példa {4,8,11,15} kolesonosen kizard halmazat {4,8,10,11,12,13,14, 15} -re .
Az j probléma leirdsa lathaté a 14.4bran. Ebben az esetben is n = 16 elemi
az alaphalmaz, valamint j = 3 kolcsonosen kizard részhalmazzal rendelkezik,
azonban egyik szamossagat a duplajara noveltem ki = 3, ko = 3, k3 = 8. Figye-
lembevéve azt a hatékonysigbecslést, melyet az alaphalmaz mérete, a kélesono-
sen kizar6 halmazok szama, valamint azok szdmossagara tettiink, jelen esetben
az els6 példa utan még nagyobb gyorsulast varhatunk, mivel az egyik kolcsono-
sen kizar6 részhalmaz méretét megduplaztuk. A varhatd jo eredmények pontos
szama (mivel megin diszjunktak a kolcsonésen kizré halmazok) pedig :

) J
9=y ko) JL ki +1) =2 B+ 1)B+ 1) +1) =22-4-4-9 =576

i=1

Ebben az esetben, mint azt kiszamoltam 576 olyan megoldédst varunk, mely
kielégiti a kolcsonos kizarast a 65536 kozil.

0=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15}

OX ={{1,2,3},{5,7,9},{4,8,10,11,12,13,14,15}}

14. dbra. A maéasodik példa elemei

A megoldas sordan mindkét modszerrel 576 olyan részhalmazt kaptunk, mely
eleget tesz a kitételeknek, amely megeggyezik a vart szammal. A futdsidéket
4.tabldzatban lathatjuk. A régi modszer 0.377 masodperc, mig az 1j mddszer
0.002 masodperc alatt szolgaltatta a jo eredményt. A régi mddszerhez képest
az 1j kozel 200-szor gyorsabban oldotta meg ugyanazt a feladatot. Tovabba
lathatd, hogy az elsé feladat megoldasanal 9-szer gyorsabb volt maga az 1j
modszer is. A két feladat pedig csak egyetlen kolcsonosen kizaré halmazban
tért el. Ezek a szamok igazoltak elvarasainkat. Ugyanis lathatjuk, hogy névelve
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csOkkenés miatt.

Megoldédsok szama (db) | Megoldasi id6 (sec)
Régi médszer 576 0.377 s
Uj modszer 576 0.002 s

4. tdblazat. A masodik példa futdsi eredményei

5.5.3. 3. példa

Harmadik példaként tekintsiink egy kicsit nagyobb, és Osszetettebb problé-
mat. Legyen az alaphalmazunk n = 22 elemt, amire definidlunk j = 5 darab
kolesondsen kizard elemhalmazt melyeknek lesznek k6zos részhalmazai, és sza-
mossaguk egyenként ki = 4,k = 5,ks = 6,kg4 = 4,k5 = 2. Példaul a 2, 3,
4 elemek egyszerre megtalalhatéak mind az ox;, mind pedig az oxs kolcséno-
sen kizar6 halmazokban is. A probléma leirasat lathatjuk a 15.4bran. Ebben az
esetben, mivel vannak olyan részhalmazok, melyek kolcsonosen kizarok, igy a jo
megoldasok szamat feliilrdl tudjuk csak becsiilni. Eloszor szamitsuk ki a ¢; érté-
keket. Melyek t; = 4,t5 = 2,t3 = 5,14 = 1,t5 = 2 lesznek, majd helyettesitsiik
be Oket a képletbe:

22 ) T (t+1)=2%-5-3-6-2-3 = 138240

=1

J
i=

A teljes hatvanyhalmaz mérete 222 = 4194304 ami koziil tehdt kevesebb mint
138240 j6é megoldast varunk.

0=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15, 16,17, 18, 19, 20, 21}

ory = {1,2,3,4}
ors = {2,3,4,6,7)
oxs = {4,8,10,11,17,19}
oxy = {6,7,18,19}
oxs = {20,21}

OX = {ox1, 019, 023,024, 0x5}

15. dbra. A harmadik példa elemei

A megoldas sordn mindkét médszerrel 50688 olyan részhalmazt kaptunk,
mely eleget tesz a kitételeknek, és jocskan ugyan, de a megadott fels6 korlat
alatt van. A futdsidéket 5.tablazatban lathatjuk. A régi médszer 33.192 mésod-
perc, mig az Gj modszer 0.405 mésodperc alatt szolgaltatta a j6 eredményt. A
régi modszerhez képest az 0j kozel 83-szor gyorsabban oldotta meg ugyanazt
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a feladatot. Mivel a két megoldasi médszer megolddsai megegyeznek, igy biz-
tosan az Uj megoldas is megtaldlta az Osszes kizarasi feltételeknek eleget tevo
részhalmazt, mert a régiben ez garantalt amiatt, hogy megvizsgalja az Osszes
lehetségeset, és azok koziil sziiri ki a kizarasi feltételeknek eleget tevoket.

Megoldasok szama (db) | Megoldasi id§ (sec)

Régi modszer 50688 0.405 s
Uj médszer 50688 33.192 s

5. tdbldzat. A harmadik példa futési eredményei

Mint azt lathattuk az elsé és a masodik példaban a régi megoldasi médszer
sebessége lényegileg megegyezik, az 1j modszer pedig 9 szeres gyorsuldst mutat.
Ez amiatt van, hogy a régi médszer legeneralja az alaphalmaz Gsszes részhama-
zat, és ezt kovetben azok koziil sziri ki a feltételeknek nem megfeleloket. Mivel
mindkét megoldas alaphalmaza egyezett, és a szlirés a hatvanyhalmaz generélas-
hoz képes nem annyira jelentGs folyamat, igy a megoldasi idok is megegyeztek.
Az 04j médszernél az eltérés viszont annak tudhaté be, mivel az csak a kolcso-
nos kizarasnak eleget tevd részhalmazokat generdlja, igy futds ideje a lehetséges
j6 megoldasok szaméval aranyos, nem pedig az alaphalmaz méretével. Mivel az
alap hatvanyhalmaz generéalas bonyolultsaga, és megoldasi ideje exponencialisan
novekszik az alaphalmaz méretével névekedésével, igy egyre nagyobb és nagyobb
halmazokkal torténd szamolds egyre tobb és tobb id6t vesz igénybe. Sajnos ez
mar elég kis n értékekre is mar jelentds, s6t akar kivarhatatlan nagysagokat
Olthet.

5.5.4. 4. példa

A negyedik példdban vizsgiljunk egy szakirodalomban elérheté példat [7].
Maga a példa nem nagy, &m strukturalis felépitése miatt egy SSG algoritmust
példaul nem lehet rajta lefuttatni, hogy az legeneralja az 6sszes lehetséges kom-
binatorikusan lehetséges megoldasstruktirat, mivel annyira sok részprobléma
keletkezne a régi médszerekkel, hogy vagy a szamitdgép fizikai meméridja lenne
kevés az eltdrolasra, vagy pedig nem végezne vele beldthat6é idén beliil. A fel-
adat szuperstruktirdjat a [.5.4labrdn ldthatjuk. A probléma abbdl adddik,
hogy az SSG tgy halad elére, hogy dontéseket hogy bizonyos anyaghalmazok
eléallytasarol. Ebben az esetben végig kell vizsgilnia az adott anyaghalmazt
eloallitani képes miiveleti egységek halmazanak Gsszes lehetséges részhalmazat,
mely a hatvdnyhalmaza. A jelen példdban ez a vizsgalat a termékektdl indul,
és itt kapasbdl 35 darab miiveleti egység van, amely széba johet a végtermékek
legyartasaba. A 35 miiveleti egység azt jelenti, hogy Osszesen 23° darab esetett
kell vizsgélni, csak a kiindul6 allapotban, amely 34359738368. Tovabba a szak-
irodalombdl tudjuk, hogy 6sszesen 3465 kombinatorikusan lehetséges megoldas-
struktura létezik. Azonban a feladat ezek kozott definidl kolesondsen kizardakat,
melyet ha képesek lesziink figyelembe venni, a probléma megoldhaté lenne je-
lentGs idémegtakaritassal. Ezen a példan keresztiil lathatjuk, hogy nagy sziigség
lenne a P-graf keretrendszer algoritmusaiban a hatvanyhalmaz generalast is le-
cserélni az altalam kidolgozottra tovabbi hatékonysagnévelés érdekében.
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16. dbra. Az 4. feladat maximélis szuperstruktirija
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6. Tovabblépési lehetoségek

Mint azt a dolgozatbdl lathattuk a kolcsonds kizdrast nem szabad elhanya-
golni. Ha megjelenik egyes feladat struktirakban, akkor nagy mértéken gyor-
sithatja a megold6 modszer futdsi idejét. Azonban a PNS megoldéban tovabbi
gyorsitasok érhetoek el ezen a téren, ugyanis az nem az altalam kidolgozott
mobdszert tartalmazza hatvinyhalmaz generdlas céljara kolcsonos kizaras ese-
tén, hanem az egyszerii sziirési feltételekkel rendelkez6t, mely lathattuk kevésbé
hatékony. Kutatdsom tovabbi célja tehat a kidolgozott hatvanyhalmaz genera-
las beleépitése a PNS megoldé szoftverbe, ezzel megprébalni tovabb javitva a
feladatmegoldas hatasfokat, és a megoldhaté feladatok méretének novelését.

7. Osszefoglalas

Munkam soran részt vettem a P-graf keretrendszer olyan kiterjesztésének
kifejlesztésében, mely képes kezelni a kélesondsen kizdré halmazokat. Az ehez
sziikséges abrazolasi és algoritmus modositasi valtozasokat a dolgozatomban be-
mutattam, majd az 1j mdédszer hatékonysigat vizsgaltam jarmithozzarendelési
probléméakon. Definidltam olyan eseteket, melyek segitségével egy jarmiithozza-
rendelési probléma struktirajaban felismerhetiink kdlesondsen kizaré halmazo-
kat, és ezek PNS modellbe iktatasaval egy jéval hatékonyabb mddszert adtam
ezen feladatok megoldasara, mint az eddig ismert. Ezt reprezentdljak a bemuta-
tott teszteredmények is. Kutatasom f6 téméaja azonban a hatvanyhalmaz gene-
ralasa kolesonosen kizard részhalmazok esetén volt. Alsé és fels6 korlatot adtam
a lehetséges kolcsonos kizarasnak eleget tevd részhalmazok szamossagara adott
problémahoz, melyet bizonyitottam is. Az alsé és fels6 korlat mellett egy konk-
rét becslést is adtam a szamukra, mely az esetek tobbségében, amikor a kol-
csonosen kizard halmazok paronként diszjunktak, pontosan megadja a varhaté
j6 megoldasok szamat. Emellett kidolgoztam egy olyan hatvanyhalmaz generald
eljarast, mely képes figyelembevenni az alaphalmazon értelmezett kolcsénosen
kizar6 részhalmazokat. Ezt rdadasul szisztematikus keresés segitségével végzi,
mely soran a kolesonos kizarasnak nem megfeleld részproblémakat elveti, és
eredményiil csak olyan részhalmazokat generdl, melyek eleget tesznek a kolcso-
nos kizarasnak. A kidolgozott algoritmust megvaldsitottam C—++ programozasi
nyelven. Valamint tobb tesztpéldan keresztiil bemutattam hatékonysagat.
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8. Fiiggelék

Tesztelés soran hasznalt modellek

8.1. Az l.feladat alap PNS modellje

file_ type=PNS_ problem_ vl
file_ name=Example

measurement_ units:# comment at the end of line

mass unit=t

time_ unit=yr

money_unit=KUR#material flow_measurement unit=mass/time
material__price__measurement__unit=money/mass
operating cost_measurement_unit=money/time

defaults:

material_type=intermediate

material flow rate lower bound=0
material_flow_rate_upper_ bound=100000
material_ price=0

operating unit_ capacity_ lower__bound=0
operating_unit_ capacity__upper__bound=100
operating_unit_ fix_cost=0

operating_ unit_proportional cost=0

materials:

R1: raw_material

R2: raw_ material

R3: raw_material

P1: product, flow_rate_ lower_bound=1
P2: product, flow_rate_ lower_bound=1
P3: product, flow_rate_ lower_bound=l1

operating_units:

material_to_operating_unit_flow_rates:

O1l: R2 => R2_Veszprem_ 0840

P3byR2: R2_Veszprem_ 0840 => R2_ Tihany_ 0940, P3
02: R2 => R2_Tihany_0700

PlbyR2: R2_Tihany_ 0700 => R2_Almadi_0740, P1
O7: R2_Almadi_ 0740 => R2_Veszprem_ 0840

03: R1 => R1_Tihany_0700

PlbyR1: R1_Tihany 0700 => R1_Almadi_ 0740, P1
08: R1_Almadi_0740 => R1_Veszprem_ 0840

P3byR1: R1_Veszprem_ 0840 => R1_Tihany 0940, P3
O4: R1 => R1_Veszprem_ 0840

0O5: R1 => R1_Veszprem_ 0800

P2byR1: R1_Veszprem_ 0800 => R1_ Fehervar_ 0920, P2
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06: R3 => R3_Veszprem_ 0800
P2byR3: R3_Veszprem_ 0800 => R3_ Fehervar_0920, P2

sources/bus.in

8.2. Az l.feladat kiterjesztett PNS modellje

file_ type=PNS_ problem_ vl
file_ name=Example

measurement_units:# comment at the end of line

mass_unit=t

time__unit=yr

money_unit=KUR#material flow_measurement_ unit=mass/time
material price measurement_ unit=money/mass
operating_cost_measurement_unit=money/time

defaults:

material type=intermediate

material flow_rate_ lower_ bound=0
material_flow_ rate_upper_bound=100000
material__price=0

operating unit_ capacity_lower__bound=0
operating_unit_ capacity__upper__bound=100
operating unit_fix_ cost=0
operating_unit_proportional cost=0

materials:

R1: raw_material

R2: raw_material

R3: raw_material

P1: product, flow_rate_ lower_bound=l1
P2: product, flow_rate_ lower_bound=l1
P3: product, flow_rate_ lower_bound=1

operating_units:

material to_operating_ unit_flow_rates:

Ol: R2 => R2_Veszprem_ 0840

P3byR2: R2_ Veszprem_ 0840 => R2_Tihany_ 0940, P3
02: R2 => R2_Tihany_ 0700

PlbyR2: R2_Tihany 0700 => R2_Almadi_0740, P1
O7: R2_Almadi_0740 => R2_Veszprem_ 0840

03: R1 => R1_Tihany_0700

PlbyR1: R1_Tihany 0700 => R1_Almadi_0740, P1
08: R1_Almadi 0740 => R1_Veszprem_ 0840

P3byR1: R1_Veszprem_ 0840 => R1_Tihany_ 0940, P3
0O4: R1 => R1_Veszprem_ 0840

05: R1 => R1_Veszprem_ 0800
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P2byR1: R1_Veszprem_ 0800 => R1_Fehervar 0920, P2
06: R3 => R3_ Veszprem_ 0800
P2byR3: R3_Veszprem_ 0800 => R3_Fehervar_ 0920, P2

mutually exlcusive_sets_of operating_ units:
xl: O1, 02

x2: 03, 04, O5

x3: PlbyR1, PlbyR2

x4: P3byR1, P3byR2

xb: P2byR1, P2byR3

x6: 01, O7

x7: 04, O8

sources/bus_ mx.in

8.3. Az 2.feladat kiterjesztett PNS modellje

file_ type=PNS_ problem_ vl
file_ name=Truck_Scehduling

measurement_units:# comment at the end of line
mass__unit=db
time_ unit=day
money_unit=KUR#material flow_measurement_ unit=mass/time
material price measurement unit=money/mass
operating cost_measurement_unit=money/time

defaults:

material type=intermediate

material flow_ rate_ lower_ bound=0
material flow_rate_upper_bound=10000000
material__price=0

operating unit_ capacity_lower__bound=0
operating_unit_ capacity__upper__bound=1
operating_unit_ fix_cost=0
operating_unit_proportional cost=0

materials:

CO2: raw_material

EURO: raw_material, price=1

P1: product, flow_rate lower_ bound=1,
flow_rate_upper_bound=1

P2: product, flow_rate lower_bound=1,
flow_rate_upper_bound=1

P3: product, flow_rate lower_ bound=1,
flow_rate_upper_bound=1

P4: product, flow_rate lower_ bound=1,
flow_rate_upper_bound=1
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P5: product,

flow_rate_upper__
flow_rate_lower_bound=1,

P6: product,

flow__rate_upper__

operating_ units:
km R1 :
km R2 :
km R3 :
km R4 :
km R5 :
km_R6_:
R1_garage:
P1_R1_b0800_f0915:
P2_R1_t1030_f1125:
P3_R1_k1100_d1340:
P4 _R1_s1430_b1535:
P5_R1_t1350_k1625:
P6_R1_v1000_el1140:
R2_garage:
P1_R2_ b0800_f0915:
P2_R2_t1030_f1125:
P3_R2_k1100_d1340:
P4 _R2 s1430_b1535:
P5_R2_ t1350_k1625:
P6_R2_ v1000_el1140:
R3_garage:
P1_R3_b0800_f0915:
P2_R3_t1030_f1125:
P3_R3_k1100_d1340:
P4 _R3_s1430_b1535:
P5_R3_t1350_k1625:
P6_R3_v1000_el1140:
R4_garage:
P1_R4 b0800_f0915:
P2_R4_t1030_f1125:
P3_R4 k1100 _d1340:
P4 _R4_s1430_b1535:
P5_R4_t1350_k1625:
P6_R4_v1000_el140:
R5_garage:
P1_R5_b0800_f0915:
P2_R5_t1030_f1125:
P3_R5_k1100_d1340:
P4 _R5 s1430_b1535:
P5_R5_t1350_k1625:
P6_R5_v1000_el1140:
R6__garage:
P1_R6_b0800_f0915:
P2_R6_t1030_f1125:

flow_rate lower_ bound=1,

bound=1

bound=1

capacity__upper__bound=800
capacity__upper_ bound=800
capacity__upper__bound=800
capacity__upper__bound=800
capacity__upper_bound=800
capacity__upper__bound=800
capacity__upper__bound=1

capacity_ lower__bound=1
capacity_ lower__bound=1
capacity_lower__bound=1
capacity_lower_bound=1
capacity_lower__bound=1
capacity_lower__bound=1

capacity__upper__bound=1

capacity_lower_bound=1
capacity_ lower__bound=1
capacity_ lower__bound=1
capacity_lower__bound=1
capacity_ lower__bound=1
capacity_ lower__bound=1

capacity__upper_bound=1

capacity_lower__bound=1
capacity__lower__bound=1
capacity_ lower__bound=1
capacity_ lower__bound=1
capacity_lower__bound=1
capacity_lower_bound=1

capacity__upper__bound=1

capacity__lower__bound=1
capacity_ lower__bound=1
capacity_lower_bound=1
capacity_ lower__bound=1
capacity__lower__bound=1
capacity_lower__bound=1

capacity__upper__bound=1

capacity_ lower__bound=1
capacity_lower_bound=1
capacity__lower__bound=1
capacity__lower__bound=1
capacity_ lower__bound=1
capacity_ lower__bound=1

capacity__upper_ bound=1

capacity_lower_bound=1
capacity__lower__bound=1
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P3 R6_k1100 d1340:
P4 R6_s1430_bl535:
P5 R6_t1350 k1625:
P6_R6_v1000_ el140:

material
km R1 :
km R2 :
km R3 :
km R4 :
km R5 :
km R6 :

.8 EURO,
EURO,
EURO,
EURO,
EURO,

EURO,

8
.2
2
5

=1

.5

P1_R1_ b0800_f0915:
P2_R1_t1030_f1125:
P3_R1_k1100_d1340:
P4_R1_s1430_b1535:
P5 _R1_t1350_ k1625:
P6_R1 v1000_el140:

capacity__
capacity__
capacity_
capacity_

300
300
375
375

CcO2
Cco2
CcO2
CcO2
360 CO2
360 CO2
R1 b0800,
R1 1030,
R1 k1100,
R1 51430,
R1 t1350,
R1 v1000,

=

R1_f0915_1t1030:
R1_f0915_s1430:
R1_f0915_1t1350:
R1_f0915_v1000:
R1_f1125_s1430:
R1_f1125_t1350:
R1_d1340_s1430:
R1_e1140_s1430:
R1_e1140_t1350:
R1_gvi = R1_gvo

R1_garage:
R1_gvo_b0800:
R1_gvo_t1030:
R1_gvo_ k1100:
R1_gvo_s1430:
R1_gvo_t1350:
R1_gvo_v1000:
R1_f0915_gvi:
R1_f1125_gvi:
R1_d1340_gvi:
R1_Db1535_ gvi:
R1_k1625_ gvi:
R1_el1140_gvi:

R1 0915, 54
R1 0915, 17
R1 0915, 54
R1 0915, 44
R1 f1125, 17
R1 1125, 54
R1 d1340, 40
Rl ell140, 53
R1 el140, 53

lower bound=1
lower bound=1
lower_ bound=1
lower__bound=1

to_operating_ unit_flow_rates:
=

km R1

P1,
P2,
P3,
- P4,
155 km Rl => P5,
101 km Rl => P6,
km Rl => R1_t1030
km RI R1 51430
km RI1 R1 1350
km R1 => R1_v1000
km RI1 R1 51430
km RI R1 1350
km RI R1 51430
km RI1 R1 51430
km Rl => R1 t1350

R1_gvo,
R1_gvo,
R1_gvo,
R1_gvo,
R1_gvo,
R1_gvo,

120 km R1
93 km R1
77 km R1
61 km Rl
61 km Rl

0 km Rl =

R1 b0800
R1 t1030
R1_k1100
R1_s1430
R1 t1350
R1_v1000

R1 0915,
R1 1125,
R1 d1340,
R1 b1535,
R1 k1625, 77
R1 el140, 101

44
44
93
120

km R1 => R1 gvi
km R1 => R1 gvi
> R1_gvi
=> R1_gvi
R1_gvi

R1_gvi

km Rl =
km Rl =
km R1 =>
km R1 =>

P1 R2 b0800 f0915:
P2 R2 t1030 f1125:
P3 R2 k1100 d1340:
P4 R2 s1430 b1535:
P5 R2 t1350 k1625:
P6_R2 v1000 el140:
R2 0915,
R2 0915,
R2 0915,
R2 f0915,

R2 0915 t1030:
R2 0915 s1430:
R2 {0915 t1350:
R2_f0915_v1000:

R2 b0800,
R2 1030,
R2 k1100,
R2 51430,
R2 1350,
R2 v1000,
54
17
54
44

74 km R2
54 km R2
162 km R2
68 km R2
155 km R2
101 km R2
km R2 =>
R2 =

CR2 =
=

R2

EEE
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=
=
=
=

P1,
P2,
P3,
P4,
= P5,
= P§6,
R2 t1030
R2 51430
R2 t1350
R2 v1000

R1_f0915
R1_f1125
R1 d1340
R1 Db1535
R1 k1625
R1 e1140

R2 0915
R2_f1125
R2_d1340
R2 Db1535
R2 k1625
R2_el140




R2_ 1125 s1430: R2_f1125, 17 km R2 => R2_ s1430

R2_ {1125 t1350: R2_ 1125, 54 km R2 => R2_ t1350

R2 d1340_s1430: R2_d1340, 40 km R2 => R2 s1430
R2_e1140_s1430: R2_el140, 53 km R2 => R2_ 51430
R2_e1140_t1350: R2_el1140, 53 km R2 => R2_ t1350
R2_garage: R2_gdi = R2_gdo

R2_gdo_b0800: R2_gdo, 75 km R2 => R2_b0800
R2_gdo_t1030: R2_gdo, 115 km R2 => R2_t1030
R2_gdo_k1100: R2_gdo, 162 km R2 => R2_k1100
R2_gdo_s1430: R2_gdo, 40 km_R2 => R2_s1430

R2_gdo t1350: R2_gdo, 115 km R2 => R2_t1350
R2_gdo_v1000: R2_gdo, 93 km_R2 => R2_v1000

R2_f0915_ gdi: R2_f0915, 57 km R2 => R2_ gdi

R2_ f1125_gdi: R2 f1125, 57 km R2 = R2_gdi
R2_d1340_gdi: R2_ d1340, 0 km_R2 => R2_gdi
R2_Db1535_gdi: R2 Dbl1535, 75 km R2 => R2_gdi

R2_ k1625 gdi: R2_ k1625, 162 km R2 => R2_gdi
R2_e1140_gdi: R2_el140, 53 km R2 => R2_gdi

P1_R3_ b0800_f0915: R3_b0800, 74 km R3 => P1, R3_f0915
P2 R3_t1030_f1125: R3_t1030, 54 km R3 => P2, R3_f1125
P3_R3 k1100 _d1340: R3_k1100, 162 km R3 => P3, R3_d1340
P4 _R3_ s1430_b1535: R3_s1430, 68 km R3 => P4, R3_Dbl535
P5_ R3_t1350_k1625: R3_t1350, 155 km_ R3 => P5, R3_k1625
P6_R3 v1000_el1140: R3_v1000, 101 km R3 => P6, R3_ell40
R3_f0915_ t1030: R3_f0915, 54 km R3 => R3_t1030
R3_f0915_s1430: R3_f0915, 17 km_ R3 => R3_s1430
R3_f0915_t1350: R3_f0915, 54 km R3 => R3_t1350
R3_f0915_v1000: R3_f0915, 44 km R3 => R3_v1000

R3_ {1125 s1430: R3_f1125, 17 km R3 => R3_ 51430
R3_f1125_ t1350: R3_f1125, 54 km R3 => R3_t1350

R3 d1340_s1430: R3_d1340, 40 km R3 => R3_s1430
R3_e1140_s1430: R3_el140, 53 km_ R3 => R3_s1430
R3_e1140_t1350: R3_el1140, 53 km_ R3 => R3_t1350
R3_garage: R3_gti = R3_gto

R3_gto_b0800: R3_gto, 54 km R3 => R3_b0800
R3_gto_t1030: R3_gto, 0 km_R3 => R3_t1030
R3_gto_k1100: R3_gto, 155 km R3 => R3_k1100
R3_gto_s1430: R3_gto, 67 km_R3 => R3_s1430
R3_gto_t1350: R3_gto, 0 km_R3 => R3_t1350
R3_gto_v1000: R3_gto, 93 km_R3 => R3_v1000
R3_f0915_gti: R3_f0915, 54 km R3 => R3_ gti
R3_f1125_gti: R3_f1125, 54 km R3 => R3_ gti
R3_d1340_gti: R3_d1340, 115 km R3 => R3_ gti
R3_b1535_gti: R3_Db1535, 63 km_ R3 => R3_ gti

R3_k1625 gti: R3_ k1625, 155 km R3 => R3_ gti
R3_e1140_gti: R3_el140, 53 km R3 => R3_ gti

P1_R4 b0800_f0915: R4 b0800, 74 km R4 => P1, R4 {0915
P2 R4 t1030_f1125: R4 t1030, 54 km R4 => P2, R4_f1125
P3_R4 k1100_d1340: R4_k1100, 162 km R4 => P3, R4 _d1340
P4 R4 s1430_b1535: R4 s1430, 8 km_ R4 => P4, R4_bl535




P5 R4 t1350 k1625:

R4 t1350,

P6_R4 v1000_el1140: R4 v1000,

R4_f0915_t1030:
R4_f0915_s1430:
R4_f0915_1t1350:
R4_f0915_v1000:
R4_f1125_s1430:
R4_f1125_t1350:
R4_d1340_s1430:
R4_e1140_s1430:
R4 _e1140_t1350:
R4_gbi = R4_gbo

0 km_ R4 =
54 km_R4
187 km_R4
68 km R4
54 km_ R4 =
120 km_R4 =
km_R4
km_R4
km R4
km_ R4
km R4
km_R4

R4__garage:
R4_gbo_b0800:
R4_gbo_t1030:
R4_gbo_k1100:
R4_gbo_ s1430:
R4_gbo_ t1350:
R4_gbo_v1000:
R4_f0915_gbi:
R4_f1125_ghi:
R4 _d1340_gbi:
R4_Db1535_gbi:
R4_k1625_ gbi:
R4_e1140_gbi:

P1_R5_b0800_f0915:
P2_R5_t1030_f1125:
P3_R5_k1100_d1340:
P4_R5_s1430_b1535:
P5_R5_t1350_k1625:
P6_R5_v1000_el1140:
R5_f0915_t1030:
R5_f0915_s1430:
R5_f0915_t1350:
R5_f0915_v1000:
R5_f1125_s1430:
R5_f1125_t1350:
R5_d1340_s1430:
R5_e1140_s1430:
R5_el1140_t1350:
R5_gki = R5_gko

R5_garage:
R5_gko_b0800:
R5_gko_ t1030:
R5 gko k1100:
R5_gko_s1430:
R5_gko_ t1350:
R5_gko_v1000:
R5_f0915_gki:
R5_f1125_ gki:
R5_d1340_ gki:
R5_bl1535_gki:

R4 0915,
R4 0915,
R4 0915,
R4 0915,
R4 1125,
R4 f1125,
R4 d1340,
R4 el140,
R4 el140,

54
17
54
44
17
54
40
53
53

R4 gbo,
R4_gho,
R4_gho,
R4_gbo,
R4_gbo,
R4 gbo,
R4 {0915,
R4 _f1125,
R4 d1340,
R4_b1535,
R4 k1625, 187

R4 ell40, 24

R5_b0800,
R5_t1030,
R5_k1100,
R5_s1430,
R5 t1350,
R5_v1000,
R5_f0915, 54
R5_f0915, 17
R5_f0915, 54
R5_f0915, 44
R5 f1125, 17
R5_f1125, 54
R5_d1340, 40
R5_el1140, 53
R5_el1140, 53

74
74
75

0

R5_gko,
R5_ gko,
R5_gko,
R5_gko,
R5_gko,
R5_ gko,
R5_f0915,
R5_f1125,
R5_d1340,
R5_bl1535,

187 km
155 km

0 km
km
km
km
125
125

g

162 km
187 km_ R5

155 km_ R4
101 km R4
km R4 =
km R4 =
km R4
km R4 =
km R4 =
km R4
km R4
km R4
km R4 =

Ty

=
=
=
=
=
=

74 km_RbH

54 km_RH
162 km_R5

68 km_RbH
155 km_R5H
101 km_R5
km R5 =

g
&

g
&

g
2

g
&

g
2

g
&

g
&

-]
&

Y

SEAR
by

&
X

& &

&
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= P5, R4 k1625
= P6, R4 el1140

R4 t1030
R4 s1430
R4 t1350
R4 v1000
R4 s1430
R4 t1350
R4 s1430
R4 s1430
R4 t1350

R4_b0800
R4_t1030
R4_k1100
R4_s1430
R4 %1350
R4_v1000
R4_ gbi
R4_ gbi
R4__gbi
R4_ gbi
R4_gbi
R4_ ghi

= P1,
= P2,
=> P3,

R5_ 0915
R5 1125
R5 d1340
=> P4, R5 bl535
=> P5, Rb5_k1625
=> P6, R5_ell40

R5 t1030
R5 51430
R5 t1350
R5_v1000
R5 s1430
R5_ t1350
R5 s1430
R5 51430
R5 t1350

R5_b0800
R5_t1030
R5_ k1100
R5_s1430
R5_t1350
R5_v1000
=> R5_ gki
=> Rb5_ gki
=> Rb5_ gki
=> Rb5_ gki




R5_ k1625 gki:
R5 el1140 gki:

P1_R6_b0800_f0915:
P2 R6_t1030_f1125:
P3 _R6_ k1100 _d1340:
P4 R6_s1430_bl1535:
P5 R6_t1350_ k1625:
P6_R6_v1000_el1140:
R6_f0915_t1030:
R6_f0915_s1430:
R6_f0915_t1350:
R6_f0915_v1000:
R6 1125 s1430:
R6_f1125_t1350:
R6_d1340_s1430:
R6_e1140_ s1430:
R6_e1140 t1350:
R6_gbhi = R6_gbo
0 km_R6 =

R6__garage:
R6__gbo_b0800:
R6_gbo_t1030:
R6_gbo_k1100:
R6__gbo_s1430:
R6_gbo_ t1350:
R6_gbo_ v1000:
R6_f0915_gbi:
R6_f1125_gbi:
R6_d1340_gbi:
R6_Db1535_gbi:
R6_k1625_ gbi:
R6_e1140_gbi:

mutually exlcusive_ sets

R5 k1625,
R5 el140,
R6_b0800,
R6_ 1030,
R6 k1100,
R6_ 51430,
R6_ 1350,
R6_v1000,
R6_ 0915, 54
R6_f0915, 17
R6_ 0915, 54
R6_f0915, 44
R6 1125, 17
R6_ 1125, 54
R6 d1340, 40
R6_el140, 53
R6 1140, 53

EEEE
S

g
&

R6__gbo,
R6__gho,
R6__gbo,
R6_gbo,
R6__gbo,
R6__gbo,
R6_f0915,
R6_f1125, 74
R6_d1340, 75
R6_b1535, 0
R6_k1625, 187
R6_e1140, 24

54 km R6

120 km R6
74

0 km R5
175 km RS

5EE

BEEEEE

187 km R6 =
68 km R6 =
54 km R6 =

km R6
km R6
km R6
km R6
km R6
km R6

R6

U

AR

=
=
=
=
=
=
=

=> Rb5_ gki
=> Rb5_ gki
74 km_R6
54 km_R6
162 km_RG6
68 km_RG6
155 km_RG6
101 km_R6
km_R6

= P1,
= P2,
= P3,

R6_ 0915
R6 1125
R6_d1340
=> P4, R6_Db1535
= P5, R6_k1625
= P6, R6_ell40

R6_t1030
R6_s1430
R6_t1350
R6_v1000
R6_s1430
R6_t1350
R6 s1430
R6_s1430
R6_t1350

_ b0800
R6_t1030
R6_k1100
R6_s1430
R6_t1350
R6_v1000
R6_ gbi
R6__gbi
R6__gbi
R6__gbi
R6__gbi
R6_ gbi

_of_ operating_units:

Plelo: P1_R1 b0800_ f0915, P1_ R2 b0800_ f0915,
P1_R3_Db0800_f0915, P1_R4 b0800_£0915,
P1_R5 b0800_f0915, P1 R6_b0800 {0915

P2elo:

P3elo:

P2_R1__
P2_R3_t1030_f1125,
P2_R5_t1030_f1125,
P3_R1 k1100 d1340,

t1030_f1125,

P2_R2_t1030_f1125,
P2_R4_t1030_f1125,
P2_R6_t1030_f1125
P3_R2 k1100 d1340,

P3_R3 k1100 d1340, P3_R4 k1100 d1340,
P3R5 k1100 d1340, P3_R6_ k1100 d1340

P4elo:

P4 R1 s1430 bl1535, P4 R2 s1430_b1535,

P4 R3 s1430 bl535, P4 R4 s1430 b1535,

P4 R5 s1430 blb535,
P5 R1 t1350 k1625,

P5elo:

P4 R6_s1430_b1535
P5 R2 t1350 k1625,

P5 R3_t1350_ k1625, P5 R4 t1350_ k1625,
P5 R5 t1350 k1625, P5 R6 t1350 k1625

Pé6elo:

P6_R3_ v1000_ el140,
P6_R5 v1000_el140,

50

P6_R1_v1000_el1140, P6_R2_v1000_el140,
P6_R4 v1000_el140,
P6_R6_v1000_ el1140




R1ki: R1_gvo b0800, R1_gvo t1030, R1_gvo_ k1100,
R1_gvo_s1430, R1_gvo_t1350, R1_gvo_v1000
R2ki: R2_gdo_b0800, R2_ gdo_ t1030, R2_ gdo_ k1100,
R2_gdo_s1430, R2_gdo_t1350, R2_gdo_v1000
R3ki: R3_gto_ b0800, R3_gto t1030, R3_gto k1100,
R3_gto_s1430, R3_gto_t1350, R3_gto_v1000
R4ki: R4_gbo b0800, R4 gbo t1030, R4 gbo_ k1100,
R4_gbo_s1430, R4_gbo_t1350, R4_gbo_v1000
R5ki: R5_gko b0800, R5_gko t1030, R5_gko k1100,
R5_gko_s1430, R5_gko_t1350, R5_gko v1000
R6ki: R6_gbo b0800, R6_gbo t1030, R6_gbo k1100,
R6_gbo_s1430, R6_gbo_t1350, R6_gbo_v1000
Rlbe: R1_f0915_ gvi, R1_f1125 gvi, R1_d1340 gvi,
R1_b1535_gvi, R1_k1625 gvi, R1_el140_gvi
R2be: R2_f0915_ gdi, R2_f1125 gdi, R2_d1340_gdi,
R2_Db1535_ gdi, R2_k1625 gdi, R2_el1140_gdi
R3be: R3_f0915 gti, R3_ {1125 gti, R3_d1340_ gti,
R3_b1535_ gti, R3_k1625_ gti, R3_ell40_gti
R4be: R4_f0915_ gbi, R4_f1125 gbi, R4_d1340_gbi,
R4_b1535_gbi, R4_k1625_gbi, R4_el140_gbi
Rb5be:

R6be:

R6_b1535 gbi,

R1 f0915mx:

R1 0915 t1350,

R1 f1125mx:
R1 el1140mx:
R2 f0915mx:

R2_f0915_t1350,

R5 0915 gki,
R5 b1535 gki,
R6 f0915 ghi,

R1 f0915 t1030,

R1_f1125_s1430,
R1_el1140_s1430,
R2_f0915_t1030,

R1 {0915 v1000,

R2_f0915_v1000,

R5 f1125 gki, R5 d1340 gki,
R5_ k1625 gki,
R6_f1125 gbi, R6_d1340 ghi,
R6_ k1625 gbi,

R5_e1140_ gki

R6_el1140 gbi
R1_ 0915 s1430,

R1 f0915 gvi
R1 f1125 t1350,
R1 el140 t1350,
R2 0915 51430,
R2 f0915 gdi

R2_f1125mx: R2_f1125_s1430, R2_f1125_t1350, R2_f1125_gdi
R2_el140mx: R2_el1140_s1430, R2_e1140_t1350, R2_el1140_ gdi
R3_f0915mx: R3_f0915 t1030, R3_f0915 s1430,

R3_f0915_t1350,

R3_f0915_+v1000,

R3_f0915 gti

R3_f1125mx: R3_f1125_s1430, R3_f1125_t1350, R3_f1125_gti
R3 ell40mx: R3 el1140 s1430, R3_ el1140 t1350, R3_ el140 gti
R4 f0915mx: R4 f0915 t1030, R4 f0915 s1430,

R4 f0915_t1350, R4_f0915_v1000,

R4 f0915_ ghi

R4 f1125mx: R4 f1125 51430, R4 {1125 t1350, R4_f1125 gbi
R4_ell40mx: R4_el140_s1430, R4_el140_t1350, R4_el140_gbi
R5 f0915mx: R5_ 0915 t1030, R5 {0915 s1430,

R5 0915 t1350,

R5 {0915 v1000,

R5_f0915_gki

R5_f1125mx: R5_f1125_ s1430, R5_f1125_ t1350, R5_f1125_ gki
R5_el140mx: R5_el1140_ s1430, R5_el1140_t1350, R5_el1140_gki
R6_f0915mx: R6_f0915_ t1030, R6_f0915 s1430,

R6_f0915_t1350,

R6 f1125mx:
R6 el1140mx:

R6 f1125 s1430,
R6 el1140 s1430,

R6_f0915_v1000,

R6_f0915 gbi
R6 1125 t1350,
R6_el1140 1350,

sources/truck_6_ EUR_ CO2_mx2.in

o1

R1 f1125 gvi
R1 el140 gvi

R6_f1125_gbi
R6_e1140_gbi
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