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Bevezeto

Dolgozatom célja az ugynevezett valosziniiségi-lehetdségi keverékek illetve az
azokon alapuld hasznossagi fliggvények rovid bemutatdsa, ami tulajdonképen nem
mas, mint a klasszikus, von Neumann — Morgenstern-féle hasznossagi fliggvényeken
alapuld  dontéselméletnek a nem valdszinliségi bizonytalansagokra torténd
altalanositasa. A hibrid keverékek 1étrehozatala értékkiiszobok bevezetésével torténik,
melyek alatt a keverék lehetdségi, felettiik pedig valdszinliségi. Az elmélet alapjat a
feltételes disztributivitds kovetelményét kielégitd folytonos triangularis norma-

konorma pérok képezik a nekik megfelelé pszeudo-additiv S-mértékekkel egyiitt.



1. Alapfogalmak és tételek

Definicié 1.1: Az S:[0,1]°—[0,1] bindris operdciét trianguldris konormdnak
(t-konorma) nevezziik, amennyiben minden x,y,z€ [0,1] esetében érvényes a kévetkezo
negy feltétel:

1. Skxy)=S(,x) (kommutativ)
2. Sx,800,2z))=S(S(x,y),z)  (asszociativ)
3. S(x,y)<S(x,z) minden y<z esetében (nemcsokkend)
4. S(x,0)=x (hatarkévetelmény)
Az S triangularis konorma parja a T:[0,1]*—[0,1] triangularis norma:

T(x,y)=1-S(1-x,1-y)

Példaként megemliteném a négy alapvetd triangularis normat t-konorma
parjaikkal egyiitt:

1. A minimum Ty illetve a maximum Sy:

TM(X7Y)=min(X9Y)
Sm(x,y)=max(x,y)

2. A szorzat Tpilletve a valdszinliségi 6sszeg Sp:

Tr(xy)=x"y
Sp(X,y)=xty-x-y

3. A Lukasiewicz t-norma Ty és t-konorma Si.

Tr(x,y)=max(x+y-1,0)
SL(x,y)=min(x+y,1)

4. Végiil pedig a leggyengébb t-norma, a drasztikus szorzat Tp, illetve a
legerésebb t-konorma Sp:

_ (min(x, y) amikor max(x,y) = 1
TD(X’y)_{ 0 egyébként
S ={max(x, y) amikor min(x,z) =0

p(x.y) 1 egyébként



A kovetkezd tétel egy altaldnos maddja a t-normdk adott t-normak alapjan
torténd szerkesztésének:

Tétel (1.1): Legyen (Ty) ek t-normdak csaladja, {]ay, Br Drex pedig a [0,1]
intervallum parban diszjunkt nyitott részintervallumainak csaladja (K legfeljebb
megszamlalhatd). Ezen kiviil adottak a (@y: [ay, Bi] = [0,1]D) ek linedris
transzformdciok, ahol:

uU—a

Br — ax

Pr(w) =
Akkor a T:[0,1]? - [0,1] fiiggvény, melyet a kovetkezéképpen definidlunk:

T(x,y) = {@El (Tk((pk(x)r¢k(Y))) amikor (x,y)elay, Bl
’ min(x,y) egyébként

triangularis norma, mely a Ty, keK osszeadandok sorrendi osszege. A normdt pedig a
a kovetkezoképpen irhatjuk fel:

T = ((ak: ﬁk' Tk))kel{

\

1

Az fentivel megegyez6 modon definialhatunk triangularis konormat is mas t-
konormak sorrendi dsszegeként, azzal, hogy a minimum helyett maximumot
hasznalunk. A kapott konormat pedig a igy irhatjuk fel:

S = ({ax, Br» Sk kex

Definicié 1.1: Az S:[0,1]°—[0,1] fiiggvényt folytonos archimédeszi t-konormdnak
nevezziik, ha minden x€)0,1[ esetében igaz, hogy S(x,x)>x.

Definicié 1.2: A T:[0,1]*—[0,1] fiiggvényt folytonos archimédeszi t-normdnak
nevezziik, ha minden x€)0,1[ esetében igaz, hogy T(x,x)<x.

Tétel (1.2): Az S:[0,1]°—[0,1] fiiggvény akkor és csak akkor folytonos archimédeszi t-
konorma, ha létezik egy folytonos, szigoriian novekvd s:[0,1] — [0, +oo] fiiggvény,
melyre igaz, hogy s(0)=0 és minden x, ye[0,1] esetében érvényes, a kovetkezd:

S(x,y) = s‘l(min(s(x) + s(y),s(l)))



A fentihez nagyon hasonl6 tétel érvényes a triangularis normakra is.

Tétel (1.3): Az T:[0,1]% —[0,1] fiiggvény akkor és csak akkor folytonos archimédeszi
t-norma, ha létezik egy folytonos, szigorian csokkend t: [0,1] - [0, + o] fiiggvény,
melyre igaz, hogy t(1)=0 és minden x, ye[0,1] esetében érvényes, a kovetkezd:

T(x,y) = t~*(min(t(x) + t(y),t(0)))

A fenti két tételben szerepld s és t fliggvényeket az S illetve T additiv generatorainak
nevezziik.

Tétel (1.4): Az S:[0,1]°—/[0,1] fiiggvény akkor és csak akkor folytonos t-konorma, ha
felirhato sorrendi osszegkent, melynek 6sszeadandoi folytonos archimédeszi t-
konormatk.

Tétel (1.5): A T:[0,1]°—/0,1] fiiggvény akkor és csak akkor folytonos t-norma, ha
felirhato sorrendi osszegkent, melynek 6sszeadandoi folytonos archimédeszi t-
normadk.

Az adott S t-konormat szigortinak nevezziik, ha folytonos és szigortian
monoton a ]0,1[* nyilt négyzetintervallumon (ugyanez érvényes a t-norméakra is).

Egy tetszdleges folytonos t-konrmat (vagy t-normat) nilpotensnek neveziink,
ha minden ae]0,1[ nilpotens eleme az S-nek (illetve T-nek). Azaz barmely adott
ae]0,1[ esetében igaz, hogy létezik n természetes szam, melyrél elmondhatjuk, hogy

al™ = 0. S™(a)=0

Definicio: Legyen S egy t-konorma, A pedig legyen egy o-algebra az X halmazon.
Ekkor az m: A — [0,1] leképzést pszeudo-additiv mértéknek azaz S-mértéknek
nevezziik, amennyiben m(@) = 0,m(X) = 1 és érvényes a kovetkezd:

(VA,BeA)((ANn B = 9) = (m(A U B) = S(m(4),m(B))))

Egy masik fontos fogalom a valosziniiségszamitas-eméletbdl a fiiggetlen
események fogalma, ami nem csak elméleti szempontbol jelentds, de gyakorlati,
praktikus problémaknal is kucsfontossag. Ezen elméletben a fiiggetlen események
fogalmat a *-szeparabilitds hivatott helyettesiteni.

Definicio: Az A és B eseményeket *-szeparabilisnek nevezziik, amennyiben:

m(A N B) = m(A) * m(B)

mikozben a * egy triangularis normdt jelol.



2. Feltételes disztributivitas

Azt tudjuk, hogy egy T t-norma akkor és cask akkor disztributiv egy S t-
konorma felett az egész [0,1]* négyzetintervallumon, ha S=Sy;. Ezen feltétel
fellazitdsdnak érdekében vezetjiik be e kovetkezd fogalmat:

Definicio (2.1): A T t-normdra akkor mondjuk, hogy feltételesen disztributiv az S t-
konorma felett, ha minden x,y,ze[01], S(y,z) < 1 esetében érvényes a kovetkezd:

T(x,S(y, z)) = S(T(x, ), T(x, z)) )

Tétel (2.1): Legyen T egy folytonos triangularis norma, mely feltételesen disztributiv
az folytonos S t-konorma felett. Ezenkiviil adottak a kovetkezéek:

x,y,z€[0,1]

Sy,z) =1

(Vb <y)(S(b,z) < 1) vagy (Vc < z)(S(y,c) <1)
Ekkor tehat, elmondhatjuk, hogy T disztributiv az S felett.
Tétel (2.2): Egy adott folytonos T t-norma akkor és csak akkor feltételesen disztributiv
az ugyszintén folytonos S t-konorma felett, ha létezik egy ae[0,1], egy szigori T’ t-
norma és egy nilpotens S* t-konorma ugy, hogy az s* additiv generator multiplikativ
generatora a T’-nek és s*(1)=1 ezenkiviil

T = (<0I al T1>I <a; 1; TJ))

ahol T; egy tetszoleges folytonos t-norma és

S =({a1,5)).

Ennek értelmében a folytotnos t-norma ¢és t-konorma part a fenti tételbdl felirhatjuk a
kovetkez6 modon: ((Sy, S*), (T, T'))a



YA YA YA
1 1 1
max S_
S, max
0.2
max max
0 0.2 1 X 0 1 x 0 1 X
YA YA YA
1 1 i
min Tp
Te T,
0.2
T min
0 0.2 1 ; 0 1 X 0 1 X
3.Abra a=0.2 1.Abra  a=0 2.Abra  a=t

3. Hibrid keverékek

Legyen (S,T) egy folytonos trianguléris norma-konorma par, mely kiegésziti a
feltételes disztributivitas kovetelményét. Ebben az esetben a (2.2) tétel alapjan
felirhatjuk 6ket a kdvetkezd alakban:

((SM; S*>, <T1, T’>)a .

Miko6zben ae[0,1], S* egy nilpotens t-konorma, T; egy tetszéleges t-norma, a T’
pedig egy szigora t-norma. Ezenkiviil definialjuk a @5 halmazt, melynek elemei a
kovetkezOképpen megadott rendezett («, B) parok:

b5 = {(a, )l(a, PIel0,1], S(a,p) =1} .

Definicio: A (G,M,T,S) rendezett négyest bovitett keverékhalmaznak nevezziik, ha G
egy halmaz, az M: G*XDg — G fiiggvény (bévitett keverék operdcio) és beteljesiilnek
a kovetkezo feltételek:

MIl. M(x,y;1,0)=1

M2, M(x,y;a,B) =My, x; B, a)

M3, M(M(x,y;@B),y:v,8) = M (x,y:T(@ ), S(TB,), T, 1))
M4. M(x,x;a,B) =x



Mikozben meg kell jegyezni, hogy az M4 levezethet6 az M1, M2 illetve M3
feltételekol.

Definicio: Hibrid keverékhalmaznak nevezziik azt a (G,M,T,S) rendezett négyest, ahol
a G egy halmaz, (S,T) egy feltételesen disztributiv, folytonos triangularis norma-
konorma par, az M: G*x®g , — G fiiggvény pedig egy hibrid keverékoperacio, melyet
igy definialunk:

M(x,y;a,B) = S(T(a,x),T(B,y))
Mikozben @y, a kovetkezoképpen van definidlva:

b;, = {(a,,B) | (a,B)ela, 1], a+ B =1+ a vagy min(a, B) < a,max(a,B) = 1}

Tudjuk, hogy @5, € ®;. Ezekutan a (2.1) tétel alapjan leszogezhetjiik, hogy
érvényes a disztributivitds minden a, 8,y € ®g , esetében.

4. S-mértékek binaris agakra torténo dekompozicioja

Tulajdonképpen minden valdszintliségi disztribuciot fel tudunk irni bindris
lutrik sorozataként. Bindris lutri alatt pedig (4, a, x, y) rendezett négyeseket értiink,
ahol A c X és P(A) = a ami tulajdonképpen azt a véletlenszer(i eseményt képviseli,
melynek hozadéka x, ha az A bekovetkezik és y ha nem az A kovetkezik be.
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p2/(p2+p3) p3/(p2+p3)

Legyen p valoszinliség az X = {x;, x5, x5} halmazon: p; = p(x;), x;eX. A klasszikus
valdszinliségszamitas-elmélet elveit kdvetve a fenti abran jobb oldalt 14thatd binaris
fat kapjuk, ahol az egyes levelek valoszintiségét gy kapjuk meg, ha 6sszeszorozzuk a
a fa tovétol az adott levélig vezetd dgakon 1€vd valdszinliségeket.



Viszont probaljuk meg generalizalni, elvonatkoztatni a problémat a klasszikus
valdszinliségszamitas-elmélettdl, azaz interpretalni a dolgozat témajat képezd
elméletre vonatkozoan. Legyen m egy S-mérték az X = {x,, x,, x5} halmazon,

m; = m(x;). Az alabbi abran lathat6 ternaris fat irjuk fel vele ekvivalens binaris fa

formajaban.
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Ekkor a kdvetkezd harom egyenletet kell szemel6tt tartanunk:

S(wy,v) =1
T(u, vl) = mZ
T(u, UZ) = m3

ahol T a szeparabilitast kifejez0 megfeleld triangulas norma az adott S-mérték
esetében. Ha, tehat, ennek a hdorm egyenletnek ven egyértelmii megoldasa, akkor a
fenti godolatmenetet kovetve az S-mérték minden lehetséges disztribucidja
dekomponalhat6 bindris lutrik sorozatava. Normalizalassal, adott a; €s a, esetén a
kovetkez6 egyenletrendszert kapjuk:

S(v,vy) =1
a, =T(u,v,)
aZ = T(u' UZ)

Egy a dolgozatban be nem mutatottt korollarium alapjan tudjuk, hogy a (u, v, v,)
rendezett harmasnak van altalanos egyértelmii megoldésa. Tegytik fel, hogy a; > a,,
illetve, hogy T; = min. A kovetkezd harom esetet kiilomboztetjiik:

1) a<a, a<a,
I Ol )
! 1—a
o @ —a)
z 1—a

l=vi+v,—a

mn



igy tehat rendezett harmasunkra a kovetkezd megoldast kapjuk:

(u,vy,vy) = (al +a,—a,a+

A-a)e-a) N (1-a)(a; —a)
a, +a, —2a ’ a, +a, — 2a
2) a;>a>a,
Ebben az esetben u > a, ezenkiviil a T tulajdonképpen minimum (mivel

a masodik egyenletben az eredmény kissebb az a-nél) az S pedig
maximum. Ebbdl kifolyolag

(u, U1, UZ) = (ali 1' aZ)
Az egyenletrendszeriink pedig igy néz ki:
max(v,,v,) =1

(u—a)(v, —a)
1—a

(I1=

a, = min(u,v,)

3) a=a; =y
Ebben az esetben az S = max. Tegyiik fel, hogy v; = 1. Ekkor a
rendszer els6 egyenletébdl azt kapjuk, hogy u = a;. Feltéve, hogy
T = T, = min, a masodik egyenletbdl megkapjuk, hogy v, = . igy
tehat azt kaptuk, hogy a megoldéas ugyanaz, mint a masodik esetnél:
(a1, 1, ay).

Tulajdonképpen maradt még egy eset mégpedig az, amikor a; = a, = a < a.
Ebben az esetben van az egyenletnek tobb megoldasa is, ellenben az egyetlen
kézenfekvo az (a, 1,1).
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5. Hibrid hasznossagi fliiggvények

Végiil pedig az eddig elmondottakat felhasznélva, definidljuk magukat a
hibrid hasznossagi fliggvényeket.

Legyen (S,T) folytonos triangularis norma-konorma par, melynek a kovetkezd
a formaja:
(<SM' SL): <T1) TP >)a
Legyen uq, u, két hasznossagi fok a [0,1] intervallumbol, uq, u, pedig két

valoszinliségi fok a @g ,-bol. Ekkor az ugynevezett optimista hibrid hasznossagi
fiiggvényt a kovetkezdképpen definialjuk:

U(uy, up; pg, Hz) = S(T (ug, 1), T (ug, 42)).

Az G.n. pesszimista hibrid hasznossagi fliggvényt pedig a kdvetkezdképpen :

U(ul'uziﬂpﬂz) =1—-U1 —uy, 1 —uy iy, ta).

1
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