
Hatvány egész bázisok

negyedfokú és relatív negyedfokú b®vítések

végtelen parametrikus családjaiban

Szabó Tímea

II. matematikus MSC

Témavezet®: Gaál István

Debreceni Egyetem

TTK, Matematikai Intézet

2012. december 30.



A publikáció elkészítését a TÁMOP-4.2.2/B-10/1-2010-0024 számú
projekt támogatta.

A projekt az Európai Unió támogatásával, az Európai Szociális
Alap társ�nanszírozásával valósult meg.

2



1. Bevezetés

A hatvány egész bázisok létezésének kérdése az algebrai számel-
mélet klasszikus problémaköre. Jól ismert, hogy ha egy számtestnek
létezik hatvány egész bázisa, akkor annak ekvivalencia erejéig véges
sok generátora létezik. (ld. Gy®ry Kálmán [20])

Gazdag irodalma van speciális számtestekben a hatvány egész bá-
zisok összes generátorának kiszámításának. A hatvány egész bázisok
generátorainak meghatározása ekvivalens az indexforma egyenlet meg-
oldásának problémájával (ld. [7]).

Hatvány egész bázisok probléma körét relatív b®vítésekben is vizs-
gálták. Gaál István [6] harmadfokú relatív b®vítésekben, Gaál István
és Michael Pohst [16] negyedfokú relatív b®vítésekben adott algorit-
must a relatív hatvány egész bázisok generátorainak kiszámítására.

Különösen érdekes problémát jelent, ha hasonló számításokat
elvégzünk adott fokú számtestek végtelen parametrikus családjában,
ahol az indexforma egyenlet parametrikus formában adott. Ilyen
jelleg¶ számításokat végzett Gaál István [5], Gaál István és M.Pohst
[15], Gaál István és G.Lettl [9], [10], stb.

Hasonló eredmények, relatív b®vítések végtelen parametrikus csa-
ládjai esetén a relatív hatvány egész bázisok kiszámítására korábban
nem születtek.

Dolgozatunkban negyedfokú és másodfokú számtestek feletti relatív
negyedfokú b®vítések végtelen parametrikus családjai esetén határoz-
zuk meg a (relatív) hatvány egész bázisok összes generátorát.

A megoldás módszere Gaál István, Peth® Attila és M. Pohst [12]
tételén, a relatív esetben Gaál István és M. Pohst [16] tételén alapul.
A [16]-ban bebizonyított tétel a [12]-ben szerepl® állítás általánosítása
a relatív esetre, formailag nagyon hasonló, de technikailag jóval
bonyolultabb. Mindkét állítás lényege, hogy negyedfokú (relatív
negyedfokú) b®vítésekben az index forma egyenlet visszavezethet® egy
harmadfokú és néhány hozzá kapcsolódó negyedfokú Thue egyenletre
(relatív Thue egyenletre).
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A dolgozat 2.Fejezetében ismertetjük a hatvány egész bázisokkal
kapcsolatos algebrai számelméleti tudnivalókat. A negyedfokú b®ví-
tések végtelen parametrikus családjaira vonatkozó eredményeinket a
3.Fejezetben részletezzük, ezek megjelentek Gaál István és Szabó Tí-
mea [18] cikkében. A relatív negyedfokú b®vítések végtelen parametri-
kus családjaira vonatkozó eredményeinket a 4.Fejezetben ismertetjük,
ezek publikálás alatt állnak Gaál István és Szabó Tímea [19] cikkében.
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2. Algebrai számelméleti alapok

2.1. Az abszolút eset

Ebben a fejezetben az érthet®ség kedvéért bevezetjük mindazon
fogalmakat, melyeket a dolgozatban használni fogunk. A fogalmak és
a tételek bizonyítása megtalálható a [7] könyvben.

Legyen α n-edfokú algebrai egész szám, K = Q(α) algebrai
számtest. Jelölje ZK a K test egészeinek gy¶r¶jét.

1. De�níció. A K algebrai számtestnek {ω1 = 1, ω2, . . . , ωn} egész
bázisa, ha bázis Q fölött, és minden α ∈ ZK esetén létezik x1, . . . , xn ∈
Z:

α =
n∑
i=1

xi ωi.

2. De�níció. Legyen {ω1 = 1, ω2, . . . , ωn} egész bázisa K-nak. Ekkor
K diszkriminánsa:

DK = det


1 ω

(1)
2 . . . ω

(1)
n

1 ω
(2)
2 . . . ω

(2)
n

...
1 ω

(n)
2 . . . ω

(n)
n


2

ahol ω(j)
i az ωi (relatív) konjugáltjait jelöli (1 ≤ i, j ≤ n).

3. De�níció. Az α ∈ K diszkriminánsa

DK/Q(α) =
∏

1≤i<j≤n

(α(i) − α(j))2

ahol α(i) az α (relatív) konjugáltjait jelöli (1 ≤ i ≤ n).

4. De�níció. Ha α ∈ ZK a K primitív eleme (azaz K = Q(α)), akkor
az α indexe alatt a Z[α] polinomgy¶r¶ additív csoportjának indexét
értjük ZK additív csoportjában:

I(α) = [Z+
K : Z[α]+].
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Megjegyzés: könnyen látható, hogy a ∈ Z esetén I(α) = I(a + α),
azaz az index Z-beli elemekkel történ® eltolással szemben invariáns. Ha
α ∈ ZK , akkor a β = ±α + a (a ∈ Z) elemeket α-val ekvivalenseknek
nevezzük.

5. Állítás. Minden α ∈ ZK esetén

DK/Q(α) = (I(α))2DK .

Általában ezt az összefüggést használjuk az elemek indexének kiszámí-
tására.

6. De�níció. Az (1, θ, . . . , θn−1) alakú egész bázisokat hatvány egész
bázisoknak nevezzük. Ilyen esetben a θ elemet a hatvány egész bázis
generátor elemének nevezzük.

Nyilvánvaló, hogy θ pontosan akkor generál hatvány egész bázist,
ha I(θ) = 1. Mivel ekvivalens elemek indexe azonos, ezért a
hatvány egész bázisok generátor elemeit elegend® ekvivalencia erejéig
meghatározni.

7. De�níció. A K számtest indexe (testindexe) alatt az

mK = lnko{I(α) | α ∈ ZK , K = Q(α)}

számot értjük.

Legyen {ω1 = 1, ω2, . . . , ωn} egész bázisa K-nak, legyen

`(i)(X) = X1 +X2ω
(i)
2 + · · ·+Xnω

(i)
n

(i = 1, 2, . . . , n). Akkor

DK/Q(X2, . . . , Xn) =
∏

1≤i<j≤n

(
`(i)(X)− `(j)(X)

)2
egy n(n− 1) fokú, egész együtthatós homogén polinom, mely

DK/Q(X2, . . . , Xn) = (I(X2, . . . , Xn))
2 ·DK

alakba írható, ahol I(X2, . . . , Xn) egy n(n−1)/2 fokú, ugyancsak egész
együtthatós homogén polinom.
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8. De�níció. Az I(X2, . . . , Xn) polinomot az {ω1 = 1, ω2, . . . , ωn}
egész bázishoz tartozó indexformának nevezzük.

9. Állítás. Tetsz®leges α = x1 + ω2x2 + . . .+ ωnxn esetén

I(α) = |I(x2, . . . , xn)|.

Megjegyzés: Az indexforma független az X1 változótól, ami
összhangban van azzal, hogy az elemek indexe Z-beli elemekkel történ®
eltolásra nézve invariáns.

A fenti tétel értelmében a ZK gy¶r¶ m index¶ elemeit az

I(x2, . . . , xn) = ±m, x2, . . . , xn ∈ Z (1)

diofantikus egyenlet megoldásaiként kapjuk meg. Speciálisan m = 1-re
a hatvány egész bázisok generátorait kapjuk meg.

Gy®ry Kálmán [20] tétele szerint:

10. Tétel. Az (1) egyenletnek csak véges sok megoldása van.

Ebb®l következ®en ekvivalencia erejéig csak véges sok hatvány egész
bázis létezhet.
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2.2. Hatvány egész bázisok kiszámítása

Az els® példát olyan számtestre, melyben nem létezik hatvány egész
bázis, Dedekind [4] adta 1878-ban. Az 1960-as években Hasse [21]
vetette fel a hatvány egész bázissal rendelkez® számtestek aritmetikai
jellemzésének kérdését.

A Baker módszer [2] megjelenése után Gy®ry Kálmán [20] e�ek-
tív fels® korlátot adott indexforma egyenletek megoldására. Ebb®l
tetsz®leges számtest esetén következett a hatvány egész bázisok szá-
mának végessége, de a korlátok nagyságrendjük miatt a legegyszer¶bb
esetekben sem tették lehet®vé az egyenletek megoldásainak tényleges
kiszámítását és a hatvány egész bázisok meghatározását.

A redukciós módszer (ld. [1]) és annak továbbfejlesztése a következ®
évtizedekben lehet®vé tette alacsony fokszámú testekben az indexforma
egyenletek megoldását és a hatvány egész bázisok meghatározását.

Harmadfokú számtestek esetén az indexforma egyenlet egy har-
madfokú Thue egyenlet, melyet megoldva Gaál István és N.Schulte
[17] foglalta táblázatba a kis diszkriminánsú harmadfokú számtestek
hatvány egész bázisait. Gaál István, Peth® Attila és M.Pohst [14] tet-
sz®leges negyedfokú számtestek indexforma egyenletének megoldására
adott hatékony algoritmust, visszavezetve azt harmad- és negyedfokú
Thue egyenletekre. Ötödfokú számtestek esetén Gaál István és Gy®ry
Kálmán [8], hatodfokú számtestek esetén Y.Bilu, Gaál István és Gy®ry
Kálmán [3] adtak algoritmust az indexforma egyenlet megoldására, de
ezek az algoritmusok már jelent®s számolásigénnyel rendelkeznek. Ma-
gasabb fokú számtestek esetén csak speciális esetekben (pl. résztestek
létezése esetén) sikerült algoritmust adni az indexforma egyenlet meg-
oldására, ld. Gaál István [7].
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2.3. A relatív eset

Az index és a hatvány egész bázis fogalma a relatív esetre
is kiterjedt, számtestek relatív b®vítéseire. Relatív harmadfokú
b®vítésekkel foglalkozott I.Gaál és M.Pohst [6] illetve a relatív
negyedfokú b®vítésekkel I.Gaál és M.Pohst [16] (lásd még [7]).

Dolgozatunk második felében a relatív negyedfokú b®vítések
végtelen parametrikus családjával foglalkozunk. Legyen M egy
számtest és K az M egy testb®vítése, n relatív fokkal. Jelölje ZM
illetve O = ZK az M illetve K egészeinek gy¶r¶jét. Ha α ∈ O egy
primitív eleme K-nak M felett (tehát K = M(α)), akkor az α relatív
indexe M -ben

IK/M(α) = (O+ : ZM [α]+).

A relatív index pontosan akkor egyenl® eggyel, ha 1, α, . . . , αn−1 relatív
hatvány egész bázisa O-nak ZM -ben.

Harmadfokú relatív b®vítések hatvány egész bázisainak kiszámítá-
sára Gaál István [6], negyedfokú relatív b®vítések hatvány egész bá-
zisainak kiszámítására Gaál István és M. Pohst [16] adtak hatékony
algoritmust.
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3. Negyedfokú számtestek végtelen para-

metrikus családja

Használva K.S.Williams [26] által adott egész bázist, meg lehet
konstruálni a Q(

√
a,
√
b) alakú másodfokú számtestekben az index-

forma egyenletet. Ez tette lehet®vé, hogy ilyen típusú testek esetén
a testindexeket teljesen jellemezni tudjuk [11] és hasonló testek ese-
tében általános módszert adjunk az indexforma egyenlet megoldására
[13]. Teljesen komplex esetben Nyul Gábor [25] jellemezte az összes
Q(
√
a,
√
b) típusú testet, explicit módon megadta a hatvány egész bá-

zisok összes generátorát is. J.G.Huard, B.K.Spearman és K.S.Williams
[22] nemrég megadták a Q(

√
a+ b

√
c) alakú negyedfokú számtes-

tekben az egész bázist explicit alakban. Dolgozatukban J.G.Huard,
B.K.Spearman és K.S.Williams [22] megvizsgálták Q(

√
a+ b

√
c) tí-

pusú testek két végtelen parametrikus családját két paraméter bevo-
násával. A szerz®k bebizonyították, hogy ezen családok rendelkeznek
hatvány egész bázissal.

Dolgozatunkban megoldottuk az indexforma egyenletet negyedfokú
számtestek ezen két végtelen parametrikus családjában és megmutattuk,
hogy az összes hatvány egész bázis a [22]-ban megadott. Ez az els® eset,
amikor számtestek két paraméterét®l függ® végtelen családjában sikerül
megoldani az indexforma egyenletet.

Legyen c < 0 egész és pozitív egész k esetén legyen

fc(k) = 16k2 + 24k + (9− 4c), ak = 4k + 3, bk = 2 ha c ≡ 1 (mod4)

fc(k) = 4k2+4(c+1)k+(c2+c+1), ak = 2k+c+1, bk = 1 ha c ≡ 2, 3 ( mod 4).

A [22] dolgozatból nyilvánvaló, hogy minden c esetén fc(k) négyzet-
mentes végtelen sok k-ra. Jelölje S a (c, k) párok halmazát, ahol
c < −3, k > |c| és fc(k) négyzetmentes. Nyilvánvaló, hogy S egy
végtelen halmaz. Továbbá, az egyes c-k esetén fc(k) = a2k − cb2k na-
gyobb, mint c, ezért Lc,k = Q(

√
ak + bk

√
c) egy negyedfokú b®vítése

Q-nak. Lc,k tartalmazza a Q(
√
c) komplex másodfokú testet, ezért ez

egy teljesen komplex negyedfokú test.
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Dolgozatunkban a következ® két tétel bizonyítását mutatjuk meg,
melyek megjelentek a [18] dolgozatban:

11. Tétel. Legyen c ≡ 1 (mod 4). Ekkor minden (c, k) ∈ S esetén
ekvivalencia erejéig az egyetlen hatvány egész bázist Lc,k-ban

ϑ =
1

2

(
1 +

√
ak + 2

√
c

)
generálja.

12. Tétel. Legyen c ≡ 2, 3 (mod 4). Ekkor minden (c, k) ∈ S esetén
ekvivalencia erejéig az egyetlen hatvány egész bázist Lc,k-ban

ϑ =

√
ak +

√
c

generálja.

J.G.Huard, B.K.Spearman és K.S.Williams [22] azt mutatták
meg, hogy a fenti elemek hatvány egész bázist generálnak. Mi
teljesen megoldottuk az indexforma-egyenletet és bizonyítottuk, hogy
ekvivalencia erejéig nincs a hatvány egész bázisnak másik generátora.
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3.1. Segédtételek

Gaál István, Peth® Attila és M. Pohst [12]-ben megmutatták, hogy
az indexforma-egyenlet negyedfokú testekben (három változóval és 6
fokszámmal) harmadfokú Thue egyenletté alakítható. Megmutattuk
ezt az eredményt Z[ξ] rendjére mivel a mi alkalmazásunkban ez éppen
a számtest egészeinek gy¶r¶je.

Legyen K = Q(ξ) egy negyedfokú számtest és f(x) = x4 + a1x
3 +

a2x
2 + a3x+ a4 ∈ Z[x] a ξ minimálpolinomja.

1. Lemma (Gaál I., Peth® A. és M.Pohst [12]). Az α = a+xξ+
yξ2+zξ3 ∈ Z[ξ] (ahol a, x, y, z ∈ Z) akkor és csak akkor generál hatvány
egész bázist Z[ξ]-ben, ha van egy (u, v) ∈ Z2 megoldása az

F (u, v) = u3−a2u2v+(a1a3−4a4)uv2+(4a2a4−a23−a21a4)v3 = ±1 (2)

harmadfokú egyenletnek, oly módon, hogy (x, y, z) kielégíti az alábbia-
kat:

Q1(x, y, z) = x2 − xya1 + y2a2 + xz(a21 − 2a2) + yz(a3 − a1a2)
+z2(−a1a3 + a22 + a4) = u ,

Q2(x, y, z) = y2 − xz − a1yz + z2a2 = v . (3)

Gaál István, Peth® Attila és M. Pohst [14] cikkében ki van dolgozva
egy általános módszer (3) típusú kvadratikus forma egyenletrendsze-
rek megoldására. Ezen egyenletrendszerek negyedfokú Thue egyenletek
megoldására vezethet®k vissza. Teljesen komplex negyedfokú szám-
testek esetén a (3) rendszerb®l egy pozitív de�nit kvadratikus forma
konstruálható (cf. [12]).

2. Lemma (Gaál I., Peth® A. és M.Pohst [14]). Legyen K telje-
sen komplex negyedfokú test. Ekkor az R(x) = F (x, 1) polinomnak
van három különböz® valós gyöke, λ1 < λ2 < λ3. A Tλ(x, y, z) =
Q1(x, y, z)+λ ·Q2(x, y, z) forma akkor és csak akkor pozitív de�nit, ha
λ ∈ (−λ2,−λ1).
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3.2. Bizonyítás

3.2.1. 1.Tétel bizonyítása

I. Tudjuk, hogy ha c ≡ 1 (mod 4), akkor ak = 4k + 3, bk = 2 és
írjuk fel c-t a következ®képpen: c = 4` + 1 < −3 (` < −1). A ϑ
de�niáló polinomja ekkor

f(x) = x4 − 2x3 − 2kx2 + (2k + 1)x+ k2 + k − `.

Innen az 1.Lemma jelöléseit használva kapjuk, hogy a1 = −2, a2 =
−2k, a3 = 2k+1, a4 = k2+k− `. Ekkor a (2) egyenlet az alábbi alakú:

F (u, v) = (u+ (2k + 1)v)(u2 − uv − v2(4k2 + 6k + 1− 4`)) = ±1,

ahonnan a következ® egyenletrendszert kapjuk:

u+ (2k + 1)v = i1

u2 − uv − v2(4k2 + 6k + 1− 4`) = i2,

ahol i1, i2 = ±1. Fejezzük ki u-t az els® egyenletb®l és helyettesítsük be
a második egyenletbe. Ekkor v-re egy másodfokú egyenletet kapunk.

Ha i1 = i2 = 1, akkor kapjuk, hogy

v =
ak ±

√
a2k − 8c

2c
.

Ebben a képletben a2k < a2k − 8c < (ak +1)2, k > |`| miatt, emiatt v-re
nem kapunk egész értéket.

Ha i1 = 1, i2 = −1, akkor lehetséges megoldásként kapjuk v = 0-t
és v = ak/c-t, amennyiben ez utóbbi egész. Ekkor az egyenletrendszer
lehetséges megoldáspárjai: (u, v) = (±1, 0), (−(2k + 1)ak/c+ 1, ak/c).

Ha i1 = −1, i2 = 1, akkor a gyök alatt nem áll négyzetszám,
hasonlóan az i1 = i2 = 1 esethez.

Ha i1 = i2 = −1, akkor lehetséges megoldásként kapjuk v = 0-t és
v = −ak/c-t, amennyiben ez utóbbi egész. Ekkor az egyenletrendszer
lehetséges megoldáspárjai: (u, v) = (±1, 0), ((2k + 1)ak/c− 1,−ak/c).
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II. Ezután kiszámoljuk az R(x) = F (x, 1) gyökeit. Az adódik, hogy

x1 =
1

2
(1− ak) = −2k − 1

x2 =
1

2

(
1 +

√
a2k − 4c

)
= 2k + 2 + ρ2

x3 =
1

2

(
1−

√
a2k − 4c

)
= −2k − 1− ρ3,

ahol ρ2, ρ3 pozitív számok, mivel c < 0. Következésképpen

λ1 = x3 < λ2 = x1 < λ3 = x2.

III. a1 = −2, a2 = −2k, a3 = 2k + 1, a4 = k2 + k − ` esetén az
1.Lemmabeli kvadratikus formák:

Q1(x, y, z) = x2 + 2xy − 2y2k + xz(4 + 4k) + yz(−2k + 1) + z2(5k + 2 + 5k2 − `),
Q2(x, y, z) = y2 − xz + 2yz − 2z2k.

A pozitív de�nit kvadratikus forma megkonstruálásához λ-t a kö-
vetkez®képpen kell megválasztanunk: λ ∈ (−λ2,−λ1) = (−x1,−x3) =
(2k + 1, 2k + 1 + ρ3). Következésképpen vehetjük λ = 2k + 1 + ε,
tetsz®leges kicsi pozitív ε-nal. Kapjuk, hogy

Q1(x, y, z) + λQ2(x, y, z) = u+ λv,

tehát(
x+ y + z

(
3

2
+ k − ε

2

))2

+ε

(
y +

3z

2

)2

+z2
(
−`− 1

4
− εk − 3ε

4
− ε2

4

)
= u+λv,

(4)
ahol u + λv vagy 1 vagy 1 + εak/c vagy −1 − εak/c, ez utóbbi pedig
lehetetlen kell®en kicsi ε-ra.

IV.1. Ha u + λv = 1, akkor ` < −1 választással kell®en kicsi ε-ra
z2 együtthatója (4)-ben nagyobb, mint 1, amib®l kapjuk, hogy z = 0
és ekkor (4) az alábbi alakú:

(x+ y)2 + εy2 = 1.
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ε kicsi értéke esetén a bal oldal csak akkor egész, ha y = 0, ezért
x = ±1.

IV.2. Ha u + λv = 1 + εak/c, akkor ` < −1 választással kell®en
kicsi ε-ra kapjuk, hogy 0.9 < 1 + εak/c < 1. z2 együtthatója (4)-ben
nagyobb, mint 1, amib®l kapjuk, hogy z = 0. A (4) egyenlet ekkor az
alábbi alakú:

(x+ y)2 + εy2 = 1 + εak/c,

tehát
(x+ y)2 − 1 = ε

(ak
c
− y2

)
.

Most ε > 0,ak/c < 0 és −y2 ≤ 0, ezért a jobb oldali kifejezés negatív.
Ez csak úgy lehetséges, ha a bal oldalon x+y = 0. Ekkor kapjuk, hogy

ε
(
y2 − ak

c

)
= 1,

ami lehetetlen, ha például ε irracionális.

Következésképpen csak ϑ generál hatvány egész bázist.

3.2.2. 2.Tétel bizonyítása

I. A 2.Tétel bizonyítása hasonlóan történik, mint az 1.Tétel
bizonyítása. Ebben az esetben ak = 2k + c + 1, bk = 1 és c ≡
2, 3 (mod 4). A ϑ elem de�niáló polinomja

f(x) = x4 − 2akx
2 + a2k − c.

Az 1.Lemma jelöléseivel most a1 = 0, a2 = −2ak, a3 = 0, a4 = a2k − c.
A (2) harmadfokú egyenlet az alábbi alakú:

F (u, v) = (u+ 2akv)(u
2 + 4v2(c− a2k)) = ±1,

ami a következ® egyenletrendszert jelenti:

u+ 2akv = i1

u2 + 4v2(c− a2k) = i2,
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ahol i1, i2 = ±1. Kifejezve u-t az els® egyenletb®l és behelyettesítve
azt a másodikba, kapunk egy másodfokú egyenletet v-re.

Ha i1 = i2 = 1, akkor lehetséges megoldásként kapjuk, hogy
v = 0 vagy v = ak/c. Ha c ≡ 2 (mod 4), akkor ak páratlan, ha
c ≡ 3 (mod 4), akkor ak páros, ezért v = ak/c nem egész.

Ha i1 = −1, i2 = 1, akkor lehetséges megoldásként kapjuk, hogy
v = 0 vagy v = −ak/c, ez utóbbi nem lehetséges, hasonlóan az
i1 = i2 = 1 esethez.

Ha i1 = 1, i2 = −1 és i1 = i2 = −1, akkor nincs megoldás a
kongruencia-tulajdonságok miatt.

Ezért a lehetséges megoldáspár csak az (u, v) = (1, 0) lehet.

II. Ezután kiszámoljuk az R(x) = F (x, 1) gyökeit. Az adódik, hogy

x1 = −2ak
x2 = −2

√
a2k − c = −2ak − ρ2

x3 = 2
√
a2k − c = 2ak + ρ3,

ahol ρ2, ρ3 pozitíve számok, mivel c < 0. Következésképpen

λ1 = x2 < λ2 = x1 < λ3 = x3.

III. a1 = 0, a2 = −2ak, a3 = 0, a4 = a2k − c esetén az 1.Lemmabeli
kvadratikus formák:

Q1(x, y, z) = x2 − 2y2ak + 4xzak + z2(5a2k − c),
Q2(x, y, z) = y2 − xz − 2z2ak.

A pozitív de�nit kvadratikus forma megkonstruálásához λ-t a kö-
vetkez®képpen kell megválasztanunk: λ ∈ (−λ2,−λ1) = (−x1,−x2) =
(2ak, 2ak + ρ2). Újra vehetjük λ = 2ak + ε, tetsz®leges kicsi pozitív
ε-nal. Innen

Q1(x, y, z) + λQ2(x, y, z) = u+ λv,
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tehát(
x+ z

(
ak −

ε

2

))2
+ εy2 + z2

(
−c− εak −

ε2

4

)
= u+ λv, (5)

ahol u+ λv = 1.

IV. Ha u + λv = 1, akkor c < 0 mellett z2 együtthatója (5)-ben
nagyobb, mint 1, kell®en kicsi ε esetén, ahonnan kapjuk, hogy z = 0
és (5) maga után vonja, hogy

x2 + εy2 = 1.

ε kicsi értéke esetén a bal oldal csak y = 0 esetén egész, innen x = ±1.

Következésképpen ϑ az egyetlen generátora a hatvány egész
bázisnak.
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4. Relatív negyedfokú b®vítések végtelen

parametrikus családjai

Ebben a fejezetben ismertetjük eredményeinket relatív negyedfokú
b®vítések végtelen parametrikus családjainak relatív hatvány egész
bázisaira vonatkozóan.

Tekintsük K = M(ξ) alakú nyolcadfokú számtestek két végtelen
parametrikus családját az M másodfokú résztestük felett. Célunk,
hogy meghatározzuk a relatív hatvány egész bázisát vagy O = ZK-
nek ZM felett (ha K egész bázisa parametrikus formában ismert) vagy
O = ZM [ξ]-nek ZM felett. Megjegyezzük, hogy az utóbbi esetben ξ
maga egy hatvány egész bázis generátora, de érdekes lenne megtudni,
hogy van-e más generátora a hatvány egész bázisnak.

Azokat az O-beli elemeket, melyek csak egy egységszorzóban vagy
egy ZM -beli elemmel történ® eltolásban különböznek, ekvivalenseknek
nevezzük. Ekvivalens elemek indexe azonos. A relatív hatvány egész
bázisoknak csak véges sok nem ekvivalens generátora létezik.

Megjegyezzük, hogy ez az els® eredmény hatvány egész bázisok
kiszámítására relatív b®vítések végtelen parametrikus családjaiban.

A dolgozat ezen fejezetében szerepl® két tétel a [19] cikkben
szerepel.

I. Legyen D > 0 egy négyzetmentes egész, M = Q(
√
−D), t ∈ ZM egy

paraméter és legyen ξ az

f(x) = x4 − t2x2 + 1 ∈ ZM [x] (6)

polinom gyöke. Legyen K = M(ξ) és tekintsük az O = ZM [ξ] relatív
hatvány egész bázisait ZM felett.

13. Tétel. |t| > 245 esetén az O hatvány egész bázisának összes nem
ekvivalens generátorát ZM felett megadja az alábbi formula:

α = ξ,−t2ξ+ξ3, (1−t4)ξ+tξ2+t2ξ3, (1−t4)ξ−tξ2+t2ξ3, tξ2+ξ3,−tξ2+ξ3.
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Továbbá D = −3 esetén

α = (1− ω2
3t)ξ + ω3ξ

2 + ω2
3ξ

3,

ahol ω3 = (1 + i
√
3)/2.

II. Legyen D > 0 egy négyzetmentes egész, M = Q(
√
−D), t ∈ ZM

egy paraméter és legyen ξ az

f(x) = x4 − 4tx3 + (6t+ 2)x2 + 4tx+ 1 ∈ ZM [x] (7)

polinom gyöke. Legyen K = M(ξ) és tekintsük az O = ZM [ξ] relatív
hatvány egész bázisait ZM felett.

14. Tétel. |t| > 1544803 esetén az O hatvány egész bázisának összes
nem ekvivalens generátorát ZM felett megadja az alábbi formula:

α = ξ, (6t+ 2)ξ − 4tξ2 + ξ3.

4.1. Segédtételek

A f® eszköz, amelyet mindenütt alkalmazni fogunk, Gaál István és
Michael Pohst [16] cikkének módszere, amit alább részletezünk. Ez a
módszer a relatív indexforma egyenletet visszavezeti relatív harmad-
fokú egyenletre (irreducibilis esetben Thue egyenlet) és néhányat rela-
tív negyedfokú Thue egyenletté. A mi két családunk esetén a harmad-
fokú egyenlet reducibilis. A negyedfokú Thue egyenlet megoldásához
alkalmaznunk kell az eredményeket relatív Thue egyenletek végtelen
parametrikus családjára vonatkozóan.

Legyen K egy negyedfokú b®vítése az m-edfokú M számtestnek,
melyet ξ generál és ξ relatív minimálpolinomja f(x) = x4 + a1x

3 +
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a2x
2 + a3x+ a4 ∈ ZM [x]. Legyen O vagy ZK vagy ZM [ξ]. Egy α ∈ O

elemet az alábbi alakban felírunk:

α =
1

d

(
a+ xξ + yξ2 + zξ3

)
, (8)

ahol x, y, z ∈ ZM (1 ≤ i ≤ 4) és d ∈ Z közös nevez®. Legyen
i0 = IK/M(ξ) = (O+ : ZM [ξ]+),

F (u, v) = u3 − a2u2v + (a1a3 − 4a4)uv
2 + (4a2a4 − a23 − a21a4)v3

egy kétváltozós harmadfokú polinom ZM felett és

Q1(x, y, z) = x2 − xya1 + y2a2 + xz(a21 − 2a2) + yz(a3 − a1a2) + z2(−a1a3 + a22 + a4)

Q2(x, y, z) = y2 − xz − a1yz + z2a2

háromváltozós kvadratikus forma ZM felett.

3. Lemma (Gaál I. és M.Pohst [16]). Ha α a (8)-beli alakú és
kielégíti

IK/M(α) = 1

egyenletet, akkor létezik (u, v) ∈ ZM megoldása az

NM/Q(F (u, v)) = ±
d6m

i0
(9)

egyenletnek oly módon, hogy

u = Q1(x, y, z),

v = Q2(x, y, z). (10)

A (9) egy ismert u, v megoldása esetén meg kell oldanunk a (10)
egyenletrendszert. Erre a célre használjuk L.J.Mordell [24] módszerét,
paraméterezzük a Q0(x, y, z) = uQ2(x, y, z) − vQ1(x, y, z) = 0
kvadratikus forma egyenlet megoldásait, amelyet szintén érthet®vé
tesz [16]. Ezen módszereket részletesen leírjuk a bizonyításunkban.
Láthatólag a 3.Lemma formailag szinte teljes analógiában van az
1.Lemmával. A relatív eset azonban számos technikai problémát vet
fel a 3. Lemma alkalmazása közben.
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4.2. Bizonyítás

4.2.1. 1.Tétel bizonyítása

A lemmánkba behelyettesítjük a1 = 0, a2 = −t2, a3 = 0, a4 = 1. A
(9) egyenlet az alábbi alakú:

F (u, v) = (u− 2v)(u+ 2v)(u+ t2v) = ε,

ahol ε M egy egysége. Ezért F (u, v) minden tényez®jének szintén
egységnek kell lennieM -ben, amelyb®l következik, hogy v = 0 és u egy
egység M -ben. A Q0 = 0 egyenletb®l következik, hogy Q2 = 0, ezért

y2 − xz − z2t2 = 0. (11)

Ennek egy nem triviális megoldása: x0 = −t2, y0 = 0, z0 = 1. Ezért a
(11) megoldása paraméterezhet® az alábbi alakban:

x = −t2r + p

y = q (12)

z = r,

ahol p, q, r ∈ M, r 6= 0 (cf. [24], [16]). Ezt a kifejezést behelyettesítve
(11)-ba rp = q2 adódik. Megszorozzuk a (12) minden egyenletét p-vel
és rp-t helyettesítjük q2-tel, így

kx = −t2q2 + p2

ky = pq (13)

kz = q2,

ahol k ∈ M . ZM -ben van egyértelm¶ faktorizáció, beszorozzuk ezeket
az egyenleteket p, q közös osztójának négyzetével és osztom ®ket p, q
legnagyobb közös osztójának négyzetével. Ezzel a k, p, q paramétereket
helyettesíteni tudjuk ZM -beli paraméterekkel. (Megjegyezzük, hogy
ha ZM -ben nincs egyértelm¶ faktorizáció, akkor f®ként ugyanezt az
érvelést használjuk ZM ideáljainak bevonásával. A részletes eljárás
megtalálható [16]-ben.)
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Figyelembe véve a p2, pq, q2 együtthatóit a kx, ky, kz reprezentáció-
jában (13)-ben és kiszámolva a megfelel® 3x3-as mátris determinánsát
kapjuk, hogy k-nak is egésznek kell lennie (cf. [16]). Végül, a (13)-beli
alakot Q1(x, y, z) = u-ba helyettesítve adódik

p4 − t2p2q2 + q4 = k2u.

(A második egyenlet Q2(x, y, z) = v elt¶nik mindkét oldalon.)

Használva a V.Ziegler [27]-beli 2.Tételt le tudjuk írni ezen relatív
negyedfokú Thue egyenletnek a megoldásait, ezért x, y, z-t is (13)-ben,
amely az 1.Tétel bizonyítását adja. Megjegyezzük, hogy V.Ziegler [27]-
beli tétele |t| > 245-re érvényes.

4.2.2. 2.Tétel bizonyítása

A lemmánkba behelyettesítjük a1 = −4t, a2 = 6t+ 2, a3 = 4t, a4 =
1. A (9) egyenlet az alábbi alakú:

F (u, v) = (u+ 2v)(u− (2− 2t)v)(u− (2 + 8t)v) = ε,

ahol ε M egy egysége. Ezért F (u, v) minden tényez®jének szintén
egységnek kell lennieM -ben, amelyb®l következik, hogy v = 0 és u egy
egység M -ben. Ismét Q0 = 0-ból következik, hogy Q2 = 0, ezért

y2 − xz + 4tyz + (6t+ 2)z2 = 0. (14)

Ennek egy nem triviális megoldása x0 = 6t+2, y0 = 0, z0 = 1. Ezért a
(14) megoldása paraméterezhet® az alábbi alakban:

x = (6t+ 2)r + p

y = q (15)

z = r,

ahol p, q, r ∈ M, r 6= 0. Ezt a kifejezést behelyettesítve (14)-be
q2 = r(p−4tq) adódik. Megszorozzuk a (15) minden egyenletét p−4tq-
val és r(p− 4tq)-t helyettesítjük q2-tel, így

kx = p2 − 4tpq + (6t+ 2)q2

ky = pq − 4tq2 (16)

kz = q2,
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ahol k ∈ M . Hasonlóképpen, mint az 1.Tétel bizonyításában, a
k, p, q paramétereket helyettesítjük ZM -beli paraméterekkel. Ismét
kapjuk, hogy k-nak egésznek kell lennie. Végül, a (16)-beli alakot
Q1(x, y, z) = u-ba helyettesítve adódik

p4 − 4tp3q + (6t+ 2)p2q2 + 4tpq3 + q4 = k2u.

(A második egyenlet Q2(x, y, z) = v ismét elt¶nik mindkét oldalon.)

Használva a B.Jadrijevi£ és V.Ziegler [23]-beli 2.Tételt le tudjuk írni
ezen relatív negyedfokú Thue egyenletnek a megoldásait, ezért x, y, z-
t is (16)-ben, amely a 2.Tétel bizonyítását adja. Megjegyezzük, hogy
B.Jadrijevi£ és V.Ziegler [23]-beli eredménye |t| > 1544803-ra érvényes.
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