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1. Bevezetés

A hatvany egész bazisok létezésének kérdése az algebrai szémel-
mélet klasszikus problémakore. Jol ismert, hogy ha egy szamtestnek
létezik hatvany egész bézisa, akkor annak ekvivalencia erejéig véges
sok generatora létezik. (Id. Gyory Kalman [20])

Gazdag irodalma van specidlis szamtestekben a hatvany egész ba-
zisok Osszes generdtordnak kiszamitasanak. A hatvany egész bazisok
generatorainak meghatarozasa ekvivalens az indezforma egyenlet meg-
oldasanak problémajaval (1d. [7]).

Hatvany egész bazisok probléma korét relativ bévitésekben is vizs-
galtak. Gaal Istvan [6] harmadfoku relativ bovitésekben, Gaal Istvan
és Michael Pohst [16] negyedfoku relativ bdvitésekben adott algorit-
must a relativ hatvany egész bazisok generatorainak kiszamitasara.

Kiilénosen érdekes problémat jelent, ha hasonlé szamitasokat
elvégziink adott fokd szdmtestek végtelen parametrikus csaladjaban,
ahol az indexforma egyenlet parametrikus forméban adott. Ilyen
jellegii szamitasokat végzett Gaal Istvan [5], Gaal Istvan és M.Pohst
[15], Gaal Istvan és G.Lettl [9], [10], stb.

Hasonld eredmények, relativ bévitések végtelen parametrikus csa-
ladjai esetén a relativ hatvany egész bazisok kiszamitasara korabban
nem sziilettek.

Dolgozatunkban negyedfoki és masodfokt szdmtestek feletti relativ
negyedfoku bévitések végtelen parametrikus csaladjai esetén hataroz-
zuk meg a (relativ) hatvany egész bazisok Osszes generatoréat.

A megoldas modszere Gaal Istvan, Pethé Attila és M. Pohst [12]
tételén, a relativ esetben Gaal Istvan és M. Pohst [16] tételén alapul.
A [16]-ban bebizonyitott tétel a [12]-ben szerepld allitas altalanositasa
a relativ esetre, formailag nagyon hasonld, de technikailag joval
bonyolultabb.  Mindkét allitas lényege, hogy negyedfoku (relativ
negyedfoki) bévitésekben az index forma egyenlet visszavezethets egy
harmadfokd és néhany hozza kapcsol6do negyedfokd Thue egyenletre
(relativ Thue egyenletre).



A dolgozat 2.Fejezetében ismertetjiikk a hatvany egész bazisokkal
kapcsolatos algebrai szamelméleti tudnivalokat. A negyedfoki bévi-
tések végtelen parametrikus csalddjaira vonatkozoé eredményeinket a
3.Fejezetben részletezziik, ezek megjelentek Gaal Istvan és Szabo Ti-
mea [18] cikkében. A relativ negyedfoku bévitések végtelen parametri-
kus csaladjaira vonatkoz6 eredményeinket a 4.Fejezetben ismertetjiik,
ezek publikalas alatt allnak Gaal Istvan és Szabo Timea [19] cikkében.



2. Algebrai szamelméleti alapok

2.1. Az abszolit eset

Ebben a fejezetben az érthet6ség kedvéért bevezetjiik mindazon
fogalmakat, melyeket a dolgozatban hasznalni fogunk. A fogalmak és
a tételek bizonyitasa megtalalhato a |7] konyvben.

Legyen a mn-edfoku algebrai egész szam, K = Q(«) algebrai
szamtest. Jelolje Zyi a K test egészeinek gytrtjét.

1. Definici6. A K algebrai szdmtestnek {wy = 1,ws, ..., w,} egész
bdzisa, ha bdzis Q folétt, és minden o € Zy esetén létezik xq, ..., x, €
Z:

n
a = E T; Wi.
i=1

2. Definicié. Legyen {w1 = 1,wa, ... ,w,} egész bazisa K-nak. Ekkor
K diszkrimindnsa:
(1) 1\ 2

1wy ce. Wn
w? WP

DK:det
1 wén) w,(L")

ahol wi(j) az w; (relativ) konjugdltjait jeloli (1 <i,j <n).

3. Definicio. Az o € K diszkrimindnsa
Dijo(e) = [ (% —a®)
1<i<j<n

ahol o) az o (relativ) konjugdltjait jeloli (1 <i < n).

4. Definici6. Ha a € Zk a K primitiv eleme (azaz K = Q(«)), akkor
az « indeze alatt a Z[a] polinomgydrd additiv csoportjidnak indexét
értyiik Zy additiv csoportjaban.:

Ia) = (2, : Z[a]"].



Megjegyzés: konnyen lathato, hogy a € Z esetén I(a) = I(a + «),
azaz az index Z-beli elemekkel torténd eltolassal szemben invaridns. Ha
a € Zg, akkor a f = £a +a (a € Z) elemeket a-val ekvivalenseknek
nevezziik.

5. Allitds. Minden o € Zy esetén
Do) = (I(e))* Di.

Altalaban ezt az Gsszefiiggést hasznaljuk az elemek indexének kiszami-
tasara.

6. Definicio. Az (1,0,...,0" 1) alaku egész bdzisokat hatvdiny egész
bazisoknak nevezziik. Ilyen esetben a 0 elemet a hatvdny egész bdzis
generdtor elemének nevezzik.

Nyilvanval6, hogy 6 pontosan akkor general hatvany egész bazist,
ha I(#) = 1. Mivel ekvivalens elemek indexe azonos, ezért a
hatvany egész bazisok generator elemeit elegendé ekvivalencia erejéig
meghatarozni.

7. Definicié. A K szdmtest indeze (testindexe) alatt az
mg = Inko{/(a) | a € Zg, K = Q(a)}

szamot értjik.

Legyen {wy = 1,wy, ..., w,} egész bazisa K-nak, legyen
(X)) = X1 + Xl + -+ + X0l
(i=1,2,...,n). Akkor
Dijo(Xar.., Xa) = [ (9X) - V(X))
1<i<j<n
egy n(n — 1) foka, egész egyiitthatés homogén polinom, mely
Dgjo(Xa, ..., Xn) = (I(Xo, ... 7Xn))2 - Dk

alakba irhato, ahol I(Xs, ..., X,,) egy n(n—1)/2 foku, ugyancsak egész
egyiitthatos homogén polinom.



8. Definicié. Az I(X,...,X,) polinomot az {w1 = 1,we,...,wy}
egész bazishoz tartozo indexformdnak nevezzik.

9. Allitéas. Tetszoleges o = 11 + wWoy + ... + Wy, eselén
Ia) = [I(x2,...,2,)].
Megjegyzés: Az indexforma fiiggetlen az X; valtozo6tol, ami

osszhangban van azzal, hogy az elemek indexe Z-beli elemekkel torténé
eltolasra nézve invarians.

A fenti tétel értelmében a Zy gytri m indexii elemeit az
I(xg,...,2,) =*m, x9,...,0, €L (1)

diofantikus egyenlet megoldéasaiként kapjuk meg. Specidlisan m = 1-re
a hatvany egész bazisok generatorait kapjuk meg.

Gy6ry Kalméan [20] tétele szerint:
10. Tétel. Az (1) egyenletnek csak véges sok megolddsa van.

Ebbdl kévetkezGen ekvivalencia erejéig csak véges sok hatvany egész
bazis 1étezhet.



2.2. Hatvany egész bazisok kiszamitasa

Az els6 példat olyan szamtestre, melyben nem létezik hatvany egész
bazis, Dedekind [4] adta 1878-ban. Az 1960-as években Hasse [21]
vetette fel a hatvany egész bézissal rendelkezd szamtestek aritmetikai
jellemzésének kérdését.

A Baker modszer [2] megjelenése utan Gyéry Kalman [20] effek-
tiv fels6 korlatot adott indexforma egyenletek megoldasara. Ebbdl
tetszbleges szamtest esetén kovetkezett a hatvany egész bazisok sza-
ménak végessége, de a korlatok nagysagrendjiik miatt a legegyszertibb
esetekben sem tették lehetévé az egyenletek megoldasainak tényleges
kiszamitasat és a hatvany egész bazisok meghatarozasat.

A redukeios modszer (1d. [1]) és annak tovabbfejlesztése a kovetkez
évtizedekben lehetGvé tette alacsony fokszamu testekben az indexforma
egyenletek megoldasat és a hatvany egész bazisok meghatarozasat.

Harmadfoktu szamtestek esetén az indexforma egyenlet egy har-
madfoki Thue egyenlet, melyet megoldva Gaal Istvan és N.Schulte
[17] foglalta tablazatba a kis diszkriminansi harmadfoki szamtestek
hatvany egész bazisait. Gaal Istvan, Pethd Attila és M.Pohst [14] tet-
sz6leges negyedfoki szamtestek indexforma egyenletének megoldasara
adott hatékony algoritmust, visszavezetve azt harmad- és negyedfoku
Thue egyenletekre. Otodfokn szamtestek esetén Gaal Istvan és Gydry
Kéalman [8], hatodfoku szamtestek esetén Y.Bilu, Gaal Istvan és Gyory
Kéalman [3] adtak algoritmust az indexforma egyenlet megoldasara, de
ezek az algoritmusok mar jelents szamolésigénnyel rendelkeznek. Ma-
gasabb foku szamtestek esetén csak speciélis esetekben (pl. résztestek
létezése esetén) sikeriilt algoritmust adni az indexforma egyenlet meg-
oldasara, 1d. Gaal Istvan [7].



2.3. A relativ eset

Az index és a hatvany egész bazis fogalma a relativ esetre
is kiterjedt, szamtestek relativ bévitéseire.  Relativ harmadfoka
bovitésekkel foglalkozott I.Gaal és M.Pohst [6] illetve a relativ
negyedfoku bovitésekkel I.Gaal és M.Pohst [16] (1asd még [7]).

Dolgozatunk masodik felében a relativ negyedfokd bévitések
végtelen parametrikus csaladjaval foglalkozunk.  Legyen M egy
szamtest és K az M egy testbévitése, n relativ fokkal. Jel6lje Z,,
illetve O = Zi az M illetve K egészeinek gytridjét. Ha a € O egy
primitiv eleme K-nak M felett (tehat K = M(«)), akkor az « relativ
indexe M-ben

IK/]\/[(Oé) = (O+ : ZM[Oé]Jr)

A relativ index pontosan akkor egyenlé eggyel, ha 1,«, ..., «
hatvany egész bazisa O-nak Zy-ben.

=1 relativ

Harmadfoku relativ bévitések hatvany egész bazisainak kiszamita-
sara Gaal Istvan [6], negyedfoku relativ bovitések hatvany egész ba-
zisainak kiszamitasara Gaal Istvan és M. Pohst [16] adtak hatékony
algoritmust.



3. Negyedfoktu szamtestek végtelen para-
metrikus csaladja

Hasznalva K.S.Williams [26] altal adott egész bazist, meg lehet
konstrualni a Q(v/a, vb) alaki mésodfokn szamtestekben az index-
forma egyenletet. Ez tette lehet6vé, hogy ilyen tipusi testek esetén
a testindexeket teljesen jellemezni tudjuk [11] és hasonlo testek ese-
tében altalanos modszert adjunk az indexforma egyenlet megoldéasara
[13]. Teljesen komplex esetben Nyul Gabor [25] jellemezte az Gsszes
Q(+/a, Vb) tipusi testet, explicit modon megadta a hatvany egész ba-
zisok Osszes generatorat is. J.G.Huard, B.K.Spearman és K.S.Williams
[22] nemrég megadtik a Q(y/a+ by/c) alakt negyedfokii szamtes-
tekben az egész bazist explicit alakban. Dolgozatukban J.G.Huard,
B.K.Spearman és K.S.Williams [22] megvizsgaltak Q(y/a + by/c) ti-
pustu testek két végtelen parametrikus csaladjat két paraméter bevo-
nasaval. A szerzdék bebizonyitottak, hogy ezen csaladok rendelkeznek
hatvany egész bazissal.

Dolgozatunkban megoldottuk az indexforma egyenletet negyedfoki
szamtestek ezen két végtelen parametrikus csalddjdban és megmutattuk,
hogy az Gsszes hatvany egész bazis a [22]-ban megadott. Ez az elsg eset,
amikor szamtestek két paraméterétdl fiiggd végtelen csaladjaban sikeriil
megoldani az indexforma egyenletet.

Legyen ¢ < 0 egész és pozitiv egész k esetén legyen
fo(k) = 16k* + 24k + (9 — 4¢), a, = 4k + 3, by = 2 ha c =1 (mod4)

fo(k) = 4k*+4(c+1)k+(Hc+1), ap = 2k+c+1, by = 1 hac=2,3 ( mod 4).

A [22] dolgozatbol nyilvanvald, hogy minden ¢ esetén f.(k) négyzet-
mentes végtelen sok k-ra. Jelolje S a (¢, k) parok halmazat, ahol
c < =3, k > |c| és f.(k) négyzetmentes. Nyilvanvalo, hogy S egy
végtelen halmaz. Tovabbd, az egyes c-k esetén f.(k) = ai — cb? na-
gyobb, mint ¢, ezért L., = Q(\/axr + bpy/c) egy negyedfoka bovitése
Q-nak. L. tartalmazza a Q(/c) komplex masodfoku testet, ezért ez
egy teljesen komplex negyedfoki test.

10



Dolgozatunkban a kévetkezd két tétel bizonyitdsat mutatjuk meg,
melyek megjelentek a [18] dolgozatban:

11. Tétel. Legyen ¢ = 1 (mod 4). Ekkor minden (c,k) € S esetén
ekvivalencia erejéig az egyetlen hatvdny egész bdzist L. x-ban

19:%(1+\/ak+2\/5)

generdlja.

12. Tétel. Legyen ¢ = 2,3 (mod 4). Ekkor minden (c,k) € S esetén
ekvivalencia erejéig az egyetlen hatvdny egész bdzist L. p-ban

9 =1/ai + ¢

generdlja.

J.G.Huard, B.K.Spearman és K.S.Williams [22] azt mutattak
meg, hogy a fenti elemek hatviany egész bazist generdalnak. Mi
teljesen megoldottuk az indexforma-egyenletet és bizonyitottuk, hogy
ekvivalencia erejéig nincs a hatvany egész béazisnak masik generatora.

11



3.1. Segédtételek

Gaal Tstvan, Peth6 Attila és M. Pohst [12]-ben megmutattak, hogy
az indexforma-egyenlet negyedfoku testekben (harom valtozoval és 6
fokszammal) harmadfokt Thue egyenletté alakithato. Megmutattuk
ezt az eredményt Z[¢] rendjére mivel a mi alkalmazasunkban ez éppen
a szamtest egészeinek gytriije.

Legyen K = Q(&) egy negyedfokti szamtest és f(x) = o* + a12® +
asx? + azr + a4 € Z[x] a & miniméalpolinomja.

1. Lemma (Gaal 1., Pethé A. és M.Pohst [12]). Aza = a+azé+
y&2+-28% € Z|¢] (ahola,x,y, z € Z) akkor és csak akkor generdl hatvdny
eqész bdzist Z[E]-ben, ha van egy (u,v) € Z* megolddsa az

F(u,v) = u® —agu*v+(a1a3—4das)uv’ + (dagas —a3 —aias)v® = £1 (2)

harmadfoki egyenletnek, oly mddon, hogy (x,y, z) kielégiti az aldbbia-
kat:

Qi(z,y,2) = 2* —ayay +ylag + vz(al — 2az) + yz(az — aray)

+22(—a1a3 + ag +a4) =u ,

Qor,y,2) = YV —az—ayz+2ay=v . (3)

Gaal Istvan, Peths Attila és M. Pohst [14] cikkében ki van dolgozva
egy altalanos modszer (3) tipusa kvadratikus forma egyenletrendsze-
rek megoldasara. Ezen egyenletrendszerek negyedfoki Thue egyenletek
megoldasara vezethetSk vissza. Teljesen komplex negyedfokt szam-
testek esetén a (3) rendszerbdl egy pozitiv definit kvadratikus forma
konstrualhato (cf. [12]).

2. Lemma (Gaal 1., Peth6é A. és M.Pohst [14]). Legyen K telje-
sen komplex negyedfoki test. Ekkor az R(x) = F(x,1) polinomnak
van hdrom kilonbozé valds gyoke, Ny < Ao < Ag. A Th(z,y,2) =
Q1(z,y,2)+ X Q2(x,y, 2) forma akkor és csak akkor pozitiv definit, ha
A E (=g, —A1).
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3.2. Bizonyitas
3.2.1. 1.Tétel bizonyitasa

. Tudjuk, hogy ha ¢ = 1 (mod 4), akkor ay = 4k + 3,bp = 2 és
irjuk fel -t a kovetkezképpen: ¢ = 40+ 1 < =3 ({ < —1). A
definial6 polinomja ekkor

flx)=a*—22° —2ka® + Rk + D+ k> +k — L.

Innen az 1.Lemma jeloléseit hasznalva kapjuk, hogy a; = —2,a, =
—2k,a3 = 2k+1,a4 = k*+k — (. Ekkor a (2) egyenlet az alabbi alak:

F(u,v) = (u+ 2k + 1)v)(u® — uv — v*(4k* + 6k + 1 — 40)) = +1,
ahonnan a kovetkez§ egyenletrendszert kapjuk:

ut+ 2k+1v = 4
' —uv —v?(4k* + 6k + 1 —40) = iy,

ahol 71,19 = *1. Fejezziik ki u-t az els6 egyenletbdl és helyettesitsiik be
a masodik egyenletbe. Ekkor v-re egy mésodfoki egyenletet kapunk.

Ha iy = iy = 1, akkor kapjuk, hogy

ap = \/ai — 8¢
2c '

Ebben a képletben af < ai — 8¢ < (ax +1)?, k > |¢| miatt, emiatt v-re
nem kapunk egész értéket.

Ha i; = 1,75 = —1, akkor lehetséges megoldasként kapjuk v = 0-t
és v = ay/c-t, amennyiben ez utobbi egész. Ekkor az egyenletrendszer
lehetséges megoldasparjai: (u,v) = (£1,0), (—(2k + 1)ag/c + 1,ax/c).

Ha i1 = —1,i, = 1, akkor a gyok alatt nem &ll négyzetszam,
hasonléan az 7; = io = 1 esethez.

Ha ¢ = 15 = —1, akkor lehetséges megoldasként kapjuk v = 0-t és
v = —ag/c-t, amennyiben ez utobbi egész. Ekkor az egyenletrendszer
lehetséges megoldasparjai: (u,v) = (£1,0), ((2k + 1)ag/c — 1, —ax/c).

13



I1. Ezutan kiszamoljuk az R(x) = F(x, 1) gyokeit. Az adodik, hogy

T = (1—6Lk):—2k—1

Ty = 5(1+\/az—40):2k+2+p2
1 / o
r3 = 5 1 - ak—4c :—2l€—1—p3,

ahol po, p3 pozitiv szamok, mivel ¢ < 0. Kovetkezésképpen

—_— DN =

)\1:373<)\2:$1<)\3:.T2.

1. a1 = —2,a9 = —2k,a3 = 2k +1,a4 = k®> + k — { esetén az
1.Lemmabeli kvadratikus formék:

Qi(r,y,2) = 2+ 2wy — 20°k + x2(4 + 4k) + yz(—2k + 1) + 22(5k + 2 + 5k* — (),
Q2(z,y,2) = y* —az+2yz — 2%k

A pozitiv definit kvadratikus forma megkonstrualasahoz A-t a ko-
vetkezGképpen kell megvalasztanunk: A € (=g, —A1) = (—xq, —x3) =
(2k + 1,2k + 1 + p3). Kovetkezésképpen vehetjiik A\ = 2k + 1 + ¢,
tetszoleges kicsi pozitiv e-nal. Kapjuk, hogy

Ql(x>yv Z) + AQQ(xay72> =u-+ >‘U7

tehéat

3 )\’ 32\* 1 e &2
<x+y+z(§—|—k‘—§)) +€<y—|—7) +z (—g—z—fk—z—z)—U+)\U,
4)

ahol u 4+ Av vagy 1 vagy 1 + eay/c vagy —1 — eax/c, ez utobbi pedig
lehetetlen kellGen kicsi e-ra.

IV.1. Ha u+ Av = 1, akkor ¢ < —1 valasztassal kellen kicsi e-ra
2? egyiitthatoja (4)-ben nagyobb, mint 1, amibdl kapjuk, hogy 2z = 0
és ekkor (4) az alabbi alaku:
(r+y)* +ey’=1.

14



¢ kicsi értéke esetén a bal oldal csak akkor egész, ha y = 0, ezért
r = =+1.

IV.2. Ha u+ A = 1+ eag/c, akkor £ < —1 valasztassal kellGen
kicsi e-ra kapjuk, hogy 0.9 < 1+ eay/c < 1. 22 egyiitthatoja (4)-ben
nagyobb, mint 1, amibdl kapjuk, hogy z = 0. A (4) egyenlet ekkor az
alabbi alaku:

(x+y)* +ey? =1+ eap/c,

tehat a
(x+y)2—1:5(?—y2).

Most € > 0,a;,/c < 0 és —y? < 0, ezért a jobb oldali kifejezés negativ.
Ez csak ugy lehetséges, ha a bal oldalon x+y = 0. Ekkor kapjuk, hogy

()

ami lehetetlen, ha példaul ¢ irracionalis.

Kovetkezésképpen csak o general hatvany egész bazist.

3.2.2. 2.Tétel bizonyitasa

I. A 2.Tétel bizonyitdsa hasonléan torténik, mint az 1.Tétel
bizonyitasa. Ebben az esetben ap = 2k +c+ 1,0, = 1 és ¢ =
2,3 (mod 4). A ¥ elem definial6é polinomja

f(z) = 2* = 2a32° + a} — c.

Az 1.Lemma jeldléseivel most a; = 0,ay = —2ay,a3 = 0,a4 = a; — c.
A (2) harmadfoku egyenlet az alabbi alak:

F(u,v) = (u+ 2a3v)(u® 4+ 40*(c — al)) = +1,
ami a kovetkezG egyenletrendszert jelenti:

u+ 20,0 = 1y

w? + 4 (c—a;) = iy,
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ahol 71,175 = £1. Kifejezve u-t az els6 egyenletbdl és behelyettesitve
azt a masodikba, kapunk egy masodfoki egyenletet v-re.

Ha 73, = 15 = 1, akkor lehetséges megoldasként kapjuk, hogy
v =0 vagy v = ar/c. Ha ¢ = 2 (mod4), akkor aj paratlan, ha
¢ = 3 (mod 4), akkor ay paros, ezért v = ay/c nem egész.

Ha i1 = —1,15 = 1, akkor lehetséges megoldasként kapjuk, hogy
v = 0 vagy v = —ay/c, ez utobbi nem lehetséges, hasonloan az
i1 = 19 = 1 esethez.

Ha 7y = 1,ip = —1 és 1; = 12 = —1, akkor nincs megoldas a
kongruencia-tulajdonsagok miatt.

Ezért a lehetséges megoldaspar csak az (u,v) = (1,0) lehet.
II. Ezutan kiszamoljuk az R(x) = F(x, 1) gyokeit. Az adodik, hogy

T = —2ay

Tog = —2\/a%—c:—2ak—p2
T3 = 24/ai —c=2ay+ ps,

ahol ps, p3 pozitive szdmok, mivel ¢ < 0. Kévetkezésképpen

)\1:£L'2<)\2:(L'1<)\3:l'3.

L. a; = 0,ay = —2ax,a3 = 0,a4 = a} — ¢ esetén az 1.Lemmabeli
kvadratikus formak:

Qi(z,y,2) = 2 — 2y2ak + 4dxzay + z2(5ai —0),
QQ(xaya Z) = y2 — Iz — 222ak.

A pozitiv definit kvadratikus forma megkonstrualasahoz A-t a ko-
vetkezGképpen kell megvalasztanunk: A € (=g, —\1) = (—x1, —22) =
(2ax, 2a;, + p2). Ujra vehetjiik A = 2a;, + ¢, tetszéleges kicsi pozitiv
e-nal. Innen

Ql(x7 Y Z) + )‘Q2<'T7 Y, Z) =u+ )\U,
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tehat

£\ 2 5 o g2
<x+z<ak—§>) +ey* + 2 s =u+ Av, (5)
ahol u 4+ Av = 1.

IV. Ha u + A = 1, akkor ¢ < 0 mellett 2% egyiitthatoja (5)-ben
nagyobb, mint 1, kell6en kicsi € esetén, ahonnan kapjuk, hogy z = 0
és (5) maga utén vonja, hogy

v ey = 1.
¢ kicsi értéke esetén a bal oldal csak y = 0 esetén egész, innen x = £1.

Kovetkezésképpen ¥ az egyetlen generatora a hatvany egész
béazisnak.
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4. Relativ negyedfokt bévitések végtelen
parametrikus csaladjai

Ebben a fejezetben ismertetjiik eredményeinket relativ negyedfoki
bévitések végtelen parametrikus csaladjainak relativ hatvany egész
bézisaira vonatkozoan.

Tekintsitk K = M () alakt nyolcadfoku szamtestek két végtelen
parametrikus csaladjat az M masodfoki résztestiik felett. Célunk,
hogy meghatérozzuk a relativ hatvany egész bézisat vagy O = Zg-
nek Zy, felett (ha K egész bazisa parametrikus formaban ismert) vagy
O = Zy[€]-nek Zy, felett. Megjegyezziik, hogy az utébbi esetben &
maga egy hatvany egész bazis generatora, de érdekes lenne megtudni,
hogy van-e méas generatora a hatvany egész bazisnak.

Azokat az O-beli elemeket, melyek csak egy egységszorzoban vagy
egy Zys-beli elemmel torténd eltolasban kiilonboznek, ekvivalenseknek
nevezziik. Ekvivalens elemek indexe azonos. A relativ hatvany egész
bazisoknak csak véges sok nem ekvivalens generatora létezik.

Megjegyezziik, hogy ez az elsG eredmény hatvany egész bazisok
kiszamitasara relativ bovitések végtelen parametrikus csalddjaiban.

A dolgozat ezen fejezetében szerepls két tétel a [19] cikkben
szerepel.

I. Legyen D > 0 egy négyzetmentes egész, M = Q(v/—D), t € Zy; egy
paraméter és legyen & az

flz) =a* — 222 + 1 € Zy[z] (6)
polinom gyoke. Legyen K = M (&) és tekintsiik az O = Zy,[€] relativ

hatvany egész bazisait Z,; felett.

13. Tétel. |t| > 245 esetén az O hatvdiny egész bazisdinak dsszes nem
ekvivalens generdtordt Zy; felett megadja az aldbbi formula:

o = & —t2HE (1—tNEHE 2, (1t E—tE 1263 12463, — 12463,
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Tovibba D = —3 esetén
a = (1 — wit)é + wsé? + wie®,

ahol ws = (1 +1v/3)/2.

IT. Legyen D > 0 egy négyzetmentes egész, M = Q(v/—D), t € Zy
egy paraméter és legyen & az

f(z) = a' — 4ta® + (6t + 2)a® + 4tz + 1 € Zy[] (7)

polinom gyoke. Legyen K = M (&) és tekintsiik az O = Zy,[¢] relativ
hatvany egész bazisait Z); felett.

14. Tétel. |t| > 1544803 esetén az O hatvdny egész bdzisinak 6sszes
nem ekvivalens generdtordt Z,, felett megadja az aldbbi formula:

o =&, (6t +2)¢ — 4te? + €%,

4.1. Segédtételek

A 6 eszkoz, amelyet mindeniitt alkalmazni fogunk, Gaal Istvan és
Michael Pohst [16] cikkének modszere, amit alabb részleteziink. Ez a
modszer a relativ indexforma egyenletet visszavezeti relativ harmad-
foku egyenletre (irreducibilis esetben Thue egyenlet) és néhanyat rela-
tiv negyedfoki Thue egyenletté. A mi két csaladunk esetén a harmad-
fokt egyenlet reducibilis. A negyedfokd Thue egyenlet megoldasihoz
alkalmaznunk kell az eredményeket relativ Thue egyenletek végtelen
parametrikus csaladjara vonatkozoban.

Legyen K egy negyedfoki bévitése az m-edfoki M szamtestnek,
melyet & general és ¢ relativ minimalpolinomja f(z) = z* + ay23 +
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asx? + azx + a4 € Zyrlx]. Legyen O vagy Zg vagy Zy[€]. Egy a € O
elemet az alabbi alakban felirunk:

a=§(a+x€+y§2+z£3), (8)

ahol z,y,z € Zy (1 < i < 4) és d € Z kozos nevezs. Legyen
io = Iy (§) = (OF : Zu[€]F),

F(u,v) = v’ — apu®v + (a1az — 4aqg)uv? + (dagay — a3 — ajaq)v’
egy kétvaltozos harmadfokt polinom Z), felett és

Qi(z,y,2) = 2° —zyay + ylag + v2(ad — 2a9) + yz(as — a1ay) + 2*(—aras + a3 + ay)

Qa(z,y,2) = v’ — 2z — a1yz + 22ay

haromvaltozos kvadratikus forma Z,; felett.

3. Lemma (Gaal I. és M.Pohst [16]). Ha o a (8)-beli alaki és
kielégits

IK/M(Oé> =1
egyenletet, akkor létezik (u,v) € Zy megolddsa az
dGm
Nyyo(F(u,v)) = :‘:? (9)
egyenletnek oly maodon, hogy
u = Ql('xayuz)7
QQ(x7ya Z) (10)

A (9) egy ismert u,v megoldésa esetén meg kell oldanunk a (10)
egyenletrendszert. Erre a célre hasznaljuk L.J.Mordell [24] modszerét,
paraméterezzilk a Qo(x,y,z) = uQa(z,y,2) — vQi(x,y,z) = 0
kvadratikus forma egyenlet megoldasait, amelyet szintén érthetGveé
tesz [16]. Ezen modszereket részletesen leirjuk a bizonyitasunkban.
Lathatolag a 3.Lemma formailag szinte teljes analogidban van az
1.Lemmaéval. A relativ eset azonban szamos technikai probléméat vet
fel a 3. Lemma alkalmazasa kozben.
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4.2. Bizonyitas
4.2.1. 1.Tétel bizonyitasa

A lemmankba behelyettesitjiik a; = 0,as = —t%,a3 = 0,a4 = 1. A
(9) egyenlet az alabbi alaku:

F(u,v) = (u—2v)(u+2v)(u+t*v) = ¢,

ahol ¢ M egy egysége. Ezért F(u,v) minden tényezGjének szintén
egységnek kell lennie M-ben, amelybdl kovetkezik, hogy v = 0 és u egy
egység M-ben. A Qo = 0 egyenletbdl kdovetkezik, hogy Qs = 0, ezért

Y — a2 — 2°t* = 0. (11)

Ennek egy nem trivialis megoldéasa: zo = —t2,yo = 0, 29 = 1. Ezért a
(11) megoldasa paraméterezhets az alabbi alakban:

r = —t2r+p
q (12)

z =,

ahol p,q, 7 € M,r # 0 (cf. |24], [16]). Ezt a kifejezést behelyettesitve
(11)-ba rp = ¢* adodik. Megszorozzuk a (12) minden egyenletét p-vel
és rp-t helyettesitjiik ¢>-tel, igy

kr = —£2¢° +p°
ky = pq (13)
kz = q2,

ahol k € M. Zy;-ben van egyértelmi faktorizacio, beszorozzuk ezeket
az egyenleteket p, g kozos osztdjdnak négyzetével és osztom Gket p, q
legnagyobb kozds osztdjanak négyzetével. FEzzel a k, p, ¢ paramétereket
helyettesiteni tudjuk Z,,-beli paraméterekkel. (Megjegyezziik, hogy
ha Zpy;-ben nincs egyértelmi faktorizacio, akkor féként ugyanezt az
érvelést hasznéljuk Z,; idedljainak bevonasaval. A részletes eljaras
megtalalhato [16]-ben.)
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Figyelembe véve a p?, pq, ¢* egyiitthatoit a kx, ky, kz reprezentacio-
jaban (13)-ben és kiszdmolva a megfelel6 3x3-as matris determinansat
kapjuk, hogy k-nak is egésznek kell lennie (cf. [16]). Végiil, a (13)-beli
alakot Q1(z,y, z) = u-ba helyettesitve adodik

o — 2 + ¢t = K.
(A mésodik egyenlet Qs(x,y, z) = v eltiinik mindkét oldalon.)

Hasznélva a V.Ziegler [27]-beli 2. Tételt le tudjuk irni ezen relativ
negyedfoki Thue egyenletnek a megoldasait, ezért z, y, z-t is (13)-ben,
amely az 1.Tétel bizonyitasat adja. Megjegyezziik, hogy V.Ziegler [27]-
beli tétele |t| > 245-re érvényes.

4.2.2. 2.Tétel bizonyitasa

A lemmankba behelyettesitjiik ay = —4t, as = 6t + 2, a3 = 4t, a4 =
1. A (9) egyenlet az alabbi alaki:
F(u,v) = (u+2v)(u— (2 = 2t)v)(u — (2 + 8t)v) =&,

ahol ¢ M egy egysége. Ezért F(u,v) minden tényezjének szintén
egységnek kell lennie M-ben, amelybdl kovetkezik, hogy v = 0 és u egy
egység M-ben. Ismét )y = 0-bol kovetkezik, hogy Qo = 0, ezért

y? — w2 + dtyz + (6t + 2)2% = 0. (14)

Ennek egy nem trivialis megoldasa o = 6t + 2,y = 0, z9 = 1. Ezért a
(14) megoldasa paraméterezhets az alabbi alakban:

r = (6t+2)r+p
= q (15)
z =
ahol p,q,r € M,r # 0. Ezt a kifejezést behelyettesitve (14)-be
q* = r(p—4tq) adodik. Megszorozzuk a (15) minden egyenletét p—4tg-
val és 7(p — 4tq)-t helyettesitjiik ¢*-tel, igy
kr = p*—4tpg+ (6t +2)¢°
ky = pq—4tq® (16)
kz = ¢,
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ahol £ € M. Hasonloképpen, mint az 1.Tétel bizonyitdsdban, a
k,p,q paramétereket helyettesitjiik Z,;-beli paraméterekkel. Ismét
kapjuk, hogy k-nak egésznek kell lennie. Végiil, a (16)-beli alakot
Q1(x,y, z) = u-ba helyettesitve adodik

pt = 4tp’q + (6t + 2)p** + 4tpg® + ¢* = Ku.

(A masodik egyenlet Qa(x,y, z) = v ismét eltiinik mindkét oldalon.)

Hasznélva a B.Jadrijevi¢ és V.Ziegler [23]-beli 2. Tételt le tudjuk irni
ezen relativ negyedfoki Thue egyenletnek a megoldasait, ezért x,y, 2-
t is (16)-ben, amely a 2.Tétel bizonyitasat adja. Megjegyezziik, hogy
B.Jadrijevi¢ és V.Ziegler [23]-beli eredménye |t| > 1544803-ra érvényes.
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