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1. fejezet

Bevezetés

Napjainkban az algebrai probléméak szamitogépes vizsgilata egyre nagyobb
teret hodit. Ezen kutatasok egyik iranya egy véges algebra feletti ekvivalen-
cia, illetve egyenletmegoldhatosag problémék bonyolultsaganak meghataro-
Z4sa.

Adott A véges algebra feletti ekvivalencia probléma azt kérdezi, hogy
tetszéleges A feletti p és ¢ kifejezések ekvivalensek-e vagy sem, azaz p és ¢
azonos értéket vesznek-e fel barmely A-beli helyettesitésre. Az A véges al-
gebra feletti egyenletmegoldhatdsag probléma azt kérdezi, hogy tetszéleges A
feletti p és q kifejezésekre a p = ¢ egyenlet megoldhato-e, azaz létezik-e olyan
A-beli helyettesités, melyre p = ¢. Ezen problémak mindig eldénthetek a
valtozok Gsszes lehetséges helyettesitésének ellendrzésével. Az érdekesebb kér-
dés, hogy milyen gyorsan tudunk donteni, azaz ezen dontési problémak mely
bonyolultsagi osztalyba esnek.

A kérdés legelGszor 1990-ben gyodgyszeripari kisérletek Gsszehangolésaval
kapcsolatban véges kommutativ gytriikre meriilt fel [14]. Az els6 eredmények
megjelenése 6ta a problémakdrt erds nemzetkozi érdeklédés ovezi kiilonbo-
76 véges algebrékra. Gytirtk felett Burris és Lawrence [2]|, Horvath [7, 9],
Horvath, Lawrence és Willard [11], Szabo és Vértesi [24, 25, 26], csoportok
felett Burris és Lawrence [3|, Goldmann és Russel |5, 6], Horvath, Lawrence,
Mérai és Szabo [10], Horvath [8], Horvath és Szabé [12, 13|, monoidok és
félesoportok felett Klima [16, 17, 18], Larose és Zadori [19], Seif [21], Seif
és Szabo [22, 23|, Tesson és Thérien [27] foglalkozott a késéskorrel. A dolgo-
zat néhany olyan véges matrixcsoportra vizsgalja az egyenletmegoldhatésag
bonyolultsagat, melyre az mindeddig megoldatlan volt.

Véges, nilpotens csoportok felett az egyenletmegoldhatosig és az ekviva-
lencia is P-beli |3, 6]. Véges, nem feloldhaté csoportok felett az egyenletmeg-
oldhatosag NP-teljes [6], az ekvivalencia coNP-teljes [10]. Véges, feloldhato,
de nem nilpotens csoportok felett nagyon kevés eredmény ismert a fenti prob-



lémakra. Horvath és Szab6 néhany véges, meta-Abel csoportra bizonyitotta,
hogy az egyenletmegoldhatosag és ekvivalencia problémék P-beliek [12, 13].
A dolgozatban néhany olyan véges méatrixcsoport feletti egyenletmegoldha-
tosag, illetve ekvivalencia probléma bonyolultsigat hatarozzuk meg, amelyre
ezek eddig még nem voltak ismertek. El6szor a T'(m,F,) csoport specilis
részcsoportjaira, a szemipattern csoportokra vizsgaljuk ezen problémékat. A
szemipattern csoportokat, olyan m x m-es fels6-haromszoég méatrixok alkot-
jak, amelyek f6atlojanak i-edik eleme az F° csoport egy H; részcsoportjabol
szarmazik, tovabba a f64tlo felett néhany, rogzitett helyen nulla all. Majd az
SL(2,Zs3) csoport feletti egyenletmegoldhatosag probléma bonyolultsagaval
foglalkozunk.

1. Tétel. A szemipattern csoportok és az SL(2,Zs3) csoport feletti eqyenlet-
megoldhatosag, illetve ekvivalencia problémdk P-beliek.

Az 1.1. szakaszban megismerkediink a probléma targyalasihoz sziikséges,
alapvetd definiciokkal, majd réviden Gsszefoglaljuk a korabbi eredményeket.
Az 1. tétel bizonyitasanak alapétlete szerint egy matrixcsoport feletti egyen-
letet visszavezetiink egy véges test feletti, specidlis alakt egyenletrendszerre.
Ezért az 1.2. szakaszban felidézziik a véges testekre vonatkozd korabbi ered-
ményeket. A szakasz végén az F, test, mint [Fy feletti 2 dimenzios vektortér,
koordinatafiiggvényeit jellemeziik F4 feletti polinomokkal. Ezen polinomo-
kat a 3. fejezetben fogjuk felhasznalni. A 2. fejezetben tetszGleges szemipat-
tern csoport feletti egyenletmegoldhatésigot visszavezetjiik egy véges test
feletti, specialis alaki egyenletrendszer megoldhatosédgara. A 3. fejezetben
a SL(2,Zs3) feletti egyenletmegoldhatosagot visszavezetjiik egy Fo feletti,
specialis alaka egyenletrendszer megoldhatésdgara. Ezen egyenletrendszerek
megoldhatosagarol az 1.2. szakaszban emlitett moédon dontiink. A fejezetek
végén a kozolt algoritmusok futasidejét elemezziik.

1.1. Definiciok, jelolések

Legyen A véges algebra és jelolje A az A alaphalmazat. Egy A feletti n-

valtozos f(x1,xe,...,x,) miveleten egy f: A" — A fiiggvényt értiink. A
dolgozatban polinomokkal foglalkozunk. Az A feletti p(z1,x2 ..., z,) polino-
mon egy, az T, Ta,..., T, valtozokbol és A elemeibdl az algebra alapmiivele-

teivel képzett kifejezést értiink.

Legyen p(z1,xa,...,2,) és q(x1,2,...,x,) két A-beli polinom. Ekkor
p és g polinomokat ekvivalensnek nevezziik A felett, ha az x1,29,...,2,
valtozok barmely (ai,as,...,a,) € A" helyettesitésére p(ai,as,...,a,) =
=q(ay,as,...,a,). Jele A = p = q. A p = q egyenletet megoldhaténak nevez-
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ziik A felett, ha az 1, xo, . . ., x, valtozoknak létezik, olyan (ay,aq, ..., a,) €
€ A™ helyettesitése, melyre p(ay,as, ..., a,) = q(ai, ag,. .., ay).

1.1. Definicidé. Az A véges algebra feletti polinom ekvivalencia (réviden ek-
vivalencia) probléma bemenete két A feletti polinom p és ¢, és azt kérdezi,
hogy p és q ekvivalensek-e A felett, azaz A |= p = ¢ teljesiil-e vagy sem. Az A
véges algebra feletti polinom egyenletmegoldhatosag (roviden egyenletmeg-
oldhatosag) probléma bemenete két A feletti polinom p és ¢, és azt kérdezi,
hogy a p = q egyenlet megoldhato-e vagy sem.

Mindkét probléma eldonthets a valtozok Gsszes lehetséges helyettesité-
sének ellenérzésével. Azonnal adodik tehat a kérdés, hogy milyen gyorsan
tudunk donteni ezen problémakrol, azaz a fenti dontési probléméak mely bo-
nyolultsagi osztalyba esnek. A szamitasi bonyolultsagot a bemenet hosszanak
fliggvényében értelmezziik, igy el6szor definidlnunk kell polinomok hosszat.

1.2. Definicié. Az A algebra feletti p polinom hosszat rekurzivan defini-
aljuk és ||p||-vel jeloljiik. Ha p egy konstans vagy egyetlen valtozobol allo
polinom, akkor ||p|| = 1. Ha f egy n-valtozos alapmiivelete az A algeb-
ranak, akkor az f(pi,pa,...,pn) polinom hossza >0 ||p;||. Igy specidlisan
| f(x1, 22, ..., 20)|] = n.

Tehét egy polinom hosszan a benne szerepld valtozok és konstansok mul-
tiplicitdssal vett szaméat értjiik. Az algoritmus futasidejének jellemzéséhez
bevezetjiik az O jelolést. Legyenek f,g: Z+ — Z7 fiiggvények. Azt mondjuk,
hogy g(k) = O(f(k)), ha van olyan pozitiv egész C, hogy minden pozitiv
egész k-ra g(k) < C- f(k).

Az alabbiakban bevezetjiik a f6bb bonyolultsagi osztalyokat. Egy problé-
méat P-belinek neveziink, ha Turing-géppel polinom id6ben eldénthets, azaz
a probléma a bemenet hosszanak polinomidejében eldonthets. Tehat létezik
olyan pozitiv egész ¢, hogy a k hosszi bemenetre a probléma O(k¢) idében
eldonthets. Egy problémat NP-belinek neveziink, ha nemdeterminisztikus
Turing-géppel polinom idében eldonthets. Ezzel ekvivalens, hogy az igen va-
laszra létezik polinom méretd tand és polinom id6ben ellenérizhets, hogy
a tand val6ban bizonyitja az igen valaszt. Egy probléméat coNP-belinek ne-
veziink, ha a nem valaszra létezik polinom méretd tant és polinom idGben
ellendrizhetd, hogy a tanu valoban bizonyitja a nem vélaszt. A bonyolultsagi
osztalyok preciz definicioja, és a kozottiik fennallo Osszefiiggések részletesen
[4, 20]-ban megtalalhatoak.

Tetsz6leges A véges algebra feletti p(zy,22...,2,) = q(x1,29...,2,)
egyenletmegoldhatosag probléma NP-beli. Ugyanis, ha p(zi,z5...,2,) =
= q(z1, 5. ..,x,) megoldhato, akkor létezik olyan (aq,as. .., a,) helyettesi-



tés, melyre p(ai, as...,a,) = q(ay,ay. .., a,). Ez a helyettesités megfelel po-

linomialis tantinak. Az A feletti p(xq,xo, ..., z,) =~ q(x1, 29, ..., 2,) ekviva-
lencia probléma coNP-beli. Ugyanis, ha p(xy, zo, ..., 2,) % q(z1, 22, ..., Ty),
akkor létezik olyan (ay,as,...,a,) helyettesités, melyre p(ai,as,...,a,) #
# q(ay, a9, ..., a,). Ez a helyettesités megfelel polinomialis tantinak.

A dolgozatban elsGsorban véges csoport feletti ekvivalencia és egyenlet-
megoldhatosag problémakat targyalunk. Véges csoport alatt egy nemiires G
halmazt értiink, melyen értelmezve van egy asszociativ szorzas mivelet. Vé-
ges csoport esetén az invertalas kifejezhets megfelels hatvanyra torténd at-
irassal. Igy ezt nem tekintjiik a csoport alapmiiveletének. A tovabbiakban a
csoportok [15]-ben kozolt, alapvetd tulajdonsagait ismertnek tekintjiik.

Egy G véges csoport feletti p(xy,...,z,) polinomon egy, az z1,...,x,
valtozokbol és G elemeibdl képzett szorzatot értiink. Tetszéleges G = p ~ ¢
ekvivalencia pontosan akkor teljesiil, ha G = pg~! & 1. Tehat véges csoportra
az ekvivalencia probléma eldontéséhez elegendé ellenérizni, hogy tetszGleges
polinom értéke azonosan 1 vagy sem. Hasonléan a G feletti p = ¢ egyenlet
pontosan akkor megoldhato6, ha pg~! = 1 megoldhat6. Tehet véges csoportra
az egyenletmegoldhatosag probléma eldontéséhez elegendé ellendrizni, hogy
tetsz6leges polinom értéke lehet-e 1 vagy sem. Végiil a p polinom hosszan a
benne szereplS valtozok és konstansok multiplicitassal vett szamat értjiik.

Az aldbbiakban egy ismert, csoport feletti egyenletmegoldhatosag és ek-
vivalencia bonyolultsaganak kapcsolatat leir6 allitast kozliink.

1.3. Allitas. Ha egy G véges csoport felett az egyenletmegoldhatésdg P-beli,
akkor G felett az ekvivalencia is P-beli.

Bizonyitds. A fenti allitas igazolasdhoz legyen G alaphalmaza g1, gs, ... gn,
ahol ¢g; = 1. Tekintsiik a G = p ~ 1 ekvivalenciat. Vegyiik észre, hogy
G E p ~ 1 pontosan akkor nem teljesiil, ha a p = g; egyenlet megoldha-
t6 valamely i # 1 indexre. Tehat G = p ~ 1 eldonthet6 N — 1 egyenlet
megoldhatosidganak ellenérzésével. O]

Véges csoport feletti egyenletmegoldhatdsag és ekvivalencia problémara
a kovetkezd bonyolultsagelméleti eredmények ismertek.

2. Tétel. Az aldbbi véges csoportok felett az egyenletmegoldhatisdg P-beli.
1. Nilpotens csoportok [6/;
2. G =1Z, x B, ahol B véges kommutativ csoport, p prim [7];
3. G =74 X B, ahol B véges kommutativ csoport [7];

4. G =173 % B, ahol B véges kommutativ csoport, 21 |B| [7];
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5. G =12 X Ly, ahol p pdratlan prim [17].
Nem feloldhato csoport feletti egyenletmegoldhatdsdg NP-teljes [6].
3. Tétel. Az aldbbi véges csoportok felett az ekvivalencia P-beli.
1. Nilpotens csoportok [6];
G = A x B, ahol A és B is Abel [7];
G =7, X B, ahol a B feletti ekvivalencia probléma P-beli [7];

G =Zn, X (Zpy X -+ X (L, ¥ (A B))), ahol az n;-k pozitiv egészek
és A, B kommutativak [7].

Nem feloldhatd csoportok felett az ekvivalencia probléma coNP-teljes [10].

Megjegyezziik, hogy a szemipattern csoportok és SL (2, Z3) csoport feletti
egyenletmegoldhatosag és ekvivalencia probléméak bonyolultsaga ezen tételek
segitségével tobbnyire nem eldénthetd.

1.2. Véges testek feletti egyenletmegoldhatésag
bonyolultsaga

Az 1. tétel bizonyitasanak alapotlete szerint egy matrixcsoport feletti egyen-
letet visszavezetiink egy véges test feletti, specialis alakt egyenletrendszerre.
Az aldbbiakban két ismert, véges testekre vonatkozo bonyolultsagelméleti té-
telt idéziink fel. Ezen eredmények altalanosabban [7, 9, 11]-ben talalhatoak
meg. A kovetkezs specialis esetek attekintésével az olvasé a teljes algoritmust
megismerheti a hivatkozasok fellapozasa nélkiil.

1.4. Lemma. Legyen F, a q elemi test, ahol q egy primhatviny. Legyenek
Hy, Hs, ..., Hy részcsoportok B -ben, |Hy| = hy minden 1 < k < d esetén.
Legyen p = p(x1, T2, ..., Tny Y11, Y1,25 - -+ s Ymas Y215 - - - Ydomy) €9Y Fq-beli, mo-
nomok osszegeként adott polinom, ahol az x1,xs,...,x, vdltozok F-beli, az
Yk1s Yk2y - - - s Ykom,, VAltozok Hy-beli értéket vehetnek fel (n,my € N). Ekkor
F, Ep =0 eldontése O (||p||) iddt igényel.

Bizonyitds. Az alabbiakban egy O (||p||) ideji algoritmust adunk, mellyel
F, = p =~ 0 eldéntheté. Az [F, véges test minden a elemére a? = a telje-
siil. A Hj, csoport rendje hy, igy Lagrange tétele szerint minden b elemére
V' =1 teljesiil (1 < k < d). Ezért F, = 2! = z; barmely 1 < i < n



indexre és y,i”; minden Hy-beli helyettesitésen 1-et vesz fel barmely 1 < j <
< my, indexre. Egy IF, feletti z;, y, ; valtozoktol fliggd polinomot nevezziink
eqyszerd polinomnak, ha minden benne szerepl6 z; valtozo kitevije eleme az
{1,2,...,¢ — 1} halmaznak és minden benne szerepl$ y; ; valtozé kitevgje
eleme a {0,1,2,..., hy — 1} halmaznak. Minden F, feletti polinom &atirhato
egy vele ekvivalens egyszeri polinomma az x;, y,; valtozok kitevGinek cse-
réjével. Az igy kapott egyszeri polinom az adott polinom af — z; és y,if"] -1
polinomokkal vett osztasi maradéka. Irjuk 4t a p polinomot vele ekvivalens
egyszeri polinomméa. A lehetséges Osszevonasok elvégzése utan igy kapott
polinomot jeloljiik p-mal. Ekkor F, = p ~ p. Tehat F, |= p ~ 0 akkor és
csakis akkor teljesiil, ha F, = p =~ 0 teljesiil.

Most a valtozok szama szerinti teljes indukcioval belatjuk, hogy IF, = p ~
~ 0 pontosan akkor teljesiil, ha p a konstans 0 polinom. Ha p valtozé nélkiili,
akkor ez nyilvan igaz. Tegyiik fel, hogy barmely legfeljebb [ valtozos, egyszerii
p polinomra F, = p ~ 0 pontosan akkor teljesiil, ha p minden egyiitthat6ja
0. Legyen most p egy [+ 1 valtozos, egyszert polinom. Legyen z a p polinom
egy valtozoja és tekintsiik p-t ebben a valtozoban. Két esetet kiillonboztetiink
meg: z = x;, illetve 2 = y;, ; valamely ¢, k, 7 indexre.

Ha z = x; valamely i indexre, akkor p = s,1- 27+ 5, 92972+ -+ +
+51-2+50, ahol 59, 51, ..., 5,-1 legfeljebb [ valtozos, 2-t6l fiiggetlen, egyszerd
polinomok. Tekintsiik egy tetszGleges helyettesitését a nem z valtozdknak.
Az igy kapott polinomot jeldljiik p(z)-vel. Ekkor p(z) csak z-t6l fiigg, és
F, E p(2) = 0 teljesiil. Tehat p(z) egy legfeljebb ¢ — 1 foka polinom, aminek
q darab gyoke van. Ez csak gy lehet, ha p(z) maga a 0 polinom. Tehat a nem
z valtozok tetszéleges helyettesitésére az s; egyiitthatok mindegyike 0. Tehat
F, = si = 0 teljesiil. gy az indukcios feltevés szerint az Gsszes s; egyszert
polinom minden egyiitthatoja 0. Teh&t p minden egyiitthatoja 0.

A z = y,; esetet hasonloan bizonyitjuk. Ekkor p = t, 1 - 2"~ 1 +
+ th—2 M2 oot 2 4 L, ahol tg, 1, . .. ,th,—1 legfeljebb [ valtozos,
z-t61 fliggetlen, egyszerd polinomok. Tekintsiik egy tetsz6leges helyettesité-
sét a nem z valtozoknak. Az igy kapott polinomot jeloljiik p(z)-vel. Ekkor
D(z) csak z-t6l fiigg, és minden Hy-beli helyettesitésre 0-at vesz fel. Tehat p(z)
legfeljebb egy hj — 1 fokd polinom, aminek h; darab gyoke van. Ez csak tgy
lehet, ha p(z) maga a 0 polinom. Tehéat a nem z valtozok tetszéleges helyet-
tesitésére a ¢; egyiitthatok mindegyike 0. Tehat F, = ¢; =~ 0 teljesiil. Igy az
indukcios feltevés szerint az Osszes t; egyszert polinom minden egyiitthatoja
0. Tehat p minden egyiitthatoja 0.

Ezzel belattuk, hogy F, |= p ~ 0 pontosan akkor teljesiil, ha p a konstans
0 polinom. A p polinom p egyszertd polinomma val6 atirasa soran kicseréltiik
az x;, Y, valtozok kitevéit, majd elvégeztiik a lehetséges Osszevonédsokat.



Ez O (||p||) id6 alatt megtehets. Tehat a most kozolt algoritmus idGigénye
O (||p||). Tehat F, = p ~ 0 eldontése O (||p||) id6t igényel. O

4. Tétel. Legyen IF, a q elemi test, ahol q egy primhatvdny. Legyenek H,, Hoy
... Hy részesoportok. Legyen | természetes szam. Legyenek py,pa, ..., p1 mo-
nomok dsszegeként adott, T1, o, ..., Tn, Y11, Y125 - s Ylmas Y2,15 - - - Yd,my-101 flig-
g0, Fg-beli polinomok, ahol x1,xs, ..., x, vdltozok Fy-beli, yi1,Yr2, - Ykms
vdltozok Hy-beli értéket vehetnek fel minden 1 < k < d esetén (n,my € N).
Legyen N = max{||pi|| : 1 < i < I}. Ekkor a py = 0,p2 = 0,....,p = 0
egyenletrendszer megoldhatosdga O (qu) 1ddben eldonthetd.

Bizonyitds. Legyen r; az a polinom, melyet tgy kapunk, hogy az 1 — pgfl
polinomot monomok &sszegére bontjuk (1 < ¢ < [). Az r; polinom hossza
legfeljebb N9 és p;-b6l O (NY) id6ben kiszamolhato. Vegyiik észre, hogy r;
lehetséges értéke egy helyettesitésnél 0 vagy 1. Tovabba r; valamely helyette-
sitésre pontosan akkor vesz fel 1-et értékként, ha a p; polinom értéke 0 ugyan-
ezen a helyettesitésen. Legyen r az a polinom, melyet Ggy kapunk, hogy az
r17ry...7; polinomot monomok Osszegére bontjuk. Az r polinom hossza leg-
feljebb N' ¢s O (N'7) id6ben kiszamithato. Vegyiik észre, hogy F, =7 ~ 0
pontosan akkor nem teljesiil, ha van olyan helyettesités, melyre minden r;
polinom 1-et vesz fel értékként (1 < ¢ < [). Tehat, ha van olyan helyette-
sités melyre p; = 0,p2 = 0,...,p; = 0 egyenletek egyszerre oldhatok meg.
Az 1.4. lemma szerint F, = r ~ 0 eldéntése O (||r||) id6ben tehets meg.
Tehat a p; = 0,p2 = 0,...,p; = 0 egyenletrendszer megoldhatosaga O (qu)
id6ben eldonthetd. O

Az Fy test egy Iy feletti 2 dimenzios vektortér. Jelolje o a Iy felett irredu-
cibilis 224z +1 polinom egy gyokét. Ekkor {a,1} bézis Fy-ben Fy felett. Tehat
tetszoleges v € Iy vektorhoz egyértelmien léteznek, olyan vy, v € Fy kons-
tansok, melyekre v = via + vy teljesiil. Az f;: Fy — Fy, f;(v) = v; fiiggvényt
az Fy test i-edik koordinatafiiggvényének nevezziik (i € {1,2}). Az alabbi-
akban igazoljuk, hogy az f; fiiggvény kifejezhets egy 4 feletti polinommal.
Ezen eredményt a 3. fejezetben hasznaljuk fel.

1.5. Definici6. Jeldlje fl, illetve ]72 az alabbi F, feletti polinomokat

filz) = 2* +

fo() = ax® + ax + .

1.6. Lemma. Legyen g: Fy — Fy egy fiiggvény. Ekkor x bdrmely helyettesi-
tésére (f; 0 g)(x)=(fiog)(x).



Bizonyitds. Barmely a € F, konstans estén (g(x) +a)? értéke 0, ha g(z) = a
¢s 1, ha g(z) # a. Igy (g(x) + a®)® + (g(z) + a)? értéke 1, ha g(z), mint Fy
feletti vektor, els§ koordinatajanak értéke 1 és 0 egyébként. Tehat x barmely
helyettesitésére

(frog)(x) = (g9(z) + a®)* + (9(x) + a)* = _
= o?g(2)? + ag(x)? + a®g(x) + ag(x) = g(z)? + g(x) = (f1 0 g)(x).

Hasonloan (g(z) +a?)? + (g(x) +1)3 értéke 1, ha g(z), mint F, feletti vektor,
mésodik koordinatajanak értéke 1 és 0 egyébként. Tehat x barmely helyette-
sitésére

(f209)(x) = (9(x) + a2+ (g(x) +1)* = ag(z)? + ag(z) + g(z) = (f09)(2).
0

1.7. Kévetkezmény. Az f; o g polinom hossza O (||g|[?).
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2. fejezet

Egyenletmegoldhatosag
bonyolultsaga szemipattern

csoportban

2.1. Szemipattern csoport

Legyen [F, egy véges test, és tekintsiik azon m x m-es F, feletti matrixokat
amelyek f64tloja alatt csupa nulla, f6atloban csupa nem nulla elem szerepel. E
matrixok csoportot alkotnak a szorzasra nézve, melyet 1" (m, F,)-val jeloliink:

hy 12 Aa13
0 hy as
T (m7 Fq) = 0 0 hg
0 0 0
\

6Ll,m
a2 m
a3,m

P

:hiGIFqX,aMEIFq,lSZ’<j§m

Jelolje 1, az m x m-es egységmatrixot, Fj; ; azt az m X m-es matrixot, amely
i-edik soranak j-edik eleme egy, minden més eleme nulla. Legyen B(m) =
={E;;j:1<i<j<m}, X CB(m). AT (m,F,) csoport egy

{Im + Z a@jEi’j 1 € ]Fq}

Ei’j eX

alaki részcsoportjat pattern csoportnak nevezziik és Ux(m,F,)-val jeloljik
[1]. Legyenek Hi, Hs, ..., H,, részcsoportok Fx-ben, legyen tovabbd Y =
={(,H;) : H;#{1},1 < i < m}. Tekintsiik azon m x m-es [, feletti matri-
xokat amelyek f6atlojanak i-edik eleme H;-beli, minden mas eleme nulla. E
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matrixok normalosztot alkotnak 7' (m, F,)-ben, amelyet Ny (m,F,)-val jelo-
liink :

([hy 0 0 ... 0 )
0 hy 0 ... 0

Ny (m,F,) = 0 0 hs ... O |:h e€H hy€H,,... ,hyeHp,
0 0 0 ... hp

\ Vs

A T (m,F,) csoport Ux(m,F,)Ny (m,F,) részcsoportjat szemipattern cso-
portnak nevezziik és Tx y(m,F,)-val jeloljik.

1. Példa. A T (3,F3) csoport

TB(3),{(2,F§< )} (3’ FS)

OO =
o >

b
c|:a,b,ceFs,hels
1

részesoportja egy 54 elemtd szemipattern csoport.

A 2. fejezeteben szemipattern csoport feletti egyenletmegoldhatosag, il-
letve ekvivalencia probléma bonyolultsagat fogjuk meghatarozni. Ezen prob-
lémék bonyolultsaga eddig még az 1. példaban szerepld csoportra sem volt
ismert.

A most kévetkez§ lemmakban a T (m,[F,)-beli matrixszorzast a matri-
xok elemei segitségével jellemeziik. Igy egyszerd képletet kapunk a T (m,F,)
csoportban torténd szamolasokhoz.

2.1. Lemma. Legyen n eqy természetes szam. Legyen minden 1 < k < n
esetén

hl,k @12k A13k --- (1lmk
0 hor G233k --- Gompk

A= 0 0 har - agmr | €T (m,F,).
0 0 0 ... hus

Ekkor az A1 Ay ... A, szorzat i-edik sordnak j-edik eleme:
0, hai>j;

- HZ:l hi,k; ha i = j;

12



b k?p+1 ]-kl 1 kg 1

Jj—i—1
Z Z Z Z Z thdoalll,kl H hll,dl
b=0

1<l <--<lp<j kpy1=b+1 c=1 ke=c do=1 =k1+1

b ket1—1 n
Howwr I tedtnime JI hide
e=2 de=ke+1 db+1:k‘b+1+1

ha 1 < j.

A 2.1. lemma bizonyitasa megtalalhato az A. fiiggelékben. A lemma az 1. pél-
daban szereplé m = 3 esetben az alabbi moédon egyszertisodik.

2.2. Lemma. Legyen n eqy természetes szam. Legyen minden 1 < k < n

dp ap by
esetén A, = | 0 e, ¢ | € T(3,F,) . Ekkor
0 0 Jfk
[licide > 1H dakH] k+1 €j b
Ay Ay = 0 Hk:l Ck D ket Hz 1 GiCk H?:IH—I fils
0 0 [Tiei f
ahol
n k—1 n n -1 m—1 -1 n
= Hdzbk H fj + dzam H €;C H fk
=1 i=1 Jj=k+1 =2 m=1 i=1 Jj=m+1 k=Il+1

Bizonyitds. A lemma n szerinti teljes indukcioval igazolhato.
Az n =1 eset trivialis.
Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allitas.
Jel6lje az A1 As ... A, szorzatot

A:

o O Q,
oo
~ 0 o

13



Ekkor az indukcios feltevés szerint d = [} _, di, e = 11—, e [ =11y frs

n k—1

o= Tt I o

k=1 i=1 Jj=k+1

n k—1

=S [ew 1 4

k=1 i=1 Jj=k+1

n k—1 n -1 m—1 -1 n

s [Tate T1 5+ 25 T T e I 5o
k=1 i=1 j=k+1 =2 m=1 i=1 j=m+1 k=l+1

Jelolje az A1 A, ... A, A, 1 szorzatot

d o V
A=10 ¢ ¢
00 f

Ekkor, A" = AA, .1, igy a f6atlobeli elemekre trividlis az allitas, tovabba

n k—1
a = Hdkan+1 + aep41 = Hdkan-H + E Hd ag H €jCny1 =
k=1 i=1 j=k+1
n+1 k—1 n+1
S THe 1T e
k=1 i=1 j=k+1
n n n k—1 n
/
c = H CkCny1 + Cfni1 = H €kCn+1 T Heick H fifos1=
k=1 k=1 k=1 =1 j=k+1
n+1 k—1 n+1
-5 Tlew T 5
k=1 =1 Jj=k+1
n k—1 n
kUn+1 n+1 n+l — kUn+1 k jtn+1
Hd + acp1 + bf, Hd —i—E Hda Hejc +
k=1 =1 Jj=k+1
n k—1 n n -1 m—1 -1
1Vk jJn+1 iUm 3 kJn+1l —
d;b fifnt1 + d;a eic fuf
k=1 i=1 j=k+1 =2 m=1 i=1 j=m+1 k=l+1
n+1 k—1 n+1 n+1l -1 m—1 -1 n+1
=2 1o T fi+ 2> [T dian TI e I 4
k=1 i=1 j=k+1 =2 m=1 i=1 j=m+1 k=l+1
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2.3. Kovetkezmény. A 2.1. lemmdban szerepld A1 A, ... A, szorzat i-edik
sordnak j-edik elemét jellemzd kifejezés hosszdat n fiigguényeben vizsgdljuk.
Vegyiik észre, hogy az i < j esetén szerepld képletben b = k wdlasztds-
ndl (jfi*l)O (nk“) darab n hosszi szorzat dsszege szerepel. Igy ezen képlet

o5 (1 o) o0

hossza
b=0

Tehdt a szorzatmdtriz elemeit jellemzd kifejezések hosszdnak mazimuma O (n'™).
Az m kitevd csak a szemipattern csoporttdl fiigg, n-tdl fiiggetlen.

2.2. Egyenletmegoldhat6sag szemipattern csopor-
tokban

Legyen T'x y (m,F,) egy szemipattern csoport. Legyen tovabba T' = T T5 ... T,,
egy T'x y(m,F,) feletti polinom. Tehat T} egy konstanst vagy valtozot jelolhet
Txy(m,F,) felett (1 <k <n). Természetesen kiilonb6z6 indexi Tj-k jelol-
hetik ugyanazon valtozot vagy konstanst is.

Vezessiik be a kdvetkez jelolést:

Yk T12k T13k --- TLimk
0 Yor To3k --- Tompk
T = 0 0 Ysk .- T3mk | . (21)

Ha T}, € Tx y(m,F,) konstanst jelolt akkor y; , H;-beli, ; j 1, F-beli kons-
tansok (1 < ¢ < j < m). Hasonloan, ha T}, € Txy(m,F,) valtozo, akkor
Vi Hi-beli, x; ;1 Fo-beli valtozok tgy, hogy T}, = T; akkor és csakis akkor,
ha yir = yig és x5 = 755, teljesil minden 1 < 7 < j < m esetén. Ha
(i, H;) ¢ Y, akkor H; = {1}, igy y;,, = 1 minden 1 < k < n indexre.
Ha B;; ¢ X, akkor a Txy(m,F,) csoportot alkotd6 matrixok i-edik soranak
Jj-edik eleme 0, igy z; ;, = 0 barmely 1 < k£ < n esetén.

15



Ezen jeloléssel a T kifejezés az alabbi alakra hozhato:

Y11 Ti121 1,31 --- Tim,l Y12 T122 T132 --- Tim2
0 Y21 T231 --- T2am,1 0 Y22 T232 ... T2am?2
T=10 0 Y1 .- T3ml 0 0 Yz2 .- T3m2
0 0 0 cee YUm 0 0 0 R

Yin Ti12n T13n -+ Timn

0 Ya.n T23n -+ T2mn

0 0 Ysn -oo T3mn

0 0 0 cor Ymn

A szorzést elvégezve 2.1. lemma alapjan

Yy Ti2 13 ... Tim
0 Y2 T2z ... Toam
T7T=10 0 Y --- T3m |, (22)
0 0 0 Yom
ahol
n
Yi = H Yk
k=1
j—i—1 b ker1—1ki—1 ko—1
xivj = z E E E H yl d() Zl1,k‘1 H yll,dl
b=0 i<li<--<p<jkpp1=b+1 c=1 kc.=c do=1 =k1+1
ket1—1 n
Hxle 1leske H Yie,deTly,j,kp 11 H Yjdpir-
=ke+1 dp+1=kp+1+1

Specidlisan, ha (i, H;) ¢ Y, akkor y; = 1, ha B; ; ¢ X, akkor z; ; = 0.

A T polinom pontosan akkor vehet fel I,,-et valamely helyettesitésre, ha
y; l-et, z; ; 0-t vesz fel ugyanerre a helyettesitésre (1 < i < j < m). Tehat
a T = I, egyenlet akkor és csakis akkor kielégithets, ha az y; = 1, z;; = 0
egyenletekbdl 4116 egyenletrendszer megoldhato F, felett. Ez egy specidlis F,
feletti, monomok Osszegeként felirt egyenletbdl allo egyenletrendszer, mely-
ben az y; , valtozok H;-bol, az x; ;5 valtozok F,-bol szarmaznak (1 < k < n).
Igy a 4. tételben leirt modszerrel ezen egyenletrendszer megoldhatosaga ha-
tékonyan eldénthetd.
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2. Példa. Alkalmazzuk a 2.2. szakaszban kozolt modszert az 1. példaban
szerepld TB(3)’{(27F§)}(3,F3) csoportra. Legyen T' = TiT, ... T, egy polinom
Tps) 425 (3, F3) felett. Legyen minden 1 <k < n esetén:

1 U U
Te={0 yp wy
0 0 1

Itt yr F3-beli, ug, vg, wy Fs-beli konstanst vagy valtozot jelolhet. fgy T
a 2.2. lemma alapjan az aldbbi alakra hozhato:

1 w v 1 us v 1 u, v, 1 u v
T=10 y1 w 0 yo wol...10 vy, wo| =109y w],
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
ahol
n n n n k-1 k—1
u= ) u H Yis v= ) vt uy H Yiwg,
k=1 i=k+1 k=1 k=2 1=1  i=l+1
n n k-1
y=[]w w=Y_JJww
k=1 k=1 i=1

Tehat a T' = I3 egyenlet akkor és csakis akkor megoldhat6, ha az y = 1,
u=0, v =0, w=0 egyenletrendszer megoldhato F3 felett. Ez a 4. tételben
leirt médszerrel hatékonyan eldénthetd.

2.3. Az algoritmus idSigénye

Az algoritmus bemenete egy Tx y(m,F,) feletti T' = 1115 ... T,, polinom. Az
n szdmot a 1" polinom hosszanak nevezziik, és ennek fiiggvényében vizsgal-
juk algoritmusunk idGigényét. Els6 lépésként a 11715 ... T, szorzat minden T},
tényezdjét atirjuk (2.1) alakba (1 < k < n). Ez a lépés O (n) id6t igényel.
Majd meghatarozzuk a 71T ... T, szorzatot, igy a (2.2) kifejezéshez jutunk.
Ha (i, H;) € Y, akkor a (2.2)-ben szerepls y; kifejezés hossza O (n), egyéb-
ként y; = 1. Ha B;; € X, akkor az x;; kifejezés hossza a 2.3. kovetkezmény
szerint legfeljebb O (n™), egyébként z; ; = 0. Ez a lépés O (n™) id6t igényel.

A T = I, egyenlet pontosan akkor megoldhat6, ha a y; = 1, z;;, = 0
egyenletrendszer megoldhato [F,, felett (1 <i < j < m). Ez egy F, test feletti
| X|+]Y| nem trivialis egyenletbdl all6 egyenletrendszer, melyben az egyenle-
tek monomok sszegeként vannak felirva, és hosszaik maximuma O (n™). En-
nek megoldhatosagarol a 4. tétel szerint | = | X |+|Y|, N = O (n™) paraméte-
rek mellett O (n™4IXI+¥D) idgben donthetiink. Tehét tetszleges Tx vy (m, F,)
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feletti 7" polinom megoldhatosdga O (n™4(XI+D) idsben eldonthets. A kite-
vében szerepls mq(|X| + |Y'|) kifejezés csak az T'x y(m,F,) csoporttol fiigg,
n-t6l fiiggetlen, igy az algoritmus valéban polinom idejt.

Az 1.3. allitas szerint, ha egy véges csoport feletti egyenletmegoldhatosag
P-beli, akkor az ekvivalencia is az. Tehat Txy(m,F,) felett az ekvivalencia
probléma is polinom idében eldénthetd.

3. Példa. A Ty (o 5x)3(3,F3) csoport feletti egyenletmegoldhatosag prob-
léma a 2. példaban kdzolt algoritmussal O (n*33+)) = O (n*®) id6ben el-
donthetd.
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3. fejezet

Egyenletmegoldhatosag
bonyolultsaga SL (2,7Zs)-ban

3.1. Az SL(2,Z3) csoport

Legyen Q = (i,j : i* = j* = 1,4 = 52, ji = i*j) a kvaterni6 csoport. Jelolje
—1 az % elemet. A @ csoport barmely g eleméhez egyértelmiien léteznek
olyan z,y, z € [y kitevk, melyekre g = (—1)%i¥j5>.

3.1. Lemma. Legyen n egynél nagyobb természeles szam. Legyen minden
1 <k <n esetén g, = (—1)*ki¥%j*. Ekkor g1gs...gn = (—1)"¥5%, ahol

:l?—Zajk—FZZyk?Jl+Zzzkzl+zzzkyla
1=2 k=1 1=2 k=1 1=2 k=1
?/:Zyka
k=1

z = Z Zk
k=1
kifejezések Fy felettiek.

Bizonyitds. Legyenek g1 = (—1)"1i%j* és go = (—1)™i%5** a @) csoport
tetszGleges elemei. Jelolje + és - a [y test feletti Osszeadést és szorzést, H a
Z, gytirt feletti 6sszeadast. Ekkor

g1go = (_1)m1iy1j21(_1)$2iy2j22 — (_1)2?1+902Z'y1j212’y2j22 —

_ 1\T1tza+z1ye y1Bys s21B20 1\ T1t+x2+y1-y2t+2z1-ze+210Y2 ;Y1 +Y2 2122
(-1) PR = (1) TR T,

Ezt felhasznalva a lemma n szerinti teljes indukcioval kévetkezik. O]
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Tekintsiik a @ x F} csoportot a kovetkezd hatéssal: az F) csoport «
generatoreleme hasson az {i,j,ij} halmazon az (i, j,ij) permutécioval izo-
morf moédon. Ekkor az igy definidlt @ x F szemidirekt szorzat izomorf az
SL(2,Z3) csoporttal (egy kozvetlen bizonyitas megtalalhato a B. fiiggelék-
ben). Megjegyezziik, hogy az SL (2,Z3) csoport feletti egyenletmegoldhato-
sag és ekvivalencia problémdak bonyolultsiga a korabbi tételek segitségével
nem eldonthetd.

Az Fy test egy Fy feletti 2 dimenzios vektortér, melynek {a,1} béazisa.
Ezért barmely v € F, vektorhoz egyértelmtien léteznek, olyan vi,v, € Fy
konstansok, melyekre v = (v, v2) = v + vy teljesiil.

3.2. Lemma. Legyen g = (—1)%¥j* € Q, ahol x,y,z € Fy, h € Fy. Jelolje
h-t, mint Fy feletti vektort, (a,b), a (z,y) rendezett szampdrt az Fy-beli Y.
Ekkor a hY € Fy szorzat, mint Fy feletti vektor, elsd koordindtdja j-nek,
mdsodik koordindldja i-nek a kitevdjével egyezik meg a g" konjugdltban.

Bizonyitds. Jelolje 4 és - a [Fy test feletti 6sszeadést és szorzést, H a Z, gytrid
feletti osszeadast. Ekkor
h = 1gx esetén

9O = (—1)i¥j°)! = (~1)7iVj7,
h = «a esetén
g0 = ((—1)7i¥52)® = (—1)7j¥i7)* = (—1)T23= ¥ = (_1)7jju+2
h = o? esetén
g(1,1) _ ((_1)xiyjz)a2 _ (_Dziyjyiz _ (_1)x+yziyaﬂz]-y _ (_1):::Z-y+z]»y.

fgy g" = (—1)mjostbyjovtaztbz it j ¢sj kiteviben Fy feletti dsszegek szere-
pelnek. Tovabba

hY = (a,b)(z,y) = (az + ay + bz, az + by).

Tehat hY els6 koordinatija j-nek, masodik koordinatéija i-nek a kitevgjével
egyezik meg a ¢" konjugaltban. ]

3.2. Csoportositas

Legyen t = tqty ... 1, egy SL(2,7Zs) feletti polinom, tehat ¢, egy SL (2,Z3)-
beli konstanst vagy valtozot jelolhet (1 < k < n). Természetesen kiilonb6z6
indexti t;-k jelolhetik ugyanazon valtozot vagy konstanst is.

Az SL(2,Z3) csoport izomorf a @ x F; szemidirekt szorzattal. Ezt fel-
hasznalva atirjuk a ¢ polinomot @ és Fj feletti kifejezésekre. Minden -t
atirunk gphy alakban (1 <k <n):
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- ha t; egy SL(2,Zs3)-beli konstanst jelolt, akkor g egy @Q-beli, hy egy
F-beli konstanst jelol, melyekre t, = grphy teljesiil;

- ha t egy SL(2,7Zs3)-beli valtozot jelolt, akkor gy egy Q-beli, hy egy
F-beli valtozot jelol agy, hogy t, = t; akkor és csakis akkor, ha g, = ¢
és hk = hl.

Tehat
t=1tity... 1, = glhlgghg ce gnhn = glggl .. .nghQ' --hn—1h1h2. .. hn (31)

A t polinom pontosan akkor vehet fel 1g7,(27,)-t valamely helyettesitésre,
ha @ felett 1o-t és Fy felett 1@ vesz fel valamely helyettesitésre. Legyen

q=gigy* ... g 3.2)

Ekkor t = 1 pontosan akkor megoldhato, ha ¢ = 1g és p = 1]F4x egyenletrend-
szer megoldhato.

Ezzel az SL(2,7Zs3) csoport feletti ¢ = 1 egyenletmegoldhatosagot vissza-
vezettik a g =1g ésap = 1F4x egyenletekbdl allo egyenletrendszer megold-
hatosagara.

3.3. A kapott egyenletrendszer megoldasa

Célunkag=1g,p= 1F4x koz0s kielégithetdségét polinom idében eldénteni. A
p= 1FZ egy F} feletti egyenlet, igy a 2. tétel szerint megoldhatosaga polinom
idében eldénthets. Ezért elGszor a g kifejezést vizsgaljuk meg, olyan alakra
hozzuk, melyre a megoldhatésag mar konnyen eldénthets. Majd az igy kapott
feltételek segitségével eldontjiik, hogy a ¢ = 1g, p = 1151 egyenletrendszer
megoldhato-e vagy sem.

A (3.2)-ben definialt ¢ kifejezés pontosan akkor vehet fel 1o-t valamely
helyettesitésre, ha ¢ = (—1)%a¥1j% alakra rendezve z, = y, = 2z, = Op, tel-
jesiil ugyanerre a helyettesitésre. Az alabbiakban meghatarozzuk z,, y,, 2,

kifejezéseket. ElGszor a g,z
juk ezek szorzatat.
Legyen gp = (—1)" ¥ j%. Természetesen, ha gp € @ konstanst jelolt,
akkor xp,yr, zi Fo-beli konstansok. Hasonléan, ha g, € @ valtozo, akkor
Tk, Yk, 2k Fo-beli valtozok agy, hogy gr = ¢; akkor és csakis akkor, ha x, =

=T, Y = Y1, R’k = <.
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Az Ty test egy Fy feletti 2 dimenzios vektortér, melynek {«,1} bazisa. Ezt
felhasznalva a Fa-beli (2, yx) vektort azonositjuk az Fy-beli Yi-val. Ha zy, yy
F>-beli konstansokat jelolt, akkor Yy egy F4-beli konstanst jelol, melyre, mint
F, feletti vektorra, Y. = (zx, yx) teljesiil. Ha zy, yr Fo-beli valtozokat jelolt,
akkor Yy egy Fy-beli valtozot jeldl ugy, hogy (zx, yx) = (21, y1) akkor és csakis
akkor, ha Y, =Y.

Ekkor a 3.2. lemma szerint nghz' PRt — (1) i ahol dy, illetve
az [y test feletti hyhy. .. hy_1Y} szorzat, mint Fy feletti vektor, els6, illetve
masodik koordinataja. Tehat az 1.6. lemma szerint dy = fi(hihe. .. hx_1Y%)
és C!g = fg(hlhg. .. hk—lyk)~

Igy a q kifejezés az alabbi alakra hozhato:

qg= 9193 gZ1h2 chn—1 (_1)I1Z'C1jd1(_1)x2i02jd2 o (_1)xnz'c’njdn‘

A szorzést elvégezve 3.1. lemma alapjan

0= (-1, 3.4
ahol
Zxk+220kcl+Zdedl+ZdeCl,
=2 k=1 =2 k=1 =2 k=1
Yq = chm (35)
k=1

n
Zq = E dk
k=1

A ¢ kifejezés pontosan akkor vesz fel 1o-t, ha az z, = Op,, ¥, = Op,,
2, = Op, egyenletrendszer megoldhato Fy felett. A ¢y, dj, kifejezések értékeét
[, feletti 0, 1 értékd polinomokkal jellemeztiik, igy érdemes ezt a > ;| zy
Osszeg esetében is megtenniink. Minden [y feletti vdltozoként eléfordulo x-t
kicseréliink fo(Xy) = aX? + aX; + Xj-ra, ahol X mar F, feletti valtozo
(1 <k <n). Vegyiik észre, hogy }";(Xk) = aX? + aX; + X}, csak 0 és 1
értékeket vehet fel IFy-ben.

Vegyiik észre, hogy az x, = Or,, ¥4 = Or,, 2, = O, egyenletrendszer
pontosan akkor megoldhato Fy felett ha xz;, valtozo ]?;(Xk)—ra, ¢ valtozo
fg(hlhg. . hg_1Yy)-ra, di valtozd fl(hlhg. .. hx_1Yy)-ra torténé atiras utan a
kapott egyenletrendszer megoldhato Fy felett.

Zxk—l—ichcl—l—idedl—kidecl

=2 k=1 =2 k=1 =2 k=1
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= h(Xp)+ Folhiha. . hy1Y3) fa(hiha. . i Y))+
k=1

n l-1
+3 Y filhahg. . hiaYe) fi(haha. . g YD)+

=2 k=1
n -1 " .
+3 Y filhaha. . hiaYe) fo(laha. . iy Y)) = Og,, (3.6)
=2 k=1
Yq = Z Cr — Z ],Fg(hlhg .. hk’—lYk) = OIF47 (37)
k=1 k=1
Zq = Z dk = Z ﬁ(hlhg - hk_1Yk> = 0[[?4. (38)
k=1 k=1

A q kifejezés pontosan akkor vesz fel 1o-t, ha a (3.6), (3.7), (3.8) egyen-
letrendszer megoldhato F, felett.

Tehat a t polinom akkor és csakis akkor kielégithets, ha a p = 1FZ’ Ty =
= Op,, Yg = Op,, 24 = Op, egyenletekbdl 4ll6 egyenletrendszer megoldhato IFy
felett, ahol p a (3.3), z, a (3.6), y, a (3.7), 2, pedig a (3.8) egyenléségben de-
finialt kifejezés. A (3.6) egyenletbeli f; - f; szorzatokat fejezziik ki monomok
osszegeként (7,7 € 1,2). Igy egy specialis Fy feletti, monomok Osszegeként
felirt egyenletekbdl allo egyenletrendszert kapunk. Ezen egyenletrendszerben
az Xy, Yy valtozok Fy-bél, a hy véaltozok Fy-bdl szarmaznak (1 <k <n).
A 4. tételben leirt modszerrel ezen egyenletrendszer megoldhatésédga hatéko-
nyan eldénthetd.

3.4. Az algoritmus idSigénye

Az algoritmus bemenete egy SL (2,7Z3) feletti t = t1ts . ..t, polinom.

Els6 1épésként a tqts . . .t, szorzat minden t; tényezgjét atirjuk gphs alak-
ban. Itt gx egy Q-beli, hy egy Fy-beli konstanst vagy valtozot jelol, melyekre
tr = grhy teljesiil. A ¢ polinom hossza ezen atirassal 2n-re né. Ez a lépés
O (n) id6t igényel.

Majd a szorzast elvégezve a ¢ polinomot (3.1) alakra hozzuk. Ekkor ¢
hossza O (n?)-re né. Ez a lépés O (n?) id6t igényel. A t = 1gp2,2,) egyenlet
pontosan akkor megoldhato, ha a (3.2) és (3.3)-ban definialt ¢ és p kifejezé-
sekre ¢ = 1g, p = 1F4x egyenletrendszer megoldhato.

Ezutan ¢ = 1o megoldhatosagat vizsgaljuk. Minden g-bol elkészitjik xy,
Yk, 2=t Itt xp, yi, 21 egyszerre konstansok, vagy valtozok Fy felett tgy, hogy
gr = (—1)"kq¥ 5% teljesiil. Ez a lépés O (n) id6t igényel.

23



Majd minden wy, yg, zx-t atirunk Xy, Y, alakban. Itt X3, Y, konstansokat,
vagy valtozokat jelol Fy felett, melyekre z), = fo(Xy) = ozX,f + aX + Xi és
(2K, yr) = Yy teljesill. Ez a lépés O (n) id6t igényel.

A (3.2) egyenlet akkor és csakis akkor kielégithetd, ha a (3.6), (3.7), (3.8)
egyenletrendszer kielégithets Iy felett. Ezen egyenletrendszer felirdsahoz el-
keészitjiik az Fy feletti fo(Xy), fa(hihe. .. hx_1Y%) és fi(hihs. .. hg_1Y)) poli-
nomokat (1 < k < n). Adott k esetén ezen polinomok hossza az 1.7. lemma
szerint rendre O (1), O (n?) és O (n?). Ez a lépés osszesen O (n?) id6t igényel.

Ezt kovetGen a (3.6), (3.7), (3.8) egyenleteket felirjuk monomok sszege-
ként. A (3.6) egyenlet hossza O (n%), a (3.7) és (3.8) egyenletek hossza O (n?).
Ez a lépés O (n) id6t igényel.

At = lgr(2,2,) egyenlet pontosan akkor megoldhato, ha a p = 1F4x, Ty =
= Or,, yg = Or,, 24 = Op, egyenletekbdl allo egyenletrendszer megoldhat6
[Fy felett, ahol p a (3.3), z, a (3.6), y, a (3.7), z, pedig a (3.8) egyenldség-
ben definialt kifejezés. Ez egy négy elemi test feletti, négy egyenletbdl allo
egyenletrendszer, melyben az egyenletek monomok Osszegeként vannak felir-
va, és hosszaik maximuma O (n°). Ennek megoldhatosagarol a 4. tétel szerint
q=4,1=4, N = O (n%) paraméterek mellett O (n) idében dénthetiink.
Tehat tetszdleges SL (2, Z3) feletti t polinom megoldhatosaga O (n®) idében
eldonthetd.

Az 1.3. allitas szerint, ha egy véges csoport feletti egyenletmegoldhatosag
P-beli, akkor az ekvivalencia is az. Tehat SL (2,Z3) felett az ekvivalencia
probléma is polinom idében eldénthetd.
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A fuggelék

Matrixszorzas T (m, Fq) -ban

A.1. Lemma. Legyen n eqy természetes szam. Legyen minden 1 < k < n
eselén

hp aior a3k - Gimpk
0  hop ao3r ... Gompk
0 0 0 .o s
Ekkor az A1As ... A, szorzat i-edik soranak j-edik eleme (1 <i,57 <m):

~ 0, hai>j;
- H::l hi,k; ha i :j;

j—i—1 b ket1—1 k-1 ko—1
> > E > > 11 hzdoazh,kl H hiy ay
b=0 i<li<--<lp<j kpy1=b+1 c=1 ke=c do=1 =k1+1

b ker1—1 n

Howr I tedtnime  JI hide

e=2 de=ke+1 db+1:k‘b+1+1

hai < j.
Bizonyitds. A lemma n szerinti teljes indukcioval igazolhato.
Az n =1 esetben az allitas i > j-re trivialis. Ha ¢ < j, akkor

j—i—1 b ketr1—1k1—1 ko—1

> > E > > ] Piaotinm H i, a, Hale 1 leske

b=0 i<hi<--<lp<g k)b+1 b+1 c=1 kc.=c dp=1 =ki1+1

e+1_ 1 1 kl—

H P d.au,.;, kb1 H J dp1 — E : H P o @i H h] di = @ij,1-
de=ke+1 db+1=k‘b+1+l ki1=1dp=1 di=k1+1
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Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allitas.
Jel6lje az A1 As ... A, szorzatot

h1 12 A13 ... Qim
0 hg a23 ... QA m
A= 0 0 hg ... A3m
0 0 0 ... hy

Ekkor az indukcios feltevés szerint

hi = ﬁ i,

j—i—1 b ket1—1ki—1 k2—1
aij= > E D> T rasins ] hh,dln% 1l ke
b=0 i<l <-<lp<jkps1=b+1 c=1 ke=c do=1 di=k1+1
ket1—1 n
H hi, a. Ay, kp 11 H h/j7db+1 :
de:ke+1 db+1:]€b+1+1

Jelolje az A1 A, ... A, A, 1 szorzatot

/ / / /

hl a2 ai3 - A1m
/ / /

0 hg 23 ceo Qo m
A/ = 0 0 hg/ ce a37m’

/

0 0 0 [

Ekkor A" = AA, .1, igy
n+1
H hz khz n+l — H hz k>
]—1
/
Q55 = hitijnir + Y Gipap e+ ihing =
f=i+1
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Jj—1 f—i—1 b ket1—-1

—Hhkaw+1+ZZ > Y Yy

f=i+1 b=0 i<li<---<lp<fkpy1=b+1 c=1 kc=c

ki—1 ka—1 key1—1
H hl ,do il Ky H hlhdl H Ale_q,le ke H hl67dealb7f kb1
do=1 di=ki1+1 de=ke+1
n 727 b kc+l_
I manasnn+ D > E > >
dpy1=kpy1+1 b=0 i<li<--<lp<jhkpy1=b+1 c=1 ke=c
ki—1 ko—1 ket1—1
H Wi do @i, l1,k1 H hia, H Ale_1,le ke H hleydealbujakw—l
do=1 di=k1+1 e=2 de=ke+1
n j—i—1 n+1 b key1—1
I hahinn=20 3 > > >
dpr1=kpt1+1 b=0 i<hi<--<lp<jkpp1=b+1 c=1 kc.=c
k1—1 ko—1 e+1—
H hl ,do il Ky H hl1,d1 H Ale_q,le ke H hle,dealbd kpy1
do=1 di=ki1+1 de=ke+1
n+1

I e

dp+1=kp1+1
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B fuggelék

Az SL(2,Z3) és a
() X IFZ csoportok izomorfiaja

5. Tétel. Jelslje Q) a kvaternid csoportot. Tekintsik a Q x F; csoportot a
kovetkezd hatdssal: az Ty csoport a generdtoreleme hasson az i, j elemeken
a(i) = 7, a(j) = ij mddon. Az igy definidlt Q x Fy csoport izomorf az
SL(2,Z3) csoporttal.

Bizonyitds. Legyenek

0 -1 1 1 -1 0
=)= ) =)
méatrixok az SL (2,Z3) csoportbol. Ekkor o(A) = o(B) = 4, (A) N (B) =

= (—I), tovabba AB # BA. Tehat (A, B) egy Q-val izomorf részcsoport az
SL(2,Zs3) csoportban. Legyen

11

=0 1);
e (11
C —C—<O 1).

Ekkor (A, B,C) = SL (2, Z3). Tovibbs
(6D -C D)
ene () ()6 - (G-

Ekkor o(C) = 3 és



0 —1 1 1
:(1 0)(1 —1):AB'
Ezért ¢ : Q X FZ — SL (2723)7 90((2.71» = A, @((Ll)) = B, 90((17a)) =C

izomorfizmus. Tehat SL (2,Z3) = Q x Fy.
[l
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