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1. BEVEZETES

Az egész szamok hatvanyok linearis kombindcidjaként torténd reprezentacio-
ja széleskort szakirodalommal rendelkezik. Egyrészt az el6allithat6 egész szamok
vizsgdlata is fontos kérdés, 1asd példaul Everest [6], Jarden, Narkiewitz [11], Haj-
du [7], Addm, Hajdu, Luca [1], Hajdu, Luca [8] és Nathanson [12] eredményeit,
masrészt bizonyos specidlis szamok, példaul a primek eldallithatésaga is érdekes
probléma (14sd Hajdu [7], illetve Addm, Hajdu, Luca [1]). A reprezenticid kérdé-
se djabban a kett6s alapi szamrendszerek teriiletén is kiilonb6z6 alkalmazdsokat
nyert, példaul Dimitrov és Howe [4] munkdja nyoman.

Kiilon figyelmet érdemel a vizsgélatok sordn az az eset, amikor a reprezen-
tacidban szerepld hatvanyszorzatok szama rogzitett. Nathanson [12] tobb ideva-
g6 kérdést is megfogalmazott, melyekre bizonyos esetekben Hajdu és Tijdeman
[9, 10] valaszolni tudott. Jelen dolgozatban ebben az irdnyban elért eredményein-
ket mutatjuk be. Ehhez sziikségiink van néhany jelolés bevezetésére.

Legyenek ay, . .., a; kiillonboz8 pozitiv egészek és A = {aq, ..., }. Legyen
A’ az A-ban 1év6 elemek hatvanyainak szorzataibdl allé halmaz, azaz

A ={a™ ... a)""|my, ..., m nemnegativ egészek}.

Legyen A, = A" U (—A'), ésjelolje F'(k) (k € N) azt a legkisebb természe-
tes szamot, melyet nem tudunk elGallitani k-nél kevesebb A’-beli tag sszegeként.
(Korabbi eredmények alapjan j6l ismert, hogy ilyen szdm létezik). Definidljuk
hasonléan az Fy (k) fiiggvényt, azzal a kiilonbséggel hogy alaphalmazként A’ he-
lyett most A/, -t hasznaljuk.

Hajdu és Tijdeman beldttak tobb, az F'(k) és F(k) fuggvények viselkedésé-
vel kapcsolatos tételt ([9, 10]). Bebizonyitottdk, hogy ha aq, . .., a; primszamok,
akkor minden k£ > 1 esetén

ECOE < F(k) < CF(k1)OT=IR ¢s KOk < Fy (k) < exp((KD)2) (1)

all fenn, ahol Cj és C5 pozitiv, abszolit konstansok, ¢* > 0 tetszéleges, C pedig
egy olyan pozitiv konstans, mely kizarélag *-tdl fiigg.

Ebben a dolgozatban azzal az esettel foglalkozunk, amikoraza; (i =1,...,1)
elemek nem csupan primek, hanem tetszleges pozitiv egészek lehetnek. Moti-
vacioként két dolgot is emlitiink. Egyrészt, a korabbi eredmények koziil tobb is
erre az esetre vonatkozik (lasd példaul [7, 1]). Masrészt, a bizonyitasok egy része
modulo m torténik (megfeleld m valasztassal), igy az extra feltétel, miszerint az
a; (i=1,...,1) szdmok primek, tobb ponton eleve 1ényegtelen.

Eredményeink bizonyitdsdhoz tobbek kozott ki kell tejeszteniink Tijdeman
klasszikus tételeit, melyek az A’ elemei kozotti hézagok nagysagardl szélnak



([14, 15]) a kizardlag prim alapokra vonatkozé esetrdl arra, mikor az alapok tet-
szbleges pozitiv egészek lehetnek.
Végezetiil megemlitjiik, hogy eredményeinket kozlésre elfogadtak [3].

2. UJ EREDMENYEK

Az ny,ne, ..., n; pozitiv egészeket multiplikative fiiggetleneknek nevezziik,
ha
nitong?-oondt =1 (o,...,a4 €7Z)
akkor és csak akkor teljesiil, haay =as = ... = a4 = 0.

Els6 eredményiink arra az esetre vonatkozik, amikor az A elemei k6zott van
legalabb két multiplikative fiiggetlen szam.

2.1. Tétel. Legyenek A, A’, A, F(k), illetve F (k) a kordbban adottak, és tegyiik
fel, hogy A elemei kozott taldlhato legaldbb két multiplikative fiiggetlen. Ekkor

i) F(k) > k“* minden k > 1 esetén, ahol ¢, egy kizdrélag A-tdl fiiggd kons-
tans,

i) F(k) < co(k)Y** minden k > 1-re, ahol & > 0 tetszéleges, és cy egy csak
e-10l fiiggd konstans,

iii) Fy(k) < exp((kl)®) minden k > 1 esetén, ahol c3 egy abszoliit konstans.

Megjegyezziik, hogy mivel F. (k) > F(k) teljesiil minden & > 1 esetén, igy
lathatd, hogy a fenti tétel i) része als6 becslést nydjt F. (k)-ra is. Ha 0sszeha-
sonlitjuk ezeket a becsléseket (1)-gyel, megéllapithatjuk, hogy az F'(k)-ra, illetve
F. (k)-ra kapott korlatok hasonléak, mint a [10]-ben taldlhatéak, ugyanakkor a mi
eredményeink dltalanosabb esetre vonatkoznak.

A kovetkezd allitasban azzal az esettel foglalkozunk, mikor az A halmaz ele-
mei paronként multiplikative fiiggéek. Amennyiben 6sszehasonlitjuk az igy ka-
pott korldtokat a 2.1. Tételben szereplokkel, megfigyelhets, hogy az F'(k), illetve
F. (k) fuggvények viselkedése ebben az esetben 1ényegesen eltérd.

2.1. Allitas. Ha A elemei pdaronként multiplikative fiiggéek, akkor léteznek olyan,
csak A-tol fiiggd 1 < ¢y < c5 konstansok, melyekre

b < F(k) < Fu(k) < c& minden k > 1 esetén.

A kovetkezd eredményiink fontos szerepet jatszik a 2.1. Tétel bizonyitdsaban.
Erdemes megemliteni, hogy az alabbi llitas Tijdeman [14, 15] azon tételeinek
kiterjesztése, melyek az A’ elemei kozotti hézagokra nyujtanak alsé-, illetve felsd
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korlatokat abban a specidlis esetben, mikor az A halmaz elemei kizarélag primek.
Jelen allitas ezen eredményeket terjeszti ki arra az esetre, mikor A elemei tetszd-
leges pozitiv egészek.

2.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy az A halmaz tartalmaz legaldabb két multiplikative
fiiggetlen elemet, és legyen 1 = aj < ay < ...az A’ elemeibdl képzett novek-
vd sorozat. Ekkor létezik egy olyan N pozitiv egész, illetve csak az A-tdl fiiggd
ce, 7 > 0 konstansok, hogy

/

: !/ /! a /

l) an+1—an>m ha an23,
n

. / / al !/

ii) &n+1—an<w ha ClnzN

Azt az esetet, amikor A elemei paronként multiplikative fiiggéek, a 3.5. Lem-
maban targyaljuk.

3. LEMMAK

Az el6z6 fejezetben ismertetett tételek bizonyitdsdhoz tobb lemmara is sziik-
ségiink van. Ezek koziil az elsd két szdm multiplikativ fiiggdségére ad egy ekvi-
valens feltételt.

log u
logv

3.1. Lemma. Legyenek u ésv # 1 pozitiv egészek. Ekkor akkor és csak akkor

raciondlis, ha u és v multplikative fiiggdek.

Bizonyitas. Ha u és v multiplikative fiiggdek, akkor konnyen lathat6, hogy mind-

két szam hatvanya valamilyen b pozitiv egésznek. Igy ﬁi;‘ nyilvdnvaldan racioné-

lis. Tegyiik most fel, hogy % raciondlis szdm. Ekkor felirhat6é § alakban, ahol p,

illetve ¢ pozitiv egészek. Igy qlogu = plogv, azaz u%v~" = 1, amibdl az allitas
kovetkezik. [

A kovetkezd lemma a % szam kozelitd tortjeirdl szol. Megjegyezziik, hogy
egy hasonl6 allitas szerepel [14]-ben, 4m az arra az esetre vonatkozik, amikor w,
illetve v primek. Val6jdban a lemma igazoldsa nagyon hasonlé a [14]-beni allita-
séhoz, am a teljesség kedvéért a bizonyitds egészét kozoljiik.

3.2. Lemma. Legyenek u,v # 1 multiplikative fiiggetlen pozitiv egészek és legyen
Z—g, % ...a % szdm kozelitd tortjeinek sorozata. Ekkor létezik egy olyan, csak

u-tol és v-10l fiiggd cg konstans, hogy bdarmely 1 > 2 esetén

Gi+1 < g;* logv.



Bizonyitds. Ha i > 2 akkor ¢; > 2. J6l ismert, hogy

1
qiqi+1 .

p; logu

¢ logw

Ez alapjan

log v

Ipilogv — g; logu| < (2)

di+1
Vegyiik észre, hogy a 3.1. Lemma segitségével |p; logv — ¢; log u| # 0, igy Baker
[2] egy klasszikus eredményét felhasznalva

|pilog v — gilogu| > exp (— Ci(log H))

adddik, ahol H = max(p;, q;) és C; egy olyan konstans, mely kizdrélag u-t6l és
v-t6l fiigg. Mivel £t < 1 + logu ezért log H < Cylogg; (i > 2), ahol Cy is

logv?

kizédrélag u-tdl és v-tl figg. Igy
lpilogv — gilogu| > ¢ (i > 2) 3)

kovetkezik, ahol cg egy csupdn u-tél és v-t6l fiiggd konstans. Osszevetve (2)-t és
(3)-at éppen a lemma allitasat kapjuk. O

Legyen A a Carmichael-fiiggvény. Azaz m > 1 esetén jelolje \(m) azt a leg-
kisebb pozitiv egész szamot, melyre

PN =1 (mod m)

teljesiil minden m-hez relativ prim r esetén.
A kovetkezd lemma a [9] cikk 1. Tétele. Megjegyezziik, hogy az eredmény
Erd6s, Schmutz és Pomerance [5] egy tételének explicit véltozata.

3.3. Lemma. Léteznek olyan Cs5 és Cy pozitiv konstansok, hogy minden elég nagy
1 egész szdm esetén van olyan m egész, melyre

logm € [logi, (logi)%®] és A(m) < (log m)C+losleglosm.

Legyen k egy pozitiv egész szdm és definidljuk a H 4 ;, halmazt a kovetkezd-
képpen:

I
HA,k:{nEZln:Za;ahollgkésagGA’ (i=1,...,1)}.

i=1



Ha H C Z ésm € Z, m > 2, akkor legyen
H(mod m) = {i|0 < ¢ < m,h =i (mod m) valamely h € H elemek esetén}.
A kovetkezd lemma a [10] cikk 1. Tétele.

3.4. Lemma. Legyenek Cs, A, illetve k mint fent. Ekkor létezik egy olyan C
konstans, hogy minden elég nagy 1 egész szdm esetén van olyan m egész, melyre
logm € [logi, (logi)“?], tovdbbd

|H 41| (mod m) < (log m)Csktlogloglogm.

A kovetkezd lemma megadja az A szerkezetét, valamint az elemei kozott ta-
lalhat6 hézagok méretét abban az esetben, amikor az A halmaz elemei paronként
multiplikative fiiggdek.

3.5. Lemma. Ha A elemei pdronként multiplikative fiiggdek, akkor létezik egy
olyan b pozitiv egész szdam, hogy A’ elemei felirhatéak b nemnegativ hatvdnya-
iként. Tovdbbd, léteznek olyan, kizdrolag A-tdl fiiggd cg, 19 pozitiv konstansok,
hogy bdrmely nemnegativ 3 > cq egész szdm esetén bV® € A’ teljesiil. Végiil, ha
a,, > b*, akkor

an g — a, = (b—1)p"+eo.

Bizonyitds. Ha az A elemei paronként multiplikative fiiggdek, akkor léteznek
olyan nemnegativ ~;, vy; egészek, hogy a)* = a}j all fenn minden ¢, 7 < [ index
esetén. Konnyen lathatd, hogy ez épp azt jelenti, hogy 1étezik egy olyan pozitiv
egész b szam, melyre a; = b% teljesiil minden i = 1,...,[-re. Amennyiben b nem
egyértelmiien meghatdrozott, igy legyen b a lehetd legnagyobb.

A lemma madsodik allitdsdnak igazoldsahoz el6szor vegyiik észre, hogy
Inko((31, Ba, ..., 5;) = 1. Ismert, hogy van olyan ¢y € N, csak a 31, ..., szé-

moktdl fiiggd konstans, hogy a

Brx1 + Poxo + ...+ By =

diofantikus egyenletnek (ahol z; ismeretlen pozitiv egészek (i = 1, ...,1), 5 pedig
rogzitett) 3 > cg esetén létezik megolddsa (1asd pl. [13]). fgy minden b° alaku
szam, melyre 5 > ¢y teljesiil, benne van az A’ halmazban. Innen a lemma masodik
allitasa is konnyen addédik. [

4. A TETELEK BIZONYITASA

Mivel a 2.1. Tétel bizonyitdsa nagymértékben a 2.2. Tételen alapszik, igy el-
sO6ként az utdbbit igazoljuk.



A 2.2. Tétel bizonyitdsa. El6szor belatjuk az 1) allitast. Tijdeman [14] az Ossze-
fiiggést bebizonyitotta abban az esetben, amikor A elemei primek. Amennyiben
A elemei kozott szerepelnek nem prim egészek is, gy legyen P = {p1,...,pm}
az A-ban szerepls elemek szorzata primtényezGinek halmaza, és definidljuk P’-t
az aldbbi mddon:

P ={pf"...ptmay, ..., an, nemnegativ egészek}.

Konnyen lathatd, hogy A" C P, igy felhaszndlva Tijdeman [14] eredményét,
kovetkezik a tétel i) része.

A 11) 4llitds igazolasdhoz Tijdeman [15] médszerét kovetjiik. Legyenek u és v
multiplikative fiiggetlen elemei az A halmaznak €s legyenek 1 = 2y < 1 < ...
az {u"v*|r, s > 0} halmaz elemei. Megjegyezziik, hogy az alabbiakban megjelend
C; konstansok kizardlag az u és a v szamoktol fiiggnek. Legyen x = x,, = u"v® >
N, ahol N értékét késdbb adjuk meg. Feltehetd, hogy u” > /. Igy

log x
r> 5L @)
2logu
Legyen most 22, 2. ... a igiz szam kozelit6 tortjeinek sorozata. Ismert, hogy

qo,q1,--. monoton novekvé sorozat. Vilasszuk meg -t 1ugy, hogy
g < r < @i+ teljesiiljon és tegyiik fel, hogy NV elég nagy ahhoz, hogy n > 3
€s 1 > 2 is fenndlljon. A tovdbbiakban két esetet kiilonboztetiink meg.

a) Tegyiik fel el6szor, hogy

, 1
b logu
Qi log v

Ekkor legyen 2/ = u’~%u*tP: Lithat6, hogy ezzel a vélasztassal 2/ > x. Igy a
kozelitd tortek egy jol ismert tulajdonsaga alapjan

i logu i i 1
p g <Zi_p+1_

qi log v qi qi+1 qiqi+1

addodik. Innen

/ Di 1
logx—:logv =p;logv — g;logu < o8 v
x

udi Qi+1

Felhaszndlva (4)-et, illetve hogy r < ¢;.1, lathatd, hogy

logz _ log v - log v < 210gu10gv_
x Qi+1 r log




A fenti két egyenlStlenség Osszevetésébdl adddik, hogy az % tortre u és v ismere-
tében adhat6 egy, csak ezen két szamtdl fiiggs felsd korlat. Tovabba z’ > z-bdl,
illetve az f(y) = '2¥ (ahol y = ) fiiggvény elemi tulajdonsigaibol adddik,

hogy
/ /
10g£>06<£—1).
T T

Ezen allitasbol pedig

kovetkezik. Igy végiil

T <2’ < x4+ Cf (5)

log © - logz,
b) Tegyiik most fel, hogy

i1
n_logu
¢ logv

J6l ismert, hogy 2=t > 8% oy a7 o/ = " ~%-195tPi-1 vilasztdssal 2/ >

qi—1 logv

adddik. Ez alapjan

i— logu i— i 1
bi-1  log <p 1 DPi

qi—1 log v qi—1 Qz‘_qz‘—lqz"

amibdl

/ Pi—1 1
log r_ log Y =pi_1logv —¢q_1logu < 08y
x

udi—1 q;

kovetkezik. A 3.2. Lemma alapjén innen végiil

g1\
g > < z+1> )
log v

A fenti egyenl6tlenségeket felhaszndlva, (4), illetve u < ¢;1 alapjén

| ! _ log v _ (logv)*%  (2logu)®®(logv)'*Cs
og —
x ¢ s (log z)“s

teljesiil. Igy az a) esethez hasonléan 1étezik egy olyan Cyy konstans, melyre

/ /
10g£>C’9<£—1).
x x



Ebbdl

T T,

— =2, +Cp———.
s T, + lo(logxn)CS

Tpp1 <2’ <z + Cho
(log )

(6)

fgy (5) és (6) miatt mind az a), mind a b) esetben az alabbi egyenldtlenséghez
jutunk:

Tpy1 < Ty + Cnma ha z, > N.
Ha itt IV elég nagy, ugy
T ha z, > N
$n+1<$n+m, a T, = 1V,
ami bizonyitja az allitast. 0

A 2.1. Allitds bizonyitdsa. El6szor megemlitjiik, hogy F(k) < Fy (k) teljesiil min-
den k > 1 szdm esetén. Ahhoz, hogy igazoljuk a & < F(k) egyenl6tlenséget,
vegyiik észre, hogy a 3.5. Lemma miatt ebben az esetben A’ kizar6lag egy b nem-
negativ egész kiillonboz6 hatvényait tartalmazza, és 1étezik egy olyan X pozitiv
egész, hogy ha z > X, akkor b* € A’. Igy az dllitds ezen részének igazoldsa
egyszerl szamoldssal adodik.

Most az Fy(k) < cf egyenl6tlenséget igazoljuk. Ehhez az éltaldnossdg meg-
szoritdsa nélkiil feltehetd, hogy a fenti jelolések megtartdsa mellett A’ = {b']i =
0,1,2,...}.Legyenk > 1,éshab > 3, akkorn = b* 1 +0* 2+ ...+ b+ 1. Meg-
mutatjuk, hogy ebben az esetben n barmely n = a} + ... + a; elddllitdsa esetén
(a, € AL, i1=1,2,...,t)at > k egyenlStlenség adédik. Legyen ¢ minimélis és
tegyiik fel, hogy |a}| > |a5| > ... > |a}|. A t minimalitdsa miatt konnyen lathatd,
hogy teljesiilnie kell az a; = v*~! egyenléségnek. Legyen most n' = n — bF~1 és
alkalmazzuk a fenti eljardst n’-re, hogy megkapjuk a’, értékét. Innen indukcidval
kapjuk, hogy a} = 071 a, =b*"2 ... a}_, = b,a, = 1. Azn < b* egyenlbtlen-
ség felhaszndldsaval kovetkezik, hogy F (k) < n, igy ebben az esetben a c5 = b
vélasztds megfelels. Ha b = 2, gy a fenti eljarast az n = 222 4 22k=4 11
szdmra alkalmazva azonnal adédik, hogy n < 4%, igy az 4llitdst belattuk. [

A 2.1. Tétel bizonyitdsa. A bizonyitds soran Hajdu és Tijdeman [10] 3. Tételének
a gondolatmenetét kovetjiik. A 6 eltérés az, hogy most a 2.2. Tételben szerepld
hézagokat hasznalhatjuk a bizonyitds sordn, igy dltalanosabb allitast igazolhatunk.

A 2.1. Tétel 1) részének bizonyitdsahoz a mohé algoritmust hasznaljuk. Te-
gyiik fel, hogy ki akarjuk fejezni az n pozitiv egész szamot az A’ halmaz eleme-
inek Osszegeként. Legyenek a},al, € A’ olyan szamok, melyekre ) < n < d,
teljesiil és legyen n; := n — a}. Ekkor a 2.2. Tétel alapjan n; < a) — a} <
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a’y < n
(log af)“13 (logn)“13
megismételve no-t kapjuk, melyre fenndll az n, <

adédik, ahol C3 kizarélag A-tdl fiigg. Ezt az eljarast n;-re
W egyenlGtlenség. Az
eljarast iterdlva a fennmaradé részt mindig legaldbb (log n)“15-ed részére csok-
kenthetjiik egészen addig, mig n; nagyobb, mint exp(y/logn). Amennyiben n;
kisebb, mint exp(y/log n), Ggy n;, niy1, . . . értékét minden egyes 1épésben C'g-od
részére redukaljuk, ahol a C'4 konstans kizarélag az A halmaztdl fiigg. Ezt egé-
szen addig ismételhetjiik, mig (logn,, ;)" > C)7, ahol C'7 egy csak A-t6l fiiggd
konstans. Az eljaras végeztével kapjuk, hogy

logn n Viogn
Cisloglogn  log Cig

k§i+j+017< + Ci7
A’-beli elem elegendd, hogy eldéllitsuk n-et, ami igazolja az (k) > k¥ 4llitdst.
A tétel i1) részének blzonyltaséhoz, meg kell vizsgdlnunk az n-nél nem na-
gyobb porzitiv egészek Z _,aj, a; € A"U {0} alakban torténd eldallitdsat.
Mivel azon A’ U {0}-beli elemek szdma, melyek nem nagyobbak n-nél legfel-
jebb (Cislogn)!, igy l4thatd, hogy az elddllitott egészek szdma nem tobb, mint
(Ciglogn)*. Ha ez a szdm kisebb, mint n, gy biztosak lehetiink abban, hogy
1étezik olyan n-nél nem nagyobb pozitiv egész szdm, mely nem all el6 ilyen alak-

ban. Ez akkor all fenn, ha

logn
kl < :
loglog n + log Cis
Tegyiik most fel, hogy n > (kl)1*+9)k Ekkor elég nagy = esetén a bgmﬁ%

fiiggvény monotonitdsdbol kovetkezik, hogy

logn - (14 e)kllog(kl)
loglogn + Cig =~ log(kl) 4+ log((1 + ) log(kl)) + Cis

> ki,

ha kl elég nagy. Ha co-t k[ kisebb értékeinek megfelelGen Valasztjuk ugy az 0sszes
k1 esetén fennallé n > cy (k1) 9% egyenlétlenséghez jutunk. igy

F(k) < ey(kl) R

amivel belattuk a tétel ii) részét.

A tétel iii) részének igazolasdhoz vizsgdljuk meg a pozitiv egész szamok A’, -
beli elemek Osszegeként val6 elGallitasat. Legyen H) ;. a 3. fejezetben bevezetett
H 4, halmaz megfelelGje, azzal a kiilonbséggel, hogy most A’ helyett A’, ele-
meit hasznaljuk. Keressiikk meg a legkisebb olyan ¢ egész szamot, melyre ¢ >
10 teljesiil dgy, hogy j > (logj)¢sFleelogloes 411 fenn, ha j > 4. Ekkor i <
2(log i)“sktlosloglosi Ebbg] kivetkezik, hogy

logi < Chokl(loglogi)(logloglogi),



ahonnan log i < Cykl(log(kl))(loglog(kl)) adddik valamely Cg és Cog konstan-
sokkal. A 3.3. Lemma alapjan 1étezik egy olyan m egész, melyre log: < logm <
(logi)“* teljesiil, Gigy, hogy minden H .-beli reprezentacio lefedhets legfeljebb
(log m)Csktloglogloem madulo m maradékosztdly segitségével. Az i definici6jabol,
illetve az i < m egyenl6tlenségbdl 14thatd, hogy ezen maradékosztilyok szdma
kisebb, mint m, igy legalabb egy n < m pozitiv egész szam nem 4ll el Zle a
alakban (ahol a; € A" U {0}). fgy

logn < logm < (logi)® < (Cykl(log(kl))(loglog(kl)))“® < (ki)

teljesiil valamilyen c3 konstanssal. Innen kovetkezik, hogy F. (k) < exp((kl)®),
amivel belattuk a tétel iii) allitasat is. ]
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