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1. Bevezetés

Pillai [30] a kovetkezé problémat vetette fel. Igaz-e, hogy barmely k& > 2 egymaést kovetd
egész szam kozott van olyan, amely az Osszes tobbivel relativ prim? Vezessiink be két
jelolést. Legyen ¢ az a legkisebb szam, hogy létezik ennyi darab egymast kovetd egész,
melyek egyike sem relativ prim az Osszes tobbivel; legyen tovabba G az a minimélis K
érték, hogy minden k£ > K esetén taldlhaté ez utobbi tulajdonsagu k egymast koveto
egész szam. Pillai [30] megmutatta, hogy g 1étezik és g = 17 teljesiil. Eredményét késébb
Brauer [8] egészitette ki, - egyben teljességgel megvélaszolva az eredeti kérdést - igazolva,
hogy G is létezik és G = g = 17 all fenn.

Pillai kérdésének kés6bb tobb altalanositasa is sziiletett. Mi itt a teljesség igénye nélkiil
csupan néhany fontos és érdekes irdnyt emlitiink meg. Az elsé Caro [11] nevéhez fiiz6dik,
aki olyan szam létezését vizsgalta k egymaést koveto egész kozott, melynek kozos osztoja
az Osszes tobbivel nem nagyobb, mint egy rogzitett d > 1 egész szam. Caro [11] bevezetve
a megfeleléen médositott g(d) és G(d) mennyiségeket, megmutatta, hogy azok minden d
esetén léteznek, tovabba korldtokat is adott nagysagukra a w(z) fliggvény segitségével.

Egymaést kovetd egészek legnagyobb kozos osztoit vizsgdlta Hajdu és Saradha [16]
is. Legyen T egészek egy tetszOleges halmaza. Abban az esetben, amikor T véges vagy
specidlis, in. S-egészek részhalmaza, Hajdu és Saradha [16] igazolték, hogy a kordbbiakhoz
hasonlé médon definidlt g(7") és G(T') mennyiségek - pontos definicidkért most és kés6bb
is lasd a tobbi fejezetet - 1éteznek és explicit felso korlatot is adtak ezek értékére.

Egy masik irdanyd altalanositast vizsgalt Ohtomo és Tamari [29]. Egymast kévetd
egészek helyett tekintsiik egy A = (A,)%, szdmtani sorozat egymadst kovetd tagjait.
Legyen g4 az a legkisebb szam, hogy létezik a sorozatnak ennyi darab egymast koveto
tagja, melyek koziil egyik sem relativ prim az 6sszes tobbivel; tovabba G4 az a legkisebb
szam, hogy barmely k > G4 esetén létezik k darab egymast koveto tagja a sorozatnak
ez utobbi tulajdonsaggal. Ohtomo és Tamari megmutatta, hogy G4 mindig létezik, ha
A = (A,)22, szamtani sorozat.

Ebben a dolgozatban tobb, az elébbiekhez szorosan kapcsolodd problémat tekintiink.
Legyen most A = (A,)%%, egy tetszileges egészekbdl allé sorozat, ga és G4 pedig az
el6z6 bekezdésben definialt mennyiség. Egy sorozatot Pillai sorozatnak fogunk nevezni,

ha G4 létezik. Vizsgalni fogjuk tobbek kozott, hogy a Lucas vagy Lehmer sorozatok,



illetve asszocidlt sorozataik mikor Pillai sorozatok.

A Lucas és Lehmer sorozatok irodalma rendkiviil gazdag, kiilonféle oszthatdsagi tu-
lajdonsagaikat tobb szerzo tobb szemszoghdl is vizsgalta. Mi itt a teljesség igénye nélkiil
csak néhanyat emlitiink meg az érdekes és fontos iranyok kozil.

Az egyik legjelent6sebb probléma a Lucas és Lehmer sorozatok tagjainak primitiv
primosztdival kapcsolatos. Tébb részleges eredmény utan Bilu, Hanrot és Voutier [6] tel-
jességgel megvalaszolta a kérdést.

Tobben vizsgaltak, hogy egy linedris rekurziv sorozat egy tagjat mikor osztja annak
indexe. A pontos részletekért lasd Gyéry és Smyth [15], Smyth [40] és Alba Gonzdlez et
al. [1] publikaciét és az ott talalhaté hivatkozasokat.

Egy masik kérdés az un. oszthatdsagi sorozatok karakterizacidéja. Pontosabban fogal-
mazva adjuk meg az Osszes olyan u = (u,)52, sorozatot, melyekre i | j esetén u; | u;
teljesiil. Ezen sorozatok teljes jellemzése megtalalhatd Bézivin, Pethé és van der Poorten
[5] cikkében, de megemlitjitk még Gyory és Pethé [14], Schinzel [32], illetve Hordk és Skula
[20] fontos idevagd eredményeit is.

Vizsgaltdk azt is, hogy egy linearis rekurziv sorozat egymast koveto tagjainak szor-
zata lehet-e teljes hatvany. Az eredmények részletezése helyett Shorey és Tijdeman [34]
konyvét, tovabba Luca és Shorey [24, 25, 26], illetve Brindza, Liptay és Szalay [9] cikkeit
ajanljuk az olvasé figyelmébe.

Az el6zéekhez ugyan szorosan nem kapcsolddd, de hasonléan sokat vizsgdlt probléma
a rekurziv sorozatok tagjainak multiplicitasa. Pontosabban az, hogy egy rogzitett elem
hényszor fordul el6 a sorozatban. Masodrendl esetben Kubota [21, 22], Beukers [4],
tovabbéd Brindza, Pintér és Schmidt [10] eredményeit, mig magasabb rend linedris re-
kurzidk esetén Allen [2], illetve Amoroso és Viada [3] munkdit emlitjiik.

Foglalkozunk tovabba asszocialt Lucas és Lehmer sorozatokkal is. A kapcsolodd fon-
tosabb eredmények helyett csupdn [28]-ra és az ott taldlhat6 hivatkozasokra utalunk.

Legyen u egy Lucas sorozat. A dolgozatban megmutatjuk, hogy néhany degeneralt
esettdl eltekintve minden Lucas sorozat Pillai sorozat, tovabba minden sorozatra megad-
juk g, és G, pontos értékeit is. Hasonlé eredményt mondunk ki Lehmer sorozatokra is.
Megemlitjiik, hogy a tételeink bizonyitasa kozben valaszt adunk Beukers [4] egy kérdésére
is a nem degeneralt Lucas sorozatok 1 és —1 elemeinek multiplicitdsait illetéen. Erdekes

modon kideriil, hogy Pillai sorozatnak lenni "ritka” tulajdonsag, legalabbis abban az



értelemben, hogy mar az Uin. asszocialt Lucas- és Lehmer sorozatok sem mindig azok.

Specialis esetként mind a Fibonacci, mind a Lucas szamok sorozataval kapcsolatosan
kimondunk egy-egy tételt. Igazoljuk, hogy barmely k£ < 24 egymaést kévetd Fibonacci
szamot tekintve mindig talalhato ezek kozott olyat, mely az osszes tobbivel relativ prim,
ugyanakkor van olyan 25 darab egymdést koveté Fibonacci szam, hogy ez utébbi nem
teljesiil. Megmutatjuk azt is, hogy melyik az elsé 25 ilyen Fibonacci szam. Igazoljuk
tovabba, hogy bar a Lucas szamok L sorozata nem Pillai sorozat, viszont g; létezik és
gr = 171 teljesiil.

Bizonyitunk egy &altalanos tételt is. Legyen S primek egy véges halmaza, T" pedig
olyan egészeké, melyeknek nincs S-en kiviili primosztéja. Az u tetszéleges rendii linearis
oszthatosagi sorozat egymast koveto tagjainak kozos osztoi helyett azok S-mentes részét
tekintve, felsé korlatot adunk a ¢,(7T") és G, (T) értékeire.

A dolgozatban nem csak linearis, hanem mas tipusu rekurziv sorozatokat is vizsgalunk:
név szerint az elliptikus oszthatésagi sorozatokat. Az elliptikus oszthatésagi sorozatok
irodalma szintén igen gazdag. Mar maga a definicié is megannyi kiilonféle valtozattal
rendelkezik. Mivel ebben a fejezetben pontos fogalmakat nem kozliink, igy a részletesebb
eredmények helyett csak néhany vizsgalt problémat emlitiink meg.

Elséként Ward [42, 43] foglalkozott részletesen ezen sorozatok tulajdonsagaival. Azéta
tobb szerz6 tobb érdekes eredményt ért el kiilonféle iranyokban.

Az egyik sokat vizsgalt kérdés a sorozatok alapvetd oszthatdsdgi tulajdonsagaival kap-
csolatos. Tébbek kozott Everest, Mclaren és Ward [13], illetve Silverman [36, 37] cikkeit
emlitjiik meg az ott talalhaté utaldasokkal egyetemben.

Egy masik probléma az elliptikus oszthatésagi sorozatok tagjainak novekedése. Itt
Silverman [35] publikdciéjat és az ott lathaté hivatkozasokat ajanljuk az olvasé figyelmébe.

Tobben vizsgaltak azt is, hogy egy elliptikus oszthatdsagi sorozat mely tagjainak van
primitiv primosztéja. Kapcsolodd eredmények részletezése helyett most csupan Everest,
Mclaren és Ward [13] munkajara és az ebben taldlhaté irodalomjegyzékre szoritkozunk.

Meg fogjuk mutatni, hogy minden B elliptikus oszthatésagi sorozat Pillai sorozat. Bi-
zonyitunk tovabba egy altalanosabb tételt a T-Pillai tulajdonsaggal kapcsolatban. Mind-
emellett néhéany konkrét elliptikus oszthatdsagi sorozat esetén megadjuk a gp és Gp
mennyiségek pontos értékeit is.

Bizonyitasaink soran, mind a linearis rekurziv sorozatok, mind az elliptikus oszt-



hatdsagi sorozatok esetében a sorozatok alapveto oszthatdsagi tulajdonsagait kihasznalva
visszavezetjik a problémét egy azzal ekvivalensre az egymast kovetd egészek korében.
Tulajdonképpen a sorozat egymast kovetd tagjai helyett, az egymast kovetd indexeket
fogjuk tekinteni. Itt Lucas [27], Lehmer [23], McDaniel [28], tovdbbéd Everest, Mclaren és
Ward [13] eredményeire tdmaszkodunk.

Ezeken tul, linearis rekurziok vizsgalatanal sziikségiink lesz Bilu, Hanrot és Voutier
[6] Lucas és Lehmer sorozatok primitiv primosztéirdl sz6lé és Beukers [4] Lucas sorozatok
elemeinek multiplicitasaval kapcsolatos tételére, illetve Schlickewei és Schmidt [33] mély,
un. polinomidlis exponencidlis diofantikus egyenletekre vonatkozo, az altér tételen alapuld
eredményét hasznéljuk. Az elliptikus oszthatdsagi sorozatok esetében Silverman [35] ellip-
tikus oszthatdsagi sorozatok tagjainak novekedésére és primitiv primosztdira vonatkozd
tételeit alkalmazzuk.

Bizonyos esetekben egy, a sorozattol fliggé T halmaz mellett vagyunk kivancsiak a
g(T) és G(T) figgvények értékére vagy azok egy fels6 korlatjara. Itt a f6 segitséget Hajdu
és Saradha [16] G(T') értékét egy altalanos esetben korlatozé eredménye, és egy idevago,
un. primlefedd algoritmusa jelenti.

Végiil megemlitjiik, hogy eredményeinket a [17, 18, 19] publikacidk tartalmazzéak.



2. Pillai sorozatok

Ebben a fejezetben a késobbi targyalas sordn hasznalt terminologia és jelolésrendszer
egy részét épitjik ki. Elséként az eloz6 fejezetben mar emlitett Pillai-féle kérdésrdl és egy
altalanositasardl ejtiink szot, bevezetve a g és G, illetve a g(T') és G(T') mennyiségeket - ez
utobbiak el6tt a technikai jellegli T-relativ prim fogalmat ismertetjiik. A masodik részben
a vizsgalodasaink tényleges targyat képezo Pillai- és T-Pillai sorozatokkal foglalkozunk.

Végig fel fogjuk tenni, hogy k, ko, K > 2 egész szamok.

2.1. Pillai problémaja és egy altalanositas

Legyen g = ko az a legkisebb szam, melyre létezik ky egymast kovetd egész tigy, hogy
ezek koziil egyik sem relativ prim az Gsszes tobbivel. Pillai [30] megmutatta, hogy g =
17. Legyen tovabba G = K az a minimalis érték, hogy minden £ > K esetén létezik
k olyan egymast kovetd egész melyek koziil egyik sem relativ prim az osszes tobbivel.
Brauer [8], kiegészitve Pillai eredményét igazolta, hogy G = g = 17. Most bemutatjuk,
hogyan lehetséges 17 olyan egymést kovetd egész szamot taldlni, hogy ezek koziil egyik
sem relativ prim az 0Osszes tobbivel. Ennek keretében a kés6bbiek sordn fontos szerepet
jatszo primlefedési technikat is szemléltetjiik.

Tekintstik az Ai, Ao, ..., Aj7 egymast kovetd egész szamokat. ”Fedjiik le” ezeket a
2,3,5,7,11,13 primekkel az 1. tablazatban lathaté modon.

1 |20 34| 5 |6/7/8/9/10| 11 [12|13|14|15|16| 17
251113 (27]1312,3/5(2(3 2|7 235|112 |3 |25 /237,13

1. tablazat. Egy primlefedés: k=17 eset

A tablazat fels6 soraban az A; egész szam i indexe lathatd, mig a masodik sorban a
megfeleld indexti tagot oszté primek. A konstrukciobdl konnyen leolvashato, hogy nincs

olyan A;, ami mindegyik mésikkal relativ prim lenne. Megoldva az

r = 0 (mod 2)
xr+1 = 0 (mod 3)
r = 0 (mod 5)
x+2 = 0 (mod7)



r = 0 (mod 11)
r4+3 = 0 (mod 13)
linedris kongruenciarendszert kapjuk, hogy A; = x = 27830 (mod 30030), azaz

27830,27831, ...,27846

olyan egymast koveto egész szamok, melyek koziil egyik sem relativ prim az 0sszes tobbi-
vel. Természetesen rogzitett k esetén nem csak egy lehetséges lefedés 1étezhet, tovabba
mar egy konstrukcié is végtelen sok megfelel6 tulajdonsagu szam k-ast biztosit.

Mielott Pillai probléméjanak altalanositasat tekintenénk, bevezetjiik az un. T-relativ
prim szamok fogalmat. Legyenek p,q tetszéleges egész szamok, T pedig egészek egy
rogzitett halmaza. Azt mondjuk, hogy p és ¢ T-relativ primek, ha ged(p, q) € T

A T-relativ prim fogalmat felhasznalva jutunk el Pillai kérdésének egy Hajdu és Sa-
radha [16] dltal vizsgdlt altalanositdsdhoz. Legyen T' egészek egy tetszoleges halmaza és
modositsuk a g és G mennyiségeket a kovetkezé médon. Legyen ¢g(T) = ko az a legkisebb
szam, hogy 1étezik kg egymast kovetd egész szam, hogy azok koziil egyik sem T-relativ
prim az Osszes tObbivel; tovabba legyen G(T') = K az a minimélis érték, hogy minden
k > K esetén talalhato elébbi tulajdonsagu k egymast koveto egész. Vegyiik észre, hogy
T = {1} vélasztassal pontosan Pillai problémajat kapjuk.

2.1. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy ha 1 & T, akkor mindig léteznek a g(T) és G(T)
mennyiségek, tovibbd g(T) = G(T) = 2 teljesiil (hiszen két egymdst kovetd egész szdm
relativ prim egymdssal, igy ebben az esetben nem T-relativ primek). Ezért most és a

késobbiekben is emlités nélkul feltesszuk, hogy 1 € T.

2.2. Pillai- és T-Pillai sorozatok

Ebben a részben egy mas iranyu altaldanositast tekintiink, pontosabban a kérdéses kozos
oszté mellett az alaphalmazt is megvéltoztatjuk. Legyen A = (A,)%2, egy tetszéleges
egészekbol allé sorozat. Egymast koveto egészek helyett tekintsiik Pillai kérdését a sorozat
egymast koveto tagjai kozott. Legyen g4 az a legkisebb kg, hogy létezik a sorozatnak kg
egymast koveto tagja, melyek koziil egyik sem relativ prim az osszes tobbivel. Hasonléan,
mint az el6zéekben legyen G4 = K az a minimalis érték, hogy minden k£ > K esetén

létezik olyan k egymast koveto tagja a sorozatnak, melyek az utébbi tulajdonsdgnak



eleget tesznek. Az A = (A,)22, sorozatot Pillai sorozatnak fogjuk nevezni, ha G 4 1étezik.
Vegyiik észre, hogy A szabad megvalasztasa miatt, tulajdonképpen a legdltalanosabb
modon fogalmaztuk meg Pillai eredeti kérdését az egészek korében. Ohtomo és Tamari
[29] alapvetd eredménye, hogy minden szédmtani sorozat Pillai sorozat.

Kovetkezo 1épésként a Hajdu és Saradha [16] &ltal tekintett problémat terjesztjiik
ki tetszéleges egészekbdl allé sorozatokra. Legyen A = (A,)5, most is egy tetsz6leges
egészekbdl all6 sorozat, T' pedig egészek egy tetszéleges halmaza. Jelolje ga(T') azt a
legkisebb k¢ szamot, hogy létezik a sorozatnak ky egymaést koveto tagja, melyek koziil
egyik sem T-relativ prim az 6sszes tobbivel. Analég médon kapjuk a G 4(T) mennyiséget
is: legyen az a minimalis K érték, hogy barmely k£ > K esetén van k egymést koveto egész,
hogy azok koziil egyik sem T-relativ prim az Osszes tobbivel. Az A sorozatot T-Pillainak
fogjuk mondani, ha G 4(T) 1étezik. A kovetkez6 fejezetben megkezdjiik a linedris rekurziv

sorozatok vizsgalatat.
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3. Linearis rekurziv sorozatok

Legyen r > 1 természetes szam, tovabba legyenek wug, uy, ..., u,—1 és cg,C1,y...,Cr_1 €ZESZ
szamok, hogy ¢y # 0. Ekkor az u = (u, )52, sorozatot r-edrendii linedris rekurziv sorozat-

nak nevezziik, ha barmely n > 0 esetén
Uptr = Cr—1Uptr—1 T+ C1Up+1 + CoUp.

Ebben a fejezetben megkezdjiik a Pillai és T-Pillai tulajdonsagok vizsgalatat linedris
rekurziv sorozatokban. Vegyiik észre, hogy amennyiben ged(cy, ¢1, ..., ¢—1) # 1, Ugy min-
den i > j > r esetén ged(u;, uj) > 1. Azaz u egy Pillai sorozat, tovabbé g, = G, = 2. A
késobbiekben - hogy ezt a trivialis esetet ne ellendrizziik minden sorozatra - a Pillai tulaj-
donséaggal kapcsolatos tételekben feltessziik, hogy a sorozatok paraméterei relativ primek.
Ezt a feltételt minden esetben fel fogjuk tiintetni, hogy zavart ne okozzon.

Eredményeinket harom jol elkiilonithetd részre osztjuk. Elsdként a Lucas és Lehmer
sorozatokat tekintjik, majd asszocidlt sorozataikkal folytatjuk. Végiil egy altalanosabb
eredményt is megfogalmazunk tetszoleges rendli oszthatésagi sorozatokra. A fejezet utolso
részében a bizonyitdasokat és a felhasznalt eszkozoket ismertetjiik: ezt az alfejezetet terje-

delme miatt Gjfent haromfelé tagoljuk.

3.1. Lucas és Lehmer sorozatok

Legyenek M és N # 0 egész szamok. Az u = (u,,)52, sorozatot Lucas sorozatnak nevezziik

az (M, N) paraméterekkel, ha ug = 0, u; = 1 és minden n > 0 esetén
(1) Upio = Muy 1 — Nuy,.
Egy Lucas sorozatot nem degeneraltnak mondunk, ha az

> — Mz + N

polinom « és [ gyokeinek hdnyadosa nem egységgyok. A Lucas sorozatok fogalmat név-
addjuk, Lucas [27] vezetette be a Fibonacci sorozatok altaldnositasaként, igy legismer-
tebb példaképpen a Fibonacci szamok sorozata szolgél, melyet az (M, N) = (1,—1) pa-

raméterek valasztasa esetén kapunk.
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Legyenek M és N tovébbra is a fenti egész szamok. Az u = (4)5°, sorozatot Lehmer
sorozatnak nevezziik, ha ug = 0, u; = 1 és minden n > 0 esetén
Upi1 — Ny, ha n paros,

(2) an+2 =
M1,y — Nu,, han paratlan.

Egy Lehmer sorozatot nem degeneraltnak fogunk nevezni, ha az
2> —vVMz+ N

polinom « és B gyOkeinek hdnyadosa nem egységgyok. A Lehmer sorozatokat - akarcsak
a Lucas sorozatokat - is a névadd, Lehmer [23] vezette be, felismerve a Lucas soroza-
tok bizonyos oszthatosagi tulajdonsagait. Ugyanakkor a Lehmer sorozatok csak bizonyos
értelmeben nevezhetok a Lucas sorozatok altalanositasainak, tekintettel arra, hogy van
olyan Lucas sorozat, mely nem Lehmer. Mint ismert, a Lehmer sorozatok valéjaban ne-
gyedrendii rekurziv sorozatok; mi a dolgozat soran a fenti definiciot fogjuk kovetni.

Els6 tételtink mutatja, hogy minden nem degeneralt v Lucas sorozat Pillai sorozat,

tovabba g, és G, konkrét értékeit is megadjuk minden sorozat esetén.

3.1. Tétel. Legyen u = (u,)>, egy nem degenerdlt Lucas sorozat az (M, N) relativ prim
paraméterekkel. Ekkor u Pillai sorozat, tovdbbad g, = G, = 17, eltekintve a 2. tdblazatban
ldthato esetektol.

(M, N) Gu | Gu
(£1,N), N #£1,2,3,5| 25 | 25
(M,M?+1), |M|>2]| 43 | 43

(+£12, 55) 31 | 31
(+£12,377) 31 | 31
(£1,3) 45 | 45
(£1,5) 49 | 51
(£1,2) 107 | 107

2. tablazat. A g, és G, értékei a kivételes Lucas sorozatokra

Az érdekesség kedvéért egy pontosabb tételt fogalmazunk meg abban az esetben, ha

u a Fibonacci sorozat.
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3.2. Tétel. Legyen F' = (F,)°, a Fibonacci szamok sorozata. Ekkor F Pillai sorozat és
gr = Gp = 25, tovabbd az elsé ng index, hogy F,,, ..., Fn 104 kozil egyik sem relativ prim
az 0sszes tobbivel az ng = 208569474.

Kovetkez6 eredménytinkben a 3.1 Tételt terjesztjiik ki Lehmer sorozatokra.

3.3. Tétel. Legyen u = (U,)32, egy nem degenerdlt Lehmer sorozat az (M, N) relativ
prim paraméterekkel. FEkkor u Pillai sorozat, tovdbbd g; = Gz = 25, eltekintve a 3.

tablazatban lathato esetektol.

(M,N) 9 | Ga
+(N+1,N),N>3 | 49 | 53
+(2N +1,N), N >3 | 47 | 47

+(Fhao, Fp),n>4 45 | 45

+(1,5) 49 | 51
+(13,4) 49 | 51
+(14,9) 49 | 51
+(5,2) 61 | 69
+(3,2) 81 | 81
+(1,2) 107 | 107

3. tablazat. A g és Gy értékei a kivételes Lehmer sorozatokra

A Lucas és Lehmer sorozatok jellemzését a degenerdlt esetek kezelésével tessziik tel-

jesseé.

3.4. Tétel. Legyen u = (u,)2, egy degenerdlt Lucas sorozat az (M, N) relativ prim
paraméterekkel. Ekkor w Pillai sorozat pontosan akkor, ha (M,N) = (£2,1), amikor is
gu =G, = 1T7.

Hasonldan, legyen @ = (1,)%, egy degenerdlt Lehmer sorozat az (M, N) relativ prim
paraméterekkel. Ekkor u Pillai sorozat pontosan akkor, ha (M,N) = (£4,1), amikor is
ga = Gz = 25.

A fejezet kovetkezd részében az un. asszocialt Lucas és Lehmer sorozatokkal foglalko-

zunk.
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3.2. Asszocialt Lucas és Lehmer sorozatok

Legyenek M és N # 0 egész szamok. Ekkor a v = (v,)22, sorozatot asszocidlt Lucas
sorozatnak nevezzilk az (M, N) paraméterekkel, ha vy = 2, v; = M és minden n > 0

esetén

(3) Unt2 = Mvyy1 — Nou,.

Azt mondjuk, hogy a v sorozat nem degeneralt, ha az
x> — Mz + N

polinom « és B gyokeinek hanyadosa nem egységgyok. Az asszocialt Lucas sorozatok
legismertebb példdja a Lucas szamok sorozata, ami az (M,N) = (1,—1) valasztéssal
adodik.

Legyenek M és N tovébbra is a fenti egész szamok. A © = ()32, sorozatot asszocialt

Lehmer sorozatnak nevezziik, ha vy = 2, v, = 1 és minden n > 0 esetén

R M?v,1 — Nvg, ha n paros,
(4) Un+2 =
Upa1 — NUp, ha n paratlan.

Egy ilyen sorozatot nem degeneraltnak fogunk mondani, ha az
2> —vVMz+ N

polimom « és  gyokeinek hanyadosa nem egységgyok. Mint ismert, az asszocidlt Lehmer
sorozatok - akarcsak a Lehmer sorozatok - negyedrendii rekurziv sorozatok.

Els6 eredményiinkbdl kideriil, hogy Pillai sorozatnak lenni "ritka” tulajdonsag, leg-
alabbis abban az értelemben, hogy mar az asszocidlt Lucas és Lehmer sorozatok sem

mindig azok.

3.5. Tétel. Legyen 0 = (0,)22, egy nem degenerdlt asszocidlt Lucas vagy Lehmer sorozat
az (M, N) relativ prim paraméterekkel. Ekkor 0 Pillai sorozat pontosan akkor, ha M pdros

és N paratlan.

Kovetkezo tételink a Lucas szamok sorozatardl ad pontosabb informaciot: bar a Lucas

szamok L sorozata nem Pillai, de g, 1étezik és ennek értékét meg is adjuk.
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3.6. Tétel. Legyen L = (L), a Lucas szamok sorozata. Ekkor L nem Pillai sorozat,

de gy, létezik és gr, = 171 teljestil.

Az asszocialt Lucas sorozatokra megfogalmazunk egy altaldnosabb, a T-Pillai tulaj-

donsédggal kapcsolatos eredményt is.

3.7. Tétel. Legyen v = (v,)22, egy nem degenerdlt asszocidlt Lucas sorozat az (M, N)
relativ prim paraméterekkel, T pedig egészek eqy tetszioleges halmaza. Ekkor v pontosan
akkor T-Pillai sorozat, ha 2 & T.

3.8. Megjegyzés. Konnyen ldthato, hogy asszocidlt Lehmer sorozatok esetére a elézd

tétel dllitasa nem igaz.

Az asszocialt sorozatokkal kapcsolatos utolsé eredményiink a degeneralt sorozatokat

jellemzi a Pillai tulajdonsdg szempontjabol.

3.9. Tétel. Legyen v = (v,)22, egy degenerdlt asszocidlt Lucas sorozat az (M, N) relativ
prim paraméterekkel. Ekkor v Pillai sorozat pontosan akkor, ha (M,N) = (£2,1) vagy
(0, £1) és itt mindkét esetben g, = G, = 2.

o0

o egy degenerdlt asszocidlt Lehmer sorozat az (M, N)

Hasonldan, legyen © = (0)
relativ prim paraméterekkel. Ekkor U pontosan akkor Pillai sorozat, ha (M, N) = (0,+1)

és itt gy = G@ =171.

A linearis rekurziv sorozatok vizsgédlatat a tetszoleges r-edrendii oszthatdsagi soro-
zatokkal zarjuk le. A kovetkezo részben egy altalanos eredményt ismertetiink a T-Pillai

tulajdonsagrol.

3.3. Altaldnos oszthatosagi sorozatok

Legyen u = (uy,)5°, egy r-edrendii linedris rekurziv sorozat. Azt mondjuk, hogy u nem
degeneralt, ha az

=z — = —

polinom kiilonboz6 ay, . . . , ay gyokeinek paronként vett hanyadosai sohasem egységgyokok.
Az u sorozatot oszthatdsdgi sorozatnak fogjuk nevezni, amennyiben minden i | j esetén

u; | u; teljestl.
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Kideriil, hogy minden nem degeneralt u oszthatosdgi sorozat T-Pillai sorozat, ha T
un. S-egészek egy részhalmaza, tovabba korldtot is adunk G, (T") értékére vonatkozdan.

Altaldnos eredményiink a kovetkezo.

3.10. Tétel. Legyen S primek eqy tetszdleges véges halmaza, T pedig olyan egészek eqy
tetszbleges halmaza, hogy azoknak nincsen primosztdja S-en kivil. Legyen u = (u,)5%,
eqy nem degenerdlt r-edrendi oszthatosdgi sorozat. Ha r = 1, akkor tegyik még fel, hogy

uy-nek van S-en kivili primosztéja. Ekkor w T-Pillai sorozat, tovdibba
gu(T) < Gu(T) < C(s,7)
teljestil, ahol |S| = s és

2, har=1,
C(s,7) = 20(s + 30)log(s + 30), har=2,

8(s+7)
P2 ha r > 3.

3.4. Bizonyitasok

A fejezet zarasaként a tételek bizonyitasait és a hatteriikben all6 eredményeket ismer-
tetjik. A konnyebb attekinthetoség érdekében ezen a ponton tovabbi harom részre tagol-

juk a targyalast.

3.4.1. Lucas és Lehmer sorozatok

Az els6 lemma a Lucas és Lehmer sorozatok egy alapveté oszthatdosagi tulajdonsagat

mutatja.

3.11. Lemma. Legyen t = (1,)>2, eqy Lucas vagy Lehmer sorozat. Ekkor minden i,j >

0 esetén
ged (s, ) = Ugea(ing)-
Bizonyitds. Lésd [27] és [23]. |
A kovetkez6 eredmény pontos informaciét ad a Lucas és Lehmer sorozatokban az

|i,| = 1 egyenlet Gsszes n megolddsardl. Bar az &llitas egyszerlien kovetkezik Beukers

[4], illetve Bilu, Hanrot és Voutier [6] ismert mély eredményeibdl, mi mégis kiilondllé
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tételként kezeljiik, hiszen a +1 elemek multiplicitasdnak meghatarozasa onmagaban is
érdekes probléma. Tulajdonképpen Beukers [4] egy kérdését is megvalaszoljuk a nem de-

generdlt Lucas sorozatokban a +1 elemek multiplicitasait illetéen.

3.12. Tétel. Legyenek u = (u,)5%,, illetve 4 = (1,)5>, nem degenerdlt Lucas, illetve
Lehmer sorozatok az (M, N) paraméterekkel. Ekkor az |u,| = 1 egyenlet egyetlen megolddsa
uy = 1, eltekintve a 4. tdblazatbeli esetektdl. Hasonldan, az |u,| = 1 egyenletnek csak
Uy = Uy = 1 a két megolddsa, eltekintve az 5. tablazatban foglalt esetektol. Az 5. tabldazat

harmadik sordban F,, az n-edik Fibonacci szamot jeloli.

(M, N) Az n indexek, hogy |u,| =1
(+£1,N), N #1,2,3,5 1,2
(M, M?£1), M| > 2 1,3

(£12,55) 1,5

(£12,377) 1,5

(£1,3) 1,2,5

(£1,5) 1,2,7

(£1,2) 1,2,3,5,13

4. tablazat. Nem degenerdlt Lucas sorozatok 41 elemei

(M, N) Az n indexek, hogy |a,| =1
+(N+1,N), N >3 1,2,3
+(2N £1,N), N > 3 1,2, 4
+(Foao, F), 0> 4 1,2,5

+(1,5) 1,2,7

+(13, 4) 1,2,7

+(14,9) 1,2,7

£(5,2) 1,2.4,5

+(3,2) 1,2,3,4,7

+(1,2) 1,2.3,5,13

5. tablazat. Nem degeneralt Lehmer sorozatok 41 elemei
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Bizonyitas. Legyen u egy nem degenerdlt Lucas vagy Lehmer sorozat. Bilu, Hanrot és
Voutier [6] eredményét alkalmazva lathatd, hogy az |4,| = 1 egyenletnek nincs megoldésa,
han > 30. Tovabb4, az [6]-ban taldlhaté Table 1 és Table 2 segitségével megadhaté minden
sorozatban az 0sszes olyan n index, hogy u,-nek nincs primitiv primosztéja, egyben az is,
hogy mely n index esetén lesz |4,| = 1. Példdul, ha 4 egy Lucas sorozat és meg akarjuk
oldani az |4, | = 1 egyenletet, akkor Table 1 mutatja, hogy egyrészt a = i—%??, masrészt
B =12 fgy M = 41 és N = 2 adédik.

Néhany ”kisebb” n esetén a mér emlitett tablazatok nem adnak informéciot, igy
tovabbi szamolasra van sziikség. Ezt is egy példan keresztiil szemléltetjiik. Tegyiik fel,
hogy @ tovébbra is egy Lucas sorozat és |ug| = 1. Mivel 49 = 0 és u; = 1, az (1)
reldcié értelmében i3 = M? — N. Ebbdl |iuz] = 1 miatt adddik, hogy M tetszéleges és
N = M? 4 1. Ugyanakkor M # 0, hiszen 4 nem degeneralt. Egy teljesen hasonlé gondo-
latmenet miikodik a Lehmer sorozatok esetében is.

A Lucas sorozatok esetében a szamolasok egyszeriisddnek Beukers [4] egy eredményének
alkalmazésaval, ahol Theorem 4 explicit médon megadja az Gsszes olyan sorozatot, mely-
ben t6bb mint két +1 elem van. Megjegyezziik, hogy Beukers [4] degenerédltnak ne-
vez minden olyan Lucas sorozatot, ahol a és [ egész szamok, azonban egyszeriien el-
lendrizheto, hogy ezekben a sorozatokban legfeljebb két 41 elem taldlhatd, amennyiben
az «/f hanyados nem egységgyok.

A fent részletezett eljaras segitségével nyerjik a 4. és 5. tablazatokat. [ |

A sorozatok tulajdonsdgaival kapcsolatos eredmények utdn Hajdu és Saradha [16] egy

tételét mondjuk, ki ami dltalanos esetben explicit korlatot ad a G(T') értékére.

3.13. Lemma. Legyen T pozitiv egészek tetszdelges véges halmaza, tovabbd jeldlje T(x)

az x-nél nem nagyobdb T'-beli elemek halmazdt. Tegyik fel, hogy
x

T <
IT@)] < 10log x

teljesil minden x > xq1 esetén. Ekkor
G(T) < max(425,2x; + 1).

Bizonyitds. Lésd [16] Theorem 2.1. [
Sziikségiink lesz ré, hogy tobb konkrét 7" halmaz esetében is meghatérozzuk a g(7')
és G(T) pontos értékét. Ezt minden esetben Hajdu és Saradha [16] egy algoritmusaval

tessziik meg.
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3.14. Lemma. A 6. tabldzat elsé oszlopaban ldthaté T halmazok esetén a g(T') és G(T)

mennyiségek pontos értékeit a masodik és harmadik oszlopok tartalmazzak.

T 9(T) | G(T)

{1} 17 | 17
(1,2} 25 | 25
(1,3} 43 | 43
{1,5} 31 | 31
{1,2,3} 49 | 53

{1,2,4} A7 | 47
{1,2,5} 45 | 45
{1,2,7} 49 | 51
{1,2,3,5} | 81 | 81
{1,2,4,5} | 61 | 69
{1,2,3,4,6} | 79 | 79
{1,2,3,4,7} | 81 | 81
{1,2,3,5,13} | 107 | 107

6. tablazat. A ¢g(T') és G(T') értékei bizonyos T halmazokra

Bizonyitds. A T = {1} eset Pillai [30] és Brauer [8] klasszikus eredménye. A T = {1,2},
illetve T' = {1, 2, 3} halmazok esetét Hajdu és Saradha [16] adta meg. Minden més esetben
a [16)-ban hasznalt algoritmust kovetjiik. Mivel az eljarés teljes részletezése tiilsdgosan sok
elokésziiletet igényelne, igy csak a mddszer {6 1épéseit ismertetjiik egy példan keresztiil,
pontos magyarazatért [16]-ot ajanljuk az olvasé figyelmébe.

Legyen T' = {1,2,5}. [16]-ot kovetve, valamely k egymast kovetd egész kozott pontosan
akkor nincs az sszes tobbivel T-relativ prim, ha a K := {1,...,k} halmaz "lefedhets”
az L :={p:poprim, p # 2,5, p < k}U{4, 10,25} halmazzal. Pontosabban, akkor és csakis
akkor, ha létezik egy f : L — K fliggvény az alabbi tulajdonsagokkal:

e minden [ € L esetén f(l) <1,

e 2] f(10) — f(4) és 5| f(10) — f(25),
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e minden i € K esetén létezik olyan i # j € K ésl € L, hogy i = j = f(I) (mod ).

Tegyiik fel, hogy van egy ilyen f fiiggvényiink. Ekkor a kinai maradéktételt alkalmazva
talalhatunk olyan Sy := {n+1,...,n+ k} egymadst kivet6 egészekbdl 4ll6 halmazt, hogy
minden [ € L és i € K esetén | | i — f(l) pontosan akkor, ha [ | n + i. Azaz talalhatunk
minden n + i € Sy esetén olyan n + j € Sy egész szamot, hogy ged(n + i,n + j) € L, igy
¢ T. Illy médon n + ¢ és n + 7 nem T-relativ primek.

Tehat, mivel g(T') > g({1}) = 17, igy ko = 17-t6l kezdve minden k esetén vizsgaljuk,
hogy létezik-e ilyen f fliggvény. Pontosabban, le kell fedniink vagy igazolnunk kell, hogy
lehetetlen lefedniink a K = {1,...,k} halmazt a fenti értelemben. Ehhez a [16]-ban
talalhat6 algoritmust hasznaljuk. Kideriil, hogy ¢(7') = 45. Vegyiik észre, hogy |T| = 3
miatt a 3.13 Lemma értelmében G(T') < 425. Meg kell tehdt vizsgdlnunk minden le-
hetséges lefedést 45 < k < 425 esetén. Minél nagyobb k értéke, az algoritmus anndl
lassabb és lassabb lesz, igy a [16]-ban lathat6 heurisztikat is igénybe kell vegyiik, ami tu-
lajdonképpen egy lefedés ”tovabbgorditését” jelenti a kovetkezd k értékre. Végiil kidertil,
hogy minden egyes k esetén meg tudjuk adni a lefedéseket, igy G(T') = 45 adddik, azaz
az allitast egy részesetben belattuk. Hasonlé médon eljarva kapjuk a tobbi 7' halmazra is
a g(T), G(T) értékeit. [ |

Az ismertetett eszkozokkel felvértezve nekilathatunk a Lucas és Lemher sorozatokkal
kapcsolatos tételek bizonyitasainak.

A 8.1 Tétel bizonyitdsa. Legyen u = (u,,)52, egy nem degeneralt Lucas sorozat az (M, N)
relativ prim paraméterekkel. A 3.11 Lemma alapjan, tekintve a sorozat k darab egymast
kovetd upiq, ..., unir tagjait, ezek egyike, mondjuk w,; relativ prim az Osszes tobbi

Upj-vel pontosan akkor, ha ged(tpqi, Untj) = Uged(ntim+j) = £1. Legyen
T={n:|u,| =1}

A fenti észrevételeket figyelembe véve u pontosan akkor Pillai sorozat, ha N T-Pillai
sorozat és ekkor g, = ¢(T), illetve g, = G(T) teljesiil. Innen a 3.12 Tétel és a 3.14
Lemma, illetve az ott taldlhato tablazatok felhasznalasaval adodik a tétel. [ |
A 8.2 Tétel bizonyitisa. Az F = (F,), Fibonacci sorozat egyben Lucas sorozat is
az (M,N) = (1,—1) vélasztdssal, ezért F' Pillai sorozat a 3.1 Tétel miatt. Mivel csakis
Fy = F, =1, ezért gr = Gp = 25. Felhasznalva a 3.14 Lemma bizonyitasaban bemutatott

modszert a T' = {1,2} esetre kapjuk, hogy az F,,, ..., Fj 124 egymast koveté Fibonacci
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szamok koziil egyik sem relativ prim az 0sszes tobbivel pontosan akkor, ha vagy
3|n0, 4|n0+2, 5’7104‘3, 7|n0+4, 11|n0—|—5,
13|TLO—|—7, 17|n0, 19|7’L0, 23|TLO—|—1

vagy
3|no, 4|no+2, 5|no+1, 7|no+6, 11|ng+38,
13|no+4, 17|ng+7, 19|ne+5, 23] ny.
Innen a kinai maradéktételt alkalmazva kapjuk, hogy ng = 208569474 a legkisebb ilyen
index. [ |
A 8.3 Tétel bizonyitdsa. Nyilvanvalé médon a 3.1 Tétel bizonyitasaban latott gondolat-
menet egy az egyben felhasznalhaté a Lehmer sorozatok esetére is. fgy 1jbdl a 3.12 Tételt
és a 3.14 Lemmat, illetve az ott talalhato tablazatokat felhasznalva kapjuk az eredményt.
|
A 3.4 Tétel bizonyitdsa. Legyen u = (u)°,, egy degenerdlt Lucas vagy Lehmer sorozat
az (M, N) relativ paraméterekkel. A bizonyitds Lucas és Lehmer sorozatok esetében is
ugyanazt a vonalat koveti, igy feltessziik, hogy @ Lucas sorozat. Feltétel szerint az x? —
Mz + N polinom « és [ gyokeinek hanyadosa egységgyok. Konnyen ellenérizhetd, hogy
a8 egy raciondlis vagy masodfoki algebrai egész szam, igy o/ az aldbbiak egyike:
+1, i, ,te, =€,

ahol € = %ﬁ Csak egy esetet részleteziink, a tébbinél hasonléan jarunk el. Tegyiik fel,
hogy a/8 = —e. Ekkor M = (1 —¢€)3 és N = —¢f3%, azaz M? = N. Mivel M és N relativ
prim egész szamok, igy csakis (M, N) = (1,1) allhat fenn, ugyanis (M, N) = (—1,1)
esetén a/3 # —e. Ekkor a sorozat 0,1,1,0,—1,—1,0,1, ..., alaku, {gy nem Pillai sorozat.

Ezt a gondolatmenetet kovetve kapjuk, hogy a degeneralt Lucas sorozatok (M, N)

paraméterei a kovetkezok lehetnek:
(M,N)=(0,£1),(£1,1), (£2,1).
Hasonléan Lehmer sorozatok esetében:
(M,N)==+(0,1),£(1,1),£(2,1),£(3,1),£(4,1).

Ezeket a sorozatokat egyesével megvizsgalva kapjuk az allitast mind Lucas, mind Lehmer

sorozatokra. ]
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3.4.2. Asszocialt Lucas és Lehmer sorozatok

Az asszocidlt Lucas és Lehmer sorozatok alapveto oszthatésagi tulajdonsagat mondja ki
McDaniel [28] aldbbi tétele.

3.15. Lemma. Legyen v = (0,)02, egy asszocidlt Lucas vagy Lehmer sorozat. Legyen
tovabba m = 2'm’ és n = 2n’, ahol m', n' pdratlan természetes szdmok. Ekkor
1 vagy 2, hai # j,
ged (O, 0y) = 7
Vged(mom), hai=7.
Bizonyitds. Az &llitds Main Theorem (ii) része [28]-ban. |
Sziikséglink lesz egy masik eredményre is. Hasonléan a Lucas és Lehmer sorozatok-
hoz, kivancsiak vagyunk az asszocialt Lucas és Lehmer sorozatok +1 elemeinek multipli-

citdsara. Itt Allen [2] egy eredményét hasznéljuk.

3.16. Lemma. Legyen u eqy nem degenerdlt r-edrendd linedris rekurziv sorozat. Ekkor

az |un| = 1 egyenletnek csak véges sok n megolddsa létezik.

Bizonyitds. Lésd a Corollary 1.3.-at és az (1.11) észrevételt [2]-ben. ]
Az utolsé eszkoz, amit hasznédlni fogunk a paratlan szamok sorozatdaban adja meg a ¢
és G értékét. Ez Hajdu és Saradha [16] egy tétele.

3.17. Lemma. A pdratlan szamok A sorozata Pillai sorozat, és g4 = G4 = 86 is teljestil.
Tovabbd barmely i € {0,1,...,86} esetén van olyant € N, hogy a 2t+1,2t+3, ..., 2t+171
86 darab egymadst koveto paratlan szam kozul egyik sem relativ prim az 6sszes tobbivel, és

Vo (2t + 1) > 19(2t + j) teljesil minden i # j € {0,1,...,86} esetén.

Bizonyitds. Az, hogy A Pillai sorozat, adédik a [29] Theorem 1 &llitasabdl. Az allités
tobbi része a [16]-beli Theorem 2.8 és 2.10, illetve a bizonyitdsaikban szereplé konstrukcidk
kovetkezménye.

Most mar minden adott, hogy az els6 tételt bebizonyitsuk.
A 8.5 Tétel bizonyitdsa. Legyen 0 = (0,)5, egy nem degeneralt asszocialt Lucas vagy
Lehmer sorozat az (M, N) relativ prim paraméterekkel és tekintsiik a sorozat egymadst
kovetd U,41, - - ., Unek tagjait. A bizonyitast M és N paritasai alapjan harom esetre bont-

juk.
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1. eset: M paratlan, N paros. Legyen i € {1,...,k} olyan, hogy va(n+1) > ve(n+ j)
barmely i # j € {1,...,k} esetén, ahol 15(q) jeldli a 2 kitev4jét ¢ primfaktorizdciéjaban.
Nyilvan mindig létezik ilyen i. A (3) és (4) relacidkat figyelembe véve © minden tagja
paratlan. Ekkor a 3.15 Lemma miatt gcd(0p44, Untj) = 1, tehat © nem Pillai sorozat.

2. eset: M paratlan, N paratlan. Legyen k = 2¢ valamilyen a > 0 esetén. Ekkor
léteznek olyan 4,j € {1,...,k} szdmok, hogy vo(n + i) > va(n + j) > vo(n + 1) minden
L€ {l,....k}\ {i,5} esetén. Vegyiik észre, hogy a definidlé (3) és (4) relaciék miatt a
sorozat minden harmadik eleme péros. Azonban 0,4, és U,4; egyszerre nem lehet péros,
igy a 3.15 Lemmat alkalmazva vagy ged (0,44, 0nyy) = 1 minden ¢ # 1 € {1,..., k} esetén
vagy gcd(Un1j,Upy) = 1 minden j # 1 € {1,...,k} esetén. Tehat v sem Pillai sorozat.
3.eset: M paros, N paratlan. Ha ¢ asszocidlt Lucas sorozat, akkor (3) miatt a sorozat
minden tagja paros, igy © Pillai sorozat.

Legyen most ¢ asszocidlt Lehmer sorozat. Ekkor (4) miatt a sorozat minden ¢,, tagjdnak
paritdsa megegyezik n paritasaval. A 3.15 Lemma szerint paratlan ¢, j indexekre ged(0;, )
= Uged(i,j)- A 0 Pillai sorozat pontosan akkor, ha valamilyen k értéktol kezdve létezik olyan
n, hogy minden paratlan i € {n+1,..., n+k} esetén létezik olyan j # i € {n+1,...,n+k}
index, hogy ged(0;,9;) # 1. Legyen

T ={t: || =1}.
A 3.16 Lemma miatt T véges halmaz. Legyen most
T ={t-2:teT,a>0}

Osszegezve az eddigicket és [16] Theorem 2.10 alapjan v Pillai sorozat csakis akkor, ha
N 7"-Pillai. Tekintve a 3.13 Lemmaban definidlt T'(z) fiiggvényt, lathatjuk, hogy 7" (x) <
|T|log, x, azaz G(T") létezik, igy igazoltuk az &llitast. |
A 3.6 Tétel bizonyitisa. Legyen L = (L), a Lucas szdmok sorozata. Mivel M =1 és
N = —1 pératlan relativ prim paraméterek, igy a 3.5 Tétel miatt L nem Pillai sorozat. Az
allitas mésodik felét két 1épésben bizonyitjuk. Eloszor konstruktiv médon megmutatjuk,
hogy ¢g; < 171. Tekintsiink 86 egymast kovetd paratlan indexti L1, Lpis, ..., Lpiin
Lucas szdmot. Mivel |L,| = 1 csak n = 1 esetén teljesill, ezért a 3.17 Lemmat alkalmazva
kapjuk, hogy valamilyen alkalmasan valasztott n mellett minden i € {1,3,...,171} esetén

létezik olyan i # j € {1,3,...,171}, melyekre ged(Ly,1i, Lntj) # 1. Vegyiik észre, hogy
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3| n+84, 3| n+86és 3 | n+ 88 kozil mindig pontosan egy teljesiil. Csak egy
esetben adjuk meg az 0sszes részletet, a masik kettében azonos gondolatmenetet kovetiink.
A 7?7 Lemma alapjin feltehet6, hogy 3 | n + 88 és va(n + 83) > wy(n + j) minden
88 #£ j €l :={2,4,...,170} esetén. gy minden i € I esetén létezik olyan i # j € I,
hogy vs(n + i) = wa(n + j), azaz ged(Lyqi, Lyy;) > 2. Mivel Ly g péros, igy nem lehet
relativ prim az 6sszes tobbivel. Tehat g, < 171.

Masodik lépésként tegytk fel, hogy ¢gr, < 170. Ekkor van olyan n > 0, hogy az
L1, ..., Lyyg, szamok kozott egyik sem relativ prim az Osszes tobbivel. Tekintsiik kozottiik
a paratlan indexii elemeket. Ekkor a 3.15 Lemma miatt ezekre is igaz, hogy egyik sem
relativ prim az 0sszes tobbivel. Ez ellentmond a 3.17 Lemma &allitasanak. [ |
A 3.7 Tétel bizonyitisa. Legyen v = (v,)32, egy nem degeneralt asszocialt Lucas sorozat
az (M, N) relativ prim paraméterekkel, T egészek egy tetsz6leges halmaza és tekintsiik a
sorozat egymast koveto v, i1, ..., Unyk tagjait. Az M és N paraméterek paritdsai alapjan
két részre bontjuk az allitast.
l.eset: M paratlan, N paros vagy paratlan. A 3.5 Tétel miatt v nem Pillai sorozat,
igy nem lehet T-Pillai sem.
2.eset: M péros, N paratlan. Létezik olyan i € {1,...,k}, hogy va(n +1i) > va(n + j)
minden ¢ # j € {1,...,k} esetén. Mivel v minden tagja péaros a (3) reldcié miatt, ezért a
3.15 Lemma alapjan ged(vp4i, Uny;) = 2. Ha 2 ¢ T', akkor v nem T-Pillai sorozat, hiszen
Upa; minden masik taghoz T-relativ prim. Ellenkez6 esetben, mikor 2 € T'; akkor pedig v
T-Pillai sorozat, ugyanis gcd(Op 44, Untj) = 2 minden ¢ # j € {1,...,k} esetén. |
A 3.8 Tétel bizonyitdsa. Legyen v = (0,)22, egy degeneralt Lucas vagy Lehmer soro-
zat az (M, N) relativ prim paraméterekkel. Mivel a bizonyitds asszocidlt Lucas és Leh-
mer sorozatok esetén is ugyanugy torténik, ezért most feltessziik, hogy ¢ Lehmer so-
rozat. (Megjegyezziik, hogy a degenerdlt Lucas és Lehmer sorozatokra vonatkozé tétel
bizonyitasaban Lucas sorozatot valasztottunk. Jelen esetben a Lehmer sorozatokkal kap-
csolatos allitds numerikus érdekessége miatt az utobbi mellett dontiink.) A degeneraltsagi
feltétel értelmében az 2> —+/Maz+ N polinom a és 8 gyokeinek /3 hanyadosa egységgyok.
Ellendrizheté tovabba, hogy «/f raciondlis vagy mésodfoki algebrai egész, igy a kovet-
kezok egyike:

+1, i, ,Ee, +€,
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ahol € = % tovabbra is. Ujbél csak egy esetet vizsgalunk meg, az Osszes tobbire az
igazolas hasonléan torténik. Tegyiik fel, hogy o/ = +i. Ekkor a 3.4 Tétel bizonyitdsdban
latott szamoldssal (Viéte-formuldk és relativ prim feltétel alkalmazdsdval) kapjuk, hogy
(M,N) = (0,1). Ekkor a sorozatunk 2,1, -2, —3,2,5, —2,—-7,2,9,2, —11,2,... alakot 6lt.
Vegyiik észre, hogy minden paros indextii tag +2. Legyen

T={2%:a>0}.

Vegyiik a sorozat k egymast koveto 0,41, ..., Uyr1x tagjat. Mivel a sorozat péaros indexi
tagjainak legnagyobb ko6zos osztdja pontosan 2, igy © sorozat Pillai pontosan akkor, ha
minden paratlan ¢ € {1,...,k} esetén van olyan paratlan i # j € {1,...,k}, hogy
gcd(Vni, Untj) = Vged(ntin+j) 7 1. Bz a 3.17 Lemma miatt pontosan akkor igaz, ha van

legaldbb 86 egymast kovetd paratlan indexti tag. Azaz g; = G = 171. [ |

3.4.3. Altaldnos oszthatdsagi sorozatok

A 3.10 Tétel bizonyitasahoz sziikségiink lesz egy végességi tételre a nem degeneralt r > 2
rendi linearis rekurziv sorozatokban talalhatd S-egészek szamat illetoen, azaz olyan ta-
gok szamanak végességére, melyeknek nincs egy rogzitett S primhalmaz elemein kiviil
primosztéja. Ez kovetkezik Schlickewei és Schmidt [33] aldbbi mély, polinomidlis expo-

nencialis egyenletek megoldasainak szamara vonatkozé tételébol.

3.18. Lemma. Legyen r > 2, u = (u,)>, pedig egy nem degenerdlt r-edrendd linedris

rekurziv sorozat, tovabbd py, ..., ps kilonbozé primek. Ekkor az

2 z
Up = D7 ...pss

27(s+7)

egyenletnek legfeljebb r megoldasa van, ha n, z1, ..., zs nemnegativ egészek.

Bizonyitds. Ismert tény, hogy a sorozat n-edik tagja felirhaté

t
Uy, = Z Pi(n)a}
i=1

alakban, ahol oy, ..., oy a sorozat karakterisztikus polinomjanak kiilonb6z6 gyokei, P;(n)
pedig az «; multiplicitdsaval egyez6 foki, Q(ay, . .., ay)-beli egytitthatéji polinomok. Ek-

kor a fenti egyenlet

t
> P(n)ap —pit...p =0
=1
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alakba frhat6. Igy a [33] Theorem 1 tétele miatt a [33] Theorem 2.1 bizonyitésahoz hasonlé
szamolédssal adodik az allités. [ |

A lemma segitségével most mér igazolni tudjuk az altalanos tételiinket.
A 8.9 Tétel bizonyitdsa. Legyen S = {p1,...,ps} primek egy tetszileges véges halmaza,
T pedig olyan egészek egy tetszoleges halmaza, hogy azoknak nincsen primosztéja S-en
kiviil. Legyen tovabba u = (u,)2%, egy nem degeneralt r-edrendii oszthatésagi sorozat.

Tegyiik fel el6szor, hogy r = 1 és uy-nek van S-en kiviili primosztdja. Ekkor minden
i > 1 esetén uy | ged(u;,u;) (hiszen u oszthatéségi sorozat), azaz ged(u;, uj) & T. Tgy u
T-Pillai sorozat és g,(T) = G,(T) = 2.

Legyen most r > 2 és

H:={n:u, €T}

Legyen elészor r = 2. Ekkor Gy6ry és Pethé [14] egy eredményébdl kapjuk, hogy u egy
Lucas sorozat konstansszorosa. Legyen u = tU, ahol U egy Lucas sorozat, t pedig nem
nulla egész szam. Vegyiik észre, hogy ha U T-Pillai sorozat, akkor u is az és ¢,(T) < gy (T),
illetve G, (T) < Gy(T) teljesiil. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy t = 1,
azaz u egy Lucas sorozat. Ekkor Bilu, Hanrot és Voutier [6] egy tétele miatt minden n > 30
esetén u,-nek van primitiv primosztéja, tovabba a py, ..., ps primek mindegyike legfeljebb
egy elemnek lehet primitiv primosztéja. Igy kapjuk, hogy |H| < s+30. Alkalmazva a 3.13
Lemmat adddik, hogy g(H) és G(H) létezik, tovabbd egyszeri szamolas eredményeként

G(H) < 20(s + 30) log(s + 30).

Legyen k = g(H) vagy k > G(H). Ekkor 1étezik egy n > 1 egész szdm, hogy n+1, ..., n+k
kozil egyik sem H-relativ prim az Osszes tobbivel. Azaz, minden i € {1,...,k} esetén
létezik olyan i # j € {1,...,k}, hogy ged(n + i,n + j) = d € H. Figyelembe véve u
oszthatdsagi tulajdonsdgat és H definicidjat, ged(unys, untj) = ug € T adédik. Tehdt az

is teljesiil, hogy w,, ..., upir_1 koziil egyik sem T-relativ prim az Osszes tobbivel és igy
9.(T) < g(H) és Go(T') < G(H).

Azaz r = 2 esetre az éllitas igaz.
Legyen most » > 3. A 3.18 Lemma miatt |H| < r

27(s+'r)

teljesiil. Ettol a ponttdl a
bizonyitas menete megegyezik az r = 2 esetével és egyszerti szamolassal adodik a tétel

helyessége. [ |
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4. Elliptikus oszthatdésagi sorozatok

Ebben a fejezetben mas tipusu rekurziv sorozatok, az tn. elliptikus oszthatdségi sorozatok
keriilnek géresé ala. A fogalom elliptikus gorbék segitségével valé megadéasa utan az 1j
eredmények koziil elsoként egy tételt fogalmazunk meg arra vonatkozoan, hogy minden
elliptikus oszthatdsagi sorozat Pillai, majd egy masikat is, miszerint a sokkal altalanosabb
T-Pillai sorozat tulajdonsagot is kielégitik. Végiil kiszamitjuk a g és G mennyiségek pontos
értékeit néhdny, Silverman és Stephens [38] altal adott konkrét sorozat esetében. A fejezet
végén a bizonyitasok talalhaték azokkal a klasszikusnak szamité eredményekkel egyiitt,
melyekre tamaszkodni fogunk - ez egyben betekintést enged az elliptikus oszthatdsagi

sorozatok irodalmanak egy kicsiny szeletébe is.

4.1. Uj eredmények

Az elliptikus oszthatdsagi sorozatok bevezetéséhez sziikségiink van néhany, elliptikus gor-
békkel kapcsolatos fogalomra (Weierstrass-alak, raciondlis pont, torziés pont). Mivel ezek
a teriilet alapveto fogalmai kozé tartoznak, igy itt most nem adjuk meg Oket, csupan
a [12] és a [39] hivatkozasokat emlitjik meg. Legyen E egy Weierstrss alakban adott
elliptikus gorbe Q felett. Legyen P = (z(P),y(P)) egy olyan racionélis pont, amely nem
torziépont. Minden n # 0 egész szdm esetén legyen x(nP) az A,/B, alakban adott,
ahol A, € Z, B € N és ged(A,,, B,) = 1. Ekkor a B = B(F,P) = (B,)>, sorozatot
elliptikus oszthatésagi sorozatnak nevezziik. Ez a megadds tulajdonképpen Ward [42]
elliptikus oszthatdsagi sorozat definiciéjanak bizonyos nem degeneralt eseteit tartalmazza.
Megjegyezziik, hogy mint az jol ismert, B, teljes négyzet, igy B, helyett tobbszor is a
+(v/B,,)%, sorozatokat tekintik. Ugyanakkor vizsgélataink szempontjabdl nem sziikséges,
mivel a mi szemszogiinkbdl csak B,, primosztoi fontosak, azok hatvanyai tulajdonképpen
lényegtelenek. Végiil megjegyezziik, hogy az elliptikus oszthatdsagi sorozatok nemlinedris
rekurzio segitségével is megadhatoak.

Ebben a szakaszban az 4j eredményeinket fogalmazzuk meg. F6 tételiink az alabbi.

4.1. Tétel. Minden B = B(E, P) = (B,)>, elliptikus oszthatésagi sorozat Pillai soro-
zat, tovabbd Gp < Co(E, P), ahol Co(E, P) eqgy csakis E-tdl és P-tdl fiiggd explicit mddon

megadhato konstans.
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Kovetkezo tételink egy altalanosabb esettel foglalkozik. Kideriil, hogy minden B =
B(E, P) = (B,), elliptikus oszthatdsagi sorozat T-Pillai sorozat, amennyiben 7" eleme-

inek egy véges primhalmazbdl keriilnek ki a primosztoi.

4.2. Tétel. Legyen S primszamok eqy tetszbleges véges halmaza, |S| = s, tovabbd le-
gyen T olyan egészek tetszoleges halmaza, melyeknek nincs S-en kivili primosztoja. Ekkor
minden B = B(E, P) = (B, elliptikus oszthatdsdgi sorozat T-Pillai sorozat, tovdbbd
Gp(T) < C3(E, P), ahol C3(E, P,s) egy csakis E-t6l, P-tél és s-tdl fiiggd explicit mddon

megadhato konstans.

4.3. Megjegyzés. Megjeqyezziik, hogy ennek az eredménynek a 4.1 Tétel azonnali kovet-
kezménye. Ugyanakkor a 4.1 Tétel konnyebb érthetdsége és eqyszeribb eszkozoket igényld

bizonyitasa miatt mégis kilon tételként kezeljik oket.

Utolsé eredményiink numerikus természeti. Néhany Silverman és Stephens [38] altal
adott konkrét elliptikus gorbéhez tartozé6 B = (B,)22, elliptikus oszthatdsigi sorozat
esetén megadjuk a gp és Gp mennyiségek pontos értékeit. Ezek a sorozatok nem lesznek
méasok, mint az Example 2-5 példak [38]-ban. Megjegyezziik, hogy tovabbi két példat is
megadtak a szerzok [38]-ban, de mig az Example 1 és Example 2 egybeesik, addig az
Example 6 egy degenerdlt esetet tartalmaz, igy azzal jelen keretek kozott nem foglalko-

zunk.

4.4. Tétel. Az 7. Tabldazat elséd és mdasodik oszlopaban ldthaté E elliptikus gorbékhez és
P pontokhoz tartozé B = B(E, P) = (B,)>, elliptikus oszthatdsdgi sorozatokhoz tartozo

g €s G pontos értékeit a 7. tablazat harmadik és negyedik oszlopai tartalmazzak.

E P = (z(P),y(P)) | 95 | G5
vVry=2>—z (0,0) 79 | 79

y? +y = 2% + 2 (0,0) 81| 81
V4+ry=2 -2 —r+1 (1,0) A7 | 47
v +aoy=1°—3r+1 (1,0) 81 | 81

7. tablazat. A gp és Gp értékei néhany elliptikus oszthatdosagi sorozatra
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4.2. Bizonyitasok

A kovetkezokben az elliptikus oszthatosagi sorozatokkal kapcsolatos néhany fontosabb
ismert eredményt mutatunk be. Az elsé Everest, Mclaren és Ward [13] nevéhez fliz6dik

és az elliptikus oszthatésagi sorozatok egy alapveto tulajdonsagat mondja ki.

4.5. Lemma. Minden B = (B,)%2, elliptikus oszthatdsdgi sorozat erds oszthaltdsdgi so-

rozat, azaz barmely 1,7 € N esetén
ged(Bi, Bj) = Byeating)-

Bizonyitds. Lésd a Lemma 12 [13]-ban. |
Silverman [35] alapvetd eredménye, hogy minden elliptikus oszthat6ségi sorozatra igaz

az alabbi novekedési tulajdonsag.

4.6. Lemma. Legyen B = B(E, P) = (B,), eqy elliptikus oszthatdsdgi sorozat. Ekkor
léteznek olyan pozitiv, csakis E-t6l és P-tél fiiggd explicit mddon megadhato N1(FE, P) és
C1(E, P) konstansok, hogy barmely n > Ni(E, P) esetén

log B, > C(E, P)n®.

Bizonyitds. A [35]-beli Lemma 8 egyszer(i kovetkezménye. [ |
Végiil Silverman [35] egy masik nagyon fontos eredményét emlitjiik meg, pontosab-
ban az elliptikus oszthatdsagi sorozatok tagjainak primitiv primoszt6irél mondunk ki egy

allitast.

4.7. Lemma. Legyen B = B(E, P) = (B,)y, eqy elliptikus oszthatdsdgi sorozat. Ekkor
létezik olyan pozitiv, csakis E-t6l és P-tél fiiggd explicit modon megadhaté No(E, P) kons-

tans, hogy barmely n > No(E, P) esetén a sorozat B, tagjdnak van primitiv primosztdja.

Bizonyitds. A [35]-beli Lemma 9 azonnali kovetkezménye az allitas. ]
Most mar minden sziikséges ismerettel rendelkeziink ahhoz, hogy eredményeink iga-

zolasdhoz hozzaldthassunk.

A 4.1. Tétel bizonyitdsa. Legyen B = B(E,P) = (B,), egy elliptikus oszthatdsdgi

sorozat és legyen

T={n:B, =1}
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Tekintsiik a sorozat k darab egymast koveté Byiq, Biio, ..., By tagjat. A 4.5 Lemma

miatt
ng(BrH»ia Bn+j) = Bgcd(n—l—i,n—i—j)-

Vegyiik észre, hogy az erds oszthatdsagi tulajdonsdg miatt ged(By+i, Bnyj) = 1 pon-
tosan akkor, ha ged(n +i,n+ j) € T. Més szavakkal, a sorozat két tagja pontosan akkor
relativ prim egymassal, ha indexeik T-relativ primek. A 4.6 Lemmabdl kovetkezik, hogy
|T| < Cy(E, P), gy a 3.13 Lemma értelmében N ekkor T-Pillai sorozat. Ebbél kovetkezik,
hogy B Pillai sorozat, tovabbéd ¢(T') = gp és G(T) = Gp teljesiil. Mivel T véges, igy a
3.13 Lemmabol G(T') < Cy(E, P) kévetkezik, amibél a tétel azonnal adédik. |
A 4.2. Tétel bizonyitdsa. Legyen S primszamok egy tetszéleges véges halmaza, hogy
|S| = s és T olyan egészek tetszileges halmaza, melyeknek nincs S-en kiviili primosztéja.

Legyen tovdbbd B = B(E, P) = (B,,)y>, elliptikus oszthatdsagi sorozat. Legyen
T'={n:B,eT}

A 4.7 Lemma miatt létezik egy pozitiv, csakis E-t6l és P-t6l fliggd No(E, P) kons-

tans, hogy minden n > Ny(FE, P) esetén B,-nek van primitiv primosztédja. Ebbél adédik,

hogy |T"| < Cy4(E, P, s). gy a 3.13 Lemma miatt N 7"-Pillai sorozat, tovdbba G(T") <

Cy(E, P, s) valamely csakis E-tél, P-tél és s-t6l fliggd explicit médon megadhaté Co(E, P, s)
konstanssal. Az erés oszthatdsdgi tulajdonsagot a 4.1 Tétel bizonyitasaban latott médon

felhaszndalva kapjuk, hogy B ekkor T-Pillai sorozat és Gg(T) = G(1"). Ezzel a bizonyités

véget ért. [ |

A 4.3 Tétel bizonyitdsa. Bérmely a 7. tdblazatban lathaté (F, P) péarra legyen a hozzajuk

tartozo elliptikus oszthatésagi sorozat B = B(E, P). Legyen minden B esetén

Tg ={n: B, =1}

A Magma [7] matematikai programcsomag hasznélataval - egyszer(i szamolas segitségével
- az Osszes egész pontot megtalalhatjuk az E elliptikus gorbéken és kapjuk, hogy a T'g
halmazok pontosan a 8. tablazatban lathaté halmazok. Felidézve a 4.1 Tétel bizonyitasat
lathatjuk, hogy B Pillai sorozat, tovdbba gg = ¢(T5) és Gg = G(T'). Innen a 3.14 Lemma

haszndalataval kapjuk a gp és G mennyiségek értékeit. Ezzel a bizonyitas befejez6dott.l

30



E P = (z(P),y(P)) Ty
v+y=2*—x (0,0) {1,2,3,4,6}
v +y = 1%+ 2? (0,0) {1,2,3,4,7}
V4aoy=a -2 —ax+1 (1,0) {1,2,4}
v +ay =23 -3z +1 (1,0) {1,2,3,5}

8. tablazat. A Ty halmazok néhéany elliptikus oszthatésagi sorozatra
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