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1. BEVEZETES

Vontatott kerekeknél gyakran probléma az egyenes vonald gordiilésiik sordn
jelentkezd stabilitdsvesztés, amely az udgynevezett kerékszitdlé mozgas megjelenésével
jar. Ez a hétkoznapi életben bevasarlé kocsik, horddgyak és babakocsik ©nbedllds
kerekeinél figyelhetd meg. A felsorolt esetekben a kerékszitdlds oka a kerékfelfiiggesztés
lagysdga, mig a repiilégépek futémiive, a motorkerékpar elsé kereke esetén a
stabilitdsvesztésben a meghatdrozo szerepet a kerék rugalmassédga jatssza. Rugalmas kerék
modell esetén, pusztin a kerék-talaj érintkezési tartomdny pontos modellezésével is
kimutathatok a kerékszitdlé mozgds legfontosabb tulajdonsdgai [1], mint a kvazi-
periodikussag, és a szubkritikussag. Egy valésdgos jarmiidinamikai rendszer esetén olyan
modell sziikséges, amelyben figyelembe veszi a kerék rugalmassagit €s a felfiiggesztés
lagysagat is, de ezeknek a modelleknek az analitikus vizsgdlata nagyon bonyolult.

Mivel a bevasarlokocsikndl, hordagyaknal a kerékszitdlds tobbnyire nem okoz
semmiféle veszélyt a haszndlat sordn, igy ezek esetén nem is mindig torekednek a
kerékszitds elkeriilésére, illetve a kerékszitdlas vizsgalatdra joval egyszeriibb modelleket
haszndlnak. Egy motorkerékparndl, repiilogépnél nagyon silyos balesetet okozhat egy
vdratlan stabilitdsvesztés, igy a kerékszitdlas vizsgalata sordn elkeriilhetetlen pontos,
szabatos mechanikai modellek hasznédlata. A kerékszitdlast igyekeznek csillapitd
szerkezetek beépitésével elkeriilni, de ez nem mindig valdsithatdé meg, igy mar a
felfiiggesztés tervezésénél gondoskodni kell a kikiiszobolésérol.

Dolgozatomban a vontatérdd lagy csapiagyazdsdnak hatdsat vizsgdlom, és a kerék
rugalmassagat elhanyagolom. Modellként egy kis szabadsdgfoki, dlland6 sebességgel
vontatott, a vontatoridndl torzids viszkézus csillapitassal ellatott vontatott merev kereket
hasznalok, amely egy ponton érintkezik a talajjal. A mozgisegyenleteket a Routh-Voss
egyenletek [2] segitségével irom fel, melyek mdsodrendli, nemlinedris, kdzonséges
differencidlegyenlet-rendszert alkotnak. Az egyenes vonalon egyenletesen haladé kerék
linedris stabilitdsat analitikus dton vizsgidlom meg a Routh-Hurwitz [2] kritérium
alkalmazdsdval. A korpadlyan vontatott kerék linedris stabilitdsa analitikusan mar nem
vizsgalhat6, ezért numerikus moédon stabilitdstérképeket készitek. A csillapitds hatdsat
csak az egyenes gordiillés esetén vizsgdlom. Eredményeimet szimuldcion keresztiil
ellendrzom, majd 0sszevetem az irodalomban [3] taldlhatéakkal.



2. EGYENES PALYAN VONTATOTT KEREK

2.1. MECHANIKAI MODELL

A dolgozatomban egy 4 szabadsidgfoki kerékmodell dinamikai viselkedését
vizsgdlom. Els6 esetben a kerék (felfiiggesztése) v dlland6 sebességgel halad a rajzon kijelolt
irdnyba. A szabadsdgfokokat az 4ll6 (x, y, z) vonatkoztatdsi rendszerben dllandé sebességgel,
a felfiiggesztéssel egyiitt haladé koordindtarendszerben értelmezem. A négy szabadsiagfok a
kerék csapdgyazdsdnak y iranyu relativ elmozduldsa (u(t)), x irdnyd relativ elmozduladsa
(w(t)), a vontatérad xy sikban val6 elforduldsa (w(t)), és a kerék szogelforduldsa (¢(t)).

Az altalanos koordinatavektor:

&)

€ § = =

|§|
] A 11

u(t) 1

1. dbra: Egyenes vonal mentén vontatott kerék geometriai modellje



2.1.1. KINEMATIKAI MODELL

A kinematikai kényszer kimondja, hogy kerék talajjal érintkez6 pontjdnak a talajhoz
képesti sebessége nulla. A talajt 4ll6 vonatkoztatdsi rendszernek tekintve, a vontatérudat
mozg6 vonatkoztatdsi rendszernek vdlasztva, a kerék talajjal érintkez0 pontjdnak sebessége az
alabbi alakban irhaté fel:

VP = VPSZéll + VPrel = 0 . (2)

A vpgan a kerék ,,S” sulypontjdnak sebessége, ez felirhat6 az ,,A” pontbdl kiindulva (®, a
vontatérad szogsebessége, részletezve a (23)-ban):

Vogan = Vs = Vo T O XTyg (3)

ahol az ,,A” pont sebessége (v a vontatdsi sebesség):

W
vV,=|v—u|. 4)
0
Kifejtve a (3) egyenletet:
W i j k W+l Wcosy
Vpga =|V—u |+ 0 0 yl=|v—u+lysiny | . 5
0 [ siny -l cosy O 0

A vpr a kerék ,,P” pontjdnak az ,,S” ponthoz képesti sebessége, ahol a ®, kerék rudhoz
képesti szogsebessége:

VPrel ><I.SP 4 (6)
kifejtve:
i J k R@siny
Vo = |[~@cCOSY  —@siny 0 |=|-R@cosy | . (7
0 0 -R 0

Beirva a (2) egyenletbe az (5) és (7) egyenleteket kapunk kettd skaldr kinematikai egyenletet.
Ezek az egyenletek a (2) egyenlet x, y irdnyu skalar komponensei:

X: w+lycosy +Rpsiny =0 (8)
y: v-u+lysiny —Rpcosy =0 . 9)
A kinematikai kényszereket felirhatjuk a kovetkezé médon:

Z 5+ (10)

amely esetben a f=1...x, és k a skaldar kinematikai egyenletek szdma. Az igy kapott
egylitthatok:
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(B=1), A, =0, A,=1, A,=I[cosy, A,=Rsiny, A,=0,

(B=2).  Ay=-l. Ay=0, Ay=lsiny, A,=-Rcosy, Ay=v. \

2.2. A MOZGASEGYENLETEK
A rendszerben nem csak geometriai kényszerek, hanem kinematikai kényszerek is
vannak, igy a hagyoményos masodfoki Lagrange' egyenletek nem hasznalhatéak ra. Ennek
egy kibdvitett véltozatit, a Routh-Voss egyenleteket alkalmazom, amelyek a
kovetkezOképpen irhatdak fel:

d oT OT K
—————=0,+ ) A, ,. k=12,3,4, (12)
dt g, dq, ‘ ; s
ahol:
oU oD .
= 13
O a% aq.k O (1

A T a kinetikus energiat, g, az dltalanos koordinatdkat jeloli. Az A;, a kinematikai
kényszerekbdl szarmazd, a (11)-ben megadott egyiitthatokat jeloli, a u, pedig a Lagrange
multiplikdtor. A ¢, az (1)-ben megadott q vetkor i-edik vektor elemét jelenti. A Q, az
altalanos eroket jeloli, amelyeket virtudlis teljesitménybdl szamithatunk.

A kinetikus energia két komponensre bonthatd: a kerék (7;) és a vontatériad (7. )
kinetikus energidjara:

T=T,+T,, (14)
ahol,
1 |
Ty = ms |v| +Emf®sms : (15)
és
1 1
T. :—mc|vc|2 +-0'0.0, (16)
2 2
A kerék sulypontjanak (,,S”) sebessége:
w+lycosy
Vo=|v-u+lysiny |, (17)
0

! Lagrange, Joseph, Louis, Comte (gréf) (1736-1813) Olasz-francia matematikus és csillagdsz. 1788-ban jelent
meg f6 miive, a Mécanique analytique (Analitikus mechanika). Napdleon gréfi rangra emelte. Kiemelkedd
eredményeket ért el a szdmelmélet, a mechanika, a Naprendszer stabilitdsa és az algebrai egyenletek teriiletén.

(4]



ebbdl
|vy|" =7 +i? + W + LY Qusiny + 2wcosy +1y) — 2u(v+1yrsiny) . (18)
A kerék forgdsabol szdrmazo energiat a kerék tehetetlenségi fotengelyei altal kijelolt

koordinatarendszerben  szamitom (#,{).  Feltételezziikk, hogy a kerék idedlis
(hengerszimmetrikus, homogén, merev). A kerék szogsebessége:

-
o =0 (19)
(&m.8) .
oy

A kerék tehetetlenségi nyomatéki métrixa az ,,S” pontra:

6 0 0
®S = 0 9&7] O ’ (20)
(§m.8) 0 0 6’5{

ahol 6. =6, .

A vontatérid sulypontjénak (,,C”) sebessége csupdn abban kiilonbozik a v sebességtol, hogy
az ,,A” ponttdl viszonyitva nem [, hanem [, tivolsidgra szdmoljuk a sebességet:

W+l Yy cosy
Ve=|v-u+lysiny |, (21)
0
ebbdl:
Ve[ =v? +i? + W + LY Qusing + 2wcos Y +Ly) - 20(v+1 yrsiny) . (22)
A vontatorad szogsebessége:
0
o =0]. (23)
(x.y.2) .
/8

A vontatérid tehetetlenségi nyomatéki matrixa a vontatérad sulypontjara (,,C”):

0(‘)( (t) _DCX)’ (t) _DCXZ (t)
0. =D, () 6,() -D.() 4
(

~

cxy cy
(x.5,2)

-D.. (1) -D..(1) @

(&4

Ezt azért {irhatjuk fel abszolut koordindtarendszerben, mert az iddtol fiiggd
tehetetlenségi tagok kiesnek a miiveletek elvégzésénél. A 6. 1d6tdl fiiggetlen, mivel a rid
csak a z tengellyel parhuzamos tehetetlenségi fétengelye koriil forog el.
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A fentiek alapjan a kinetikus energia a kovetkezoképpen irhat6 fel (egyszerlsitések
utan):

T :l( (m, +m(_)(v2 +u’ + W —2vu)+2(msls +m.l)((v—u)siny +wcosy )y
2 — |

o . (25)

+(m 1> +ml>+6,+60 )y +6,¢)

=M,

Egyszertiisitsiik tovdbb a kinetikus energia felirdsit a (25) egyenletben bevezetett My, M;, M,
beirdsaval:

T :%(M0 (v +i” +W —2vit) + M, ((v—it)siny +rwcosy )y + My +6,, ¢ ) . (26)
A potencidl fliggvény (csak a rugékban tarolddik energia):
1 2 2
U =§(suu +s w) . 27)

A disszipativ potencidl (csillapitds csak az ,,A” pontban, a vontatérid elforduldsanak
csillapitasdra van):

D= %Wz | (28)

A (12), (13) egyenletbe behelyettesitve, a derivaldsokat elvégezve, a Routh-Voss egyenletek a
kovetkezOképpen néznek ki:

q -
MOL'i—%MI(lﬁsing//Hﬂ2 cosy) =—s,u— i, , (29)

q, -
M i + %Ml (Wcosy —y? siny) =—s, w+ 4, , (30)

ER
%Ml (Weosy —iisiny) + M,y = —kyr+ w1, cosy + w1 siny | 31

4q,:
0.9 = Rsiny — i, Recosy . (32)



A kinematikai kényszerekbdl ((8), (9)) felirhaté a tobbi 4ltaldnos koordinata
segitségével a kerék guruldsdnak szogsebessége:

, W+ ¥ cos
p=-t T (33)
Rsiny
és
,_v—u +[ ysiny . (34)
Rcosy

A ¢@-ot a tovabbiakban a (34) egyenlettel helyettesitem, mert az ¥ =0 esetén is
értelmezett, é€s a linedris stabilitdsvizsgalathoz erre lesz majd sziikség. Eztidd szerint
derivdlva megkapjuk a kerék guruldsdnak szoggyorsuldsat:

p= (v—u+Lysiny)y tany + 1 ysiny + 1y’ cosy —ii

35
Rcosy )
Ha a (33) és (34) egyenleteket egyenlové tessziik, kifejezhetd w:
w=—(v-u)tany ———— . (36)
cosy
Ha a (36) egyenletet id0 szerint derivaljuk, megkapjuk a w-t:
i ==Y ity — L —— — Lyt AV (37)
cos” ¥ cosy cosy
Kifejezziik a 4 -t a (30) egyenletbdl:
lul:MOW+%M1(l/?cost//—lfsinl//)+sww , (38)
ésa U, -ta(29) egyenletbdl:
,uz:—MoL'i+%Ml (Wsinw+l/'lzcosy/)—suu . (39)



Most a (31) és (32) egyenletekbe behelyettesitjiikk a Lagrange multiplikatorokat ((38),
(39)), és kikiiszoboljiik w-t a (36), w-ta (37) és a ¢@-t a (35) egyenletek segitségével. Igy a
kovetkez6 mozgasegyenleteket kapjuk:

(M2 ~M +MOZS2)1/7+ (M 1> —%Mllx)l/'/z tan i

| (40)
+(k, —l(Ml - 2M()ly)ﬂjl/}_ SWISWCOSI//"_ Sul‘vu sin V= 0’
> cosy
M i wl siny |y
R*cos’ v R*cos’y
0 2
_( Gy Mgyt ‘”jv‘/ 0
R cos’ v 2cosy cosy
Iz M
sE 0 1)y
_ + V—u tanyw+s u+s wtany =0,
(RZCOSZW COSZ l/lj( )W l// u w l//
w:—(v—u)tall‘/f_CéTW ’ “
. v—ﬂ-i-lsl/./Sinl/j . (4‘3)

Rcosy

A négy egyenlet koziil kettd ((40), (41)) masodrendii differencidlegyenlet, melyek a rendszer
dinamikai viselkedését irjak le. A mdsik kettd (42), (43), elsorendii differencidlegyenletek,
melyek a rendszer kinematikai kényszerei. Az utolsé egyenlettdl (43) nem fiigg a masik
harom, ezért az a tovabbi vizsgilatokhoz nem sziikséges, elhagyhato (¢ ciklikus koordinéta).

2.3. LINEARIS STABILITASVIZSGALAT

2.3.1. CAUCHY” ATIRAS
A tovédbbi vizsgalatokhoz vezessiink be egy x vektort amely a kovetkezOképpen néz

(44)

e
1]
< = T € =

? Cauchy, Augustin Louis (1789-1857) Francia matematikus. 18 éves kordban kivalé eredménnyel fejezte be
tanulményait az Ecole Politechnique intézetben, 27 éves koratél a Francia Akadémia tagja. 24 éves koratdl
Lagrange és Laplace hatdsira matematikdval foglalkozott, és jelentés eredményeket ért el a differencidl
elméletében. Tobbek kozott megalapozta a sikdramldsok lefrdséra is haszndlt komplex fiiggvénytant és lefektette
a rugalmassagtan matematikai alapjait. [4]



Ezt id6 szerint derivdlva megkapjuk az x vektort, melynek 6t koordinatdja koziil az
elso kettd az X vektor utolsé két koordinatdja, a harmadikat a (42) egyenlet irja le, az utolsé
kettd mennyiséget a (40), (41) egyenletekbdl fejezziik ki: x =f(x).

A (40), (41) egyenletek felirhatéak matrixos forméban, a kovetkezoképpen:

i
M{ } =c, (45)
4
ahol:
0 M,+My>—M,|I
M=\MR*+6, 60,+R°M, : (46)
2 2 — . Lsiny
R cos" v R cos" y
és

(M ]2 —%Mlls W tany — (k, —%(M1 —oM, 1 )22 jy'/+ s, Lweosy —s Lusiny

cosy

c= , . ) (47)
0, +M R siny M o [ Bs+M(R N
= I +— +| =——— |(v—u)ytany —s,u—s, wtany
R"cos’ v © 2cosy R”cos” v
Innen:
I;i -1
=M -c. (48)
4
A (46) matrixot invertdlva:
[ siny R? cos® y
M| Ma ML +Ml} MR +6, 49)
1

M,-M]I +M,’

10



A (47), (49) egyenleteket behelyettesitve a (48) egyenletbe a kovetkezot kapjuk:

2 2 2 (1.2
s,R” cos v, sl sin"y

u-s

. 5,17 sin 2y s, R* sin 2y
u=- 2 y|ut ‘ 2\ 2 w
MR +6, M,-M|l +M 2(M,-MI + M) 2(M,R*+6,)

6.+ M R’ sin M
= RZ . 3 Wls+2 : (MOIXZ_;MIZ‘V)ZS Sinl//
+ cos I/IZ COSY’ 2 cos’ i — —tany |y’ (50)
M,R" +6, M,-MI +M,.
0. +M,R’ , i
(i) k- Lom, —om )"
R cos” ) ) Y cosy
+ R sin2y — > [ siny |y
2(M,R*+6,) M,—M +M,
= s, siny it sl cosy L
M,-MI +M, M,-MI +M,
— 1 51)
21 k- Lot —amgy (
_(M()ls _EMlls)tanl// o t 2( 1 O‘Y)COSW .
M,-MI +M,’ v M,-MI +M,’

Beirva (36), (50), (51) egyenleteket az x vektorba és a véltozdkat az x vektor
koordindtdira atirva, az x =f (x) vektor a kovetkezoképpen irhato fel:

X =x,
X, = X5
. [ xg
X, =—(v—x,)tanx, —
COS X,
, s, R* cos® x, 5,1 % sin® x,
X, =— x
! MR +6, M,-M[ +MJ: |"
5,17 sin2x, s, R? sin 2x,
+ ‘ 2\ 2 X3
2(M,-M 1 +M0*) 2(M,R*+6,)
6.+M R*sinx M
L M=t |1 sinx,
R”cos” x, 208X, 5, 2 ) 2
+ > R” cos” x, — s——tanx, |x;
MOR +93§ M2 _Mlls +MOZS
6.+M,R’ 1 —ii
s& 0 vV—u
5 |lv—x k. ——(M,-2M
[choszx2 ]( ) , [ ’ 2( : Os)cosxzj _
+ 5 R’ sin2x, — > [ sinx, |x,
Q(MOR +955) M,-M] +M|
sl sinx, s, I cosx,
Xy =— =X + = X,
M,-MI +M,: M,-MI +M| (52)

1 1 3 V—x,
(Ml _EMJS) anx, (k’ 2 (M, —2M,L,) cos x, j

X5 X5
M,-M|l +M|’ M,-M|l +M’

11



Az x; az X vektor i-edik elemét jeloli a (44)-ben megadott modon. Ezekre az dtalakitasokra a
linedris stabilitdsvizsgdlat miatt volt sziikség, melynek menetét a kovetkezd fejezetben
ismertetem.

2.3.2. TAYLOR® SORBA FEJTES
Az elsd 1épés az, hogy a staciondrius megoldas (matematikai egyensulyi helyzet - xo)
koriil Taylor sorba fejtjik az % =f(x)-et, és csak az elsérendii tagban szerepl$ Jacobi
matrixot vizsgéljuk:
f(x)=x,+J|_-(x-x,)+HOT . (53)

A HOT (Higher Order Terms) a magasabb rendil tagokat jeloli, J |X az x =f(x) Jacobi
madtrixa az X, pedig a kdvetkezd:

U, 0
Vo | |0
X, =|w, |=1]0 (54)
U, 0
_l/‘/() _ _0_
Ez a rendszer trividlis megoldasa, egy egyenes palyan valo gordiilés, ahol:
u=0 w=0 4=0,igyaz =0 w=0 y =0 s (p=%t+(po.
A Jacobi matrix, ahol az f; az f(x) vektor i-edik eleme:
[
ox, ox;
L = T (55)
| ox, ox, Jsasly,
A differencidl-egyenletrendszer Jacobi matrixa xo helyen:
[ 0 0 0 1 0 ]
0 0 0 0 1
0 -V 0 0 —l,
R2
=|-——2" ¢ 0 0 0 (56)

o M,R* +6,

/s —kl+lM1v—Mol‘Yv
() () s w 2

M,-M|l +M,’ M,-M|I +M,’ |

3Taylor, Brook (1685-1731) Angol matematikus. Matematikai analizissel foglalkozott, legjelentdsebb eredménye
a Taylor-tétel, amely a fiiggvények hatvanysorba fejtését fogalmazza meg. Akusztikai vizsgélatai sordn a rezgd
hdrok alakjit, valamint a hur &ltal keltett hang magassdgit vizsgédlta. Megalapozta a véges differencidk
mddszerét és a linedris perspektiva elméletét. [8]
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2.3.3. A KARAKTERISZTIKUS EGYENLET
A karakterisztikus egyenlet a kovetkezé médon kaphaté meg:

det(AI-J)=0,

amely egy 6todfoku polinomma bonthat6 ki:

1
I kt_EMlv-i_MOlsv Swlsz SMRZ

5 . 244 —+ ! 3
M,-M|I +M,l M,-MIl +Ml~ MR +0,

(ktsu +((—1M1 +Molg)su +Molvswjij2 +lgswl9va
> ‘ ‘ sSw0,

’ (M, M1 +M17)( MR +65¢)

/12

:a2

N I’R’s,s, A+ [ R’s,s v
(M, —M1 + M) (MR +6s&) (M, -M 1 + M) (MR +6s¢)

:al :ao

Az (25) egyenletben bevezetett tehetetlenségi mennyiségeket visszahelyettesitve:

2
M2_Mlls +M01s2 :601 +6x§+mc (lv _lc) ’

_%Ml +MOls :mc (ls _lc)

fgy az egyiitthatok:
as =1
k,+m_ (I, =1 )v
a, = .
m ([, =1) +6,+6,
0 = s, 1’ N s, R’
’ 0. +6,+m (I -1 ) (m +m )R +6,
(ktsu +(m, (I, =1)s, +(m, +mc)lsSW)V)R2 +1,5,6,:v
(6. + 6, +m (L =1)")((m, +m,) R +85¢)
a = l‘rszsusw
1 (0c2+0r§'+mc (lv_lc)z)((my +mL)R2+0S§)
[ Rs,s,v
a, =

(6. +6, +m (1, =1 )((m, +m,) R +6s¢)

(57)

(58)

(59)

(60)

(61)
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2.3.4. EGYUTTHATOK VIZSGALATA
A stabilitdsvizsgélatra a Liénard4—Chipart kritériumot alkalmazom ([2] — 199. oldal).
Ez azt mondja ki, hogy ha a az egyiitthatok mind pozitivak:

a,>0,i=0.5, (62)

D_ >0,D, >0, ..., (63)

akkor az egyenletnek olyan komplex szdmok a megolddsai, melyben a valds rész negativ.
Ekkor a rendszer megoldasa aszimptotikusan stabil, tehat tart az egyensulyi helyzethez. Az n
a karakterisztikus egyenlet fokszdma, D; pedig az egyenlet egyiitthatéinak j-edik rendii
Hurwitz’ determindnsat jeloli:

al a()

D, =a,, D, = e (64)

a; a,
A tovabbiakban kiilon vizsgéljuk a csillapitatlan (k, = 0), és a csillapitott (k, # 0) eseteket.

2.3.4.1. Csillapitatlan eset
El6szor vizsgdljuk az egyiitthatokat. Az a, =1 minden esetben, tehdt az mindig

pozitiv. Az a,:
m. ([, —1)v
m, (ls - lc )2 + esé' + ecz

>0. (65)

a, =

Ebben az esetben elég csupdn a szamldlot vizsgdlni, mivel a nevezd a benne 1évo
mennyiségek fizikai jelentésébdl adédéan, mindig pozitiv. A szdmlalo:

m.(l,—1)v>0. (66)
Ha a v sebesség pozitiv eldjelii, akkor ez teljesiil abban az esetben, ha

[ >1 . (67)

N c

Ez azt jelenti, hogy a vontatérid tomegkozéppontjdnak a kerék tomegkozéppontja, és a
vontatérdd csapagyazdsa kozé kell essen.

Az a;:

2 2
s, ! s,R

w-Ss

= +
6. +6,+m (I —1) (m+m )R +6,

>0 . (68)

a,

4 Liénard, Alfred, Marie (1869- 1958) Francia fizikus és mérnok. FObb kutatdsi teriiletei voltak az
elektromossdg, magnesesség és a mechanika. [6]

> Hurwitz, Adolf (1859- 1919) Német matematikus. Legfontosabb eredményeit a Riemann-feliiletek
vizsgdlatdnak teriiletén, a komplex fiiggvénytanban és az algebrai szdmelméletben érte el. Az 8 nevéhez is
kotodik a rendszerek stabilitdsanak feltétele is, a Routh-Hurwitz kritérium. [7]
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Ez nem ad 1j kritériumot, mivel ez akkor pozitiv, ha a rugémerevségek pozitivak, és ez
mindig igaz.

Az a, :

_v((mc(ls—lc)su+(m5+mc)ls )R +1.5,0 )

sOw sOwsé

- (Bcz +6,, +m, (1, -1, )2)((171Y +m, )R +9s§)

>0 (69)

Ha a (67) feltétel teljesiil, akkor ez biztosan pozitiv akkor, ha a v sebesség pozitiv eldjeld.
Ekkor /-re a kdvetkezo feltétel kell teljesiiljon:

2
[.m.s R

mCsMR2 +(mC +m‘v)sz2 +Swes<f ’

[ >

(70)

Ennél a (67) kritérium pozitiv /. esetén erdsebb, mivel ez mindig kisebb, mint /., mert mindig
nagyobb szdmmal osztjuk az /.-t, mint szorozzunk.

Az a, :

lSZRZSMSW
&= p >0 1)
(ecz +9Y{ +mc (lv _lc) )((ms‘ +mC)R2 +9S§)

Ez sem ad uj kritériumot, mert mindig pozitiv.

Az a,

2
[ R"s s v

(ch +6, +m, (I, -1, )2)((m5 +m, )R +6’s§)

>0 (72)

a, =

Az a, akkor pozitiv, ha az [; és a v azonos eldjelli, tehdt a kerék ,,S”stlypontja a haladasi
irdanyt tekintve a csapdgyazas mogott van. Pozitiv /. esetén ez a kritérium a (67) (70) feltétel
teljesiilése esetén biztos, hogy igaz.

Most vizsgéljuk a Hurwitz determindnsokat:
D _,>0,D ,>0. (73)
A D,:
_v(ecz + 03( - mclc (ls - lc ))lsR4SL¢2SW

D, = - >0 (74)
(HCZ +6, +m, (I, 1) ) ((mc +ms)R* +65s¢)

Pozitiv v esetén a kovetkezd igaz:
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0, +61;

m

c

L(L,-1)> (75)

Mivel a jobboldal pozitiv, ezért a baloldalnak is egy pozitiv szdmnak kell lennie,
méghozz4 nagyobbnak, mint a jobb oldalinak. Ez dgy lehetséges, hogy az [ és az [ —1
kiilonbség is pozitiv, tovabba a kettd szorzata nagyobb, mint a jobb oldal. Ez akkor teljesiil,
ha a kovetkezd igaz [ -re:

(ecz + 0?{ + chlc2 )

m(‘ lC

[ >

N

(76)

Ez a kritérium erdsebb, mint a (67)-ben megfogalmazott, mert a szamlalé6 mindig nagyobb
értékli, mint a nevezd. Tovabbd lathatjuk azt is, hogy az [ -re vonatkozé erds kritériumok
kozil ((67), (70), (76)) egyik sem fiigg a sebesség nagysidgitdl, csupan az irdnyatdl. A
csillapitott esetben ez mar nem igy lesz.

Negativ [, esetén azért nem teljesiil a (75) egyenlet, mert az [ —[ kiilonbség nem
lesz negativ, mert az [ -nek a (72) egyenlet értelmében a v-hez hasonl6an, szintén pozitivnak
kell lennie, és ekkor az [ —1[ kiilonbség csak pozitiv lehet. Ha a v sebesség negativ eldjeld,
akkor a reldcids jelek megfordulnak, és az [ és [ is eldjelet valt. Ez azzal egyenértékd,
mintha a koordindtarendszer irdnyait megforditottuk volna.

A D,:
D,=0. (77)

Ez azt jelenti, hogy van olyan szabadsdgi foka a rendszernek, amelyre a rendszer
sosem lesz aszimptotikusan stabil. A 4.1. fejezetben 1év6 numerikus szimuldciokbdl lathatjuk,
hogy ez az u(¢) éltaldnos koordindta. Mig a tobbi koordindta aszimptotikusan csillapodo,
addig ez utébbi egy dllandé amplitid6ji rezgést mutat. Az u(f) koordindtdnak az iddbeli
lefutdsa nincs hatdssal a masik két koordindta idébeli lefutdsara egyenes gordiilés esetén, igy
ennek a feltételnek a hatdsitdl a stabilitasvizsgélatndl eltekintiink.

Ha ezt 6sszehasonlitjuk egy irodalomban fellelhet6 hasonlé modellel, melynél az ,,A”
pontnak kizardlag oldalirdnyu elmozduldsa lehetséges (most w), lathatjuk, hogy az igy kapott
stabilitdsi kritérium - a (77)-ben kapott feltételtdl eltekintve - megegyezik azzal ([1] — 28, 35.
oldal, [3]). Ez alapjan elmondhat6, hogy egyenes gordiilésnél a linedris stabilitds nem fiigg a
felfiiggesztés menetirdnnyal parhuzamos merevségétdl, soOt egydltalin nem fligg a
felfliggesztés merevségétdl, mindaddig, amig van felfiiggesztés, azaz s,,s, >0.

16



2.3.4.2. Csillapitatlan eset stabilitastérképei

[[m]}
Stabil
D=0 § o ¢
a=0 __ ___________
a=0) Iilsialzll- _____
a.=0 0 v[m/s]

2. dbra: A csillapitatlan rendszer v-/; stabilitastérképe

[[m]

3. dbra: A csillapitatlan rendszer /.-/; stabilitastérképe
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A 3. dbra azt mutatja meg, hogy adott paraméterek mellett hol legyen a vontatérid
sulypontja, hogy a lehetd legrovidebb vontatdsi hossz addédjon ki. A roévidebb vontatdsi
hossznak a kisebb helyigény mellett tovdbbi eldnye, hogy kozelebb van a talajjal érintkez6
pontban ébredd z irdnyd erd hatdsvonala az ,,A”-val jelolt (1. &bra) vontatérad
csapagyazashoz, igy kisebb az ott ébredd jarulékos nyomaték is.

Ezt a minimumpontot a kovetkez6 médon hatdrozhatjuk meg:

A kritikus [y, hossz — amikor még éppen stabil a kerék — felirhat6 a (76) Osszefiiggés
segitségével:

0. +6, +ml’

mC lC

Ennek /. szerinti minimuma ott van, ahol % f (lc ) =0 feltétel teljesiil:

c

acz + 95{
[ = |2 (79)
m,

Mivel a €_ nem fiiggetlen az [ _-t6l, ezért a kritikus hosszt iterdciéval hatdrozhatjuk
meg, de ennek konvergencidja tovabbi vizsgélatokat igényel. Sajnos a sokféle vontatérad
kialakitds miatt nem lehet konkrét Osszefiiggést adni €. és [  kapcsolatira, de egy

optimalizdldsi modszert érdemes lenne kidolgozni, amely akér az ipari gyakorlatban is jol
hasznosithato.

A stabilitastérképeken ,,X’-szel jelolt pont a 4.1. fejezetben 1év0 szimuldcidhoz tartozé
paraméterparosokat jeloli, ha a tobbi paramétert a (147)-ben megadott szerint valasztjuk.

2.3.4.3. Csillapitott eset
Itt is el@szor az egyiitthatokat vizsgaljuk. Az a, =1 véltozatlan. Az a,:

k. +m_ (I, =1 )v
m, (ls _lc )2 + esé' + ecz

>0. (80)

a, =

A nevezd mindig pozitiv, igy elég a szamlalét vizsgdlni, melyre igaz, hogy:
k. +m. (I, —1)v>0. (81)

Pozitiv v sebesség esetén ez akkor teljesiil, ha:

k
[y — (82)

m.y

c

Az a, nem fligg a csillapitastdl, igy ugyanolyan hatdssal van a csillapitott rendszerre,
mint a csillapitatlanra volt. Nem ad nekiink djabb kritériumot, mivel akkor pozitiv, ha
rugdémerevségek pozitivak, és ez tovabbra is biztos, hogy teljesiil.
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Az a,-nek csupdn a szdmldl6ja viltozik, igy elég csupdn azt vizsgdlni (a nevezd
mindig pozitiv):

(k,su +(mc (1, =1)s, +(m, +mc)lxsw)v)R2 +15,60,,v>0. (83)

S§ WS

Ez akkor teljesiil, hogy ha v >0 esetén [ -r6l elmondhatjuk, hogy:

(lcmcsuv _ktsu )R2

[, >

(84)

v((mcsu +(mc +m, )sw)R2 +swt9S§) .

Az a, és az a, sem fiigg a csillapitastdl. Az a, mindig pozitiv, az a, tovébbra is akkor
nagyobb nulldndl ha v és [ azonos elgjeld.

Most vizsgéljuk a Hurwitz determindnsokat:

D, =0 (85)

A D, tovédbbra is minden esetben 0.

L R*s>s, (k,lx ~v(6,+6, -ml (I, —lc)))

D, = >0 (86)

2)\? 5 2
(6. +6, +m.(1,=1)") ((mc+ms)R® +6s¢)
Ez akkor teljesiil, ha [ -re a kovetkezd igaz:

(6. +6,+m1>)v

k,+m.lv

[ >

s

(87)

Lathatjuk, hogy az [_-re kapott kritériumokat minden esetben gyengiti a csillapitds.
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2.3.4.4. Csillapitott eset stabilitastérképe
A csillapitott esetben csak a D, szolgéltatta stabilitasi kritériumot dbrazolom, mert ebben az
esetben is ez a legerdsebb kritérium. A gorbéktdl folfele az adott csillapitdshoz tartozoé stabil
tartomdny taldlhaté. A nyil a paraméter — az ,,A” pontban taldlhaté torzids csillapitési tényezd
—novekedési irdnyit mutatja.

V[m/s]

4. abra: D, stabilitadsi hatarok csillapitott esetben
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3. ALLANDO SUGARU KANYARIVEN VONTATOTT KEREK

3.1. MECHANIKAI MODELL
Ebben az esetben a kerék egy dllandé sugari koriv mentén van vontatva. Ezt sem
abszolut koordindtarendszerben, hanem egy relativ rendszerben vizsgiljuk. Ez esetben a
relativ koordindtarendszer origdja az r sugard kanyariv gorbiileti kozéppontjaban van, melyet

nevezziink el ,,O0” pontnak, és @, szogsebességgel forog. Ebben az esetben is az (1)-ben

megadott dltalanos koordinatavektort haszndlom a szabadsagfokok leirdsara.

Pl e

B o .t

5. dbra: Koriven vontatott kerék geometriai modellje

3.1.1. KINEMATIKAI MODELL
Ez esetben a kinematikai kényszeregyenlet a (2) képest a kovetkezoképpen modosul:

Vo = Voot Vo T V5 =0 (88)
A v, akovetkezOképpen irhat6 fel:

Voo = Vo T 0,0 XTI . (89)
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Ahol:

v, =0, (90)

—r+w+l[ siny

Ios =| —u—Il cosy |, 1)
0
0 0
o,=| 0 |= Y. (92)
1%
@ -

ahol a v a kanyarodas keriileti sebessége, r a palya sugara. A miiveleteket elvégezve:

~2(1 cosy +u)
p

Voo =| V(L siny +w) | . 93)
r

0

A v,,, akerék ,,S” sulypontjdnak relativ sebessége az (1) vonatkoztatdsi rendszerhez képest:

Vo = Vg =V, TOXTy %94)
ahol az ,,A” pont sebessége:
W
V,=|-u|. (95)
0
Kifejtve a (94) egyenletet:
W i J k W+l Y cosy
Ve, =| U |+ O 0 Y| =|—u+lysiny | . (96)
0| (siny -l cosy O 0

A vp3, a kerék ,,P” pontjanak az ,,S” ponthoz képesti sebessége. Ez a (6) Osszefiiggéssel
megegyez0 moédon szdmithato, melynek végeredménye:

i J k R@siny
Vo, =|—@cosy —@siny 0 |=|—-R@cosy | . 97)
0 0 -R 0
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Beirva a (88) egyenletbe a (93), (96) és (97) egyenleteket kapunk kettd kinematikai kényszert.
Ezek a kényszerek a (88) egyenlet x, y iranyu skalar komponensei:

X: —Z(lscosw+u)+w+lSWcosw+R(/')sinl//:0 , (98)
r

y: v—z(lssinl//+w)—b't+lslﬂsinw—qucosW:0 : (99)
r

Ezt ha a (10) egyenletben torténd alakba irjuk at, akkor a kovetkezot kapjuk egylitthatoknak:

A,=0, A,=1, A,=Ilcosy, A,=Rsiny, A, =—K(ls cosy +u),
r

(100)
A, =—1, A,=0, A,=Lsiny, A,=-Rcosy, A,=——(Lsiny+w).
r
3.2. MOZGASEGYENLETEK
Ismét a Routh®-Voss egyenletekkel val felirismédot alkalmazom:
d oT oT £
L9 _ % _o+ A (101)
dt g, 9q, 2 ;ﬂﬁ wp
ahol:
oU oD
O =—-——+0, . (102)
a‘]k a‘bc

Itt a 7 a rendszer a forgé koordinatarendszerbeli relativ kinetikus energidjat jeloli, g,
az éltaldnos koordindtédkat jeloli. A Q, a virtuélis teljesitménybdl szdmithaté éltaldnos eréket
jeloli, melyek ebben az esetben a szdllito-, €s Coriolis’ er8kbdl szamithaté. Az Ay, @ (100)-
ban megadott egyiitthatok. A tobbi jelolés megegyezik a (12), (13) egyenleteknél
hasznaltakkal.

A kinetikus energidt ebben az esetben is felbontjuk a kerék és a vontatérud kinetikus
energidjara, a (14) szerint. A (15), (16) egyenletek alapjan irhatéak fel az
energiakomponensek. A forgdsbol szarmazd energia a (19) (20), és (23) (24) egyenletek
alapjan 4all ossze. A |VS|2 a (96) egyenlet segitségével, a v. a (21)-nél alkalmazott
megfontolds alapjan a (96)-hoz hasonléan irhat6 fel, melybdl az abszolut értékének négyzete
szamolhato:

Ivo|" = u? +* +127 + 20y (weosy —isiny) | (103)

|VC|2 =i’ + W’ + 12y + 2Ly (Weosy —iisiny) . (104)

6 Routh, Edward, John (1831-1907) Angol matematikus. FObb kutatdsi teriiletei a mechanika, csillagdszat és a
harmoénikus analizis volt. Az 6 nevéhez is kotddik a rendszerek stabilitdsanak feltétele is, a Routh-Hurwitz
kritérium. [5]

7 Coriolis, Gaspard, Gustave de (1792-1843) Francia mérnok és matematikus. O vezette be a munka és a
kinetikai energia mai értelmezésiink szerinti fogalmat. 1835-ben 6 mutatta ki, hogy forgé koordinatarendszerben
a relativ elmozdulds irdnydra merdleges tehetetlenségi erd hat a tomegre. [4]
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A (14) egyenletbe beirva a(15), (16), (19), (20), (23), (24), (103), (104)
Osszefiiggéseket, rendezés utan a kovetkezOt kapjuk a relativ kinetikus energiara:

T=—((m,+m) (i’ +W*)+2(ml +ml ) (Wcosy —usiny)y

1
2 (105)
+(ml?+ml’+8,+6. )y’ +6, )

A potencidlfiiggvények megegyeznek a (27), (28) osszefiiggésekben megadottakkal.

A rendszerre két erének van teljesitménye: a Coriolis erOnek, és a szallité erdnek.
Ezek a kovetkezd médon irhatdak fel:

FC()rr,S = _zms (('010 X VS ) > (106)
FCorr,C = _2mc ((’)10 XVe ) > (107)
F.s=-m ((‘)mx(mloxros)) ) (108)
Fsz,c =-—me ((’)mx((’)loxroc)) > (109)
ahol
—r+w+l_ siny
r,.=| —u—l.cosy |. (110)
0
A miveleteket elvégezve, egyszeriisitések utan:
e Ly siny
F,,,s=2m, | w+lyrcosy |, (111)
A
[i—1ysiny |
F.,.=2m ~| w+Lycosy |, (112)
r
0

, | r—w=l siny

<

F.g=-m —| u-lcosy |, (113)
r
O -
L[ r=w—=L siny]|
F,.=-m—| u—lcosy |. (114)
r

0
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Ezek az erdk a kerék sulypontjdban (,,S” — (111), (113)), illetve a vontatérud silypontjaban
(,,C” = (112), (114)) hatnak.

Ezeket beirva a virtudlis teljesitménybe, az ,,S” pontban hat6 erdk virtudlis teljesitménye:

oW+ oyl cosy
)| =i+ Syl siny | (115)
0

5RS' = (ng)rr,S + FT

52,5

)-6vg=(F.,, s +F!

52,8
kifejtve:

r r r

OP, = msz(Zu—K(r—w)+(K—2¢/jlx sin y/j(5w+ Oyl cosy)

(116)
+m, K(2W—£u + [21/‘/#) I cos y/j(—&z +8yl_siny)
r r r
A ,,C” pontban hat6 erdk virtudlis teljesitménye:
oW+ oyl cosy
OP. =(F,,, c+F ) 0v. =(F,, o +F. )| —0u+ oy, siny |, (117)
0
kifejtve:
VN, v Voo . . ,
OP.=m, —(ZM ——(r—-w)+ [—— 2@//) [ sin y/j(5w+ oyl cosy)
r r r
(118)

+m, 3(2w ~Lus (2;//+ Kj I cos ;l/j (=i + Sy7l_siny)
r

r r

Mivel  virtudlis  teljesitmények  linearisan  fiiggenek a  virtudlis  4ltaldnos
koordinatasebességektdl, ezért ha a virtudlis koordindta sebesség szerint derivédljuk a
teljesitményeket, akkor megkapjuk azok egyiitthat6it, melyek az &ltalanos koordindtdkhoz
tartoz¢6 altalanos erdk. Tehat:

0
0 = —OP , (119)
¢ a(5Qk)
ahol:
OP=0P, +0P. . (120)
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ko, ~ 17
Innen a Q' 4ltalanos erévektor:

lz((mc +m)(vu—2rw)+(ml +ml ) (v—2ry)cosy)
p

o | (et m) (o Ow=r)+2ri) + (ml+md ) (v=2rp)sing) |

—r—vz(mclc +mslx)(((r—w)v—Zru)cosl//+(vu—2rvi/)sin 1//)

0

A derivdlasokat elvégezve, a (101) Osszefiiggésbe behelyettesitve, a Lagrange
multiplikatort tartalmazé tagok kivételével mindent a bal oldalra rendezve, a
mozgasegyenletek a kovetkezok:

q -
v2
(ms +mc)éi—(lsms +lcmc)l/7sinl//+(su —(ms +mc)—2ju
T (122)
(m,+m.)(2ww) (Lm,+1Lm.)(v—ry)’ cosy
r - r’ —
q -
V2
(m, +m, ) w+(lm, +1m, )ycos ’//"‘(Sw —(m, +mc)—2jw
r
, (123)
r(m, +mc)(v2 —2vu)—(lsms +lcmc)(v—rl/'/)2 siny
- > =
q; -
(Lm +1m +6_+6, )i —(Lm +1m.)(iisiny —iicosy)+kyr+
,(124)
+ (Lm, +1m, ) ((r(v=20) —vw)cosy + (vi—2rw)siny ) = L, cosy +1, 41, siny
r
q,
0.9 =Rsiny — ,Rcosy . (125)
Ezutédn a (99) kinematikai kényszerbdl kifejezziik a ¢-ot:
1 v [ v
——w—u |+ —— |t . 126
Rcost//(v rw u} R(W rj any (126)

Ezt behelyettesitve a (98) kinematikai kényszerbe, w -ra rendezve:
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w:3u+(u—v+3wjtany/+ L (K—yyj. (127)
r r cosy \ r

Id6 szerint derivdlva a (126) Osszefiiggést, és behelyettesitve a (127) egyenletet
megkapjuk a kerék guruldsi szoggyorsuldsat:

(r—w)v—ru siny

2
.. . s v )
= —+ _ | ——
¢ r’R coszl//(v id Rcoszl//(r2 Wj Rcosy | r

2
(V—2u+uJ+ W tany .(128)

A (127) osszefiiggést derivdlva id6 szerint, és 6nmagét a derivéltba helyettesitve:

2

v'&:V—(l siny +(w—r)sin’ y +

.
r COSzl// (l// MV)

12 (uy./+51n21//
cos” ¥ 2

usin 21//) vw
2 i ?
rcos” ¥ (129)

+

- ;//j——(l y/ tany +[ )
COS

Kifejezzilk a Lagrange multiplikdtorokat a (122), (123) egyenletekbdl, majd
behelyettesitjik a (124), (125) 0Osszefiiggésekbe. Majd kikiiszoboljik a w,w, @, @
koordinétasebességeket, €s gyorsuldsokat a (126), (127), (128), (129) egyenletek segitségével,
igy a mozgdsegyenletek a kovetkezoek:

v (21, sinlﬂ+w)+r(u—v)l/]

(mc(zx—zc>2+ecz+e¢)w+mc<zs—zc>[w2 tany — ]
recosy L (130)
+kll/./+vm ¢ Z)( Tw-L(r= l s1nl//)j+l (susiny —s, weosy)=0
rcosy rooor

(m,+m,)R*+6,
R’ cos’

L=1) (m+m, )R +6,; (m5+mC)R2+055
> sml// —
cost// R’ cos’ y rR”cos’ ¥

- R*+6
& (ii—lxlﬁsinl//)+(mc (lv lc) _(ms +mc) + s& lv]WZ

cos R’ cos’ y

(vw+ru)sinl//}//

,(131)

v(m, +m )R +6,
+_

v:(m, +m )R2+6’5§
itany +— - (u+tanyw)+s,u+s, wtany
r R’ cos’ r R’ cos’ v

V2 ((lcmc ~3Lm, —2lm)—m, (I, —L )cos2y lvevf (m,+m)R* +0, ]
- - + £ rsin 74
r

2cos’ W R’ cos’ y R’ cos’ v

W:Ku+(u—v+zwjtanl//+ L (3—://], (132)
r r cosw \ r

oo (V—Kw—uj+%(y'/—zjtany/ | (133)
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A (133) egyenlet a tovéabbi vizsgalathoz jelen esetben sem sziikséges, mert ¢ -t0l nem fiigg a
masik harom mozgasegyenlet.

3.3. LINEARIS STABILITASVIZSGALAT:

3.3.1. CAUCHY ATIRAS
Ismét vezessiik be az X vektort:

(134)

ST ] T

V]
Id6 szerint derivalva kapjuk az x vektort, melynek elemeit leiré fiiggvényeket a 2.3.1.
fejezetben taglalt modhoz hasonléan kapjuk meg a (130), (131), (132) egyenletekbdl:

x=f(x).

Ennek az utols6 harom eleme kifejezheté a mozgisegyenletekbdl. A w-t a (132)
Osszefiiggés irja le, u és ¥ kifejezhetd a (130), (131) egyenletekbdl a 2.3.1. fejezetben
ismertetett modon ((45), (48)). Az eredmény:

2 2 .
= RSV oy Lsiny c, (135)
(m, +m IR +6 " (m (1,-1,) +6.+6,)
V= < (136)
(mc (1,-1.) +0€Z+6Y;)
Ahol C,, C, a ¢ vektor elemeit jeldli:
(L -1 +m )R> +6
Clz_(mc(s c)_(mx ch) - Sflj]l//z
cosy R cos’ v
2m (I -1 +m )R> +6 +m )R> +6
_ K mc( K c)_(ms ch) - s& Sinl// +(mx TC) - s& (VW+ru)SinW W
r cosy R cos’ v rR”cos’ (137)

v(mc+mx)R2+0X§ V2 (mS+mC)R2+0Y§

—— utany ——

(u+tanyw)—s,u—s, wtany

r  Rcos’y r R* cos’ w
2(m, =3lm, —2lm)—m, (I —I 2 1.6 +m )R> +6,
+v_2 (Im, =3l m, Smx)3 m, (I, —1 )cos v 5 Si +(ms ?1() : SE Fsiny
r 2cos ¥ R cos R cos
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v(2L siny+w)+r(i—v)

C2 = mc(lx _lc)( l/‘/_lxl/‘lz tan l//]_ktl//
rcosy
(138)
vm(l -1) (LHXW_K(r_ls sin ;//)j—ls (s,usiny —s, wcosy)
r o cosy A

Most helyettesitsik X vektor elemeit x,-vel, amelyben az i a vektor koordindtdjanak
sorszdma, igy megkapjuk az x =f (x)-et:

X =X,

X, = X

.V v [ (v

X, =—x+| x,—v+—x, |tanx, +——| ——x, . (139)
r r cosx, \ r

. R’cos’x, [ sin x,

Xy = RP+0. + 2 G,
(m,+m)R"+6,; (mc(ls—lc) +0€Z+65§)

. CZh

X5 =

Ahol:

c, :‘(mci(ls_lc) ki) zv]xf
’ COS X, R cos” x, ‘

2m, (1, -1 +m )R* +8 +m )R +6
_(z( mc( s c) (ms mc) & sinxz]-i‘(ms mc) 5 (vx3+rx4)sinx2Jx5

r{ cosx, R’ cos’ x, rR* cos’ x,
,(140)
v (mc+ms)R2+6’S5 v? (m, +mc)R2+6’55
—— —— x, tanx, —— —— (x,+x, tanx, ) —s,x, —s,X, tan x,
r R” cos” x, R” cos” x,
vi( (m, =3l m —2lm)—m, (I -1 )cos2x, 16, (m +m)R*+6,,
+— - -+ —— rsinx,
r 2cos” x, R” cos™ x, R” cos™ x,
v(2[ sinx, +x;)+r(x,—v
C,,=m(l —1) (2Lsinx, )+ r(x, )xs—lsxsztanxz —k,x;
’ F COS X,
(141)

_K mc (la — lc)

v . :
x, +—x,——(r—Isinx,) |1 (s,x sinx, —s,x, cos x,)
r cosx, roor
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3.3.2. STABILITASTERKEPEK
A kovetkez0 esetekben vizsgdlom a rendszert:
- adott sugaru iven, kiillonb6z0 vontatasi hosszak mellett mekkora sebességgel,
- adott sebesség mellett, kiillonb6zd vontatasi hosszak mellett mekkora iven,
- adott vontatdsi hossz mellett, kiilonboz6é ivii kanyarokba mekkora sebességgel
lehet haladni, hogy a kerék staciondrius mozgésa ne veszitse el stabilitasat.

Az analitikus stabilitdsvizsgdlat ebben az esetben nem lehetséges az egyenletek
bonyolultsdga miatt, ezért numerikusan kell eldéllitani a stabilitastérképeket. Csak a
csillapitatlan rendszert vizsgdlom. A modell mindvégig tiszta gordiilést feltételez, ebbol

ad6ddan a nagy v/r ardnyok esetén a stabilitdstérképek nem feltétleniil igazak.

3.3.2.1. Stabilitastérképek eloallitasa
El8szor kivalasztjuk a paramétereket, €s a paramétertartomdnyt, ami alapjn, €s amin a
rendszert vizsgalni fogjuk. A paramétereket most jelolje a és b, ahol a€ | a,a |, és be [l_),b},
ahol az als6-, €s fels6 vonds az intervallum alsé-, illetve a felsé hatdrdt jeloli. Ezutdn az
[c_z,a} , €s [l_),b} intervallumokat felosztjuk n, illetve m darab egyenld nagysdgi részre,
ezzel diszkretizalva a paramétersikot, amin a vizsgalatot végezziik (I1d. 6. dbra).

b—-
bm:b-+ e +
b, -+ +  + -
Ab
b, -+ +  +
Ab
bebr—t 1 vt
‘Aa!Aa‘ ¢
a,=a a, a, a,=a

6. abra: Paramétersik diszkretizalasa

Ezutan kiszamoljuk P(ai,bj) (i=0,1,...,n;j=0,1,....,m) pontokra az egyensulyi
helyzeteket (mechanikai értelemben staciondrius dllapotokat/mozgasokat), és ezeknek
vizsgéljuk a stabilitdsét a rendszer Jacobi® matrixdnak segitségével.

% Jacobi, Carl, Gustav, Jacob (1804 - 1851) Porosz matematikus. Az elliptikus fiiggvények elméletének egyik
megalapozéja, a determindnsok eredményes kutatéja. Az 6 nevét Orzi fiiggvénytanban alapvetd fontossigu
Jacobi matrix és annak determindnsa (Jacobi-féle determindns). Dirichlet mellett foként az 6 munkdssdganak
koszonhetd, hogy a matematikai kutatdsok centruma attevédott Franciaorszagbdl Németorszagba. [9]
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Az egyensiilyi helyzetet tigy szdmoljuk, hogy az 0=f(x,) egyenletet megoldjuk. Ha
a (139)-at tekintjiik, akkor lathatjuk, hogy ez harom megoldandé egyenletet ad ki, melyben a
keresett ismeretlenek az x,, X,,, Xy, :

% v [ v
0=—x,+| —v+—x,, |tanx,, + -
r r COS X, I
2 2 .
R cos” x,, [, sin x,,
- 2 1,h0 + 5 C2,h0 (142)
(m,+m )R +6, m (I.-1) +86_+6
¢ \Ys c cz s&
0: C2,h0
2
(mc (ls _lc) +0L‘Z +0s§')
2 2
v (m5+mC)R +9S§
Cr=—"= R cos’ (xl() + X5, tan xzo)_ 8, %10 = 8,X5 tan x,,
r COS™ Xy,
v [ (Lm,=3lm =2l m )—m(I,—1 )cos2x,, 1,6, (m+m,)R*+ 0. .
e 3 —— 5t —— rsin x,,
r 2c0s” x,, R”cos™ x,, R7cos” x,,

(143)

vm (I —1)(v % . )
Cz,hoz__—t(é ) — Xy ——(r =1 sinxy) | =1 (5,2, 8I0 X, =5, %, CO8 X,y ) (144)
rocosx, \r r

Ennek az egyenletrendszernek a megoldésai adjdk az egyensitlyi helyzeteket. Ha ezt minden
egyes paraméterparosra elvégezziik, akkor n-m darab x, vektort kapunk, ahol:

Xok :I:'xl(),i,j"XZO,i,j’x30,i,j’0’ 0]’ (145)

ahol k =1,...,n-m. Az egyensilyi helyzetekben ez a (134)-ben definidlt vektor értéke. Jelen
esetben nem szamit, hogy rogzitett i mentén végigfuttatjuk a j indexet, és csak utdna léptetiink
az i-n, vagy mindezt forditva tessziik.

Ezeket behelyettesitjiik a rendszer Jacobi matrixdba, amelyet az (55) Osszefiiggés
szerint allitottunk eld. Tehat:

J.=J

(146)

X0k

Ennek kiszamoljuk a sajatértékeit, és a sajatértékek valds részének a maximumat
vessziik, melyet tarsitunk a megfeleld paraméterparoshoz. Ezutdn 4brazoljuk a paraméter,
hogy ez mely tartomanyokon pozitiv, illetve negativ.
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A stabilitastérképek elkészitéséhez a kovetkezd paramétereket minden esetben hasznidlom ([1]
—41. oldal alapjén):

m, =0,3519[kg],
m, =0,0668[kg].
0, =4,6310"kegm’ |,
0., =2,38107 | kgm® |,
6. =3,4810"° [kng], (147)
R=0,04[m],
s, =100[N/m],
l,=0,012[m],
k, =0[Ns].
3.3.2.2. Stabilitas adott sugard kanyariven, vontatasi hossz — sebesség fiiggvényében

A kereket koriven, s, =100[N/m] menetirdnyd csapmerevséggel, dllandé r=1[m]
sugaron vontatjuk.

I[m] 0.10

0.08f

Stabil

0.06f

0.04f

0.02

0 2 4 6 g 10
v[m/s]
7. dbra: Kanyarban vontatott kerék v-/; stabilitastérképe

A szaggatott vonal az egyenesen valo vontatdshoz tartozé kritikus vontatdsi hosszt
jeloli, azonos paraméterek mellett, amely a (76) Osszefiiggés alapjan [y,= 0,046 [m]. Lathato,
hogy van egy optimadlis vontatdsi hossz, amelynél nagyobbat vdlasztva a kritikus vontatdsi
sebesség csokken.
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3.3.2.3. Stabilitds adott sebességnél, kanyarodasi sugar - vontatisi hossz
fiiggvényében
A kereket s, =100[N/m] menetirdnyd csapmerevséggel, 4llandé v =5[m/s]
sebességgel vontatjuk.

[[m] 0.10}

0.08

Stabil

0.06

0.04}

Instabil
0.02}

r [m]

8. dbra: Kanyarban vontatott kerék r-/; stabilitastérképe

Ebben az esetben is a szaggatott vonal az egyenes vonald vontatdshoz tartozo kritikus
vontatdsi hossz, azonos paraméterek mellett. Lathatjuk, hogy egy kritikus kanyarodési sugér
folott a rendszer viselkedése stabilitds szempontjabdl nagyon kis mértékben tér el az egyenes
vonalud vontatashoz képest.
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3.3.2.4. Stabilitas adott vontatasi hosszal, kanyarodasi sugar - sebesség fiiggvényében
A kereket s, =100[N/m]| menetirdnyd csapmerevséggel, [ =0,06[m] vontatdsi

hosszon vontatjuk.

v[m/s] 10}

Instabil

0 T 2 3 4 5
r [m]

9. dbra: Kanyarban vontatott kerék r-v stabilitdstérképe

Megfigyelhetd, hogy tiszta gordiilés esetén linedris stabilitds szempontjabol a kritikus
sebesség a vizsgdlt tartomdnyon beliil linedrisan fiigg a palyasugartol.
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3.3.2.5.Stabilitas adott vontatisi hosszal, menetirAinyd merevség - sebesség
fiiggvényében
A kereket r=1[m] sugdron, /, =0,06[m] vontatési hosszon vontatjuk.

v[m/s] 10}

2 Stabil

0 200 400 600 800 1000
5,[N/m]

10. abra: Kanyarban vontatott kerék s,-v stabilitdstérképe

Az az érdekes jelenség figyelhetd meg, hogy minél nagyobb a menetirdnnyal
parhuzamos merevség a menetirdinyra merdleges merevséghez képest, anndl kisebb
sebességeken veszti el a stabilitdsat a rendszer.
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3.3.2.6. Stabilitas adott sebességnél, menetirinyi merevség — vontatasi hosssz
fiiggvényében
[[m] 0.10}

0.08

0.06} | X o i

0.04}
Instabil

0.02f

0 200 200 600 800 1000
s,[N/m]

11. abra: Kanyarban vontatott kerék su-Is stabilitastérképe

Ebben az esetben is a nagyobb menetirdnyd merevség destabilizdlja a helyzetet,
olyannyira, hogy egy kritikus merevség f616tt mar mindenképpen instabil a rendszer.

A stabilitastérképeken az Xy, és ,, Xy pontok a 4.2.-ben szerepld szimuldcidk
paramétervalasztasainak helyét jeloli. Az ,, Xy’ a stabil, az ,,X\;” az instabil esethez tartozik.
A 7. dbra, 8. dbra, 9. dbra dbrdkon ez a két pont egybeesik, igy ott ezeket a pontokat
egységesen ,, X jeloli.

Az eredményekre a szakirodalomban nem talaltam Osszehasonlitasi alapot.
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4. SZIMULACIOK
A szimuldcidkat a (147)-ben megadott paraméterekkel futtattam, a hidnyzdakat
minden esetre kiillon megadom.

4.1. EGYENES PALYAN VONTATOTT KEREK
s, =100[N/m]
v=>5[m/s] . (148)
1, =0,05[m]

A stabilitdshoz sziikséges minimalis ridhosszt a (76) 6sszefiiggés alapjan szamoltam:
l,, =0,046[m]. Ennél kissé hosszabb vontatdsi rddhosszt valasztottam. Egyenes vonald
gordiilés esetén kerék mozgasat az u és y elmozdulas, illetve szogelfordulas jol jellemzik, igy
csak azok iddbeli lefutdsat dbrazolom. A szimuldcit y(0)=0,01[rad] kezdeti feltétellel
inditottam.

u [mm]
0,01}

0,005}

20
t[s]
-0,005

-0,01

y [rad]

15 20
t[s]

-0,01

12. dbra: Egyenes vonalon val6 gordiilés stabil esetben
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4.2. ALLANDO SUGARU KORIVEN VONTATOTT KEREK

4.2.1. STABIL ESET
s, =100[N/m]
v=5[m/s]
r= 1[m]
1, =0,06[m]

Kezdeti értéként az x =0 vektort adtam meg.

u [mm]
5
SA' A A A A A A A n A nlﬂ (Q'IAVAVAVAVAVAVAVAVAVQ {\5 AVAVI\VAVAVI\VAVAVAVI\‘zAAO
MVVVVUVVV' | t[s]
-5H
Ly 15 20
5| t[s]
-10
15
20 g
95 |
y [rad]
0,15 |
[
0,10 ‘,
0,05
5 10 15 20
t[s]

13. abra: Koriven val6 vontatas stabil esetben
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Az egyenes vonalu gordiiléssel ellentétben itt lecsillapodik az u irdnyu rezgés is. A
szimuléaciébdl jol 1athatd, hogy a kerék korpalyan valé staciondrius haladdsa aszimptotikusan
stabil.

4.2.2. INSTABIL ESET
s, =350[N/m]
v=>5[m/s]
r= l[m]
I, =0,06[m]

(150)

Kezdeti értéként az x=0 vektort adtam meg. Csak az w dllapotvéltozé idobeli
lefutdsat dbrdazolom. A madsik két édllapotvaltozé idobeli alakuldsa jellegre megegyezik a
w-ével, csak még el van tolva a megfeleld dltalanos koordindtdhoz tartozo statikus kitéréssel
(up, wo). JoOl latszik, hogy ennél a paraméter-egyiittesnél a kerék egy stabil periodikus
mozgasba kezd, mig més vizsgalt instabil esetekben ezt nem tapasztaltuk.

v [rad] |}
04}

02}

0.2}
0.4}

-0.61

14. abra: Koriven vald vontatas instabil esetben
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5. OSSZEFOGLALAS
A dolgozatomban egy mar meglévl, rugalmas vontatérid-csapagyazast leir6 modellt
bdvitettem egy szabadsdgfok hozzdaddsaval (u irdnyud), majd az igy kapott rendszer linedris
stabilitdsat vizsgaltam. Egyenes gordiilés esetére visszakaptuk a kisebb szabadsdgfoku modell
szolgaltatta stabilitasi kritériumokat.

Ha a stabil egyenes gordiilés kritériumait kielégité paraméterek mellett elkezd
kanyarodni a kerék, akkor konnyen instabil tartomdnyba keriilhet. Tovabba érdekes
viselkedés figyelhetd meg akkor is, ha a csapéagyfelfiiggesztés u irdnyd merevségét (s,)
valtoztatjuk. Instabil tartomanybdl valé paramétervalasztas esetén a kerék oly médon veszti el
stabilitdsat, hogy egy kvazi-periodikus mozgds alakul ki.

A rugalmas kerékfelfiiggesztés okozza az aldbbi képen (15. dbra) szereplod
babakocsikerék stabilitasvesztését is, mivel ebben az esetben a kerék a vontatorud
csapagyazdsahoz képest merevnek tekinthetd. A kialakitasdbol addddan (tdl révid vontatdsi
hossz) a szerkezet linedrisan instabil. Kis sebességeknél kizardlag a kirdlycsapnal 1évo
szarazsurlodas akaddlyozza meg a kerékszitdlds beinduldsat. Ez az akadédlyozé hatds igen
kicsi, ezért nagyobb sebességeknél, vagy egy nagyobb zavardsra (pl.: hirtelen irdnyvaltas) a
kerék elkezd szitdlni.

A dolgozat folytatdsaként még vizsgdlhaté a rendszer nemlinedris tartoménybeli
viselkedése, tovdbba a modellt szabadsdgfokok hozzdadédsaval is lehet még boviteni (példaul a
kerék talajra merdleges sikbol valo kilépés). Mindvégig elegendd surlodé erot feltételeztem a
gordiilés fennmaradédsahoz, igy a megcstszasi hatdrokat is érdemes lehet vizsgélni.

15. abra: Babakocsikerék felfiiggesztéssel
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