Aaahe Laam |y

MUEGY

ETEM 1782

Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

Gépészmérndki kar
Miszaki Mechanikai Tanszék

Kaosz szabalyozasa mechanikai rendszerekben OGY-algoritmus

segitségével

Szerz06: S6tér Gabor
BSc III. évfolyam

2012

Konzulens:
Dr. Bende Margit
Muszaki Mechanikai Tanszék

A dolgozat bemutatasat a TAMOP - 4.2.2.B-10/1--2010-0009
"Uj tehetséggondozo programok és kutatisok a Miiegyetem tudomanyos miihelyeiben"

cimil program tamogatta



Sétér Gabor: Kaosz szabalyozasa...

“A stabil folyamatokat megjosoljuk,
az instabil folyamatokat szabalyozni fogjuk.”

Neumann Janos, 1950 koriil
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1. BEVEZETES

A kaoszelmélet olyan nemlinedris dinamikai rendszerekkel foglalkozik, melyek viselkedése
hosszu tavon megjoésolhatatlan. A kaosz, mint tudomanyteriilet az 1900-as évek masodik
felében fejlodott ki. Szamos teriileten (mechanika, elektronika, gazdasagtudomany stb.)
sikeriilt kiillonb6zé rendszerekben kimutatni a kaotikus viselkedést, viszont e mozgéasok

szabalyozasa egészen 1990-ig megoldatlan maradt.

Ebben az évben a University of Maryland harom kutatdja (név szerint: Edward Ott, Celso
Grebogi és James A. Yorke) Controlling Chaos cimii cikkével attorést ért el ezen a teriileten.
Modszeriik igazi eldnye, hogy nem csupan modellszamitasokndl miikodik, hanem valos,
kisérleti rendszerekre is alkalmazhatd. Munkajuknak koszonhetéen a kilencvenes évek illetve
a huszonegyedik szazad kutatoinak széles tabora kezdett el foglalkozni a kaosz

szabalyozasaval (1. abra).

A dolgozatban két kiillonbozd kaotikus rendszer szabalyozasat végeztiik el. Elséként egy
harmonikusan gerjesztett oszcillatoron pattogéd labda kaotikus mozgasat ,,szeliditettiik meg”.
Az altalunk irt algoritmus az oszcillator gerjesztésének frekvenciajat valtoztatja igy, hogy
periodikus mozgas j6jjon létre, tehat a labda minden iitk6zés utan ugyanabba a magassagba
pattanjon vissza. A rendszer egyszeriisitett modelljét egy kétdimenzids differenciaegyenlet
irja le, melybdl meghatdrozhatok a szabalyozéashoz sziikséges mennyiségek, illetve a
fixpontok. A dolgozatban leirjuk a szabalyozas menetét, példankon keresztiil bemutatjuk az
OGY-modszer eldnyeit és hatranyait leképezések esetén, tovabba kitériink a szabalyozo

program megirasakor felmertilt problémaékra.

Misodik kaotikus rendszernek a harmonikusan gerjesztett Duffing-oszcillatort vélasztottuk,
mozgasat numerikusan szimulaltuk. Az OGY-mddszert kombinalva a késleltetett koordinatak
elméletével, a szabalyozashoz nem sziikséges a rendszert leiré egyenletek pontos ismerete.
Csupan egyetlen jel (jelen esetben: pozicid) mérésének segitségével rekonstrualhatdo a
rendszer kaotikus attraktora, majd mérési adatokbol megallapithatok a rendszer fixpontjai. A
szabalyozashoz sziikséges egyéb mennyiségeket szintén mérés segitségével hataroztuk meg.
(Nem klasszikus értelemben vett mérésrél beszélink: az egyik szamitogépes program a

rendszert szimuldlta, mig a masik ’mérte” a kiadott jelet). Végiil a polusathelyezéses
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modszerrel sikeresen szabalyoztuk a rezgérendszert. Mint az elsé példaban, ugy itt is tobb

problémas kérdés meriilt fel a szabalyozas soran, melyeket igyekeztiink megvalaszolni.

Kaotikus rendszerek esetében sokszor nem elég egy adott paraméterkombinacidhoz tartozo
attraktort abrazolni, mert az nem ad elegendé informaciot a rendszer viselkedésérdl. Ezen
okbol tartozik a dolgozathoz egy CD-melléklet, mely tartalmazza a fontosabb abrak ¢és
programok interaktiv valtozatat, melyeknél a felhasznalonak lehetésége van a paraméterek
beallitasara. Ha a dolgozatban lehet6ség van egy adott 4bra, vagy program interaktiv
hasznalatara, akkor azt egy piros csillagszerii alakzattal €s egy sorszdmmal jeloltiik. Utobbi
segitségével megkereshetd a dolgozat végén talalhatd 7. fejezetben a programhoz tartozo

instrukci6é. A programok megnyitdséhoz Wolfram Mathematica 7 (vagy ujabb) sziikséges.

A dolgozatban ismertetiink egy sajat elgondolason alapuld gyokkeres6 algoritmust, melyet

munkank soran tobbszor felhasznaltunk.
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1. abra— A kaosz szabalyozasaval foglalkozé publikaciok szama 1990-t61 2006-ig. [1]
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2. AZ OGY - MODSZER KETDIMENZIOS LEKEPEZESEK ESETEN [2]

Hasonléan a tobbi szabalyzashoz a cél az, hogy a rendszer szabalyzd paraméterének kis
mértékli valtoztatdsaval a kaotikus mozgés periodikussa alakuljon at. Fontos kiemelni az
el6z6 mondat *’kis mértékii’’ tagjat, ugyanis kdosz szabalyzasrol csak akkor beszélhetiink, ha
a szabalyzo paraméter értéke a szabalyzas ideje alatt a kaotikus tartomanyban marad, tehat
nem moddosithatd a paraméter gy, hogy olyan paraméterkombinacié élljon eld, amely esetén
a rendszer mozgasa eleve periodikus. Tehat, ha p az eredeti, tovabba p a ’’megszeliditett’’

rendszer modositott szabalyzd paramétere, akkor teljesiilnie kell a

Apl=Ip—pI<éb (1)

feltételnek, ahol § a szabalyzo paraméter modositasanak legnagyobb megengedett értéke,

melyre igaz, hogy

5K 1 (2)

Az OGY-modszer a Poincaré-térkép fixpontjainak linearis kozelitésén alapszik. Legyen x,(p)
a rendszer fazisterének elére meghatarozott fixpontja, x.(p) pedig a rendszer aktualis helyzete

a fazistérben, melyekre igaz, hogy

ahol € az a kornyezet, amelyen beliil a linearizalas érvényes. Ha az (1)-es és (3)-as feltétel is

teljestil, akkor linearizalds utan:

x,(p) = x,(P) +w-Ap (4)
ahol
— Jdp p=p Ap

A w vektort minden esetben a szabalyozas el6tt kell meghatarozni.
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A fazistér fixpontjainak linearis kozelitését kovetden:

(fnﬂ - zf(p)) ~ J (xp(p)) : (zn — &(p)) (6)

ahol a J matrix a leképezés Jacobi-matrixa (a szabalyozandd leképezés fixpontjaiban

értelmezve), melynek definicidja :

0J

i (Kp(p)) =~ i (EF(ﬁ)) +£ - Ap @)

p=p
AJd (&:(ﬁ)) matrixnak az egyik sajatvektora mindig a stabil, mig a masik az instabil

iranyba mutat. A cél az, hogy a kontroll paramétert ugy moddositsuk, hogy az iteracio

kovetkezO pontja a stabil irdnyba essen. Nyeregpont tipust fixpont esetén ezt igy lehet

abrazolni:
Xe ()
. e X n+l
instabil irdny
stabil irany /

2. abra — OGY-médszer megértését segité abra nyeregpont tipusu fixpont esetében.

Lathato, hogy az iteracio (n+1)-edik pontja akkor fog a stabil iranyba esni, ha az iteracios
pontot a fixponttal 6sszekotd vektor parhuzamos a stabil irdnnyal Ezt szeretnénk képlettel is
kifejezni, hogy a szamitasi algoritmusba be lehessen épiteni. Ehhez meg kell hatarozni a
sajatvektorok altal kifeszitett tér kontravarians bazisvektorait: (az s index a stabil, mig u az

instabilt jeloli):

Lm
>
I
(U

Eu'ﬁzzl
8
“fu=0 Eu'iszo

L,m
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gy belathatd, hogy az iteracio kovetkezd pontja akkor fog a stabil irAnyba esni, ha

f merdleges az iteracio aktudlis pontjat és a kivalasztott fixpontot 6sszekotd vektorra, tehat:

fu* (2ner — 2,@)) = 0 €)
Az (6)-0s és (7)-es egyenletet Gsszevonva:
X1 — %,B) ~ W+ Ap (2,@)) - (xn — 2,P) —w - Ap) (10)

Ezt beirva a (9)-es egyenletbe, majd Ap-re rendezve:

_lu-}_fu-(zn—zp(ﬁ)) (11)
YT oD fow

ahol a 4, a J (gF(ﬁ)) matrix instabil sajatértéke. Az igy kapott perturbacios érték
alkalmazasanal azonban nem szabad elfelejtkezni az (1)-es feltételr6l. Ha ennek nem tesz
eleget a Ap értéke, akkor nem szabad modositani a kontroll paraméter értékén, hiszen a
rendszer ekkor ’’eltorzul’’, a szabalyozas késdbb pedig probléméssa valhat. A kovetkezd
oldalon az OGY-moddszer kétdimenzios leképezésekre vald alkalmazasanak folyamatabraja

lathato.
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3. AHARMONIKUSAN GERJESZTETT OSZCILLATORON PATTOGO LABDA
MOZGASANAK SZABALYOZASA

3.1 EGYSZERUSITETT ELMELETI MODELL [3]

gl ggn

@—" ——— I Yo(t) = A - sin(w)

4. abra - A rendszer sematikus modellje

Két test egyenes centrikus ilitkdzésekor az alabbi 6sszefliggés all fenn az iitkdzés eldtti, illetve

iitk6zEs utani sebességekre:
—e-(v—v)=V,-1 (12)

ahol vy és v, a testek tlitkozés elbtti, Vi és Vo a testek iitk6zés utani sebességét, e pedig az

itkozési tényezdt jeloli, melyre a vizsgalt esetben igaz, hogy 0 <e < 1.

Ha a rezgd test mozgasanak amplitiddja kicsi a labda mozgasahoz képest, akkor a két
egymast kovetd litkozés kozott eltelt 1dot a kovetkezd képlet irja le (példankban a
kozegellenallast elhanyagoljuk, illetve tovabbi egyszerlsités, hogy a labda csak fiiggdleges
iranyl mozgast végezhet):

_ 2 Vi(ty) (13)
by = b ==

Az egyenlet dimenziotlanitdsahoz mindkét oldalt w-val (a rezgd test korfrekvencidja)
megszorozva:

(l)'t+1_w't ==
n n g
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Az egyenletet atrendezve, illetve az w-t szorzatot ¢-vel (a rezgo test fazisaval) helyettesitve:

w-2-Vi(t
Pns1 = Pn + g 1(_n) (15)

Ez a differenciacgyenlet 6nmagiban még nem elég a rendszer leirasahoz, hiszen Vi (t,) nem
ismert. Ennek meghatarozasihoz a (12)-es egyenlet atalakitasa sziikséges, melynél

felhasznaljuk, hogy az oszcillator sebessége nem valtozik az {itk6zés hatasara, tehat

v, (t,) = Vo (tn) (16)

illetve az oszcillator amplitidoja elhanyagolhaté a labda legnagyobb elért magassdgahoz

képest:
Vi(tn-1) = —v1(tn) (17)
tovabba, a rezgd test mozgastorvényének ido szerinti elsé derivaltjabol v,(t) kifejezhetd:
v(t) =w-A-cos (w-t) (18)
Mindezt beirva a (12)-es egyenletbe és V; (t,,) — t kifejezve
Vi) =>0+e)-A-w-cos(w-ty,) +eV;(t,_1) (19)

Az egyenlet dimenziotlanitdsahoz a 2w/g hanyadost felhaszndlva (a dimenziotlanitott
sebesseéget V'-al jeldlve):
2:(1+e)-A-w? cos(wt,) (20)

Vi (ty,) = P +e- Vi (th-1)

fgy a rendszert leiro két differenciacgyenlet (felhasznalva, hogy @ =2 -1+ f ):

Pni1 = Qn+ Vo' (21)
., (A+e)2:-A-2-m- )% cos(@piq) .
Voo = , MtV (22)
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3.2 A KAOTIKUS MOZGAS ELEMZESE

A mozgast leir6 differenciaegyenletek segitségével egyszer(i iteracios algoritmus irhato,

melynek eredménye a kdvetkezd abran lathato:

=t

S _1?';'-} Exge e
gt et A
d .= w ' i

5. abra — A rendszer kaotikus attraktora. Az abrazolasnal felhasznaltuk, hogy a ¢ fazis értékei eltolhatéok
a [0, 2n] intervallumba. A rendszerparaméterek értékei: A = 0.05 [m], e =0.5 [-], f =4 [Hz], n = 20000

A 5. édbran lathaté a rendszer jellegzetes fazistere, melybdl latszik, hogy a beallitott
paraméterértékeknél a labda pattogasa kaotikus [5]. Felvetodik a kérdés, hogy vajon mas

paraméterkombinaciokkal eléallhat-e periodikus mozgés?

A valasz a bifurkécios diagramon lathat6 (6. dbra). Ez alapjan a vizsgalt rendszer a [0,5] Hz
frekvenciatartomdnyban harom részre oszthato: a [0,2.23] tartomdnyban periodikus, a
12.23, 2.85] intervallumon dupla periddust, az ] 2.85,5] tartomanyban pedig kaotikus mozgas
jon létre. Utobbi magyarazza az 5. abran lathato kaotikus attraktort. (Tapasztalataink szerint
f > 5 Hz esetén szintén kaotikus mozgas jon létre, de az abran csak a [0,5] Hz tartomanyt

tiintettiik fel.)

A rendszer kiillonboz6 mozgasai a fazistérben a 7.a és a 7.b dbran lathatok.
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6. abra — Bifurkacié a frekvencia valtoztatiasaval. A frekvencia kivételével a paraméterek valtozatlanok

maradtak (A =0.05[m],e=0.5[-]).

s s
o5t O
0.4} *
1F
03t
02f 05 10 L5 20 25 30 35
o1l . -1t
: ey e -2 .
12 14 168" * his o
7.a 7.b
-] @ [
0 35f
1.8 30F
25f
Le 20F
1.4 15}
1o0f
.
L2 0.5k
3
! : : : : L al] * : : : - - n
200 400 00 B0 1000 200 400 00 B0 1000

7.a— Fazistér f = 0.4 [Hz] beallitassal. 7.b — Fazistér f = 2.5 [Hz] beallitassal. 7.c — f = 0.4 [Hz] esetén

periodikus palyara 1ép a rendszer. 7.d — f = 2.5 [Hz] esetén dupla periodusu palyara Iép a rendszer.

7.c

7d

-
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A stabilitasvizsgalat rendkiviil fontos a szabalyzas el6tt, ugyanis eredményei megmutatjak,

hogy milyen paraméterbeallitasok sziikségesek ahhoz, hogy a rendszer ne dnmagatol, hanem a

kaosz szabalyz6 algoritmus miatt térjen periodikus palyara. Tehat a rendszer szimulacidjat

szabalyozni tudjuk a kaotikus mozgast.

olyan bedllitasokkal kell elvégezni, amelyekkel biztosan kaotikus mozgés alakul ki, hiszen a
késObbiekben a cél az, hogy barmilyen frekvencidnal, annak csupan kis véltoztatasaval

A kaotikus rendszerek nagyon érzékenyek a kezdeti értékekre (pillangdeffektus), s ez

trajektoriak szétvalnak.

megfigyelhetd a vizsgalt esetben is. Két egymashoz nagyon kozeli, de kiilonboz6 inditasi
sebessége az elsd litkdzés utdn) esetén jol lathatd, hogy a kezdeti egyiitt haladas utdan a

feltétel (a vizsgalt esetben: az oszcillator fazisa az elso litkdzés pillanataban illetve a golyo

V*[]
\ ?
1+ 1" \ ,'{‘ \'.
- VA / \
| Q~¥—~I / \
l‘ \ ) "
| \ / \
[\ \ / \
L 1 1 J| / L |A \ ‘j L N -1
5 [/ | T\l = \ ot
5 10 “", \ \ ’ } 3 ‘.'
¥ \ \ / \
I| “. /} \ P —
-2F \ \/ 4
l'| i _:‘ \ /
L \ ,'(l
-4+ \ J ‘l‘
\ ’,‘ ‘\'
l'. 1 |Ill
c \ / l.
-6} \ f
-8}

8. abra — Erzékenység a kezdeti értékekre. A két rendszert ugyanazokkal a paraméterekkel, viszont eltérd
kezdeti értékekkel inditottuk el, az eltérés 10" nagysagrendii.
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3.3 A SZABALYOZASHOZ SZUKSEGES MENNYISEGEK KISZAMITASA

A 2. fejezetben leirtakat figyelembe véve, az OGY-moddszer alkalmazasahoz sziikség van a
leképezés fixpontjaira, a leképezés Jacobi-matrixara, illetve a W vektor meghatarozasara (lasd

(5) ). Ebben a fejezetben e mennyiségek keriilnek meghatarozasra.

A rendszer fixpontjai egyszeriien felderithetok [3], a (21)-es és (22)-es egyenlet segitségével.

A fixpontok meghatarozasahoz felhasznalhat6, hogy

Vas =V (23)
illetve
(pn+1 = (pn+2'k'n k = O!illi_zi ig,---,iK (24)
ahol
- (1+e)-A-w?
(1—e)-g-n (25)

Igy a (21)-es egyenlet a kovetkezképpen néz ki:
On+2-km=q@,+V" (26)

Tehat a fixpont egyik koordinatdja:

V*=2-k-m (27)
Hasonloképpen a (22)-es egyenlet is atalakithato:

Vn*:2.(1+e).,4.(2g-n-f)2-cos(<pn)+e_vn* (48)

Vi helyére az imént megkapott fixpont koordinatat irva, illetve a fazist kifejezve:

g-(1—e)-k ) (29)

<p=arccos<(1+e)_A_4_n_f2
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Igy a rendszer fixpontjai:

5.7°) = g-(1—e)k " 30
(<,0,V)—(arccos<(1+e).A.4.n_f2>,2 k n’> (30)

k = 0; ilr izl i3; ey iK

<!

"I

1040 |

=100 |

9. abra — A leképezés fixpontjai a [0, 27t] intervallumban. Paraméterbeallitasok: f=10 [Hz], A = 0.05 [m],
e=0.5][]

A szabdlyozashoz sziikség van a leképezés Jacobi-matrixara, mely jelen esetben:

(00, (@0,Vy) 00, ,(@0,Vy)]

5 29, oV, (31)
= aVn+1*(§0nr Vn*) d Vn+1* (Qon' Vn*)
Il do, av, |

melynek egyes értékei a kdvetkezok:

a (pn+1(§0n' Vn*)
9 ¢n

=1 (32)

a (pn+1(§0n' Vn*) (33)

=1
v,
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Wit (0 V) (A+e)2-A-@Q-m-f)? \ (34)
T = - ; - sin(gn + V)
n

OV (P V) _ (A+e)-2-A @2 7 f)*
oV, g

-sin(p, +V,") + e (35)

A karakterisztikus egyenletet felhaszndlva a Jacobi-matrix sajatértékei:

1
A1z =E(1+e—d-sin(<pn+Vn*)i\/—4-e+(—1—e+d-sin((pn+Vn*))2) (36)

ahol

o Ate-2-A@nfy (37)
g

Ennek segitségével a matrix sajatvektorai:

1 o o — — -
. = _W(l e+d-sin (@, +V,*) ——4e+ (—1—e+d:sin (@, +V,"))?)
€1 —
1
1 o . — — — -
o = _sin(<pn+Vn*)(1 e+d-sin(p, +V,") +—4e+ (-1 —e+dsin (¢, +V,))?)
€2 —
1

Adott paraméterek mellett a fazistér stacionarius pontjaiban (fixpontok) eldonthetd, hogy az el6z6
két vektor koziil melyik a stabil, melyik az instabil irany, ennek segitségével pedig megadhato a
stabil illetve az instabil sajatérték. Ezeket a szabalyozashoz minden iteracional kiilon kell
meghatarozni. Ha a rendszer olyan paraméterekkel fut, melyek kaotikus mozgést idéznek eld,

akkor jelen esetben igaz, hogy
[41] <1 < |4,] (38)

A stabil az egynél kisebb, mig az instabil az egynél nagyobb sajatérték, melyekhez
hozzarendelhetdk a stabil €s instabil sajatvektorok, tovabba ezek segitségével meghatarozhatdk a

stabil €s instabil kontravarians sajatvektorok.
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A sorfejtés miatt a w vektor meghatarozasa is sziikséges a szabalyozas el6tt [2]. Definicid
szerint:
0xp

w=——
- ol

(39)
ahol az xr a fixpontot, a p pedig azt a rendszerparamétert jeloli, melyet kontroll paraméternek
valasztunk. Ennek valtoztatdsdval kivanjuk elérni, hogy a kaotikus mozgas periodikussa
alakuljon at. Az oszcillator gerjesztésének frekvencidja kézenfekvd valasztas. igy a w vektor

elemei:

" _09(f) _ A-e)-g-k (40)
YToof - 2 2
L 73, 1-e)-g*k _
2rar(+e)f Jl 16-A%-(1+e)’-F -n2 "
w, =D (41)

of 5

A fejezetben meghatarozott vektorok, matrixok illetve mas egyéb mennyiségek kiszamitasa

alapfeltétele a mozgas szabalyozasanak.

A kovetkezd fejezetben ismertetjiik a rendszer mozgasanak szabalyozasat, s igazan majd itt

lehet latni az OGY-modszer eldnyeit, s hatranyait leképezések esetén.

3.4 A SZABALYOZAS

A fejezetben talalhatd példak mindegyikét f = 10 [Hz], A = 0.05 [m] és e = 0.5 [-]

paraméterbeallitdsokkal szamoltuk ki.

A szabalyozé algoritmus elméletben nagyon egyszerii. A programot a 3. abra alapjan kell
megirni, viszont a targyalt példaban tobb helyen nehézségek 1épnek fel. Az els¢ megoldasra

var6 probléma a fixpontok biztos detektalasa volt.
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A szabalyozashoz sziikség van a @jilletve V,"értékekre, hiszen ezeket hasonlitjuk 0ssze az
elére meghatarozott fixpontokkal, viszont a fazis értékeit nem szabad eltolni a [0,21]
intervallumba, hiszen ekkor nem az aktudlis ¢, érték szerepel a leképezés Jacobi-matrixanak

szamitasaban.

Ekkor viszont a probléma az, hogy nem csak a [0,2m] intervallumhoz tartozo fixpontokat kell
meghatarozni, hanem a fazisnak a [0,2m] tartomanyon kiviil es6é értékeihez tartozokat is. Az
elsé szabalyzd programot ugy irtuk meg, hogy eldszor egy eldzetes szimulacioval
megfigyeltiik, hogy a leképezés pontjai a fazisteret mett6l meddig jarjak be (egy bizonyos
iteracioig), majd ebben a tartomanyban kiszamoltuk az 0Osszes fixpontot, egy tombbe
helyeztiik 6ket, s a szabalyz6 program ezzel a tombbel hasonlitotta 6ssze az aktualis értékeket.
Ez a megoldds nem eldny0s, hiszen egyrészt egy eldzetes szimulacid sziikséges hozza,
tovabba eldallhat olyan eset, hogy hidba van az aktudlis pont kozel egy fixponthoz, a
szabalyzds nem torténik meg, hiszen az aktudlis pont ,.kivandorol” abbol a tartomanybol,

melyben meghataroztuk a fixpontokat. Ezen okok miatt irtunk egy 10j fixpont-detektald
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10. abra — A rendszer fazistere. Az abrazolasnal nem toltuk el a fazis értékeit a [0 , 2] intervallumba.

A mddszer Iényege az, hogy a szabalyzas eldtt a program kiszamitja a rendszer fixpontjait a

[0,2m] intervallumon, majd szabalyzas kozben az aktualis pontot eltolja ugyanebbe az
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intervallumba. Ha az eltolt érték valamely fixpont ekornyezetében taldlhatd, akkor a
fixpontot eltolja abba a [2-g-m, 2-(g+1)-mt] intervallumba (Q€Z), melyben az eredeti, aktualis
pont tartézkodik, s ezutan ezzel a két értékkel szamol tovabb. Ily modon sikeriilt megoldani a
fixpont-detektalas kérdését, hiszen a tovabbiakban a szabalyzashoz nincs sziikség elGzetes
szimulaciora, a nagyszamu fixpont nagy méretii tombbe pakolasara, tovabba ez a mddszer

biztosan mukodik, akarmilyen értéket vesz fel az iteracios pont.

Az ¢ illetve Apmax értékeinek szamszer(i meghatarozasa tovabbi problémat okoz. Az ¢ értéknek
meghatarozasanal két dolgot kell figyelembe venni: nem lehet tul nagy, hiszen akkor a
linearizalas érvényét veszti (a szabalyozas ugyan elkezdddik, de gyakran mar az elsé iteraciod
utdn Osszeomlik), viszont nem ajanlatos til kicsi értéket sem bedllitani, hiszen akkor a
szabalyzas megkezdéséhez sziikséges id6 megnd. Ezt altaldban az hatarozza meg, hogy a
leképezés altal kapott pontok koordindtdinak az értéke milyen nagysagrendekbe esik.
Példankban & = 0.5 értéket alkalmaztunk. A Apmax esetében figyelembe kell venni azt, hogy a
kontroll paramétert csak kis mértékben szabad megvaltoztatni ((2)-es Osszefliggés).
Példankban a kontroll paraméter (f =10 [Hz] esetén) maximum 1%-0s valtoztatasat

engedélyeztiik.

A kovetkezd abrakon bemutatjuk a szabdlyozés eredményét.

[e=]
T

=Y
T

1 1 1 1 1 1 ]
A0 000 SRRy
(L LR

=]

10000 A
(LR L

(=]

11. abra — Abra a szabalyzasrol. A leképezést egy fixpontbél inditottuk el, a szabalyzé programot pedig
mar az elsé iteracional bekapcsoltuk. Lathato, hogy az elsé 50000 iteracioig miikédik a szabalyozas.
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12. abra — Abra a szabalyzasrél 2. A program futisa soran be- illetve kikapcsoltuk a szabalyozast.
Lathaté, hogy a tényleges szabalyozashoz sziikséges iteracié szam a példaban az ezret is meghaladhatja.

f [Hz]
ol
10.0 .
R
A szabalyozas kezdete
SEL
T L L L I |_ L L L L L L I L L 1 L L L L 1 1 [_]
180D 1850 1900

1950 2000

13. abra — A kontroll paraméter értékének valtozasa az el6z6 példaban. Megfigyelhetd, hogy a
szabalyozas elején egy-két iteracioig a kontroll paraméter értéke *>nagynak” mondhaté (kb. 0.1-1%-0s
valtozas), a szabalyozas elérehaladtaval viszont ez radikalisan lecsokken, a valtoztatas atlagosan 10
nagysagrendii.
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Tapasztalat alapjan, példankban az OGY-algoritmus segitségével szamolt perturbaciok a
szabéalyozas elSrehaladtaval atlagosan 10™° nagysagrendiiek, s ilyen kicsi valtoztatast a
gyakorlatban legtobbszor nem lehet megvaldsitani. Ezért at kellett irni az algoritmust. A
perturbacid értékére nem csak felsd, hanem also korlatot is meghataroztunk. Igy, amikor
elindul a szabalyozas, az aktualis pont folyamatosan kozelit a fixponthoz, majd ha a kontroll
paraméter valtoztatasanak értéke eléri a megengedett minimumot, akkor a szabalyozés
kikapcsol, ezéltal az iteraciés pont tdvolodik a fixponttél. A kontroll paraméter értékét
legkozelebb akkor modositjuk, amikor az aktualis pont elég tdvol van a fixponttol ahhoz,
hogy a perturbacid értéke nagyobb legyen a bedllitott minimumnal (viszont ne legyen
nagyobb az elére meghatarozott maximumnal). A 14., a 15. és a 16. abrakon lathatd, hogy a

gyakorlatban hogyan miikodik ez az elképzelés.
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14. abra — Szabalyozas a perturbaci6 elore meghatarozott alsé korlatjanak segitségével — Az alsé korlat

értéke: Af;, = 0.01 [Hz]
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f [Hz]
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15. abra — Szabdalyozas elore meghatarozott perturbacié alsé korlat segitségével 2 — Alsé korlat értéke:

Derturbacio zlizlmerssa [-]

A0y
FAT

=]
L

=]
(=]

—
=]

Afin = 0.01 [HZ]

16. abra — Szabalyozas elére meghatarozott perturbacié also korlat segitségével 3 — Also korlat értéke:

Afin = 0.01 [Hz], ha a kontroll paraméter médositva van, akkor a >’Perturbacio alkalmazasa’’ tengelyen

az aktualis pont értéke 1.
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Az OGY-moddszer kétdimenzids leképezésekre vald alkalmazéasanak eldnyeit €s hatranyait
egyarant bemutatja a feldolgozott példa. Az algoritmus elénye az egyszerliség: viszonylag
kevés szamitassal meghatarozhatok a szabdlyozashoz sziikséges mennyiségek. Hatranyként
harom dolgot kell megemliteni. Az egyik ezek koziil a tényleges szabalyozashoz sziikséges
hosszu varakozasi id6. Mint lattuk, hidba van a szabalyozas bekapcsolva, meg kell varni, mig
az iteracids pont egy fixpont kdzelébe érkezik, s eldallhat olyan eset is, mikor ez tobb ezer
iteracion keresztiil sem kovetkezik be. Ez a szakirodalomban vizsgalt szabélyozni kivant

kétdimenzids leképezések esetén sokszor nem mutatkozik meg.

Az OGY-algoritmus masik hatranya a rendkiviil kicsi perturbacios érték. Ezt a problémat a
dolgozatban orvosoltuk. A harmadik probléma a w vektorhoz kothetd, s ugyan nem minden
rendszerben fordul eld, de amelyikben igen, ott 4t kell gondolni a hasznalatat (Az altalunk
vizsgalt esetben ¢éppen el6fordul). Lathato, hogy ha k = 0 (k magyarazata: (24)-es
Osszefiiggés), akkor a w vektor mindkét koordinataja a nulla értéket veszi fel ((40)-es és (41)-
es egyenletek). Viszont ha a w vektor nullvektor, akkor értelemszerlien barmilyen mas
vektorral vett skalarszorzatanak értéke nulla, s ekkor a (11)-es egyenlet matematikailag
értelmezhetetlenné valik, hiszen a tort nevezdjének értéke szintén nulla lesz. Tehat, ezeket a
fixpontokat nem lehet hasznalni a szabalyozas soran, s ez tovabbi plusz id6t jelenthet a

szabalyozas kezdetéig.
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4. AZ OGY-MODSZER HASZNALATA KESLELTETETT KOORDINATAK
SEGITSEGEVEL [4]

Kisérletek soran sok esetben a szabdlyozand6 kaotikus rendszert leird egyenletek nem
ismertek teljes egésziikben, tovabba nincs meg a lehetéség arra, hogy a rendszer allapotat
leird 0sszes jelet mérni tudjuk. Ebben az esetben a szabalyozas az un. késleltetett koordinatak
hasznalataval megoldhatd. Legyen u(t) a rendszer egyik allapotvaltozdjanak folyamatosan
mért jele. Ekkor egy m-dimenzids késleltetett-koordinata vektor képezhetd a kovetkezd

modon:

x(t) = (u(t),u(t —tp)u(t—2-tp), ., ut—(m—-1)- tD)) (42)

ahol m a rekonstrualt fazistér dimenziojat, t a folytonos id6t, a tp a célszerlien kivalasztott
késleltetési idot jeloli. Ebbdl Poincaré-metszet készithetd, mely gerjesztett rendszerek esetén
legtobbszor Un. stroboszkopikus leképezéssel (a fazistér csak azon pontjai keriilnek
megjelenitésre, melyeket a gerjesztés peridodusidejének (T) egész szamu tobbszordseinél vesz

fel a rendszer) hozhato létre. Egyenletekkel leirva:
tp=n"T+t, (43)
Xn = x(tn) (44)
Belathato, hogy x, ,, értéke nem csak a kontroll parameter n-dik érteékétdl, hanem az Gsszes
olyan p értéktdl fiigg, mely az [t, —(m—1)-tp), t,] intervallumban el6fordul. Legyen r a
legkisebb egész szam, melyre teljesiil, hogy

Ekkora x, ., vektor értéke a kovetkezé mennyisegektdl fiigg: X, , P, s Dyy_1»-- > Py
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Egyszertisitésként legyen r = 1 (A dolgozatban talalhaté példaban is ugy fogjuk

megvalasztani a késleltetési id6t, hogy r értéke 1 legyen), ekkor:
X, =6(x,, P, Pr_y) (46)

A rekonstrualt fazisteret linearizalva:

%0~ 2@ =A(2,~x@)+B, (P, ~P)+B, (P, —P) (47
ahol
A =D, G(xpp)
B,=D, Gx,pp")
B,=Dy Gx,p,p)

ahol a parcidlis derivaltak értékét az x = x_(p) (a rendszer fixpontjai), illetve p = p' =p
helyen kell venni.
Lineéris szabalyozasi torvényt bevezetve:
P, ~P=—K (x,~x,0) -k (p, ,-P) (48)
majd ezt a (47)-0s egyenlettel kombinalva:
v @) =(A—-B-KD-v —v (» 49
y ~y.®=(A-BK)y ~y [ (49)
ahol
x x — |A B — _
R NI IS IR
—n+l P, —* p I 1 k

A (49)-es egyenlet polusathelyezéses szabalyozassal oldhatd meg, melynek ismertetésével a
dolgozatban részletesen nem foglalkozunk. A [4]-es hivatkozasban megtalalhatd6 annak

leirdsa, hogy a KT elemei hogyan hatarozhatok meg.
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Az igy megkapott KT szabalyozasi vektor segitségével a szabalyozo paraméter

megvaltoztatasa kiszamolhato:

8p ==K (yns - 7.3) (50)

Ez viszont csak akkor alkalmazhato, ha

|Ap| K 1 (51)

A fejezet elején emlitettiik, hogy a szabalyozas megvaldsitasahoz nem sziikséges a rendszert

leir6 egyenletek ismerete. Viszont ha ezeket nem ismerjiik, akkor az A matrix, a B  illetve a

B,

vektor pontos meghatarozasa nem lehetséges. A kovetkezd fejezetben azok a kiilonb6zo
modszerek keriilnek bemutatasra, melyek segitségével nagyon pontos becslés adhatdo ezen

mennyiségekre.
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A rendszer mérendo
jelének kivalasztasa

1

A fazistér rekonstrualasa késleltetett
koordinatak segitségével

1

Fixpont becslése mérésbaol _ mérés

1

Az A matrix meghatirozasa mérésekbél a
becsiilt fixpont segitségével < meres

|

Adott rendszerre jellemzéen a B vektorok
becslése mérésekbdl, statisztikai — mérés
médszereket felhasznilva

1

Szabdalyozasi vektor kiszamitasa

|

Szabalyozas, ha az (51)-es feltétel teljesiil

17. abra — OGY-médszer folyamatabraja késleltetett koordinatak hasznalataval.
Ha a folyamat valamely fazisaban mérés sziikséges, akkor ezt nyillal jeloltiik.
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5.A GERJESZTETT DUFFING-OSZCILLATOR SZABALYOZASA

5.1 A REZGORENDSZER BEMUTATASA

A gerjesztett Duffing-oszcillator a kaotikus mozgas egyik tipikus példaja. A rendszer egy
nemlinearis karakterisztikdju rugdbol, lineéris csillapitasbol, és egy harmonikusan gerjesztett

m tomegl pontszeri testbdl all (18. abra).

X(t)

y — * 3

T F-sin(Q-t)
e ]
s(x)=a-x+b-x3

() (@]

18. abra — A gerjesztett Duffing-oszcillator

A rendszer egy szabadsagfokil. Altalanos koordinatdnak a tomeg elmozdulasat valasztva, a

teljesitmény-tételt alkalmazva:
P(t) = Eyin(t) (52)
ahol P(t) a rendszerre hatd erbk és nyomatékok teljesitményének Osszege az 1d6

fliggvényében, Ey, (t) pedig a rendszer kinetikus energiajanak id6 szerinti elsd derivaltja az

1d6 fiiggvényében.

Fq (0
% () F-sin(Q-t)
Fs (1) - >

O O

gy esetinkben (mivel a tomeg csak vizszintes irAnyl mozgast végezhet, ezért a

vektorjeloléstdl eltekintiink):

P(t) =F-sin(Q - t)-x(t) — Fs(t) - x(t) — Fx(t) - x(t) (53)
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illetve
1 "
Eian(t) = 5+ m - 2°(1)

Eyin(t) = m - %(t) - %(t)

Ezeket a (52)-es egyenletbe beirva:
m-x(t)-%(t) =F-sin(Q - t)-x(t) — Fs(t) - x(t) — Fx(t) - x(t)
A rugber6t és a csillapitasbol szarmazo erét behelyettesitve és atrendezve:
m-x(t) - ¥(t) + k-x(t)-x(t) + (a-x(t) +b-x3()) - x(t) = F-sin (2 - t) - %(t)

Mivel az x(t) fiiggvény diszkrét helyekt6l eltekintve nem nulla, egyszerisiteni lehet vele:

m-¥()+k-x@®)+a-x@®)+b-x3(t)=F-sin(Q - t)

(54)

(55)

(56)

(57)

(58)
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5.1.1 FAZISTER, POINCARE-METSZET

—

"'""-.

Hﬁ\\"\mﬂh.\\
17, i\ ~/

19. abra — A gerjesztett Duffing-oszcillator jellegzetes fazistere. Az abrazolashoz m =1 [kg],a=-1,b =1,
k =0.1 [Ns/m], F =0.23 [N], 2= 0.95 [rad/sec] értékeket hasznaltunk, melyek kaotikus mozgast idéztek

elé. A dolgozat tobbi abraja, illetve a szabalyozas is ezzel a paraméterkombinaciéval tortént.

(1) [myfs]

20. abra — A gerjesztett Duffing-oszcillator fazisterének stroboszképikus leképezése
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A fazistérbdl a (43)-as egyenlet segitségével Poincaré-metszet készithetd, vagyis csak azokat
a pontokat jelenitjiik meg a fazistérben, melyeket a rendszer a gerjesztés peridodusidejének
egész szamu tobbszordseinél vesz fel. Az igy kapott metszet (20. dbra) kaotikus jelenségre

utal.

Késleltetett koordinatdk segitségével a kaotikus rendszerek szabalyozhatok. Ekkor elegendd
csupan egyetlen jel folyamatos mérése, s ebbdl a méréssorozatbol stroboszkopikus

leképezéssel rekonstrudlhato a Duffing-oszcillator fazistere.

x(n-T-tp) [m]

x(n-T) [m]

21. abra — A gerjesztett Duffing-oszcillator fazisterének rekonstrualasa késleltetett koordinatak
segitségével, stroboszkopikus leképezés utan. A késleltetés értéke: tp = T/4, ahol T a gerjesztés

periédusideje.
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5.1.2 RUNGE-KUTTA-ALGORITMUS

A Duffing-oszcillatort leird differencidlegyenlet nemlinearis tagot is tartalmaz, ezért

crer

algoritmus segitségével végeztiik el. Ehhez eldszor a méasodrendii differencidlegyenletet két

elsérendli egyenletbdl allé rendszerré alakitottuk at. A kovetkezd jelolések bevezetése

atlathatobba teszi a megoldast:

Xo = x(t)
X1 =x(t)

Az 1j jeloléseket beirva az eredeti egyenletbe:
m-X,+k-X,+a-Xo+b-X,>=F-sin(a-t)
X, —et kifejezve:
X, =%-(F-sin(n ‘t)—a-Xo—b-Xo® —k-X,)

Tovabba igaz, hogy

Utobbi két egyenlet segitségével elkészithet6 a negyedrendii Runge-Kutta-algoritmus.

Tovabbi egyszerisités érdekében jeldlje g(u, v, w) a kovetkezo fliggvényt:

1
g(u,v,w)=a-(F-sin(!2 u)—a-v—>b-v3—k-w)

(59)
(60)

(61)

(62)

(63)

(64)
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Ekkor az iteracios eljarasnal a kovetkezd egyenletekre van sziikség:

kx0,1 =At- X, kx1 1 =At- g(t, X0, X1)
Ky 2 = AL (Xl + klell) Ky, 2 =04t g(t+ %,XO + kx§'1:X1 + kle'l)
kx0,3 = At - (X1 + kx21,2) kx1 3= At - g(t + %;XO +%,X1 n kle,z)
by 4 = A+ (Xa e, ) Ky o =0 gt + At X+ kyy3,X1 + ky, 3)

Ezen kifejezések felhasznalasaval:

kx0,1 +2'kx0,2 +2 'kx0,3 +kx0'4

AXO= 6
AXl =kx1'1+2'kx1’2ZZ'kxls‘l'kxlA

fgy X,, X, és tuj értékei:

X0Tl+1 :XOTI. +AXO

X1n+1 = XlTL + AXO

tne1 = tn + At

(65)

(66)

(67)

(68)

(69)

ahol az n illetve n+1 indexek az iteraciora utalnak, tovabba At az iteracio 1épéskoze, ennek

értéke szimulacidink soran 2-m/(600-0.95) .



Sétér Gabor: Kaosz szabalyozasa... 35

5.2 A SZABALYOZASHOZ SZUKSEGES MENNYISEGEK MEGHATAROZASA

A Duffing-oszcillator egyenlete ugyan ismert, de a modszer bemutatasahoz ezt az ismeretet
figyelmen kiviil hagyjuk, mert a szabdlyozashoz sziikséges mennyiségeket mérések
segitségével szeretnénk meghatarozni. Ebben a fejezetben kiilonb6z6, a szakirodalomban

fellelhetd eljarasok bemutatasa kovetkezik.

5.2.1 A FIXPONTOK MEGHATAROZASA

A stroboszkdpikus leképezés fixpontjainak a meghatarozasdhoz sziikséges a rendszer
(mindenféle szabalyozastol fiiggetlen) vizsgalata. Nyomon kell kdvetni a leképezés altal
kirajzolodo trajektoriat, majd ha két egymast kovetd pont nagyon kozel (&, kornyezetben) van
egymashoz, akkor azt kivenni, és egy tombbe belehelyezni. Tehat, ha a kovetkezd

Osszefiiggés igaz:
|£n+1 - Enl <é&; (70)

akkor az aktualis pont belekeriil az esetleges fixpontokat tartalmazd tombbe. A mérést
(példankban: &, = 0.02, illetve t = 100 000 sec) az elébb emlitett moédon megkapott tomb
elemzése koveti. Ekkor lathato, hogy a tombben ugyanaz a fixpont — kisebb eltérésekkel —
tobbszor is eléfordul. Ezeket atlagolva a rendszer fixpontjdnak koordinatainak becsiilt értéke
megkaphato.

fgy a példaban a kovetkez6 fixpontot hatdroztuk meg:

(71)

l0.579714l
Xp =
1.30883
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(t) [mys]

x(t) [m]

22. abra — Mivel a késleltetett koordinatak altal kirajzolt trajektoria stroboszképikus leképezésének
fixpontjat hataroztuk meg, belathatd, hogy ez a fazistérben egy periodikus palyanak (kék szinnel jelolve)
feleltethet6é meg.

5.2.2 AZ AMATRIX MEGHATAROZASA

A vizsgalt fazisteret linearizalva:
Xne1 =X = A+ (0 — xr) (72)

ahol az x,, és az x, vektorok a leképezés két egymast kovetd pontjainak a koordinatai, x g

az el6zd fejezetben kiszamolt fixpont, A a leképezés Jacobi-matrixa, mely kétdimenzids

esetben:

a'11 alZ
A= { } (73)

a‘Zl a22

Kétdimenzios esetben a (72)-es egyenlet két egymastol fliggetlen egyenletre bonthato fel:
Xpa1q = Xpa = Q1+ (X1 — Xp1) + @1z~ (Xnz — Xp2) (74)

Xn+1,2 — Xp2 = Q21" (xn,l - xF,l) +az; - (xn,z - xF,Z) (75)
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A két egyenlet Osszesen négy ismeretlent tartalmaz (az A matrix elemei). Ezek

meghatarozasara el6szor M.L. Spano, S.N. Rauseo és W.L. Ditto [6] egyiitt dolgoztak ki
modszert.

Akar csak a fixpontok kiszamitasanal, itt is folyamatosan figyelni kell a leképezés aktualis
pontjat, s ha a mar meghatarozott fixpont &, kdrnyezetébe keriil, tovabba ez nem csak az
iteracio aktualis (x,), hanem kovetkezd pontjara (x,41) 1s igaz, akkor ezeket az értékeket fel
kell jegyezni. A matrix egyes elemei ezutan a legkisebb négyzetek modszerével (mas néven:
Fitting, részletes leiras a [10]-es hivatkozasban) mar konnyen meghatarozhatdéak. A mért
adatokon fliggvényillesztést kell végrehajtani, tehat megkeresni azt a fliggvényt, mely
legjobban illeszkedik a mért pontokra. Jelen esetben a linearizalas miatt a kdvetkezd alaka

fliggvény paramétereit kell meghatarozni:
z(x,y)=a-x+b-y+c (76)

Lathato, hogy ennek a fiiggvénynek az alakja megegyezik a (74)-es és (75)-0s egyenletekével,
annyi kiilonbséggel, hogy szerepel benne egy € konstans. Ez optimalis esetben a nulla értéket
veszi fel, viszont mivel most a fixpont &, kornyezetében keresiink pontokat, ennek a
konstansnak az értéke valamilyen nullatol kiilonbozé kis (a nagysagrendje fligg &, értékétdl)
szam lesz.

Példankban &,= 0.02 és t = 100 000 sec esetén:

(77)

[—3.83 19 4.6617]
—0.1240 0.0501

e [0.00011ossl (78)
—0.0003531
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5.2.3 AB VEKTOROK MEGHATAROZASA

A B vektorok meghatarozéasara tobb modszer is létezik, attol fliggden, hogy hany ilyen vektort
kell meghatarozni ((45)-0s Osszefiiggés). Esetiinkben a Paul So ¢és Edward Ott [7] altal
publikalt modszert hasznaltuk. Az eljarassal vizsgéalhat6 a fazistérbeli trajektoria modosuldsa
a szabdlyozasi paraméter valtoztatdsdnak kovetkeztében. Ebben a példdban szabélyozasi
paraméternek a gerjesztés erdamplitudojat (F) valasztottuk.

Elészor is a B vektorok szamanak pontos meghatarozasa sziikséges. Ezt a (45)-0s képlet irja
le. A késleltetési id6t ugy valasztottuk meg, hogy elég legyen csupan két B vektort

meghatarozni. Ezen elgondolas alapjan:

T
tp = 1 (79)
ahol tj, a késleltetési id6, T pedig a gerjesztés periodusideje. Mivel
m-tp <r-T (80)
illetve m = 3 (lasd (45)):
3o <r (81)

A legkisebb egész szam, melyre az Osszefliggés teljesiil: r = 1. Tehat esetiinkben két B vektor
meghatarozasa sziikséges.

Mivel jelen esetben is mérési adatokbdl kell kiszamolni az egyes vektorokat, ismét az el6zo
fejezetben emlitett legkisebb négyzetek mddszerének hasznélata sziikséges. Ha a szabalyozo
paraméter aktualis értéke ( p,) nagyon kozel van eredeti (p ) értékéhez ((51)-es egyenlet), a
leképezés aktualis pontja a fixpont &, kornyezetében taldlhato, illetve r = 1, akkor linearizalas

utan:

£n+1_£F:é'(&n_EF)+§1'(pn_5)+§2'(pn—1_ﬁ) (82)

A két vektor meghatarozasa kiilon-kiilon, egymas utan kell hogy torténjen. A B, vektor

kiszamitasdhoz a B , vektor legyen nullvektor. Ekkor két egymastol fliggetlen egyenlet irhato

fel:
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Xn+1,1 — Xp1 = Q11" (xn,l - xF,l) +a (xn,z - xF,Z) +b11-(pn—D) (83)
Xn41,2 — Xp2 = Q21" (xn,l - xF,l) t+az; - (xn,z - xF,Z) + by (P —P) (84)
Az egyenleteket ( p, —p ) -vel leosztva:

Xn+11 — XF1 _ Qan” (x‘n,l - xF,l) +ag (xn,z - XF,z) (85)
(Pn—P) (pn—P)

Xnt12 ~ XF2 _ G2t (xn,l - xF,l) +dzy - (xn,z - xF,Z)
( Pn — 5) ( Pn — 5)

(86)

Mivel a B, és B, vektorok a szabalyzé paraméter valtoztatasanak hatasat hatarozzak meg,
igy a szimulacional a szabalyzd paramétert a gerjesztés periddusidejének egész szamu
tobbszordseinél valtoztatni kell, tehat a rendszert egy periodusidonyi ideig valtozatlan, két
periddusiddnyi ideig pedig valtoztatott szabalyz6 paraméterrel kell futtatni, majd a fixpont &,
kornyezetében taldlhatd értékeket Osszegyljteni. Ezutan mar alkalmazhaté a legkisebb

négyzetek modszere, melynél most a fliggvényt a kdvetkezd alakban kell keresni:

z(x)=a-x+b (87)

Lathato, hogy a fiiggvény alakja megegyezik a (85)-0s és (86)-0s egyenlet alakjaval. Az a és
a b paraméterek igy mar meghatarozhatok. Idedlis esetben a értéke 1, viszont mivel a mért
adatok a fixpont &, kornyezetében talalhatoak, a értéke kis mértékben el fog térni 1-t6l, b
értéke pedig a keresett by, vagy by, lesz.

A B vektor utan a B, vektor kiszamitasa kovetkezik. Az (82)-es egyenletet kibontva:

Xn+1,1 — Xp1 Q11 (xn,l - xF,l) +aq;- (xn,z - xF,Z) + by - (pp—DP) 38
— == — + b21 ( )

(Pp-1—D) (Pp-1—D)

Xnt12 — Xp2 _ Qo1° (xn,l - xF,l) +ay- (xn,Z - Xp,z) + by (pn—D) + by, (89)

(pn—l_ﬁ) a (pn—l_ﬁ)
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A b,; és a by, mennyiségek meghatarozasa hasonloképpen torténik, mint a B, vektor
elemeinek a szamitasa.
Példankban &,= 0.02 és t = 100 000 sec esetén:

§1:

—5.58503 0.672123
l l B, = [ l (90)

—0.07813 0.022359

5.2.4 A POLUSATHELYEZESES MODSZER

A (50)-es egyenletben talalhatdo KT szabdlyozd vektor meghatérozasihoz polusathelyezéses
modszer hasznalata sziikséges. A modszer elvi 1ényegét dolgozatunkban részletesen nem
targyaljuk, a [4]-es hivatkozasban teljes egészében megtalalhato. Itt csak azokat a
vonatkozasokat emlitjiik meg, melyek az OGY-modszerhez vald alkalmazasakor meriilnek
fel.

A polusathelyezéses modszerhez sziikség van a kijelolt poélusokra. Ezen mennyiségek
megadasahoz a szakirodalomban k6zolt lehetdségek koziil probaltunk ki kettdt ([8]-as és [9]-
es hivatkozas). Ehhez a példdhoz a [8]-as hivatkozasban kozOlt modszer bizonyult

hasznalhatonak.

Legyen A egy oszlopvektor, mely az A matrix sajatértékeit tartalmazza:

1= |2, (91)

Belathato, hogy az A matrixnak ng darab stabil €s n,, darab instabil sajatérteke van. A kijeldlt

poélusokat tartalmazoé o vektor i-dik eleme a kovetkezd képzési szaballyal hatarozhaté meg:

O,ha 1121
i={ (92)

/1i,ha Ai <1

Tehat mig a A vektorban talalhato instabil sajatértékeket nullaval helyettesitettiik, addig a

stabil sajatértékek valtozatlanok maradtak.
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Példankban:
—3.6769 0
A=1-0.1049 |::> 0=[-0.1049 (93)
0 0
Mivel A, B illetve o mennyiségek ismertek, a KT vektor meghatérozhat6 *:
0.6493 (%4)
KT =1-0.8122
—0.1138

* Megjegyezés: a Wolfram Mathematica 8, illetve a MatLab 7.10 is tartalmaz beépitett fliggvényt a

polusathelyezéses szabalyozashoz sziikséges mennyiségek kiszamitasara. E16bbinél a
StateFeedbackGains ] , mig utobbinal az acker() fiiggvény segitségével hatarozhaté meg a KT vektor.
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5.3 A SZABALYOZAS

A szabdélyozast az el6z0 fejezetben kiszamolt mennyiségek felhasznalasaval végeztiik el.

Lathatd, hogy a szabalyozas sikeriilt. A gerjesztett oszcillatoron pattogd labda példajahoz
hasonldan itt is megjelenik az OGY-modszer legnagyobb hatranya: a szabalyozas bizonyos
esetekben nagyon késon kezdddik el. Ennek két oka van: elészor is meg kell varni, mig a
leképezés aktualis pontja a fixpont egy kijelolt kornyezetébe keriil, illetve ha ez teljesiil, akkor
sem biztos, hogy elkezdddik a szabalyozas, hiszen a szabdlyozd paraméter valtoztatasanak
értéke korlatozva van ((51)-es egyenlet). Ugyanazon paraméterekkel, viszont két kiilonboz6
kezdeti feltételbdl inditottuk el a rendszert, s meglepd dolgot tapasztaltunk: az egyiknél kb.

100 masodperc, mig a mésiknal kb. harom és fél 6ra utan kezdddott el a szabalyozas.

x(7) [m]

2r
1+ R 2
0 I " 1 1 N 1 . " ! 1 ! N N L 1 1 . . . 3 , . . ) : ' t [sec
; 100 200 300 400 500 [ ]

-1F .

-2L

x(t—tp) [m]

y
1F
’ I 00 BT 300 ' e ' 5‘:'.:'2‘ [sec]

- b=

23. abra — Szabalyozas X (0)=0 és X(0)=0 kezdeti feltételekkel. A szabalyozas kb. 100 masodperc utin

kezdodik el. Az abran csak a késleltetett-koordinata vektor két értékét abrazoltuk az ido fiiggvényében.
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24, abra — A kontroll paraméter valtozasa a szabalyozas soran. Lathato, hogy a szabalyozasi paraméter

értéke folyamatosan kozelit egy konstans értéket.

Megjegyezziik, hogy a szabalyozids nem mindig valdsithatdé meg. Ennek oka a kdvetkezo:

eléallhat olyan eset, amikor a KT szabélyozasi vektor elemeinek értékei olyan nagyok, hogy

hidba esik a stroboszkdpikus leképezés aktualis pontja a rendszer fixpontjanak egy bizonyos

kornyezetébe, nem fog elkezdddni a szabdlyozas, hiszen a perturbacios érték olyan nagy,

hogy ezt a szabalyz6 program letiltja ((51)-es 6sszefliggés). Ekkor a szabalyzas nem jon 1étre.

A Duffing-oszcillator szabalyozasanal az egyenleteket nem dimenzidtlanitottuk, ezért a B

vektorok [m/N] dimenzidju elemeket tartalmaznak. A KT vektor és a A vektor elemei

kiillonb6z6 dimenzidjuak annak megfeleléen, hogy a kitérés [m]-ben, az er6 pedig

[N]-ban van megadva.
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6. NUMERIKUS GYOKKERESES

A miiszaki gyakorlatban, kiilonb6zé problémak megoldasa sordn eldfordul, hogy két
fliggvény metszéspontjat kell meghatarozni. Erre léteznek numerikus megoldasok, mint
példaul a Newton-Raphson-moédszer, a szelémoddszer, az intervallumfelezé moédszer. Ezek a
legtobb esetben alkalmazhatok. Viszont két fiiggvénynek nem csak egy metszéspontja lehet, s
az, hogy az algoritmus melyik megoldast taldlja meg, a kezdeti értéktdl fiigg. Ha ismerjiik a
két fiiggvény képét, akkor ez nem is jelent akadalyt, hiszen ha latjuk, hogy az algoritmus egy
masik megoldast vett célba, akkor egyszerlien csak Ujrainditjuk azt egy jobb kezdeti értékbdal.
Hosszu iteraciok soran ez igencsak kellemetlen, hiszen allandé feliigyelet sziikséges a
gyokkeresé algoritmus mellé. A problémat a kovetkezd rezgéstani alappéldaval lehet

bemutatni:

26. abra — A feladat sematikus modellje

Egy mp tomegli golyd szabadon esik, majd iitkozik egy S merevségli rugéra rogzitett m
tomegli testtel, ami az iitkozés hatdsara fliggdleges irdnyu rezgésbe kezd, a golyd pedig
visszapattan, s ez a folyamat ismétlédik. A feladat a kovetkezd: keressiikk meg, hogy mely
id6pillanatban iitkoznek a testek. Az analitikus megoldas menete egy ciklusra lebontva:

o iitkdz¢s utani sebességek kiszdmitasa a kezddértékekbol

e mozgastorvények felirasa és ezen egyenletek paramétereinek kiszdmolasa

e az igy kapott két fliggvény elsd pozitiv metszéspontjanak megkeresése (ebben az

iddpillanatban fog {itk6zni a két test)

e ezen metszéspontban a sebesség értékek kiszamitasa a kovetkezd ciklus szadmara
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A harmadik pontban leirtak elvégzéséhez sziikség van egy gyoOkkeresé algoritmusra. A
probléma viszont az, hogy eldallhat olyan eset is, amikor a golyo kitérés- fliggvénye tobb

helyen metszi a rezg6 test kitérésfiiggvényét. Ezt szemlélteti a kdvetkezo abra:

Kitérés [m] y1[t] = 0.3 - sin (30t — 0.77)
T y,[t] = —4.905t2 + 4.1t — 0.2427
LELS ' -
Iod N T AVA N
Iln' e L1 Illl \ il I:f, . '\:I\I
LA AL L Lo . I . iy L ) L . A 1 A
7] o2 7 8 ] o i ) 7 - Ido [sec]
/ ] ./ v/ N/
L/ NS v/ N4 W/
05k
_1:| -

27. abra — A két test kitérésfiiggvényének abrazolasa

Lathatd, hogy ebben az esetben 6t metszéspontja is van a két fliggvénynek, s az emlitett
gyOkkeresd algoritmusok egyike sem hasznalhat6é jol ennél a példanal, hiszen arrdl nincs
informacionk, hogy adott n-dik ciklusban hol lesz az els¢ metszéspont, tehat nem allithat6 be
megfeleld kezddéérték. Ezen ok miatt volt sziikség egy sajat gyokkeresd algoritmus
kifejlesztésére, aminél alapvetd kritérium volt a megbizhatosag, a gyorsasag, és a megfeleld
pontossag. A mddszer alapgondolata a kdvetkezo:

Legyen adva f(t) és g(t) figgvény, s a feladat a két fiiggvény legkisebb pozitiv

metszéspontjanak a meghatarozasa. Tehat,

f®=9@® (94)

Kivonassal képezziink egy fliggvényt a kettobdl:

f®) —g®) =0 (95)

H_/

h(t)
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Ekkor a metszéspont keresés zérushely kereséssé alakul &at. Induljunk ki az t = 0
kezd6éértékbol, majd tetszOlegesen beallitott 1épéskozzel elére haladva vizsgaljuk a h(t)
fiiggvény eldjelét:

h(t)
h

\'\

\-.

L L t
n=0f nxl n=2 n=3 ... \\\ J
I \

>
|lépéskoz N,

28. abra —Az algoritmus megértését segité abra.

Az igy felépitett iteracios eljaras folyamatosan Osszehasonlitja az n-dik ciklusban
mintavételezett eldjelet az (n-1) ciklusban mintavételezettel, s ha eldjelvaltast tapasztal, akkor
leall, s az (n-1)-dik ciklushan felvett t értéket adja eredményiil. Igy természetesen mindig lesz
valamennyi hiba, mely azonban kisebb 1épéskoz valasztasaval csokkenthetd.

A modszer nem csak a legkisebb pozitiv metszéspont megtalalasara hasznalhatd, hanem képes
arra, hogy adott intervallumon beliil megkeresse az dsszes megoldast.

Az algoritmus teszteléséhez kiszamitottuk a fentebb emlitett két fliggvény elsdé pozitiv
metszéspontjat. A 1épéskoz valtoztatasaval tobbszor lefuttattuk a programunkat, s a kovetkezd

eredményekre jutottunk:

Lépéskoz Eredmény Szamitasi ido**
10° 0.07964 kb. 1 masodperc
10°® 0.079641 kb. 2-3 masodperc
10”7 0.0796414 kb. 10 masodperc
10°® 0.07964146 kb. 2 perc

** Az eredményeket személyi szamitogéppel szamitottuk.
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Az eredményt a Wolfram Mathematica 7 FindRoot[ ] fiiggvényével ellendriztiik, mely
to=0.08 kezddértékkel
t = 0.07964147

eredményt adott, ami megegyezik az altalunk kiszamolt értékkel.

Elmondhatjuk tehat, hogy sikeriilt egy megbizhatd és pontos gydkkeresd algoritmust irni,
melynél a felhasznalé donthet arrdl, hogy megelégszik a pontatlanabb, de pillanatok alatt
megkapott eredménnyel, vagy a 1épéskozt tovabb ndvelve minél pontosabb eredményt
szeretne. Hangstlyozzuk, hogy ez a szdmitasi modszer csak akkor eldnyds, ha nem ismerjlik a
fiiggvények képét ¢s nem tudunk megfeleld kezdeti értéket megadni, ha mindez azonban

teljesiil, a hagyomanyos moddszerek sokkal gyorsabban szamoljak ki a metszéspontokat.
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7. MAGYARAZAT A CD-MELLEKLETEN TALALHATO PROGRAMOKHOZ

L

Fajlnév: 1.nb

A megnyitas utan a programkod elsé soraba bele kell kattintani,
majd a Shift+Enter billentylikombinaciéval elinditani a
programot. A gerjesztési frekvencia a [0,10] Hz tartomanyban, az
iitkozési tényezd a [0,1] tartomanyban, a gerjesztési amplitido a
[0.03,0.07] intervallumban allithato.

Fajlnév: 2.nb

A megnyitas utan a programkod elsé soraba bele kell kattintani,
majd a Shift+Enter billentylkombinacioval elinditani a
programot. A gerjesztési frekvencia a [0,10] Hz tartomanyban, az
iitk6zési tényezd a [0,1] tartomanyban, a gerjesztési amplitido a
[0.03,0.07] intervallumban allithat6. A fixpontokat kékkel
jeloltiik.

Fajlnév: 3a.nb és 3b.nb

Eldszor a 3a.nb fajl megnyitasa sziikséges. A programkod elsd
soraba bele kell kattintani, majd a Shift+Enter billentyQ-
kombindcioval elinditani a programot. Ezutan a 3b.nb programot kell
megnyitni. Hasonléan az eddigiekhez, a program elsé sordba bele
kell kattintani és Shift+Enter billentyllkombinacioval elinditani.
Ezutdn a 3anb fajlban lathaté a gerjesztett Duffing-oszcillator
mozgasa, tovabbd egy nyomogomb segitségével a szabalyozas be-
illetve kikapcsolhato. A szaggatott vonal az egyenstlyi helyzetet,
mig a kékkel befestett teriilet az elérni kivant periodikus palyat jeloli.



50 Sétér Gabor: Kaosz szabalyozasa...

8. OSSZEFOGALALAS

A dolgozatban két kaotikus mechanikai rendszer szabalyozasat végeztik el,
OGY-algoritmus segitségével. Eldszor egy kétdimenzios leképezést, majd egy folytonos
rendszer kaotikus mozgasat valtoztattuk periodikus mozgassa valamely kivalasztott

rendszerparaméter nagyon kicsi valtoztatasaval.

Az els6 esetben rendelkezésre allt a rendszert leird leképezés, amelybdl a szabalyozashoz
sziikséges mennyiségek kiszamithatok voltak. Kitértiink a szabalyoz6 program megirasakor
jelentkez6 nehézségekre, illetve megoldast, vagy megoldasokat kozoltiink. A masik esetben is
ismert volt a rendszert leird mozgasegyenlet, de ezt a szabalyozashoz csak arra hasznaltuk fel,
hogy a rendszer egy paraméterének jelként vald mérését szimulaljuk. Késleltetett koordinatak
segitségével rekonstrudltuk a rendszer fazisterét, majd a mért jel segitségével hataroztuk meg
a szabalyozashoz sziikséges mennyiségeket. Ennek hatranya az, hogy igy csupan egy becslés
(bar igen pontos) adhat6 a kiilonb6z6 mennyiségekre, s ez azt eredményezi, hogy a szabalyzas
nem pontosan a kijel6lt fixpontra fogja rahtzni a trajektoriat, hanem egy t6le nagyon kicsivel

eltérére (példankban az eltérés az 6todik tizedesjegy utan jelentkezett).

Noha a két rendszer szabalyozasahoz ugyanazt az elméletet hasznaltuk fel, mégis kiilonbozik
a szabalyzas altal adott eredmények jellege. A legszembetiinébb kiilonbség a szabalyozo
paraméter valtozasa (13. és 24. abra). Az els6 feladatban lathatd, hogy egy-két iteracioig
ugyan viszonylag nagy a perturbacid értéke, utdna viszont atlagosan kb. 10™° nagysagrendi.
A masik esetben teljesen mast tapasztaltunk: kezdeti tranziens jelenség utdn a szabalyzé
paraméter nem az eredeti értékét kozeliti meg, hanem téle egy kb. 10™-el eltérst. Ez

valoszinlileg a mérés pontatlansaga miatt jelentkezett.

A masodik példankban az OGY-moddszert polusathelyezéses szabalyozassal kombinaltuk. A
kivalasztott polusok meghatarozéasara a szakirodalomban két kiilonbozd ajanlést talaltunk: a
cikkek egyik tabora szerint (pl.: [9]-es hivatkozas) az Osszes polusnak nullaval kell
egyenlének lenni, mig a masik a dolgozatban alkalmazott modszert irja le. Mind a kettdt

kiprobaltuk és azt tapasztaltuk, hogy esetiinkben csak az utobbival miikodott a szabalyozas.

A dolgozathoz készitettiink egy CD-mellékletet, mely a legfontosabb, a megértést segitd

programokat, illetve interaktiv abrakat tartalmazza.
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