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1. Bevezetés

A kozati kozlekedésnek ma az egyik fontos kérdése a kiilonb6zd vontatmanyok (pl.
utanfutok, lakokocsik, kamionok, csuklos buszok) haladas kozbeni stabilitasa, illetve ezek
instabilis viselkedésének megeldzése. Ez indokolja, hogy a jarmidinamika e teriiletén
napjainkban is szamos kutatés zajlik.

A dolgozatban a személygépjarmiibol ¢és utanfutobol allo  jarmiszerelvény
vizsgalatdhoz sikbeli, egymashoz csukloval csatlakozd rudakbodl és a hozzajuk kapcsolodo
kerekekbdl allo (un. bicikli) modellt alkalmaztunk. Azaz, a jarmiszerelvény oldaliranya
méretét elhanyagolva, az egyes tengelyeken a két kereket egy kerékkel helyettesitettiik. A
jarmtdinamikaban ez egy altalanosan elfogadott modszer a jarmiivek dinamikai vizsgélatanak
egyszerisitésére.

A jarmire a kerekekrdl atadodd erdk meghatidrozasahoz un. ,kefe” kerékmodellt
alkalmaztunk, amely szerint a gumikdpenyt ugy képzeljiik el, mintha a keréken sugariranyban
szarmaztatjuk. Igy meghatarozhato egy kvazi-statikus esetben érvényes eré-karakterisztika,
melyet er@szeretettel alkalmaznak valodi ipari kerékdinamikai problémak vizsgalatara [1].

Az anholonom rendszer mozgasegyenleteit Appell-Gibbs-egyenletbdl [2] segitségével
irtuk fel és vizsgéltuk a jarmiiszerelvény egyenes vonalll palyan, allandé sebességgel valod
haladés kozbeni lineéris stabilitdsat a haladasi sebesség, a vontatmany stlypontjanak helyzete
¢és a jarmivek egyéb jellemzé paraméterinek fiiggvényében. Ehhez a szamitasok
nyomaték karakterisztikat, majd az eredményeket stabilitasi térképeken abrazoltuk. Ezek utan
numerikus szimulaciok segitségével elemeztiik a rendszer mozgasat, amelyek alatamasztottak
a linedris stabilitasvizsgalat soran kapott eredményeket. Mindezek mellett AUTOOQ7p szoftver
segitségével [5] vizsgaltuk a személygépjarmii-utanfutd rendszer nemlinedris viselkedését is.

A dolgozat célja tovabba egy a vontatmanyok stabilitasvizsgalatara alkalmas kisérleti
berendezés tervezése is, amely lehetdséget adna az analitikus, illetve numerikus szamitasok
validalasara illetve az elméleti modell hidnyossagainak feltdrasara. Ennek soran modositottuk
a rendszer mechanikai modelljét, igy hogy a futépadon térténd meérés soran biztosithatdéak
legyenek a rendszerre hatd kényszerek. Az eredeti modellel vald Osszehasonlitas céljabol
elvégeztiik a kisérlethez modositott rendszer linearis stabilitasvizsgalatat is, amely soran
megallapitottuk, hogy az, az eredeti rendszerrel megegyez0 viselkedést mutat.



2. Az alkalmazott mechanikai modell

2.1. A személygépjarmii-utanfuto rendszer

Jarmiiszerelvények vizszintes talajon végzett mozgasanak leirdsa soran a jarmuvek
modellezésénél elterjedt megoldas a bonyolult térbeli modell helyett, sikbeli, egymashoz
csukloval kapcsoldodd rudakbol, valamint hozzajuk kapcsoldédd kerekekbdl allo un. ,,bicikli”
modell alkalmazéasa. Ezzel elhanyagoljuk a jarmiiszerelvény oldaliranyt méretét, illetve az
egyes tengelyeken a két (vagy tobb) kereket 1 kerékkel helyettesitjiik. [1]

1. dbra, A személygépjarmii-utanfuté rendszer

A személygépjarmiibdl és az altala vontatott utanfutdébol allé rendszer vizsgalatahoz
alkalmazott sikbeli, négy szabadsagfoka modell tehat két |, illetve |, hosszusagu
(személygépjarmd, ill. utanfutd) egymashoz a C pontban csukloval kapcsolddo rudbal all (ld.
1. dbra). A személygépjarmiivet reprezentald rad A és B, mig az utanfutot képvisel6 rad D
pontban kapcsolodik a kerekekhez. A kocsi elsé illetve hatso kerekének tavolsaga a jarmii S;
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sulypontjatdl a és b, mig az utanfutd S, stlypontjanak tavolsaga a C csuklotol, valamint a
hatso6 keréktdl f és g. A személygépjarmii S; stilypontjanak C csuklotol valo tavolsaga h.

A rudak S, és S, sulypontjainak helyvektorai rg (t) :[xi(t), A (t),0:|T valamint
I, (t) :[x2 (t).y, (t),O]T, a rudak hossztengelyének az x-tengellyel bezart szoge w, () és
w,(t). A két rad helyzetét egyértelmiien meghatarozhatjuk, ha ismerjik a kocsi S,
sulypontjanak x, és y, koordinatajat, valamint y, és v, szogeket. Valasszuk ezeket altalanos
koordinataknak, igy tehat az altalanos koordinata-vektor:

X

q= yl . Equation Section 2(2.1)

4
v,

frjuk fel az utanfutdé S, stlypontjanak helyvektorat az 4ltalanos koordinatak
fliggvényében:

X, X, —hcosy, — f cosy,
5, =| Y2 |= y, —hsiny, — fsiny, |. (2.2)

Akocsi S sulypontjanak sebességét, az Iy helyvektor id szerinti derivalgjaként irhatjuk fel:
¥
V 5, = yl , (2.3)
0

hasonloképpen hatarozhatdé meg az utanfutd S, stlypontjanak sebessége:
X, % +yshsing, —y, fsiny,
Vs, =| Y, |= Y, —yshcosy, —y, f cosy, |. (2.4)
0 0
Mivel mindkét jarmii sikmozgast végez, szogsebességiik a mozgas sikjara merdleges z irdnyu

lesz, igy a kocsi és az utanfutd o, és m, szogsebességét a kovetkezoképpen irhatjuk fel:

o, =0 (2.5)

valamint;

®,=|0 | (2.6)

A Vg és Vg sebességek id6 szerinti derivaltjaként allitsuk el az S, és S, stlypontok ag
illetve a5 gyorsulasat:



ag = Yi | (2.7)

illetve:
X, | | % +yZhcosy, +yihsiny, +y? f cosy, +yi, f siny,
as, = Vo |=| W +'//12 siny, —y;hcosy, 'H//z2 fsiny, -y, f cosy, |. (2.8)
0 0
Hasonloképpen a jarmiivek € ¢és g, szoggyorsulasat a szogsebességek 1d6 szerinti
derivalasaval kaphatjuk meg:

g,=|0| (2.9)

valamint;:

e,= 0 |. (2.10)

2.2. A rendszer mozgasegyenletei

A jarmuszerelvény vizsgalatahoz a rendszerre kinematikai kényszert irunk eld,
nevezetesen a kocsi S, sulypontjanak a kocsi irdnyaba esé sebességkomponense minden
id6pillanatban V , 4lland6 nagysagu, azaz:

X, COSy, + Y, Siny, =V. (2.11)

Mivel a rendszerre igy a geometriai kényszerek mellett kinematikai kényszer is
érvényes, a rendszer anholonom. Az ilyen rendszerek mozgasegyenleteit az Appell-Gibbs-
egyenletbdl szarmaztathatjuk [2].

Ehhez az &ltaldnos koordinatdk helyett vezessiink be Uin. pszeudo sebességeket az
alabbiak szerint:

cosy, siny, 0 Of X \
—sin oS 0 0}y
Vi Vi ¥1 _ B = A=, (2.12)
0 0 1 0|y, | |5
0 0 0 1w, |4
ahol:
. 0q
= 2.13
4= (2.13)

altalanos koordinata sebesség vektor, illetve ¢ a pszeudo sebességeket tartalmazd vektor. Az
Ao matrix elsé sorat a kinematikai kényszer (Id. (2.11)) hatarozza meg, mig a tobbi sorat
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célszerlien, mi hatdrozhatjuk meg. Az egyenlet mindkét oldaldt megszorozva Ay matrix
inverzével az altalanos koordinatasebességek €s a pszeudo sebességek kozotti Osszefliggést
leird elsérendii differencialegyenlet-rendszert kapunk:

q=A,'c (2.14)
azaz:
X, V cosy, — f,siny,
Yo | [V siny, + B cosy,
Vi | Py |
v, Py

(2.15)

A fenti egyenlet mindkét oldalat derivalva az id6 szerint a gyorsuldsokra az aldbbi
Osszefliggést kapjuk:

Xi _132\/ Sinl/’l_ﬂlﬂz COSW1_IB15inW1
¥y _ BN cosy, - B f, Sim//1+181 cosy,
72 ﬁ’z
7z i3

(2.16)

Az Appell-Gibbs-egyenleteket az Gn. gyorsuldsi energiabdl szarmaztatjuk, amelyet
merev testre az alabbi Osszefiiggéssel irhatunk fel [2]:

S= % may’ +%8T958+8T ((z)><(65u)))+%mT (0,m) @, (2.17)

ahol, m a merev test tomege, 05 a test sulypontjara szamitott tehetetlenségi nyomatéki
matrixa, a, a test sulypontjanak gyorsuldsa, a; pedig a gyorsuldsvektor abszolutértéke; ® a
test szOgsebessége, @ a szOgsebesség vektor abszolutértéke, valamint & a test
szO0ggyorsulasa. Sikbeli mozgas esetén, kihasznalva, hogy mind az ® szogsebesség vektor,
mind az & szoggyorsulas vektor merdleges a mozgas sikjara, a fenti kifejezést
egyszerisithetjiik. Ezen tulmenden, mivel az Appell-Gibbs-egyenleteket a gyorsulasi
energiabol a pszeudo gyorsulasok szerinti derivalassal szarmaztatjuk, és a (2.17) Gsszefliggés
utolso tagjaban ezek nem szerepelnek, igy az egyszertiség kedvéért ezt a tagot is elhagyhatjuk.
fgy az aldbbi egyszeriibb alakii 6sszefiiggéshez jutunk:

S:%ma52+%¢9552+.... (2.18)

A fenti dsszefiiggés szerint irjuk fel a vizsgalt rendszer gyorsulasi energidjat:

S :lmlasz1 +16'Slgf +..
2 2 (2.19)

I
+§ mzaSZ +E 8282 +...,
ahol m, ¢és m, a személygépjarmii és az utanfutd tomege, 65 ¢és O; a jarmilivek sajat
sulyponti, a mozgas sikjara mer6leges tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomateka, ag és



a;, a jarmivek sulypontjainak gyorsuldsvektorainak, & ¢és &, pedig szoggyorsulds
vektorainak az abszolutértéke.

A gyorsulasokra, illetve szoggyorsulasokra vonatkozo (2.7), (2.8), (2.9) és (2.10)
Osszefliggéseket a gyorsuldsi energiaba behelyettesitve, illetve az altaldnos koordinata
sebességek és gyorsulasok helyett (2.15) és (2.16) szerint bevezetve a pszeudo sebességeket,
illetve pszeudo gyorsulasokat, a kovetkez6 formulat kapjuk:

S :%(ml((vz +,B12)1822 +2Vﬂ2181+:812)+eslﬂ§ +932B32
+m, ((ﬁz siny, (hB3, - B,)+cosy, (Vﬂ2 +p, —h,BZ)+ f (ﬂ; siny, — 4, cos,/,z))2 (2.20)
+(ﬁ2 cosy, (hB, - B,)—sinw, (V B, + B, —hp, )+ T ( B cosy, +1335im//2))2)j'

Az Appell-Gibbs-egyenlet szerint egy anholonom rendszer mozgasegyenlet-
rendszerét az alabbi formulaval kaphatjuk meg [2]:

éznr r=123, (2.21)

op,
ahol T1,,TT,,T1, az un. pszeudo erd komponensek. Allitsuk eld a fenti egyenlet baloldalat az
S gyorsulési energia egyes pszeudo gyorsuldsok ( ﬂl, ,82, ﬂ3) szerinti derivalasaval:

% = ml(ﬂ.l +V:B2)+ m, (ﬂl +V 5, _hﬁz - fﬁs COS(‘//z _l//1)+ f g3 Sin(‘//z _l//1))7

oS B . 2h Y . B B 5 . 3
7 B, +m, (W8, —hV B, —hp3, +hf B, cos (v, —y, ) —hf B sin(w, —v,)), 022
%2052ﬂ3+m(f2,83—f\/ﬂZCOS(l//Z—l//l)—f,BlCOS(l//Z—l//l)

_fﬂlﬂz Sin(Wz _'//1)+th2 COS('//z _'//1)+hf18225in(l//2 _V/l))'

A TI1,,I1L,,I1, pszeudo eréket a 6P virtudlis teljesitménybdl hatarozhatjuk meg az alabbi
Osszefiiggés szerint:

3
sP=>" TL5B, (2.23)
ahol 8f,,90,,0p, a virtualis pszeudo sebességek. A SP virtudlis teljesitményt a rendszerre a
kovetkez6 formulaval irhatjuk fel:
5P =0V, +F,6Vg + F,0v, +(M, +M, )50, + M e, (2.24)

ahol F,F, F, illetve M,;,M,,M, a kerekekrdl a jarmiivekre atadodo erdk, illetve koncentralt
erOparok (Id. 1. abra):

—F; siny, —F, siny, —F;siny,
F =| Fcosy, |, F,=| Fcosy, |, F=| Fcosy, |, (2.25)
0 0 0



valamint:

0 0 0
M,=| 0|, M,=| 0| M,=| 0| (2.26)
Ml MZ M3

OV,,0Vg, 0V, A, B valamint D pontok virtudlis sebessége, om, és o, pedig a két jarmi
virtualis szogsebessége.
A virtudlis sebességek meghatarozasdhoz irjuk fel, A, B és D pont v,,vg, illetve v,
sebességét:

%, - ay, siny,
Va =Vg +0; XTI, =| Y, +ay, COSy, |,
0
X, + by, siny,
Vg =Vg +@; XK =| Y, —by; cosy, |, (2.27)
0

¥+ siny, + 1Ly, siny,
Vp =V +0, XI5 +@, X =| Y, —hy, cosy, — Ly, cosy, |.
0

Az XY, v, y, altalanos koordinata sebességek helyére (2.15) szerint helyettesitsiik be a
pszeudo sebességeket:

V cosy, — B, siny, —ap, siny,

Va =Vg 0@, XK, = Vsiny, + S cosy, +a/, cosy, |,

S,
0
V cosy, — B, siny, +bg, siny,
Vg =Vg +@, X155 =V siny, + f cosy, —bj, cosy, |, (2.28)
0

V cosy, — B siny, +hg,siny, +1,5,siny,
Vp = Vg +@ XTI +@, XTI, =|Vsiny, + S, cosy, —hp, cosy, —1, 8, cosy, |.
0

A Ov,,0Vv,, 0V, virtualis sebességeket formalisan Ggy kaphatjuk meg, ha £, 5,, #;, pszeudo
sebességek helyére a of,,08,,00, virtualis pszeudo sebességeket helyettesitjiik. Mivel a
személygépjarmii V hossztengelyével parhuzamos sebessége allandd, igy annak virtudlis
mennyisége zérus, azaz oV =0. A behelyettesitéseket elvégezve a virtudlis sebességekre a
kovetkezd formulat kapjuk:



[ —8B,siny, —adp, siny,

OV, =| +0p, Cosy, +adp, cosy, |,

i 0

[ —op,siny, +bB, siny,

SV =| +8p, cosy, —bdp, cosy, |, (2.29)
i 0

[~ siny, +hdp, siny, + 1,58, siny,

oV, =| +0p, cosy, —hop, cosy, — 1,06, cosy, |.

0

Ezzel tehat a rendszerre hato erdk, illetve nyomatékok 6P virtualis teljesitményét leird (2.24)
egyenletbe behelyettesitve az erdket (2.25) és nyomatékokat (2.26), valamint a virtualis

sebességeket (2.29), egyszertsitések utan, a kovetkez6 osszefiiggést kapjuk:
6P =(F,+F,+F,cos(w, —v,)) 3B, 2.30)
+(aF, —bF, —hF, cos(y, -y, )+ M, + M, ) 3B, + (M, =1, F, ) 5B,

A fenti sszefliggésbol op,,00,,00, virtuadlis pszeudo sebességek egyiitthatoit kigyijtve
kaphatjuk meg a pszeudo erdket:

I, =F +F, + Fcos(w, —v,),
I1, =aF, —bF, —hF, cos(y, -y, )+ M, + M,, (2.31)
I,=M,-LF,

Ezek utan az Appell-Gibbs-egyenletbe ((2.21)) (2.23) (2.22) és (2.31) Osszefiiggéseket
behelyettesitve felirhatjuk a személygépjarmii-utanfutéd rendszer mozgasegyenleteit:

ml(ﬁ’1+v,32)+ mz(ﬁl+Vﬂ2 —hB, - f B,cos(w, -y, )+ f BZsin(y, —1//1))
=F +F,+F,cos(y, —y,),

Os B, +m, (h*B, —hV B, —hj3, + hf B, cos (v, —y, ) —hf A7 sin (v, —y,))
=aF, —bF, —hF, cos(y, —y, )+ M, + M,,

952,83+m(f2ﬁ"3— fV B3, cos(y, —w,)— f B.cos(y, —w,)— f BB, sin(v, —v,)
+hf B, cos (v, =y, ) +hf B sin (v, =y, )) = M =, F,.

(2.32)
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3. A kerékmodell

3.1. A jarmiivekre a kerekekrol atadodo erok meghatarozasa

A jarmiivekre a kerekekrdl atadodo, a kerékdeformaciobol szarmazd F,F,, F; erdk
illetve M;,M,, M, forgatdbnyomatékok modellezéséhez, un. kefe kerékmodellt alkalmaztunk
[1]. Azaz a rugalmas gumikdpenyt Ggy képzeljiik el, mintha a keréken sugariranyban lineéris
gumirugok lennének (I1d. 2. abra).

2. abra, A kefe modell, forras: [1]

Ahogy a kerék gordiil a talajon ezeknek a rugdknak a szabad vége a kerék-talaj
érintkezési tartomanyban letapad az Ut felszinére. Az érintkezési tartomany hosszat jelolje
2a;. Abban az esetben, ha a kerék oldaliranyl sebességgel is rendelkezik (oldaliranyban
kuszik), azaz a pillanatnyi sebessége €s a kerék hossztengelye altal bezart o szog zérustol
kiilonb6zd, az Uthoz letapadt rugdk oldaliranyban deformalddnak, ennek kovetkeztében a
kozelitjlik kvazistacionarius allapotok esetén, melynek meredekségét o kuszasi szog hatarozza
meg. Azonban a letapadt hossz mentén a lehetséges legnagyobb tapadési surlodési er6hoz
tartozo erdintenzitas masodfoku fliggvény szerint valtozik, illetve azzal kozelithet6 (1d. [1]).
Szemléletesen ez azt jelenti, hogy az o meredekséggel rendelkezé egyenes és az X tengely
altal kozbezart tertiletet, az elméleti maximalis surlodasi erdnek megfeleld parabola hatarolja.
Az ezen kivil eso teriileten a kerék meg fog csliszni, vagyis a letapadt rugd végpontja
megcsuszik a talajon és csak korlatozott erét tud kifejteni a kerékre. A fentieket a 3. abra
szemlélteti.
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ai

3. abra A gumikerék deformaciéjabol szarmazé erd, illetve nyomaték

Osszességében tehat 1athato, hogy a deformdaciobol szarmazo erd nagysaga a parabola
¢s az egyenes illetve az X-tengely altal bezart teriilettel lesz aranyos. A teriilet
meghatarozasdhoz integralnunk kell a hatdrold gorbét a (—aj, a;) intervallumon. A hatérold
gorbét a gorbék Xpm metszéspontjdban felbonthatjuk két részre, igy az elsd részen a
parabolanak majd a méasodikon az egyenesnek kell képezni a hatdrozott integraljat, majd a két
integral 6sszege adja majd meg a teljes integralt.

A hatarologorbe o >0 esetén:

tanax—atana X, <x<a
X) = 2 .Equation Section (Next)(3.1
a(x) _§5[1_x_jﬁ o <xs<x, T (Next)(3.1)

4 a a’)s

ahol F;, a kerékre a talajra merdleges iranyban hatd erd, S a kerék hossz mentén megoszlo
rugdmerevsége, u a tapadasi surlodasi egylitthato.
A metszéspontok helyét az alabbiak szerint hatarozhatjuk meg:

2
tanax—altana:—§i(1—x—2]£, (3.2)
4 a a”)s
amelybdl:
4 a’stana
X =Xy=-a+ T —a. (3.3)
3 uF

A kerékre hato oldaliranya erd nagysagat, Ugy szamithatjuk ki, ha a (-a;, ai)
intervallumon integraljuk a kerék s hossz mentén megoszl6 rugdémerevségének €s a hatarolo
gorbék szorzatat. Az integralast elvégezve:
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& XM

:J'sq(x)dx:J‘s( 1)—;[1 gjﬂdx+j s(tanax—a, tanar)dx, (3.4)

- &

ahol az els6 és a masodik integralt kiilon kiszdmitva:

2 16 tan® @a’s® 4 tan?@a’s’
j (- 1)——[1——Jﬁdx:5 an; 3T E as (3.5)
a:l. : M M

[ s(tanax—a, tan o )ix = 253 tan & ,8as’tan’a 8as’tan’a
3 Fu 9 F2u’

XM

(3.6)

Ezeket Osszegezve, valamint a lehetséges Osszevondsok elvégzése utan a keréken ébredd
lateralis irany erd:
8 tan’a’s’ 4tan’aas’
F=-— 1285 21 9° oa’tana. (3.7)
271 K u 3 FRu

Belathato, hogy ha a kerék kiiszasi szoge, « <0, akkor mindkét gorbét tiikkrozni kell az x
tengelyre, tehat az integralandd gorbe alatti teriilet éppen -1-szeres lesz az « >0 esethez
képest, azaz F (—a) =-F, (a).

y

F,[N]
6000 -
‘ ‘ ‘ . | _Iol,km‘ ‘ N . qk“' ‘ . . | ‘ ‘
—04 02 | 0.2 04 o [rad]
—2000 :
—4000 -
—6000

4. abra, A kerekekre haté eré nagysaga a kiszasi szog fiiggvényében
Az alabbi paraméterek esetén oldalirdnyt erd nagysagat a kiiszasi szog fiiggvényében
a 4. abra mutatja:
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s =20000000 ﬁz,
m

u=0,6, (3.8)
a, =0,05m,
F, =10000 N.

Az el6z6ekbdl kovetkezik, hogy a modellt csak az dbran pirossal jelolt e, Kritikus
kuszasi szog értékig tekinthetjiik érvényesnek, amely annak az o kuszasi szog értéknek felel
meg, amikor az egyenes az a; pontban éppen érinti a parabolat, azaz a gorbék két
metszéspontja (1d. (3.3)) éppen egybe esik, azaz X, = X, . Ezek alapjan a kritikus kiiszasi szog
nagysaga:

o, = arctan 3 ﬂ—FZZ : (3.9

2 sa;
Ennél nagyobb kuszasi sz0g esetén, mivel az oldaliranyl erd nagysaga elérte a
lehetséges maximumat, Fy tovébbra is a teljes parabola alatti teriilet nagysagaval lesz aranyos.
Ez az eset megfeleltethetd annak, ha ugy tekintjiik, hogy az egész kerék megcsuszik, azaz az
oldalirany er6 nagysaga a cstiszasi sirlodasnak megfelelen: F, =y F,, €s jelen esetben azt
tételeztilk fel, hogy a tapaddsi és a csuszédsi sarloddsi egyiitthatdé azonos, azaz
= Hesisasi = Muapassi » tehat F =, Osszegezve a fentieket a laterdlis erbre vonatkozo
Osszefliggést a kuszasi szogek teljes intervalluman a kovetkezéképpen irhatjuk fel:
HF,, A <~
3 6.3 2 4.2
_8 tan gxazis _4tan’(ca)as -2sa/tana, -a,; <a<0
271 Fu 3 Fu
Fy(a): Z3 6.3 2Z 4.2 ' (3.10)
_ 8 tan“aa’s +ﬂtan aa's
271 F°u’ 3 Fu

—H I:z’ Ay <X

—-2sa/tana, O<a<a,

Ezek alapjan tehat az egyes kerekek deformdacidjabol szarmazé F,F,, F, lateralis
erOket meghatarozhatjuk, ha (3.7) Osszefiiggésbe a megfeleld kuszasi szogeket (al,az,ag)

helyettesitjiik:
F=F(a),
F,=F (), (3.11)
,=F, (o).

3.2. A jarmiivekre a kerekekrél atadodo koncentralt eréparok

Belathato, hogy egy altalanos « kuszasi szognél a hossz mentén megoszlo
erdintenzitas gorbe alatti teriilet sulypontja nem fog az y tengelyre esni (ld. 3. abra), igy a
csuszasi erOnek fliggdleges iranyu, M,; nyomatéka lesz a kerék stulypontjara. A
forgatonyomaték nagysagat « >0 esetén az alabbiak szerint szamithatjuk ki:

-14 -



& Xm 3 FZ X2 U &y
M, = _J;i sxq(x)dx = _{1 sx(—l)zg[l—glgdx +X'£ sx(tanax—a, tana)dx.  (3.12)
Az integralokat kiilon kiszdmitva:
Xm 2 9 4 4 7 3 3 5 2 2
J'sx(—l)§i 1_x_2 ﬁdx:Ea tar: 3as _16a tag ;xs +ﬂa tan® as . (313)
4 S 27 F’u 9 Fu 3 Fu

-a

valamint:

a 9 4 4 7 3 .3 5 2 2

Isx(tanocx—aitanoz)dx:—%al ta£1 3as L tazn 20(8 _Satan"as —ga13tanas.(3.14)
81 Fu 3 Fu 3 Fu 3

Xm

A két integralt 6sszevonva, egyszerlsitések utan a kovetkezd dsszefliggésre jutunk:

9 4 4 7 3 3 5 2 2
Z__Eai ta? Sas +§a1 ta2n 2ozs _4a’tan"as +2a13tanas (3.15)
81 Fu 9 Fu 3 FKu 3

Az oldaliranya er6khoz hasonléan, azok nyomatékra is belathatd, hogy

M, (—a)=-M,(a).
A 3.1. fejezetben megadottakkal azonos paraméterek esetén a nyomaték és a Kuszasi

sz0g kapcsolatat az 5. abra mutatja:
M: [Nm]

30+
20+

10}

=l kit Olkrit
0.2 0.4 o [rad]

—04

5. abra, A forgatényomaték nagysaga a kiszasi szog fiiggvényében
Ebben az esetben is igaz az, hogy a modell csak a kritikus o értékig lesz érvényes,
ennél nagyobb kliszasi szogek esetén belathatd, hogy az oldaliranyt eré nyomatéka zérus lesz,
hiszen ebben a tartomanyban az egész parabolat tekintjiik érvényesnek, amelynek szimmetria
tulajdonsagai miatt a sulypontja az Yy tengelyre esik. A fenti megfontolasok utan a
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kerékdeformaciobol szdrmazo forgatdnyomatékra vonatkozd Osszefiiggést o kuszasi szog
teljes intervalluman a kovetkezoképpen irhatjuk fel:

0, < —Qj
9 4 4 7 3 3 5 2 2
16 a tagl 3ozs +§a1 tazn 2ocs +ﬂa1 tan’ as +3a13tanas, 4, <a<0
81 Fu 9  Flu 3 Fu 3

M. (@)= 16a’tan‘ s’ 8a’tan’as’® 4a’tan’as® 2 (316
24 o4 ! +-a’tanas, 0<a<a,

- +
81 Fu° 9 Fu 3 F,u

0, it <A

Az oldaliranyt er6khoz hasonléan az egyes kerekek deformacidja soran fellépd
M., M,, M, nyomatékokat tigy kaphatjuk meg, ha (3.15) &sszefliggésbe a megfeleld kuszasi
szogeket (o, a,, ;) helyettesitjiik:

<
I

=M, (al)’
=M, (a,), (3.17)

3 z(a3)'

=
<

<
<

3.3. A kiszasi szogek meghatarozasa

Az egyes kerekek kiszasi szoge (¢y,a,,a,) alatt a rudak illetve a kerekek
kapcsolodasi pontjainak sebességvektoranak (V,,Vg, illetve v, ) a rudak hossztengelyével
bezart szogét értjiik. Ezek meghatarozdsadhoz irjuk fel A, B, valamint D pontok sebességét a
megfelel6 rudakkal egyiitt mozgo (&,n,,¢;) illetve (&,,7,,¢,) koordinata-rendszerben (Id. 6.
abra):
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6. abra, A jarmiivek stlyponti sebességeinek felbontasa jarmiiiranyu és arra meroéleges komponensekre.

Va

Vb

Vv

pi+ap, ’
0

- (&m.é1)

\Y

B —bp, a (3.18)
0

= (51:771-41)

- Veos(y, —y,)+(hB, - B)sin (v, —v,)
Vsin(y, v, )+ B, —hpB, cos(v, —y, ) -,
0

L (£712/62)

Ekkor az egyes kerekek kuiszasi szogének tangensét a megfeleld sebességvektorok a jarmii
hossztengelyére merdleges €s azzal parhuzamos komponenseibdl képzett hanyadosa adja

meg, ezek alapjan a kuszasi szogeket a kovetkezéképpen irhatjuk fel:
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o =arctan(ﬂ1+a’32j,
\
a, = arctan (ﬂl_—bﬂzj (3.19)
V
0{3ZaFCtan(VSin(Wl_W2)+’Bl_h’82Cos(l/_/l_‘//z)_lzﬂs}
V cos(y, —y, ) +(hB,— B)sin (v, —v,)

3.4. A kerekek és a talaj kozott fellép6é nyoméero

A kerekek ¢és a talaj kozott fellépd nyomoderd meghatarozasahoz, a jarmiiveket
modellezd két rudat a kerekek helyén gorgdkkel tdmasztjuk ald, kozottiik pedig tovabbra is
csuklos kapcsolatot feltételeziink €s ennek a rendszernek a statikai egyensulyat vizsgaljuk,
ezzel elhanyagolva a dinamikus hatasokat.

2 B I, N
g . /o B b o a -
o Gi
TN
L/
S C é}r S
D B e B A

|

X

7. abra, A kerekekre hato fiiggileges iranyd er6é meghatarozasara alkalmazott statikai modell
Az egyes rudakat a sajat S, illetve S, sulypontjaban a G, =mg, és G, =m,g,
sulyerd terheli, ahol m, és m, az egyes jarmiivek tomege, g, pedig a nehézségi gyorsulas. A
kerekek és a talaj kozott fellépd nyomoerdt az A, B és D pontokban fellépd F,,F,,, F,
kényszererok fogjak megadni. A fentieket a 7. abra szemlélteti. Bontsuk fel C csuklonal a
szerkezetet és a szabadtest abrak alapjan (Id. 8. abra) irjuk fel a két radra kiilon-kiilon a
statikai egyensulyi egyenleteket.

| | | |
TD 'S, 'C Tc TB 'S, TA
D C B A

8. abra, A rudak szabadtest aAbrai

Az 1. rid egyensulyabol:
> F,=0: F,+F,-C-G, =0,

(3.20)
> M, =0: C(a+h)+Ga—-F,(a+b)=0,

valamint a 2. rad egyensulyabol:
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> F,=0: F;+C-G,=0,
> M, =0: Cl,+G,g=0.

A fenti (3.20), (3.21) egyenletrendszer megoldasaval meghatarozhatjuk az
nyomoerdket, valaminta C csukloerd is kiadodik:

E m,g,bl, —m,g,(a+h)g

z1

Il|2 '
_ m.g,al, + m,g,(a+h)g

F, ,
’ L1,
an — mZgOf ,
1,
c = M09

1,

-19 -
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F,.F,.F

717 " z21 7 z3

(3.22)



4. A személygépjarmii-utanfuto rendszer linearis
stabilitasvizsgalata

41. A Kkerékdeformaciobdl szarmazo eré és nyomaték karakterisztika
linearizalasa
A linedris stabilitasvizsgalat sordn feltételezziik, hogy a rendszer kialakulé allandésult
mozgasa egyenes vonalu, allandd V sebességgel haladdo mozgas, amelybdl kdvetkezik, hogy
az allandosult mozgas soran X tengellyel bezart y, és y, szoge allando, valamint minden
pszeudo sebesség, illetve a y, és v, szogek kiilonbsége zérus lesz: Equation Section (Next)

vy (1) =,
W, (1) =Wa,
B (t) =0, (4.1)
£, (t)=0,
B, (t)=0,
illetve:
Wio — W0 =0. (4.2)

Ha a fenti értékeket az egyes kerekek kliszasi szogére vonatkozo (3.19) osszefiiggésbe
helyettesitve belathato, hogy az allandosult mozgas soran ezek értéke is zérus:

o, (t) =0,
a, (t) =0, (4.3)
a, (t) =0.

T T

szogei is Kicsik lesznek (¢, ,,a; <0,1). Ebben az esetben a szamitds egyszeriibbé tétele
érdekében linearizalhatjuk az oldaliranyu erékre (3.7), illetve nyomatékokra (3.15) vonatkozo
Osszefiiggéseket az allandosult mozgas (a =0) koriil.

Vegyiik az oldaliranyu er6 erékre vonatkozo (3.7) Osszefiiggést és linearizaljuk a =0
kortl:
F,(a)=-2sa/a. (4.4)

y

A fenti Osszefliggésben « egytitthatojanak helyére vezessiink be a C, paramétert, amelyet, a

gumikerék oldalirany merevségeként értelmezhetiink:
C., =-2sa’,
" % (4.5)
F,(a)=Ca.

Hasonloképpen, linearizaljuk a gumideformaciobol szdrmazd forgatonyomatékokra
vonatkozo (3.15) osszefliggést o =0 koriil:

Mz(a)zéafSa, (4.6)



illetve a fenti Osszefliggésben o kuszasi szog egyiitthatoja helyére vezessik be C,, a
gumikerék torzios merevségét jellemzo paramétert:
2
Cy, == 8,
v = 3% (4.7)
M, (a)=Cy,e.

Osszevetve a fentebb értelmezett oldaliranyt, illetve torzids rugoémerevségre
vonatkoz6 Osszefiiggéseket, lathatdo, hogy a két paraméter egymastdol nem fiiggetlen, a
kozottiik 1évo kapcesolatot az alabbi egyenlettel irhatjuk le:

c,=-2c

Mz Fy*
3 y

(4.8)

Ez megfelel a fizikai modelliinknek, ugyanis amennyiben lineéris esetben elhanyagoljuk a
kerék esetleges megcsuszasat €s a kontakttartomanyban a lineédris gumirugé elemek (1d. 3.
egyenes ¢s az X tengely altal kozbezart haromszog tartomany sulypontja éppen X=-a/3
helyre esik. Erdemes még megemliteni, hogy a linearizalt formuldkban egyes paraméterek,
mint a kerekek és a talaj kozotti u surlodasi tényez6, valamint a kerek és a talaj kozotti
fiiggdleges iranytl F, nyomoerd nem jelennek meg, ezek tehat a rendszer linedris stabilitasat
nem befolyasoljak.

Mivel a modelliinkben a személygépjarmii és az utanfuté kerekeire azonos $
oldaliranytl merevséget, valamint a, letapadt hosszt feltételeztiink, igy az egyes kerekek
oldalirAnyti és torziés merevsége is azonos lesz. Osszefoglalva tehdt az egyes kerekek
deformécidjabol szarmazo oldaliranyu erdkre, illetve nyomatékokra az alabbi dsszefiiggéseket
kapjuk:

F(a)=Cqo; =123, (4.9)

yi Fy™i
valamint:
M, (e)=Ca 1=123. (4.10)

A fenti formuldkban az ¢, kuszasi szogeket a (3.19) Osszefiiggés segitségével hatarozhatjuk
meg.

4.2. Stabilitasvizsgalat

A személygépjarmii-utdnfutdé rendszer stabilitdsvizsgalatdhoz tekintsiik annak
mozgasegyenleteit (2.32):

-21 -



ml(,b"1+v,82)+ mz(ﬂl+Vﬂ2 —hB, - f B,cos(w, -y, )+ f BZsin(y, —1//1))
=F +F,+Fcos(y, —w),

Os B, +m, (h*B, —hV B, —h3, + hf B, cos (v, —y, ) —hf 7 sin (v, -y, ))
=aF, —bF, —hF, cos(y, -y, )+ M, + M,,

6?52,83+m(f2ﬁ"3— fV B3, cos(y, —y,)— f B.cos(y, —w,)— f BB, sin (v, —v,)
+hf B, cos (v, =y, ) +hf B sin (v, =y, )) = M, -, F,.

(4.11)

Az egyenlet baloldalabol gytjtsiik ki a pszeudo gyorsulasok ( [3’1, ﬁ’z, ,83) egylitthatoit
¢s irjuk fel az egyenletet matrixos alakban az alabbi mddon:

AG+b =TI, (4.12)

ahol A a pszeudo gyorsulasok egyiitthatoit tartalmaz6 matrix:

m, +m, —hm, —fm, cos(y, —v,)
A= ~hm, h*m, + 6, fhm, cos(y, —v,) |, (4.13)
—fm, cos(y, —y,) fhm, cos(y, —v,) f?m, +6,

mig b az egyenlet baloldalanak a pszeudo gyorsulastol nem filiggé tagjait tartalmazo vektor:
(ml + mz)Vﬁz - fmz sin (Wl —V, )ﬂsz
b= hm, (-V B, + fsin(w, —w,) ;) : (4.14)
fmzﬂz (_V COS(V/1 —Y, ) + (ﬂ1 - hﬂz )Sin (Wl —¥, ))

IT pedig a pszeudo er6 vektor:

m=|1I, |. (4.15)

Rendezziik at a (4.12) vektoregyenletet tigy, hogy a baloldalon csak a 6 pszeudo gyorsulas
vektor maradjon, ekkor a kovetkez6 sszefliggést kapjuk:

6=A"(II-b). (4.16)

Mivel a rendszer mozgéasegyenletében a pszeudo sebességek és gyorsulasok mellett v, és v,
altalanos koordinatak is szerepelnek, igy egészitsiik ki a fenti egyenletet a kocsi €és az utanfuto
X tengellyel bezart szdge, és a pszeudo sebességek kozotti dsszefiiggest leird differencial-

egyenletekkel (Id. (2.15)):
Vi=be (4.17)
W, =Py

Ezzel egy x =f(x) alaku, tismeretlenes elsérendli autonom differencialegyenlet-rendszerhez
jutottunk, amelyet a kovetkez6 formaban irhatunk fel:
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B [ (BB Boviys) ]

,Bz fz(ﬂyﬂz’ﬁs"/ﬁvvlz)

:Bs =| f; (ﬂl’ﬂZ’ﬁS’Wl’l/lz) (4.18)
vy f4(ﬂ1,ﬁ2,ﬁ3,l//1,l//2)
_l/./2_ _fS(ﬁl’ﬂZ’ﬁS’y/l'l//Z)_

Ekkor az x = J,x differencidlegyenlet-rendszer az autondm egyenlet Xo egyenstlyi helyéhez
tartozo varidcios rendszere, ahol Jg az f (X) Jacobi-matrixa, az X = X, helyen:

Jo=[ioa]: k1=1...5 (4.19)
ahol:
. of
Jou :@_Xk.x:x , (4.20)

ahol xo a (4.18) differencialegyenlet valtozdinak az allandosult mozgas soran felvett értékeit
tartalmazé vektor, amely ebben az esetben nullvektor:

Bio
Boo
Xy =| By |=0. (4.21)
Vio

Voo |

A karakterisztikus polinomot a kdvetkezdképpen irhatjuk fel:
P(/l):det(Jo—M,). (4.22)

A differencialegyenlet-rendszer X, egyenstlyi helye (amely esetiinkben a stacionarius
mozgas) Ljapunov értelemben stabilis, ha Jo matrix minden sajatértékének valds része
negativ, vagy zérus. Belathato, hogy a Jo Jacobi-matrixnak paraméterektdl fiiggetleniil mindig
lesz egy zérus sajatértéke. Ez a fizikai képiinkkel megegyezik, ugyanis az allandosult egyenes
vonali mozgas abszolut rendszerben értelmezett iranya kozombos, kényszerként csak azt
irjuk eld, hogy a jarmiiszerelvény allandd V kocsi iranya sebességgel haladjon. Ennek
koszonhetden a linearis stabilitds szempontjabol elegendé a Is(/‘t)=P(/1)//1 polinomot
vizsgéalnunk. Annak eldontésére, hogy adott paraméterek esetén a stabilitasi feltétel teljesiil-e
a Routh-Hurwitz kritériumot alkalmaztuk [3].

A |5(/1) esetiinkben negyedfoku karakterisztikus polinomot, irjuk fel az alabbi
modon:

P(1)=aA* +ai*+a,A* +ad+a,. (4.23)
A legmagasabb fokszamu tag egyiitthatojaval (ao) leosztva vezessiink be 0 egyiitthatokat:

b =22 n=1..4 (4.24)
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ekkor a karakterisztikus polinomot az alabbi alakban irhatjuk fel:
P(1)=A*+b2° +b,2° + b, 2" +h,. (4.25)

A Routh-Hurwitz kritérium [3] szerint a P(4) karakterisztikus polinom akkor és csak akkor
stabilis, haa A, Hurwitz determinansokra teljesiil A, >0, k=1,...,4 ahol:

b, 0 0
bl b3 O bl 3
b, b, 1 b, b 0
A, =det[b ], A, =det ,A,=det| 1 b, b, |, A, =det .(4.26)
1 b, 0 b b O
0 b b
0 1 b, b,

4.3. Eredmények

A rendszer linearis stabilitasat kiilonb6z6 V jarmi iranyaba esd sebességek, valamint
az utanfutdé sulypontjanak helyzetét leird dimenzié nélkiili p paraméter fliggvényében
vizsgaltuk, a jarmlvek Osszes tobbi paraméterének allando értéke mellett, el6z6 fejezetben
ismertetett modszerrel. A p paramétert az utanfutd jellemz6 adataibol (Id. 2.1. fejezet), a
kovetkezOképpen szamithatjuk ki:

p=. (4.27)
|2

Ebbdl kovetkezik, hogy p=1 érteke mellett az utanfutd stlypontja éppen a kerekek

tengelyének vonaldban, mig p <1 mellett az utdnfut6 tengelye eldtt, p >1 esetén pedig az

utanfuté tengelye mogott helyezkedik el. A vizsgalatok soran az alabbi paraméterckkel

rendelkez0 jarmiszerelvényt vizsgaltunk:

a=14m,

b=16m,

h=18m,

l,=2m,

m, =1600 kg, (4.28)
m, =400 kg,

k, =15,

k,=0,5,

s = 20000000 %

ahol ki és ky a személygépjarm, illetve az utanfutd alaktényezdje. Feltételezziik, hogy a
jarmiivek @, illetve 6, sajat sulyponti, a mozgas sikjara merdleges tengelyre szamitott
tehetetlenségi nyomatéka aranyos a tomegiikkel, valamint a hosszirdnya méretiik négyzetével,
az aranyossagi tényezo pedig k; és k,:

6, =km, (a+h)’,

(4.29)
6, =k,m,l.>%.
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A fenti paraméterek mellett a stabilitasvizsgalat eredményeit stabilitdsi térképen
abrazoltuk (Id. 9. abra).

p [_] 30 [T T T T -.‘ T T ]
55l Instabil
20 _ g
15

Instabil Stabil
10k
05k /"'_H:
/f Instabil
DD [ I 1 1 I L lrr 1 l_
—60 —40 =20 0 20 40 60

V [m/s]

9. abra, A személygépjarmii-utanfuté rendszer stabilitastérképe

Ahogy a fenti dbran is lathato, pozitiv V jarmi iranya sebesség mellett két instabil
tartomany jelenik meg, az egyik abban az esetben, ha p <1, azaz az utanfutdé sulypontja
lényegesen elorébb helyezkedik el a tengelyéhez képest, a mésik abban az esetben, ha p >1,
azaz az utanfutd sulypontja lényegesen hatrébb helyezkedik el a tengelyéhez képest. Ebbol
kovetkezik, hogy stabilitas szempontjabdl a legkedvezdbb eset, ha az utanfuté terhelése olyan,
hogy a sulypontja a kerekek tengelyével egy vonalba esik, azaz p=1. Hatrafelé¢ valo
haladaskor, azaz V <0 esetén viszont a rendszer mindenképpen instabil.

Ezek utan érdemes megvizsgalnunk, hogy milyen hatisa van a rendszer stabilitdsara a
jarmuvek egyes jellemzd paramétereinek megvaltoztatasa.

4.4. Az utanfuto tehetetlenségi nyomatékanak hatasa a stabilitasra

Az utanfuto tehetetlenségi nyomatékanak a jarmiiszerelvény mozgasanak stabilitasara
gyakorolt hatasat az utanfuté k, alaktényezéjének megvaltoztatasaval vizsgaltuk (mint a
tovabbi hasonld esetekben a rendszer egyéb paramétereinek valtozatlan értéke mellett). Az
egyes k, értékek mellett kapott eredményeket az alabbi stabilitasi térképeken hasonlithatjuk
Ossze (10. abra).
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—60 =40 =20

0 40 —60 -40 -0 0 40 60

1] a0
=15 V [m/s] k=2 V [m/s]

10. abra, Az utanfut6 alaktényezdjének hatasa a rendszer linedris stabilitisara
Megallapithat6, hogy az utanfuto tehetetlenségi nyomatékanak hatasa igen kismértéki
a rendszer stabilitdsara nézve, ugyanis még az eredeti k, =0,5-0s értékhez képest négyszer
akkora alaktényez6 is csak kismértékben teszi instabilabba a rendszert p >1 esetben. Mig
p <1 esetben, azaz amikor az utanfutd sulypontja a kerekek tengelye eldtt helyezkedik el, a
stabilitasvizsgalat soran alkalmazott paraméterek (Id. (4.28)) mellett nincs kimutathaté hatasa.

4.5. Az utanfuté tomegének hatasa a stabilitasra

Eltéré eredményre jutunk, ha a rendszer stabilitdsat az utanfuto eltéré m, tomege
mellett vizsgaljuk (1d. 11. 4bra).
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0
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11. abra, Az utanfut6 tdmegének hatisa a rendszer stabilitasara

Lathatd, hogy az utanfutdé tomege Ilényegesen befolydsolja a jarmiszerelvény
stabilitdsat, mig kis m, tomeg esetén szélesebb p paramétertartomanyban, nagyobb
sebességek mellett is stabil marad a rendszer, addig egy nagyobb tomegli utanfutdval a
rendszer sokkal sziikkebb p tartomanyban marad stabil, valamint a stabilitasi hatarhoz tartozé
kritikus sebesség értéke is alacsonyabb.

4.6. A csuklé a vontaté jarmi sulypontjatél valé tavolsaganak hatisa a
stabilitasra
Az el6zbekhez hasonloan vizsgaltuk a személygépjarmii S; sulypontjanak C csuklotol
valo h tavolsaganak hatasat a rendszer stabilitasara, az eredményeket az alabbi stabilitasi
térképeken szemléltetjiik.

-27 -



25F

20F

05f

0oF

25f

20F

05F

00f,

U 7 P [-]eof
“\\‘ o
Instabil Lol
R"n____ T 20}
Instabil L5r
Stabil

1.0
05fF
: . . [; oot

—a0 =an =20 0 a0 an 60

h=1m V [mis]
| 17 [-]F
\

' Instabil L
o S 1 20k
Instabil Stabil Lip
10}
05F

Instabil
) 3 ) ) 1 onE

=0 =40 =20 0 20 40 60

h=18 m V [m/s]

12. abra, A csuklé a vontaté jarmii sulypontjatol valo tavolsaganak hatasa a rendszer stabilitasara

Lathato,

“‘
' Instabil
Instabil Stabil
: Instabil |
40 s - 0 0 P 60
h=15m V [m/s]
'\\.‘
. Instabil T
Instabil Stabil
Instabil
-0 0 0 o » © 0
h=2.3 m V [m/s]
sulypontjatol vald tavolsaganak

hogy a csuklo a vontato jarmii

megvaltoztatasa csak a p<1 tartomanyban, azaz abban az esetben ront a rendszer
stabilitdsan, ha az utdnfutd sulypontja a kerekek tengelye el6tt helyezkedik el. Ezzel szemben
az utanfutd tengelye mogé es6 stlypont (p>1) esetén a h hossznak a vizsgalatok soran

alkalmazott paraméterek mellett nincs szignifikans hatasa a rendszer viselkedésére.

4.7.

A kerekek oldaliranyu merevségének hatasa a stabilitasra

Ugyancsak érdekes eredményeket szolgaltat annak megvizsgaldsa, hogy a jarmi
kerekeinek lateralis merevsége miként befolyasolja a rendszer viselkedését. Az elézdekhez

hasonléan az eltéré6 s hossz mentén megoszld merevségek mellett kapott eredményeket

stabilitasi térképeken hasonlithatjuk 6ssze (1d. 13. abra).
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13. dbra, A kerekek oldaliranyi merevségének hatisa a rendszer stabilitasara
Megallapithatd, hogy kisebb oldaliranyt merevséggel rendelkezd kerekek esetén a
rendszer stabilitdsa romlik, azonban megfigyelhetd, hogy a kerekek merevsége 1ényegesen
jobban befolyasolja a stabilitasi hatarhoz tartozé kritikus sebesség nagysagat, mint azt a p
paramétertartomanyt, ahol a jarmiiszerelvény instabilis viselkedése kialakulhat.
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5. Numerikus szimulacio

5.1. Szimulacios modszer

Az eloz6 fejezetben targyalt linearis stabilitasvizsgalat eredményeinek ellendrzésére
numerikus szimulacid segitségével vizsgaltuk a rendszer mozgasat. Ennek soran a
kerékdeformaciobol szarmazo F,F,,F, erdk, illetve M;,M,,M, forgatonyomatékok
meghatarozasara a 4.1 fejezetben levezetett linearis (4.9) és (4.10) osszefiiggéseket, az
ezekben szerepld kaszasi szogekre vonatkozdan pedig a (3.19) dsszefiiggést alkalmaztuk.

A rendszer mozgasat leiré (4.11), (4.17) elsérendii differencialegyenlet-rendszer adott
kezdeti feltételek melletti megoldasat, numerikus Uton, explicit Runge-Kutta formuléaval
hatarozzuk meg. A kezdeti feltételeket az allandosult mozgashoz képest kis zavardssal adjuk
meg:

A szimulacié soran a személygépjarmd, illetve az utanfutd jellemzd paramétereit a
stabilitasvizsgalathoz hasonloan (4.28) szerint adtuk meg, illetve a kocsi V jarmi iranya
sebességét, valamint az utdnfuté stlypontjanak helyzetét meghataroz6 p paramétert Ggy
vettiik fel, hogy a rendszer stabilitasi térképének (1d. 9. abra) egy-egy jellegzetes tartomanyat
reprezentalja.
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5.2. Stabil tartomany

Adatok:
m
V=10 —, p=0,5
S
rad . .
B£.(0)=0, p,(0)=0,01—, ,(0)=0, Equation Section (Next)(5.1)
S
w,(0)=0, w,(0)=0
P[] 3o ' T I I ‘ ] i [rad]
0005+
a5k : X Instabil oo0at
%
\\\_\ 0.003
20 : \““1 4
] 0002
0.001
155
Instabil Stabil 5 0 s % t[s]
w2 [rad] 0006,
1ot ]
0005+
0004
05F
y 0003F
" ! - Instabil ool
—60 =40 =20 0 20 41 60 00oLf
Vm/s] ‘ . . .
5 10 15 2 1 [s]
B [m/s] + m = 5 B: [rad/s] 0010
7[s]
—0.001 0.008
—0.002
0006+
—0.003
0004+
—0.004
—0005 o0z
—0.006
5 10 15 20 1 [s]
Bs [rad/s] 0%%]
0.004 H
0.002
5 10 15 20
—0.002
—0.004
7[s]

14. abra

5.3. Instabil tartomany (1)
Adatok:
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V=60 m’ p=0151

rad
S L

B,(0)=0, A,(0)=0,01
w,(0)=0, w,(0)=0.

$(0)=0, (5.2)

1 [rad] 030}
025
0200
015}
010+

005+

s o 5 20 1[s]
1 2 [rad] 030F

025F

0201

015+

010+

V[m/s] 005)

5 10 = 55 1151

Pr [m/s}

SI) fo fS 2‘0 B2 [rad/s] 0.025F
1[s]

hl 0020}

0015-
04}

0.010;

5 10 15 0 (s
PBs [rad/s] 0025
0020}
0015}

0010}

0005

X 11s)

15. abra

5.4. Instabil tartomany (2)
Adatok:
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v=40 M p-2p5

S
rad
B,(0)=0, ﬁz(o):0,01?, 4,(0)=0, (5.3)
w,(0)=0, w,(0)=0.
p[-] =of ' i ' \ ' ' Ty [rad]
| 002}
\ Instabil
25k . 001+
\\\\\
20 i B
T —001
15} 00
Instabil Stabil
1n 2 [rad] 010
005}
a5t
Instabil i
anf . |
—60 —40 -0 0 20 0 50 _oosk
V [m/s]
—o10!

B [m/s] 10} P2 [rad/s] sk

05 010+

005+

Bs [rad/s] 06f
04+

02F

16. abra

5.5. Kovetkeztetések

Az elézdekben bemutatott szimuldciok aldtdmasztjak a stabilitasvizsgalat eredményeit.
Megallapithatd, hogy a stabilitdsvizsgalat szerint stabil tartomanybol vélasztott
paraméterekkel (V jarmi irdnya sebesség, p a sulypont helyzetét leird paraméter) rendelkez6
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jarmiszerelvény kis zavaras hatasara vissza fog térni az allandosult mozgashoz, ugyanakkor a
zavaras hatasanak lecsengése utan kialakul6, ij mozgés iranya (a jarmiivek x tengellyel bezart
w,, illetve y, szoge) eltér a kezdeti feltételtdl. Ez alatamasztja a 4.2 fejezetben ismertetett
stabilitasvizsgalat azon eredményét, amely szerint a rendszer Jacobi matrixdnak mindig lesz
egy zérus sajatértéke.
Ugyancsak aldtdmasztja a linearis stabilitasvizsgalat eredményeit a két instabil
paramétertartomanyban végzett szimulacid is, hiszen a stacionarius mozgashoz képest kis
zavarassal inditva a rendszer ,,letér” a stacionarius mozgasrol. Ugyanakkor jol megfigyelhetd,
hogy a rendszer két instabil paramétertartomanyan beliil a kialakulé6 mozgéasok mas jellegtiek.
Mig abban az esetben, amikor az utanfutd sulypontja a kerekek tengelye el6tt helyezkedik el (
p <1) a rendszer statikusan instabil, addig a tengelye mogott elhelyezkedé sulyponttal ( p >1
) rendelkezd utanfutoval a jarmiiszerelvény folyamatosan novekvd amplitudoji rezgéssel
veszti el a stabilitasat.
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6. A rendszer nemlinearis vizsgalata AUTOO07p szoftverrel

6.1. A mechanikai modell implementalasa az AUTOO07p szoftverben

Equation Section (Next)A jarmiszerelvény viselkedésérdl pontosabb képet kaphatunk,
ha a linearis stabilitasvizsgalatot kovetden immar a rendszerben fellépé nemlinearitasokat is
figyelembe vessziik. A rendszer nemlinearis vizsgalatahoz az AUTOO7p (a tovébbiakban
AUTO) programot hasznaltuk [5], amely tobbek kozott lehetdvé teszi egy kozonséges
differencidlegyenlet rendszer allandosult és periodikus megoldasainak kovetését egy adott
paraméter menteén.

Ehhez tekintsiik a rendszer mozgasegyenlet rendszerét (2.32), amelyben a kerekek
deformacidjabol szarmazo erékre (F,F,, F;) és nyomatékokra (M;,M,,M,) vonatkozoan
most a (3.10) valamint (3.16) nemlinearis Osszefliggéseket vessziik figyelembe. Az
Osszefliggésekben szereplé intervallumvaltasokat kozelité egységugras (Heaviside)
fiiggvényekkel vessziik figyelembe [4].

Az elézoekben megmutattuk, hogy a kialakuld egyenes vonalu staciondrius mozgas
fiiggetlen a jarmiivek y,,y, X tengellyel bezart sz6gétol, ez azonban most problémat okozna a
vizsgalatok soran, hiszen ez azt jelentené, hogy adott paraméterek mellett a
differencialegyenlet-rendszernek végtelen sok allandosult megoldasa létezne. Eszrevehetjiik
azonban, hogy a (2.32) mozgasegyenlet rendszerben minden esetben y;,y, szogek
kiilonbsége szerepel, amelyekrdl viszont tudjuk, hogy az allandosult mozgés soran (mivel az
egyenes vonalui) zérus. Vezessiik be tehat 0j valtozoként a vontatméany a vonatatd jarmii
hossztengelyéhez képest bezart ¢ szogét:

P=Y, Y. (6.1)

Ezt a (2.32) Osszefiiggésbe helyettesitve a kovetkezd formaban irhatjuk fel a rendszer
mozgasegyenleteit:

ml(ﬂl +Vﬂz)"'mz (181 +V 3, _hﬁz - fﬁ3 cosp+ f 47 sin (0)
=F +F,+Fcosg,

8, B, +m, (N4, —hV B, ~hf, +hf 3, cosp—hf fZsing)
=aF, —bF, —hF,cosp+ M, +M,,

Os, B, +m(f24,— IV B, cosp— f B cosp—f B,sing
+hf B, cos p+hf B sinp) = M, -1, F,.

(6.2)

Derivaljuk az id6 szerint a (6.1) Osszefliggést és az altalanos koordinata sebességek helyére
helyettesitsiik be a pszeudo sebességeket (2.15) szerint. EKkor a ¢ szogre az alabbi elsérendi
differencidlegyenletet kapjuk:

§b:ﬂ3_ﬂ2- (6.3)

Hozzuk a fenti (6.2),(6.3) egyenletrendszert a 4.2 fejezetben leirtak szerint autoném
differencialegyenlet-rendszer alakra. Ezzel egy x =f(x) alaki, négyismeretlenes elsérendii
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autonom differencidlegyenlet-rendszerhez jutottunk, amelyet a kdvetkezd forméaban irhatunk
fel:

[:31 t.(B. Bor Bsn )
ﬂ‘g _ f, (ﬁpﬂzaﬁs#’) ' (6.4)
Ps t:(B Bo: B @)
¢ | | f(BBn B o)

Az egyenletrendszer ebben a formaban mar alkalmas az AUTO szoftverrel torténé bifurkacio
analizisre [5].

6.2. Bifurkacié analizis a statikusan instabil tartomanyban

A rendszer AUTO szoftverrel torténd bifurkacio analizisét olyan paraméterek mellett
végezzik el, amelyek esetén a linearis stabilitasvizsgalat (1d. 4.2. fejezet) soran egy kritikus V
sebesség felett instabilis viselkedést tapasztaltunk. A vizsgélat soran az AUTO segitségével a
V jarmi iranya sebesség, mint paraméter fiiggvényében kovetjiik a jarmiiszerelvény mozgasat
leir6  differencialegyenlet-rendszer staciondrius valamint (ha 1éteznek) periodikus
megoldasait.

Elséként tekintsiink egy olyan rendszert, amelyben a vontatmany stlypontja a kerekek
tengelye el6tt helyezkedik el, legyen: p=0,5. A g surlodasi tényezore és a g, nehézségi
gyorsuldsra az alabbi értékeket vettiik fel:

1=0,6,

6.5
9,=981 1. (63)
S

A jarmiszerelvény tobbi paramétere megegyezik a lineéris stabilitdsvizsgalat soran
alkalmazott értékekkel (Id. (4.28)). Az eredményeket az alabbi bifurkacidés diagramon
abrazoltuk.
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17. abra, A rendszer bifurkaciés diagramja
A diagramon a fiiggéleges tengelyen (U (4)) a vontatd jarmil és az utanfutd altal
bezart ¢ szoget tiintettiik fel, kiilonbozo V kocsi iranyu sebességek (PAR(1)) mellett.
Megallapithatd, hogy a stacionarius mozgas a linedris stabilitasvizsgalat altal megadott
V sebesség mellett veszti el stabilitasat, (Id. 9. abra). Ugyanakkor lathato, hogy a diagramon
»2 -vel jelolt pontbol kiindulva un. szubkritikus ,,pitch-fork™ bifurkacié alakul ki, azaz a
stabilis tartomany felett egy masik, instabilis allandosult mozgas is megjelenik.

6.3. Bifurkacio analizis a rezgésesen instabil tartomanyban

Az el6zéekhez hasonldan vizsgdljuk meg azt az esetet, amikor a vontatmany
stlypontja a kerekek tengelye mogott helyezkedik el, legyen: p=2,5. A jarmiszerelvény
tobbi paramétere megegyezik a 6.2. fejezetben megadottal. Az eredményeket a kovetkezd
bifurkacids diagramon &brazoltuk.
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18. abra, A rendszer bifurkaciés diagramja

A diagramon a fliggdleges tengelyen (MAX U (4)) a vontatd jarmii és az utanfutd
altal bezart ¢ szog a kialakuld mozgas sordn felvett maximalis értékét tiintettiik fel,
kiilonb6z6 V kocsi iranyu sebességek (PAR(1)) mellett.

Ebben az esetben is megallapithato, hogy a stacionarius mozgas ugyanazon V sebesség
mellett veszti el stabilitasat, mint amit a linearis stabilitasvizsgalat soran kimutattunk (1d. 9.
abra). Azonban a kerekek tengelye el6tti stilyponttal rendelkez6 vontatmanytol eltéréen ebben
az esetben a stabilitasvesztés szubkritikus Hopf-bifurkacion keresztiil torténik a ,,2”-vel jelolt
pontban. Azaz a stabil stacionarius mozgas mellett egy instabil hatarciklus jelenik meg.

Erdekesség, hogy mindkét vizsgalt esetben a fiiggdlegestdl eltérd érintével 1ép ki az
instabil ag, amely cstsz6 surlodast tartalmazd rendszerek esetén bizonyitottan eléfordulhat
[6].

Mindkét vizsgalt esetben elmondhatd, hogy az AUTO egy adott ponton tul nem képes
kovetni a stabil tartomany felett kialakuld megoldast. Ennek oka feltételezhetéen az, hogy,
mint azt egyéb mas Gn. nem sima dinamikai rendszer vizsgalatanal kimutathato [7], a
kialakul6 megoldas az erd- illetve nyomaték-karakterisztikaban (1d. (3.10), (3.16)) 1évé
intervallumvaltasoknal alkalmazott kozelitd egységugras fiiggvények paramétereire [4]
rendkiviil érzékeny, igy ezzel kapcsolatban még tovabbi vizsgalatok sziikségesek.
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7. Kisérleti berendezés tervezése

7.1. A Kkisérlet célja

A dolgozat célja egy olyan kisérleti berendezés tervezése, amely alkalmas a
személygépjarmi-utanfutd rendszer futopadon vald stabilitdsvizsgalatara. Ez egyben
lehetdséget biztositana a bicikli modellen végzett stabilitasvizsgalat, illetve a numerikus
szimulacié eredményeinek validalasara, valamint a modell esetleges hianyossagainak
feltarasara. A futépadon végzett kisérlettel kapcsolatban azonban felmeriil az a probléma,
hogy ott az eredeti modellnél alkalmazott (2.11) kinematikai kényszer nem biztosithatd. Ez
sziikségessé teszi az eredeti mechanikai modell mddositasat. A mddositott modellel szemben
elvarasunk, hogy linearis stabilitas szempontjabol mutasson egyezést az eredeti modelliinkkel.
Ennek ellendrzésére sziikséges elvégeztiik a kisérleti modell linearis stabilitasvizsgalatat is.

7.2. A berendezés mechanikai modellje

19. abra, A kisérleti berendezés mechanikai modellje
A Kkisérleti berendezés mechanikai modelljének (Id. 19. abra) megtervezésekor a 2.
fejezetben bemutatott bicikli modellt vessziik alapul. Az utanfutét vontatd
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személygépjarmiivet a futopadhoz az O pontban csukloval rogzitjiik egy |, hosszusagu, a
modellben zérus tomegilinek tekintett raddal, amely a személygépjarmiih6z az E pontban
szintén csukloval kapcsolodik. E pont tadvolsaga a jarmii els6 kerekétdl h.

Bér a valos kisérleti berendezésben a futopadon a talajt mozgatjuk a jarmi{ih6z képest,
a Galilei-transzformacié alapjan a modellezésnél tgy tekintjiikk, hogy a talaj az abszolut
vonatkoztatdsi rendszerben 4ll, és az O pont sebességére irunk elé kényszert:

\Y
Vo =|0]. Equation Section (Next)(7.1)
0

Mivel a fenti kényszer integralhato, ezzel valdjaban az O pont ry helyvektordra irtunk eld,
idofiiggd geometriai kényszert:

Vit
r,(t)=| 0 |. (7.2)
0

A rendszer tehat csak geometriai kényszert tartalmaz, amelyek kozott azonban (7.2)
idofiiggd, azaz a rendszer 3 szabadsagfoku holonom, reoném rendszer, amelynek
mozgasegyenletit a masodfaji Lagrange egyenlet segitségével vezethetjiik le.

Valasszuk altalanos koordinatdknak az egyes rudak X-tengellyel bezart v,y v,
szogeit:

Yo
=y | (7.3)
¥,
Az altalanos koordinatdk 1d6 szerinti derivaltjaként allitsuk eld az altalanos koordinéta
sebessegeket:
Vo
a=| v |- (7.4)
W,
frjuk fel a rendszer Kinetikus energiajat:
1 1 1 1
T= Err11v§1 +Em2v§2 +§6’1an +§02co22, (7.5)

ahol m, és m, a személygépjarmii valamint az utanfutd tomege, 6, és 6, a jarmiivek
tehetetlenségi nyomatékai, illetve vg,ve , valamint of,; a jarmiivek silyponti sebesség
vektorainak, illetve szogsebesség vektorainak abszolutértéke a négyzeten.

A jarmiivek S, ¢és S, sulypontjanak helyvektorat az altalanos koordinatak

fliggvényében a kovetkezdképpen irhatjuk fel:
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Vt—1, cosy, —(a+h,)cosy,

I, =| —lsiny,—(a+hy)siny, |,
0
(7.6)
Vt—I, cosy, —(a+h+hy)cosy, — f cosy,
rs, =| —lysiny, —(a+h+h,)siny, — fsiny,
0

A fenti helyvektorok id6 szerinti derivalasaval felirhatjuk az egyes stlypontok sebességét az
altalanos koordinatak illetve az ltalanos koordinata sebességek szerint:

V +ylysiny, +y, (a+hy)siny,

Vs, =| —Wols cosy, _V}l(a+ ho)COS‘//l '
0
] ) ) (7.7)
V +ylysiny, +y, (a+h+hy)siny, +y, f siny,
Vs, =| —Wolo COSy, —y; (a+h+hy)cosy, -y, f cosy,
0
Az egyes jarmilivek szogsebességei:
0 0
o=0] o,=[0] (7.8)
vy W,

A fenti 6sszefliggéseket behelyettesitve a mozgasi energiara vonatkozo (7.5) egyenletbe az
alabbi Osszefiiggést kapjuk:

1 . . Sy ) .
T :Eml((y/olo cosy, +y, (a+ ho)cosv,//l)2 +(V + ol siny, +y, (a+hy )sin a,yl)z)
1 . . .
+5m, ((Wo|o cosy, +y, (a+h+hy)cosy, +y, f cos:,//z)2 7.9)

e , . e 2y 1., 1.
+(V +yoly siny, +y7, (a+h+hy)siny, +y, f siny, ) )+§011//12+§921//22.

A masodfaji Lagrange-egyenlet szerint a rendszer mozgasegyenleteit a mozgasi energiabol az
alabbiak szerint szdrmaztatjuk:

ii—£=Qk, k=123 (7.10)
dt og, oq,
ahol ¢, és g, az altalanos koordinata sebesség, valamint altalanos koordinata vektorok k-dik
elemei, valamint Q, -k az \in. altalanos erok.
Derivaljuk a T kinetikus energidt az altalanos koordinata sebességek (1/'/0, Wi, l/'/z)
szerint:
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orT

oW,
+m, fl, COS(‘/’O _‘//2)‘/)2’
T .
881/) =(m,(a+hy)+m,(a+h+hy))(Vsiny, +cos(y, -y, )y, )
1

+(m1(a+ h0)2 +m2(a+h+h0)2 +01)z/)1+m2f (a+h+hy)cos(y, -, )v,,
oT
oy,
+m, f (a-+h-+h,)cos(y, —y, )y, +(m, 2 +6, )y,

=m, fV siny, +m, fl, cos (v, —v, ),

Derivaljuk tovabb a fenti parcialis derivaltakat az id§ szerint:
d ar
dt oy,
+(m, (a+hy)+m, (a+h+hy))l, cos(w, —w, )y,
—(m, (a+hy)+m,(a+h+h))lsin(w, —w, ) (¥, — v, v,

+m, fl, COS(‘//O _‘//2)W2 —m, fly Sin(‘//o _Wz)(‘/}o _‘/)2)‘/)2'

d oT . .
e =(m, (a+hy)+m,(a+h+h)))(Vcosyy, +cos(v, -y, ),
1

=(m, +m, VI, cosyy, +(m, +m,) 57,

_Sin(Wo _Wl)('ﬂo _‘/71)Wo)+(m1(a+ho)2 +m, (a""h"‘ho)2 +91)‘/71

+m, f (a+h+hy)cos(y, —w, ), —m, f (a+h+hy)sin(y, —w, ) (v, v, )v,,

d ot
dt oy,

+m, f (a+h+hy)cos(y, —w, ), —m, f (a+h+hy)sin(y, —w, ) (v, —v, )y,

+(m, 17+ 6, )y,

= (m, +m, )V, siny, +(m, +m, )12y, +(m (a+hy)+m, (a+h+hy))l, cos(y, —w, v,

(7.11)

(7.12)

=m, fV cosy,y, + m, fl, cos(w, —w, )7, —m, fly sin (v, —w, ) (v, —¥, ),

Ezek utan képezziik a T kinetikus energia altalanos koordinatak (l//o W l//2) szerinti parcialis

derivaltjait:

oT . Co

o = (m, +m,) IV, cosy, —(m, (a+hy) +m,(@+h+h)lyew, sin(y, —v,)
0

-m, flayoy, Sin(‘//o _'//2)’

or . Cor

v :(ml(a+ho)+m2(a+h+ho))(VW1COS‘//1+V/o'//1losm('//o_Wl))
1

_mzf(a"'h"'ho)‘/)ll/}zsm(‘/ﬁ_'//2)’

oT . o oo

5!,// :msz2(VCOSW2+|o'//osm(l//o_W2)+(a+h+ho)l//1sm(‘/fl_'//2))'
2
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A Q,Q,,Q, altalanos erdket a P virtudlis teljesitménybdl hatarozhatjuk meg az alabbi
Osszefiiggés szerint:

3 :
sP=>"" Qd4, (7.14)
ahol dy,,oy,, 0y, avirtualis altalanos koordinata sebességek. A OP virtualis teljesitményt a
rendszerre kovetkez6 formulaval irhatjuk fel:
SP=F6V, +F,6V, + R0V, +(M, + M, )0, + M j0,, (7.15)

ahol F,F, F, illetve M, ,M,,M, a kerekekrél a jarmiivekre atadodo erdk, illetve
nyomatékok (Id. 1. abra):

—F; siny, —F, siny, —F,;siny,
F, =| Fcosy, |, F,=| Fcosy, |, F,=| Fcosy, |, (7.16)
0 0 0
illetve:
0 0 0
M,=| 0|, M,=| 0|, M,=| 0 |, (7.17)
Ml MZ M3

OV,,0Vg, 0V, A, B valamint D pontok virtudlis sebessége, om, és o, pedig a két jarmi
virtualis szogsebessége.
A virtualis sebességek meghatarozasahoz irjuk fel, A, B és D pont V,,Vvg, illetve v,
sebességeét:

V + 1y, siny, +hy, siny,

Vo =Vg +0, x5, =| —ly, cosy, —hys, cosy |,
0
V + 1oy, siny, +(a+b+hy )y, siny,
Vg =V + 0, xIg =| —loy, cosy, —(a+b+hy)y, cosy, |, (7.18)
0
V + 1oy, siny, +(a+h+hy )y, siny, + 1Ly, siny,
Vp = Vg + O, XTso + 0, xTop =| —loyr, cosy, —(a+h+hy)y, cosy, -y, cosy,
0

A O6Vv,,0V,, 0V, virtudlis sebességeket formalisan ugy kaphatjuk meg, ha y,,y,,y, pszeudo
sebességek helyére a oy, ,0y,, oy, virtudlis pszeudo sebességeket helyettesitjiik. Mivel a

.....

oV =0. A behelyettesitéseket elvégezve a virtualis sebességekre a kovetkezd formulat
kapjuk:
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[ 1,8y, siny, + h,dy, siny,

oV, =| —l,0y, cosy, —h,oy, cosy |,

i 0

" 1,8y, siny, +(a+b+hy ) Sy siny,

6Vg =| Iy, cosy, —(a+b+hy)dy, cosy, |, (7.19)
0

| 1,07, siny, +(a+h+hy) oy, siny, +1,6y, siny,
5V, =| -6y, cosy, —(a+h+hy)dy, cosy, —1,6y, cosy, |.
0

Ezzel tehat a rendszerre hatd erdk, illetve nyomatékok SP virtualis teljesitményét leiro (7.15)
egyenletbe behelyettesitve az erdket (7.16) és nyomatékokat (7.17), valamint a virtualis
sebességeket (7.19), egyszertsitések utan, a kovetkez6 osszefiiggést kapjuk:

5P =—((F, +F,)lycos(w, —y, )+ Fly cos (v, —y, ) S,
+(M, +M, —Fh, —F,(a+b+h))—F,(a+h+h,)cos(w, —y,)) oy, (7.20)
+(M, -FJl,) 8y, - (F, +F,)Vsiny, —FVsiny,.

A fenti 0sszefliggésbdl oy, oy, 0y, virtualis altalanos koordinata sebességek egyiitthatoit
kigytijtve kaphatjuk meg az éltalanos erdket:

Q =—(F +F,)l,cos(y, —w,)—Fl, cos(w, -, ),
Q, =M, +M, -Fh —F,(a+b+hy)-F,(a+h+hy)cos(y, —v,), (7.21)
Q3 = M3 _|2F3-

A masodfaju Lagrange egyenletbe (Id. (7.10)) (7.12), (7.13) és (7.21) Osszefiiggéseket
behelyettesitve felirhatjuk a kisérleti modell mozgasegyenelet-rendszerét:
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(m, +m, VI, cosyp, +(m, +m,) 5y,

+(m, (a+hy)+m, (a+h+hy))l, cos(y, —w, )y,
—(m, (a+hy)+m,(a+h+hg))l,sin(y, —w, ) (v, —v, )y,

+m, fly cos(y, —w, ), —m, fly sin (v, —w, ) (v, —v, )V,

—(m, + m,) IV, cosy, —(m,(a+hy) +m,(@+h+h)lwew, sin(y, —vy,)

—m, flyyoy7, sin (v, —w, ) =—(F + F,)l, cos(y, —v, ) — Ry, cos(y, —w,),
(m,(a+hy)+m,(a+h+hy))(V coswy, +cos(y, —w, )i,

=sin (W — ) (W~ )W )+ (M (3+hy ) +m, (@ h+hy )’ +6, )i,

+m, f (a+h+hy)cos(y, —w, ), —-m, f (a+h+hy)sin(y, —w, ) (v, —v, )y,

—m, (a+h,)+m,(a+h+h))(Vy, cosy, +yal, sin (v, —y,))

—m, f (@a+h+h))yw,sin(y, —v,)

=M, +M,-Fh —F,(a+b+h))-F,(a+h+hy)cos(y, —v,),

m, fV cosy,y7, +m, fl, cos(y, —, )y, —m, flysin (v, —v, ) (v, — v, v,

+m, f (a+h+hy)cos(y, —w, )y, —m,f (a+h+hy))sin(y, —w, ) (v, —v, )y,
+(m, 12+ 6, )7, —m, Fyr, (V cosy, + oy, sin(w, =, ) + (@+h+ hy sy sin (v, —y,))
=M, -LF.

(7.22)

A rendszerre hato, a kerekek deformacidjabol szarmazé F,F,,F, erdk, illetve az
M;,M,,M, forgatonyomaték kiszamitdsahoz alkalmazhatjuk a (4.9), (4.10) linearizalt
Osszefliggéseket. Ugyanakkor a jarmiiszerelvény kerekeinek kuliszasi szogeit az eredeti
modelltdl eltérd modon az aldbbiak szerint hatarozhatjuk meg az A, B, valamint D pontok
sebességének (1d.(7.18)) x és y tengely iranyt komponenseibdl:

—ly —hy
o, =arctan OWO_CO_S% °W1_ CO_S"// -y,
V +1y, siny, +hyy, siny,
—ly, cosy, —(a+b+h, )y, cos
., = arctan| —12¥s OV ( o)wl‘ Wi, (7.23)
V + g, siny, +(a+b+hy )y, siny,

a, :arctan( oy, cosy, —(a+h+hy )y, cosy, — Ly, cosy, ]_ 2

V + g, siny, +(a+h+hy)y, sing, + Ly, siny,

7.3. Stabilitasvizsgalat

A kisérleti berendezés és az eredeti modell Osszehasonlitdsa céljabol elvégezziik a
kisérleti modell linearis stabilitasvizsgalatat is. Ehhez tekintsik a rendszer (7.22)
mozgasegyenleteit, és Cauchy-atirassal alakitsuk 4t a masodrendi differenciadlegyenlet-
rendszert elsérendiivé. Ehhez v,y ,y, altalanos koordinata sebességek helyére vezessiik be
Q,,Q,,Q, valtozokat az alabbiak szerint:
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v, =Q,, (7.24)

A fenti 0sszefliggést derivalva az id6 szerint az alabbi egyenletekre jutunk:

Vyo:Qo’
v, =, (7.25)
72 :Qz-

A fenti (7.24) és (7.25) Osszefliggéseket helyettesitsiik be a rendszer mozgasegyenleteibe
((7.22)). Ezek utan a mozgasegyenlet rendszert a 4.2. fejezetben leirt modszerrel hozzuk
autonom differencialegyenlet-rendszer alakra. Ezzel egy x=f(x) alaku, hatismeretlenes
elsorendi autoném differencidlegyenlet-rendszerhez jutottunk, amelyet a kovetkezé formaban
irhatunk fel:

_Qo_ fl(QO’Ql’QZ'l/IO’l//l’WZ)

Ql fz(Qo’Ql’Qz’l//07W1!W2)

Qz _ f3(Qo’Qer"//o"//1!W2) (7.26)
Vo f4(Qo’Ql’Qz"//07‘//1!W2) . .
¥ fs(Qo’Ql’Qza‘//o"/’l"//z)
Vs _fG(QO’Ql’QZYWO’Wl’WZ)_

Ekkor az x = J x differencidlegyenlet-rendszer az autonom egyenlet X, egyensulyi helyéhez
tartozo variacios rendszere, ahol Jo f(x) Jacobi-matrixa, az X = X, helyen:

JO:[jO,d], k,1=1,...,6, (7.27)
ahol:
. of,
IS 7.28
Jow o). (7.28)

ahol xo a (7.26) differencialegyenlet valtozoinak az allandosult mozgas soran felvett értékeit
tartalmazo vektor, amely ebben az esetben nullvektor:

Qy
Qy
Q

XO = 2y = 0_ (729)
Yoo
Vio

Vo |

A karakterisztikus polinomot a kdvetkezoképpen irhatjuk fel:
P(l):det(Jo—Il). (7.30)
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A differencialegyenlet-rendszer X, egyensulyi helye (amely esetiinkben a stacionarius
mozgas) Ljapunov értelemben stabilis, ha Jo matrix minden sajatértékének valos része
negativ, vagy zérus. Belathato, hogy a Jo Jacobi-matrixnak ebben az esetben paraméterektdl
fiiggetleniil mindig lesz két zérus sajatértéke. Ennek koszonhetden a linedris stabilitas
szempontjabol elegendo a I5(2,) =P (/1) | A%, 2 -ra nézve negyedfokt polinomot vizsgalnunk.
Ezt a 4.2 fejezetben leirtakkal megegyezéen a Routh-Hurwitz kritériummal [3] tehetjiik meg.
A stabilitasvizsgalat eredményeit ebben az esetben is stabilitasi térképen abrazoltuk (1d. 20.
abra), amelyr6l megallapithato, hogy a kisérlethez modositott rendszer linearis stabilitasi
tartomanyai megegyeznek az eredeti rendszerrel.

pl-] :oF T ' ' ' ' "
55l Instabil
20} ]
15
Instabil Stabil
10}
05k f’"{
@abil
00} , : : . / : B
—60 —40 -20 0 20 40 60
V [m/s]

20. abra, A Kkisérleti modell stabilitas térképe

7.4. A kerekek lateralis ero-karakterisztikajanak meghatarozasa

A Kkisérleti berendezés megépitésénél 1:10 méretaranyl RC modellautd kerekeket
hasznalunk. Annak érdekében, hogy a tervezett, futopadon valé mérésre alkalmas
jarmuszerelvény modell jellemzd paraméterit ugy tudjuk megvalasztani, hogy azok aranyosak
legyenek egy valdodi jarmiivel sziikséges a kerekek jellemzd paramétereinek (s hossz mentén
megoszl6 merevség, a; letapadt hossz) meghatarozasa, amelyeket az oldaliranyt er6-
karakterisztika kimérésével hatdrozhatunk meg. A mérésnek egyben célja lehet az erd-
karakterisztika sebességtdl valo fliggésének vizsgélata is.

E célbdl egy olyan kisérleti berendezés épitésébe kezdtiink, amelyben egy hossza
rugalmas radhoz gy rogzitettiik a kereket, hogy az a ridhoz képest ne fordulhasson el, majd
az egész rendszert rogzitettiik a futopadon, Gigy hogy a kerék o kuszasi szoge tetszdlegesen
beallithato legyen.
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nyulasméro bélyegek

21. abra, Az oldaliranyu eré-karakterisztika mérésének elméleti modellje
A kisérlet elméleti modelljét a 21. abra mutatja. A mérés soran nytlasmérd bélyegek
segitségével mérjik a rad egy meghatarozott pontjan az elmozdulast, amelybdl az
anyagjellemz6k (E a rad anyaganak rugalmassagi modulusa, v a Poisson-tényezo)
mérési berendezés (amelyre a mérés megkezdése elétt még fel kell ragasztani a nyalasmérd
bélyegeket) az alabbi dbran lathato.

22. abra, A modell kerék lateralis eré-karakterisztikajanak mérésére szolgalo Kisérleti berendezés
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8. Osszefoglalas

Osszességében a vizsgalatok eredménye alapjan elmondhatod, hogy a vontatmany
terhelésének mértékétdl (tomegétdl), illetve egyéb jellemzd paramétereitdl fliggetlentil
stabilitasi szempontbol a legkedvezObb eset, ha gy terheljik meg, hogy a sulypontja a
kerekek tengelyével egy vonalba essen.

Megvizsgaltuk, hogy a vontatméany egyes jellemzd paramétereinek megvaltoztatasa
milyen mértékben befolyasolja a jdrmuszerelvény linearis stabilitasat és kimutattuk, hogy mig
a vontatmany tomege, valamint a kerekek oldaliranyt merevsége jelentds hatassal van a
rendszer viselkedésére, addig a vontatd jarmi sulypontjanak a csuklotol vald tavolsaga kisebb
mértékben, a vontatmany tehetetlenségi nyomatéka pedig a vizsgalt paraméterek mellett
elenyészden befolyasolta a rendszer stabilitasat.

Szimulaciok segitségével analizaltuk az egyes instabil paramétertartomanyokat és
megallapitottuk, hogy amennyiben az utanfuté sulypontja jelentdsen a kerekek tengelye elé
kertil, a kritikus sebesség folott a stabilitasvesztés modja statikus, mig a kerekek tengelye
mogeé esd sulypont esetén novekvd amplitudoji rezgéssel torténik. Ezt az eredményt a
rendszer nemlinearis vizsgalata soran kapott eredmények is megerdsitették. A rendszer
bifurkéacié analizisével kapcsolatban azonban a kerekekrdl atadodd az erd- és nyomaték
karakterisztikaban 1évd intervallumvaltasnal jelentkezd problémak tovabbi vizsgalatokat
tesznek sziikségessé.

Ezen kiviil tovabbi vizsgalatok targya lehet a témdban, hogy a modell nemlinearis
vizsgalata soran kapott eredmények szimulacidval valo Gsszevetése, amely soran figyelembe
vesszilk a nemlinedris oldaliranyt erd karakterisztikat is. Tovabba érdekes eredményeket
szolgaltathatna a kisérleti modell nemlinedris vizsgalata is. Egy masik tovabblépési lehetdség
lehetne a dolgozatban alkalmazott kvazi-statikus gumikerék deformaciot feltételez6 ,kefe”
kerékmodell helyett, a dinamikus hatdsokat figyelembe vevd, Osszetettebb kerékmodell
alkalmazasa is.

Mindezek mellett kiemelt célunk a futopados mérésre alkalmas jarmiiszerelvény
modell tervezéséhez kapcsolddo elézetes mérések elvégzése, majd annak megépitése, amely
lehetévé tenné a dolgozatban targyalt vizsgalatok eredményeinek a validalasat, illetve az
alkalmazott modell hianyossdginak esetleges felfedésével meghatarozhatnd a tovabbi
kutatasok iranyat.
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