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1. Bevezetés

Sokszor a legegyszertibb kozlekedési eszkozeink is érdekes, nem vart instabilitasokat mutat-
nak. Példaul a jarmtdinamikdban mindmaig kutatott a kerékpéarok [1] és gordeszkak [2]
line4ris stabilitasa. Ezzel kapcsolatban rengeteg érdekes anyag talalhatd a vilaghélo kiilon-
b6z6 vided megoszto portaljain, melyekbdl azt a kdvetkeztetést lehet levonni, hogy bizonyos
sebesség 16l6tt nehéz a gordeszka egyenes vonala egyenletes mozgasat megtartani.

A gordeszka az Amerikai Egyesiilt Allamokbol indult utjara a ’60-as években, amikor
kaliforniai fiatalok a méltan népszerd hullamlovaglas mintdjara, a deszkajukra kerekeket
szeretlek, ezzel megalkotva az els6 gordeszkakat. A ’70-es években méar megjelentek az els
gordeszka-gyarto cégek is, illetve felépiilt az elsé szabadtéri skatepark is. Magyarorszagon
1985-ben jelent meg ez a sportag, térhoditasa a '90-es évek elején, majd az Gj évezred elsd
évtizedének végén volt szamottevs [3].

Manapsag a gordeszkat hasznaljak kozlekedési eszkozként, triikkoket mutatnak be annak
hasznalataval, illetve egymas sebességrekordjait dontik meg. Az utobbinal kiilondsen fontos
a sebesség szerepe, de deszkatol fliggen a mindennapi hasznalat esetén is elgjohetnek a
sebességnek betudhato érdekes, és nem utolsésorban veszélyes jelenségek.

Gordeszkak mozgéasanak leirasaval és a mozgas sebességtiiggésével a '70-es évek ota — az
eszkoz megjelenése utan nem sokkal — mar komolyabban foglalkoznak [4], hiszen ez a sport-
eszkoz veszélyeket is rejt. A dolgozat célja egy, az ezekhez ehhez hasonlé mechanikai modell
felallitasa, amely kell6en egyszert, igy lehetGséget ad a kiilonb6z6 paraméterek vizsgalatara,
emellett megfelelGen reprezentélja a valdsagot.

A dolgozatban két modellt allitottunk fel, az egyik a gordeszkast gy modellezi, hogy az
rdbizza magat a deszkara, nem probélja azt stabilizalni, mig a méasodik modellben a gor-
deszkas szabalyozza a sajat és deszkaja mozgasat. Mind a két esetben ember és deszkajanak

egyenes vonalli egyenletes mozgasanak linearis stabilitdsat vizsgaljuk.
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2. Az onegyensitlyoz6 gordeszka

Ebben a fejezetben egy olyan modell keriil bemutatasra, amelyben az ember és a gérdeszka
kapcsolatat merevnek tételezziik fel, elhanyagolva az ember szabélyozo6 szerepét a gordeszka

egyenes vonali mozgasidnak megvaldsitasaban.

2.1. Egyszerd mechanikai modell

2.1. &bra. Mechanikai modell

A mechanikai modell a 2.1 abran lathato, amely csupéan egy tomegpontot (F) tartalmaz,
illetve két darab tomeg nélkiili rudat, valamint egy torzids rugoét. Az F tomegpont szim-
bolizalja a gordeszkas tomegkozéppontjat, E pont a gordeszka elejét, H a hatuljat, S pedig
a gordeszka geometriai kozepét. A tomegpont az FS tomeg nélkiili - hosszisagi rudhoz
van rogzitve, mely az S pontban mereven kapcsolodik az EH riadhoz. A modellben h szim-
bolizalja a gordeszkazod ember stlypontjanak magassagat, valamint m a tomegét. Az EH

rad 2/ hossziusagu, és szintén tomeg nélkiili, kifejezve azt, hogy a gordeszka tehetetlensége
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a rajta allo emberéhez képest elhanyagolhatd. A torzios rugo az FS riad elfordulasat gatolja
a talajhoz képest, amely a gordeszka korméanyzasaért felelés gumibakot modellezi, ennek

merevsége s;.

Az all6 vonatkoztatasi rendszernek a talajt tekintjiik, az ehhez rogzitett koordinata-
rendszer a KR1 (X, Y, Z). A tovabbiakban a kiilon nem jelolt vektorok és tenzorok ebben a
koordinatarendszerben értenddek. A KR2 (z,y, z) koordinatarendszer a gordeszka S pontja-
hoz régzitett, az EH rudjaval egyiitt forgd koordinatarendszer, ahol x az ryg vektor iranyaba
mutaté tengely. Az EH rud sikmozgést végez, igy a z tengely minden idépontban parhuza-

mos a Z tengellyel.

Ez a modell egy darab merev testet tartalmaz, melynek térben 6 szabadsagi foka van,
valamint egy darab geometriai kényszert, miszerint az EH riad sikon mozog. Ez a geomet-
riai kényszer 2 szabadségi fokot kot meg (z irdnyt elmozdulas és y koriili elfordulés), igy
a modellnek 4 szabadsagi foka marad (n = 4). Ezek alapjan 4 darab altalanos koordinata
megvalasztasaval megfelelGen leirhat6 a merevtest helyzete a térben. Az altalanos koordi-

natavektor, az adltalanos koordinatasebességek, valamint altalanos koordinatagyorsulésok:

X(t) X(#) () |

q(t) = r) ,q(t) = dg—iﬂ = Y(t) és G(t) = %it) = ﬁf(t) . (2.1.1)
»(t) »(t) ¥(t)
o(t) o(t) p(t) |

ahol X(t) és Y(t) az S pont koordinatai, ¥ (t) az EH rad X tengellyel bezart szoge, o(t)
pedig az FS rad z tengellyel bezart szoge, ahogy azt a 2.1 abra mutatja.

A gordeszka iranyitasanak megfelelGen a ¢ és 0 szogek kozott egyértelmii Gsszefiiggés van,
tehat E és H pontok sebességének iranya nem tetszéleges. Ez két darab anholonom kényszert
jelent (hy;, = 2), ami eggyel tovabb csokkenti a modell szabadsagi fokainak szaméat, ami igy

3-ra csokken.

Ezt az Osszefiiggést tigy kaphatjuk meg, ha megvizsgaljuk a deszkat kanyarodas kozben.
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A gordeszkat gy irdnyitjuk, hogy a deszkat vizszintes helyzetéhez képest = tengely koriil ¢
szoggel meghillentjiik. Ekkor a deszkdhoz mereven rogzitett kiralycsap, melyet a 2.2 abra
mutat, (epkyy, egységvektor) is elfordul a deszkaval. A kerekek tengelye a kiralycsapra

mer6leges tengely koriil képes elfordulni, igy egyik kerék sem emelkedik el a talajtol.

2.2. dbra. A gordeszka kerékfelfiiggesztése

Amikor a deszkat az x tengely koriil ¢ szoggel elforgatjuk, akkor az epk,,, az alabbi

Osszefiiggés szerint adhato meg KR2-ben:

COS K
IDKyro = RKR2 * €DKypy = sinksing |, (2.1.2)
—sin K cos
ahol
1 0 0 COS K
Rxr2=| 0 cosp —singp | € epryp, = 0 : (2.1.3)
0 singp cosy —sink

A kerekek tengelye merdleges a (2.1.2) modon kapott vektorra, illetve a z irdnyu egység-
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vektorra (e,,.,) is, mivel a talaj sikjaban helyezkedik el:
= ~ T
rDKKRQ = rDKKRQ X eZKR,2 = [ SlIl K/ Sln (p - COS KJ 0 :| . (21 4)

A kerekek haladasi sebességének és az x tengelynek a bezart szoge megegyezik a kerekek
tengelyének és az y tengelynek a bezart szogével, 1évén, hogy ezek paronként merdlegesek
egymasra. Ezen vektorok bezart szoge a o korményzasi szog. Ennek a szdgnek a koszinusza

skalaris szorzat segitségével meghatarozhato

FDKcrs  Cya| = ‘I:'DKKRQ‘ cos 0, (2.1.5)

ahol e, ., az y irdnyl egységvektor.

Kifejtve (2.1.5) Osszefliggést 0 és ¢ szogek kozott a
sin ptgk = tgd (2.1.6)

kapcsolat adodik.

2.2. A gordeszkas stlypontjanak mozgasallapota

Ebben a fejezetben meghatarozasra keriil a 2.1 abran F bettivel jel6lt anyagi pont sebessége,

illetve gyorsuldsa. Az S pont sebessége
. . T
vi=| X ¥ 0] (2.2.1)
és a merev test szogsebessége KR2 koordinatarendszerben koénnyen felirhato

WiR2 = [ o 0 i }T, (2.2.2)
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ami KR1 koordinatarendszerben

T
w=| geosw psing ¥ | - (2.2.3)

Az F pont sebessége a merev test kinematikajara vonatkozé redukcios képlettel
VF = Vg + W X I'sp, (224)

ahol rgp az S pontbol az F pontba mutato vektor

T
Isp = [ hsinpsiny —hsinpcosy hcosy ] , (2.2.5)
ezekkel
X + hg cos psiny + h cos v sin
Vi = | Y — hpcospcosth + h)sinpsing | - (2.2.6)
—hpsin @

Az F pont gyorsulésa
ap =ag+ € X rgp +w X (W x regp), (2.2.7)

ahol
—pYsiny + @ cosy
as=vsése=w=| Qhcosty + @siny |- (2.2.8)
v
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Kiértékelve a (2.2.7) osszefiiggést az F pont gyorsulasara az

X + hsiny (@cosgp— (gb2 —HW) singp) + hcosv (2@2/}cosg0+1bsing0)
ap = | Y+ hcoso (2¢¢Sin¢) —cﬁcosw) + hsin ((@2 —1—1/'12) cos v +@Lsin¢)

—h (9% cos p + Psin )
(2.2.9)

eredmény adodik.

2.3. Kinematikai kényszerek

Az E és H pontok sebessége felirhatd a szogsebesség, illetve az S pont sebességének segitsé-

gével, valamint az irdnyuk ismert, ahogy az a 2.1 dbréan is lathato.

2.3.1. Az els6 pont sebessége

Az E pont sebessége felirhato

VE = Vg + W X I'sg (231)

modon, ahol rgg az S pontbo6l E pontba mutato vektor, illetve az ismert irdnya alapjan

VE = [ vgcos (1 —0) wvgsin (Y —0) 0 ]T, (2.3.2)

ahol vg a vg vektor hossza.

A (2.3.1) és (2.3.2) egyenletekbdl kikiiszébolve vg-t a
Xsin (6 — 1) + Y cos (6 — ) + lihcosd =0 (2.3.3)

kapcsolat adodik az altalanos koordinatak és altalanos koordinatasebességek kozott.
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2.3.2. A hats6 pont sebessége

A H pont sebessége is felirhaté az alabbi két moédon

VH = Vg + W X I'sy (234)
és
T
vy = [UHCOS¢+5 vgsiny + 9§ O] ; (2.3.5)
ahol rgy az S ponthdl H pontba mutaté vektor (rsy = —rsg), illetve vy a vy vektor hossza.

A (2.3.3) egyenlettel adott, E pont sebességére vonatkozo kinematikai kényszer konstru-
alasahoz hasonloan a (2.3.4) és (2.3.5) egyenletekbdl kikiiszobolve vy-t kapjuk a H pontra

vonatkoz6 kinematikai kényszert leird egyenletet

Xsin (6 + ) — Y cos (8 + 1) + lihcos § = 0. (2.3.6)
2.3.3. Kinematikai kényszerek matrixos formaban

A kinematikai kényszerek felirhatoéak a konnyebb kezelhetség érdekében az alabbi vektoros

alakban:

Aq+ Ay =0, (2.3.7)

ahol

sinvy —cos¥siny tgx —cosY —sinpsiny tgx —1 0
Ao (0 Ysingp tg (0 psiny tg (2.38)
sinty 4 cosysing tgk —cosy +sinpsiny tge [ 0

és

Ay = [ 00 }T. (2.3.9)




2.4 Mozgéasegyenletek 13

2.4. Mozgasegyenletek

A mozgasegyenleteket ebben a dolgozatban harom kiilonb6zé modszerrel is szarmaztatjuk.
Ezek koziil el6szor az Appell-Gibbs-egyenletekkel valo meghatarozast mutatjuk meg, majd
utdna a Routh—Voss-egyenletekkel torténGt, végiil pedig kozvetleniil a dinamika alaptételé-
nek segitségével hatarozzuk meg a mozgasegyenleteket, melyekrsl beldthato, hogy ekviva-

lensek egymaéssal.

2.4.1. Appell-Gibbs-egyenletek

Ezen modszer elsérendi differencidlegyenlet - rendszerként szolgaltatja a mozgasegyenleteket
(lasd |5]), ami a numerikus szimulacié szempontjabol el6nyds.

Az Appell — Gibbs - egyenleteknek megfelelGen a kinematikai kényszerek kielégitéséhez
pszeudosebességek valasztasa sziikséges. A pszeudosebességeket az altalanos koordinatase-
bességek linearis kombinaciojabol allitjuk els. Jeldlje ezen pszeudosebességekbdl képzett
vektort o. Az Appell — Gibbs - egyenleteknél az altalanos koordinatasebességekre az alabbi

Osszefiiggés teljesiil:

A . —Ay
q= : (2.4.1)
B o

amelybdl az altaldnos koordinatasebességek az alabbi modon fejezhetsk ki:

—1

. A —Ay

q= : (2.4.2)
B o

A valasztand6 pszeudosebességek széma p = n — hy,, = 2, igy a (2.4.2) kifejezésben
szereplé matrix invertdlhato lesz, azaz B-nek ketts sora és négy oszlopa van. FEzt a matrixot
intuitiv médon valasztjuk:

cosy siny 0 0

B = , (2.4.3)
0 0 0 1
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a pszeudosebességek vektora is két soros:

01
o = . (2.4.4)
)

Ezzel a B matrix valasztassal a (2.4.1) egyenletbdl kifejezhetGek a pszeudosebességek
o1 = Xcosthp+Ycosh és oy = p. (2.4.5)

Eszrevehetd, hogy oy a gordeszka hosszanti iranyt sebessége, o, pedig a gordeszkas "relativ"

szOgsebességének tekinthetd.

Ismerve az A és B matrixokat, illetve az A, vektort, a (2.4.2) sszefliggés segitségével

kifejezhet&ek az altalanos koordinatasebességek

01 COSY

B 01 8in Y (2.4.6)
—0y sin ftgn

6. . <o

02

és gyorsuldsok

2 1 sin ptgk .
o7 Sinp=EES + 6y cos 1)

3 t - .
—07 cos P TEER 4 Gy sin )
— . (2.4.7)
cos ptgk - sin ptgk
—0102 f B — 0y f

€ S < i

P

Az Appell-Gibbs-mdbdszer alapjan a gyorsulasi energia i-edik pszeudogyorsulasok szerinti

derivaltja egyezik meg a pszeudoeré i-edik komponensével

0S

oG,

I, i=1,2. (2.4.8)
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A gyorsulasi energiat, hasonléan a mozgasi energidhoz az

1

mo6don allithatjuk eld, ahol m az anyagi pont tomege (a (2.4.9) Osszefiiggés anyagi pontra
vonatkozik, ez hasznalhaté ezen modell esetén, hiszen a rudak tomeg nélkiiliek, ebbdl kifo-
lyolag tehetetlenségi nyomatékuk is zérus). Behelyettesitve az ap-et a (2.2.9) sszefiiggésbdl

a (2.4.9) Osszefiiggésbe:

S = gi (SiHZ ptgr? (I — hsin chtg/.g)z gil) + %h20§+
m sin ptgrotos (h (11 4 7cos 2p) tgk — 4l) sin o+ 2410
3mh

3mh cos p sin gtk (—1 + hsing?tgr) 010201 + 2% (I — hsing’tgr)’ 67+

2 sin (2¢)tgrot (I — hsin® ptgk) 65 + 2h263.

A pszeudoerst az aktiv erdk (nehézségi erd, torzids rugd) virtudlis teljesitményébdl
(2.4.12) lehet meghatarozni olyan modon, hogy ennek meg kell egyeznie a pszeudoerdk

virtualis teljesitményével (2.4.11):
0P = Tdo;, (2.4.11)
0P =G -dvp + MSMKRZ - OWKR2. (2412)
A (2.4.12) osszefiiggésben szereplé G az m tomegre hato nehézségi erd
T
G = [ 0 0 —mg ] ; (2.4.13)

M, kre pedig a torzios rug6 altal létrehozott nyomaték a KR2 koordinatarendszerben

T

M, kr2 = [ —sip 00 ] (2.4.14)

KR2
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valamint wggrs a merev test szogsebessége a KR2 koordinatarendszerben.

A (2.4.11) (2.4.12) egyenleteket egymassal egyenlGvé téve, valamint felhasznalva azt,
hogy esetiinkben 7 = 1, 2.

[Iy001 + Hadoe = (mghsin g — s4p) 009 (2.4.15)
Osszefiiggés adodik, amibdl a pszeudosebességek egyiitthatojanak dsszehasonlitasaval a
I1; = 0 és Il = mghsin p — s (2.4.16)

eredmény kaphato.

A (2.4.8) Osszefiiggésbdl esetiinkben két darab egyenlet szarmazik ¢ = 1 esetén

m

STE (3h sin (2¢)tgr (—1 + h sin? ptgr) o100 + 2 (1 — h sin? @tgﬁ;)z dl) =0 (2.4.17)

és 1—2 esetén

h
ZL_P (sin (2¢)tgr (I — hsin® ptgk) of + 2hl*d2) = mghsin g — syp. (2.4.18)

A (2.4.17) és (2.4.18) egyenleteket atrendezve gy-ra és gy-ra, illetve ezekhez hozzaftizve

az altalanos koordinatasebességeket pszeudosebességekkel kifejezs Gsszefiiggéseket (2.4.6)
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felirhato a rendszert leird elsérendii differencidlegyenlet-rendszer:
3hsin (2¢)t
5y = Shsin(p) STz (2.4.19a)
2 (l — hsin gotg/f)
) mghsin — s, sin (2p)tgr (I — hsin® ptgr)
= — 2.4.19b
72 mh? 2hi2 7 ( )
X = 0y costp (2.4.19¢)
Y = oy sine (2.4.19d)
b = —alw (2.4.19¢)
P =02 (2.4.19f)
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2.4.2. Routh—Voss-egyenletek

A Routh—Voss-egyenletek elGallitasi modja hasonlit a masodfaju Lagrange-egyenletek elGal-

litdsdhoz, azzal a tobblettel, hogy ez a modszer figyelembe veszi az anholonom kényszereket

ugynevezett multiplikitorokkal. Az eldallitasi modja

dor or !
—— -0 = A k=1,.. 2.4.20
dt 5(119 aqk Qk + ,8211 HB-AB K, y ey TV ( a)
D Asix + Ag =0, B=1,.. hn (2.4.20D)
k=1
ahol pg a Lagrange-multiplikidtor. Q) jelen esetben el6allithaté a kiils6 erdk U potencial-
fiiggvény felhasznélasaval:
oU
Qr=—5. 2.4.21
F = ( )

A kinetikus energia (2.4.22) felirhato egyszertien az anyagi pontra vonatkozo osszefiiggés

segitségével, mivel a rudak tomegnélkiiliek:

. : 2

Tzéva-vF = %h2sin2g0gb2+%(X+hgbcoscpsin¢+h¢coswsing0> + ( )

. ) 2 2.4.22
%(Y—hcpcosgpcosw+h¢singosin@/}) :

A kiils6 erd a gravitacios térbdl szarmazo erd, illetve a torzios rugd altal kifejtett nyo-
maték Osszegébdl all els, tehat sziikséges ezen erdk potencidlfiiggvénye. A gravitacios erd

potencialfiiggvénye a zérus helyet a fels6 egyensiulyi helyhez valasztva (¢ = 0) a kovetkezd:
(2.4.23)

U, = —mgh (1 — cos ).

A rugoerd potencialfiiggvénye, a zérus helyet szintén a ¢ = 0 helyhez valasztva

! (2.4.24)

Ust = §St(p2.
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Ezek alapjan a potencialfiiggvény:
Lo,
U=U,+ U, =—mgh(l—cosp)+ PRt (2.4.25)
Ezeket felhasznalva a mozgésegyenletek:

m (X + (gbcosgp— <902 —H/.)Q) sincp) hsiny + <2¢¢cosgo+1l;sing0) hcosz/)> =

(—p1 + po) cossin ptgk — (g + p2) siny (2.4.26a)
m (Y + <2gb¢sin¢ — gécomb) hcos p + (((,02 + ¢2) cos Y + @Z;Sin@b) hsingp) =

p1(cos v + sin @ sin Ytgr) — pa(cos 1 — sin p sin Ytgk) (2.4.26b)
mh sin ¢ (th'n/} cos + X costh + YV siney + ki sin go) = —luy + Lo (2.4.26¢)
mh (g sin p + (h?/.)z sing — X sint + Y cos ¢> CoS (p — hcp) —s50=0 (2.4.26d)
(sin®y — cos v sin gotg/i)X — (cos ) + sin psin Ptgk) Y —l)p=0 (2.4.26¢)
(sin 1) + cos ¥ sin ptgr) X + (— cos ¥ + sin psin Ytgr)Y + b = 0 (2.4.26f)

A (2.4.26) egyenletrendszer ekvivalens a (2.4.19) egyenletrendszerrel, ez lathaté amennyi-
ben a i és pe paramétereket kikiiszoboljiik a (2.4.26) egyenletekbdl, illetve itt is bevezetjiik
a oy és o9 valtozokat. Azonban ezen hosszadalmas szamitas részleteinek ismertetésétél most
eltekintiink. Jelen mechanikai modell esetén is jol lathato, hogy az Appell-Gibbs-modszerrel
szarmaztatott mozgasegyenletek egyszertibb alaktiak, mint a Routh-Voss-moédszerrel szar-

maztatottak.
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2.4.3. Dinamika alaptételével szairmaztatott mozgasegyenletek

Ebben a fejezetben a mozgasegyenleteket Newton masodik axiomajanak segitségével szar-

magztatjuk, amely

[i, ﬂA]A — [F,M4], . (2.4.27)

ahol I = mv a merev test impulzusa, F' a merev testre hato er6k 6sszessége, Ilx az A pontra
vonatkozo perdiilet, M pedig az A pontra szamitott nyomaték. Ez az Osszefiiggés akkor
igaz, ha A silypont vagy tartésan allo6 pont.

A mechanikai modell két részre oszthatd: egy tomegpontra (1) és egy tomeggel nem
rendelkezd rudakbol Gsszeallithaté merev testre (2). A tomegpontnak a szabad-test-abrai
a 2.3 abran lathatoak, a rudaknak a szabad-test-abrait pedig a 2.4 dbra mutatja. (Ahol
a kék szin a sebességet, a piros a gyorsulast, a vilagoszold az erdt, valamint a sotétzold a
nyomatékot jeloli.)

A toémegpont esetén természetesen a (2.4.27) dinamika alaptétel egyszertisodik és csupan

az I = F sszefiigges frhato fel.

aFrx ary
Y F Zz F
ary arpy
X Y
(a) X-Y nézet (b) Y-Z nézet

2.3. abra. A tomegpont (1) szabad-test-abrai

Mivel H és E pontok (2.4 abra) sebességének iranya ismert, ezért ezen kényszereket
létrehozo erdk iranya ismert (sebességekre merdleges). Ezen erdk felbonthatoak XY sikba

esd, illetve Z komponensekre. A H és E pontokban ébred6 Z iranyt erét a gordeszka mentén
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(a) X-Y nézet (b) y-z nézet (¢) Y-Z nézet

2.4. abra. A tomeg nélkiili szerkezet (2) szabad-test-abrai

S ponttél ¢ tavolsdgra C néven vettiik figyelembe. A 2.4 abrén lathato még a torzios rugd

altal létrehozott nyomaték, illetve az F pontnal a tomegpontrol atadodo er6komponensek.

A dinamika alaptétele az anyagi pontra (1)

magp = FF, (2428)

ahol Fr az anyagi pontra haté ers. Ez felirhato

Fr=K+G, (2.4.29)
ahol
Kx 0
K=| Ky [6sG= 0 : (2.4.30)
Ky —mg

A (2) testre a dinamika alaptételét az S pontra irtuk fel, de ezek lényegében statikai
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egyvenletekké egyszertisodnek, mivel a rudak témege zérus:

0=F,, (2.4.31a)

0 = M,,. (2.4.31b)

ahol Fy a (2) testre hato ereSk Osszessége

F,=E+H+C+ (-K), (2.4.32)

M, pedig az S pontra szamitott nyomaték

MQS =TIsE X E + rsg X H + rsc X C+ rsp X (—K) + Mst- (2433)

Az erdk, illetve nyomatékok meghatarozasahoz sziikséges vektorok:

0
C=10

C
I'SEZZ
I'SFZh

cos 1 Exy cos (¢ — 0 + 7/2)
,Tsc=c | siny |, E=| Exysin(v —d+7/2) |, (2.4.34a)
0 0
cos (1) Hxy cos (¢ + 6 + 7/2) cos (¢ + )
sin(¢) | H=| Hxysin(¢ +5+7/2) |[,;rsm=101| sin(¢ + )
0 0 0
(2.4.34b)
sin ¢ cos (¢ — 7/2) cos (¢ + )
sinpsin (Y —7/2) |, Mg, =80 | sin(yp +7) |- (2.4.34c)
coS 0

Ezek segitségével felirhatdé a mozgasegyenleteket tartalmazd egyenletrendszer. Véve

az (2.4.28) és (2.4.31) egyenletrendszereket, valamint a kinematikai kényszereket definialo
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egyenleteket (2.3.7) a mozgéasegyenletek:

m (X + hsinvy (gbcosgp— <g02 +¢2) singo) + hcos® (2gb¢cosg0+@2}singp)) = Ky,

(2.4.35)
m (Y + hcosp (2@1/'181111/1 — gbcosw) + hsing ((g02 + w2) cos ) + zl}sind})) = Ky,

(2.4.35h)
—mbh (gbz cos ¢ + psin gp) = K7z —mg, (2.4.35¢)
0= (Exy — Hxy) cosysinptgk — (Exy + Hyy)siny — Kx, (2.4.35d)
0= (Exy + Hyy)cost — (—Exy + Hxy) sinpsin tgk — Ky, (2.4.35e)
0=C—Ky;=0, (2.4.35¢)
0 =hKy cosp+ hKzsinpcosy + cCsiny — s, cos v, (2.4.35g)
0 =hKxcosp —hKzsinpsiny + cC cosy) + sppsini, (2.4.35h)
0= (Exy — Hxy)l — hsinp(Kx cost¢ + Ky sinv), (2.4.351)
(sin i — cos 1 sin ptgr) X — (cost) + sin psinPtgr) Y — I =0, (2.4.35j)
(sin® + cos v sin gptg/f)X + (—cos ) + sin g sin @bth)Y + lp = 0. (2.4.35k)

Kikiiszobolve a (2.4.35) egyenletekbdl Kx, Ky, Kz, Exy, Hxy,d, C paramétereket kap-

juk a rendszer mozgasat leiré differencidlegyenlet rendszert:

mh ((h@/.)Q sinp — X siney + Y cos @/)) cos ¢ — hgp) = ;0 — mghsin p, (2.4.36a)
m (I — htgk sin? ) <2hgb¢ cos ¢ + X costp + Y sine + ki sin @) =0, (2.4.36h)
(sinty — cossin gptg/{)X — (cos Y + sin p sin Ptgk) Y — I =0, (2.4.36¢)
(sin ) + cos v sin ptgr) X + (— cos ¥ + sin psintgr)Y + ) = 0. (2.4.36d)

A (2.4.36) egyenletrendszerrdl is belathato, hogy a oy és oy fiiggvények bevezetésével a

(2.4.19) egyenletrendszerrel azonos.
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2.5. Linearis stabilitasvizsgalat

Az egyszer(iség kedvéért a tovabbi vizsgalatok soran az Appell-Gibbs-egyenletek segitségével
meghatarozott (2.4.19) mozgasegyenleteket hasznaljuk.

2.5.1. Stacionirius mozgas

A mar emlitett egyenes vonald egyenletes mozgashoz, mint stacionarius megoldashoz tartozo

allapotvaltozok az alabbiak:

01 J1,0=V, 02 = 02,0207 X

Y = Y%=0, ¢

Vt+ Xy = Vt,
’ (2.5.1)

Po=0, ¢ = =0

Ezek az allapotvaltozo-értékek valoban kielégitik a (2.4.19) differencidlegyenlet rendszert.

Ennek megfelelGen vezessiink be egy j allapotvaltozét oy helyett
O'l(t) = 5'14‘0’1’0 :5'1+V (252)

Ez az 4j 01 valtoz6 most mar nem a gordeszka hosszanti iranyt sebességét jeloli, hanem
annak egy konstans V-t6l valo eltérését. Ezzel az uj valtozoval a (2.4.19) differencidlegyenlet

rendszer az alabbi modon néz ki (('71 = 81>:

+ 3hsin (2p)tgk (01 + V) 0y

2.5.3
71 2 (l — hsin® gptgfﬂ) ( 2)
mghsinp — s, sin (2p)tgr (I — hsin® ptgr) )
oy = " — TAE (01 +V) (2.5.3b)
X =3 +V)cosv (2.5.3¢c)
Y = (51 4+ V)sine (2.5.3d)
b= — (& + V) (2.5.3¢)

l
$ =0y (2.5.3)
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Megfigyelhetd, hogy a X , Y,w altalanos koordinata sebességekre vonatkozo egyenletek
levalaszthatoak, mivel az X, Y, ¢ koordinatak a (2.5.3a), (2.5.3b) és (2.5.3f) egyenletekben

nem jelennek meg. A stabilitasvizsgalat soran csak ezzel a harom egyenlettel foglalkozunk.

2.5.2. Linearizalas

A linearizélast a levalasztas utdn maradt harom valtozo szerint, mindegyik esetében a 0

egyensilyi hely koriil végezve kapjuk az

X = JX, (2.5.4)
ahol
o 0 0 0 01
X=|ég [ J=]00 g3 Vi | X=1| 4 [. (2.5.5)
% 0 1 0 ©

Eszrevehetd, hogy kis kitérésti mozgés esetén a gordeszka hosszirdnyu sebességvaltozasa

nem befolyasolja a gordeszka keresztirdnyt mozgasat.

2.5.3. Stabilitasvizsgalat

Helyettesitsiik be az X = Ce exponencidlis probafiiggvényt a (2.5.4) egyenletbe, ahol
C e C3 és X\ € C. Ezzel a helyettesitéssel a linearis egyiitthatoméatrix (J) karakterisztikus

egyenlete a kovetkezd lesz:

s g Sy V2tgk
A ()\ — s — ) 0. (2.5.6)

A (2.5.6) karakterisztikus egyenlet megoldasai A-ra nézve

g Sy V2tgk ) \/g Sy V2tgk
) WY /A N A A VA WP WY - A S - 1 2.5.
! \/h e A I L s Ry (2.5.7)
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Az aszimptotikus stabilitas feltétele, hogy az egyenlet gydkeinek valds része negativ le-
gyen. FEz semmilyen V-re sem teljesiil, mivel Ay = 0, de Ljapunov értelemben lehet stabilis
a rendszer, ha a gyckok valos része pontosan 0. Ez akkor teljesiil, ha \; és Ay valosrésze
is 0. Tehat Ljapunov értelemben stabilis akkor lehet ez az egyensiilyi helyzet, ha A\; és Ay

értékei tisztan képzetesek, tehat ha
e —— ——<0. (2.5.8)

A (2.5.8) osszefiiggés mutatja, hogy a stabil tartomany elérhet6 a rugémerevség névelésé-
vel, valamint a sebesség novelésével. A rugémerevség értéke a gérdeszka tervezési fazisaban
megvalaszthato, azonban a til nagy merevség a gordeszka mandverezhetségét rontja. Igy
ezen paraméter valtoztatasat jelen tanulményban nem vizsgaljuk. Megfigyelhetd, hogy tet-
sz6leges nem negativ tOmeg, nem negativ silypont magassag és nem negativ rugbmerevség
mellet is 1étezik olyan V' sebesség, amivel megegyez§ vagy annal nagyobb sebességre az egye-
nes vonali mozgas stabil. Ezt a sebességet nevezziik Vi, kritikus sebességnek, ami csak a

gordeszka geometriai paramétereitdl fiigg:

gl
Vistap = 4 | — = 1,40281 . 2.5.9
tab tan 0281 [m/s] ( )

A (2.5.8) stabilitasi feltételbdl kifejezhets az a sebesség, melyre az egyensilyi helyzet
stabil

{ St
V> Vit = \/tg_/i ( _ %> (2.5.10)

2.1. tablazat. A gordeszka adatai

[m] 10,3937
g | [ms™?]| 9,81
kx| 1 | 035

Ezek alapjan megrajzolhato a s; és V paramétertéren a stabilitdstérkép. Az egyenes
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vonali egyenletes mozgas azon paraméterértékekre instabil, ahol a 2.5 abran a sziirkitett
tartomanyba esik. Az abra a 2.1 és 2.2 tablazatokban szereplé adatok felhasznalasaval

készilt.

300 [ . . — " -
600 — .

400 | 5

s; [Nm/rad]

200 .

0 1442,
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
V [m/s]

2.5. dbra. Onegyensiilyozo gordeszka stabilitastérképe

2.2. tablazat. A gordeszkas adatai

B | [m] | 0,85
m | [kg] | 75

A 2.5 abran véazolt stabilitdstérkép Ljapunov stabilitasra vonatkozik, ez megfelel a fizikai

szemléletnek, mivel a ¢ elfordulast nem csillapitja semmi, igy az nem fog lecsengeni.

2.6. Az eredmények értékelése

Lathatjuk, hogy ennél a modellnél ha adott paraméterértékekre az egyensulyi helyzet stabil,
akkor a sebesség novelésével az stabil marad. Ez az eredmény fizikailag elképzelhetd, hiszen
a mar emlitett kerékpéarokra is hasonlé eredmény kaphatd, miszerint nagyobb sebességnél

kénnyebb egyenstlyozni.
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Numerikus szimulaciokat végeztiink az s; = 35 [Nm| V' = 1,36 [m/s], illetve V' = 1,39
[m/s| paraméterek mellett, mely paraméterpontokat a 2.5 abran az 1. és 2. potnok jelolik,
mely eredmények megegyeznek a stabilitdsi térkép eredményeivel. A numerikus szimulé-
ciokat MatLab program segitségével készitettiik, allando 1épéskozi, negyedrendd Runge-
Kutta-moédszerrel a 02(0) = 0,01 [rad/s| és ¢(0) = 7/50 |rad|, valamint &,(0) = X (0) =
Y (0) = ¥(0) = 0 kezdeti feltételekkel. Az 1. paraméterparhoz a 2.6 abrak tartoznak, mig a
2. paraméterparoz pedig a 2.7 abrak.

Az sy = 35 [Nm] és V' = 1,36 [m/s| paraméterekkel végzett numerikus szimulacion 1at-
szik, hogy a ¢ fliggvény periodikusan valtozik, de nem a ¢ = 0 egyensilyi helyzet koriil,
hanem egy ettdl eltérs szoghelyzet koriil. Ennek megfelelGen a gérdeszka az X —Y sikon kor-
szer(i palyara all. Ezzel szemben nagyobb sebességnél (V = 1,39 [m/s|) a ¢ = 0 egyensulyi
helyzet stabil, igy ekoriil valtozik a ¢ szog.

Ezzel a modellel azt nem lehet belatni, hogy bizonyos sebesség f6l6tt nehézségekbe iit-

kozne az egyenes vonali egyenletes mozgasi allapot megtartésa.
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2.6. abra. 1. ponthoz tartozo szimulacio (V=1,36 [m/s| és s;=35 [Nm]|)
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2.7. abra. 2. ponthoz tartoz6 szimulacio (V=1,39 [m/s| és ;=35 [Nm])
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3. Meérési eredmények

Azt az eredményt, hogy a sebesség novelése segit az egyenes vonali egyenletes mozgés stabi-
litdsdban, kisérlettel mutatjuk meg. Ehhez el6szor sziikség van a gordeszka paramétereinek

a megmeérése.

3.1. A gordeszka paraméterei

A gordeszka méretei megtalalhatoak a marka honlapjan |6, miszerint a deszka hossza 31",

szélessége pedig 8". Ezek alapjan a gordeszka félhossza és félszélessége

I = 0,3937 [m],
bies: = 0,1016 [m].

(3.1.1)

A kK szoget a deszka adatlapja nem tartalmazza, igy annak meghatarozasihoz mérés

sziikséges. A mérésrdl késziilt képek a 3.1 abran lathatoak. Ez alapjan

k=63 [°]. (3.1.2)

3.1. Abra. A k szdg mérése
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3.2. Kritikus sebesség létezése

Az elmélet igazolasara olyan kisérletet allitottunk Gssze, amely segitségével megallapithato
az, hogy V' = 0 [m/s| sebességnél a fels§ egyensilyi helyzet instabil, mig ha egy sebességgel
ellokjiik a deszkat, akkor az nem kezd el kanyarodni, hanem egyenes koriil ingadozva gurul.

Ehhez Osszeédllitottunk egy, a deszkdhoz csavarokkal hozzéerGsithet szerkezetet, mely
segitségével véaltoztathatd a h magassag és m tomeg. A szerkezet egy kor keresztmetszeti
ridbol all, ami ra van hegesztve egy acéllemezre, melyen furatok talalhatoak. Ezen furatok,
illetve egy mésik lemez segitségével rogzithegjiik a fiiggleges rudat a gordeszkara.

A rad is 4t van fara, igy a stlyok csavarok segitségével a valasztott magassagban régzit-
hetéek. Igy beallithato, hogy mennyire déljon ki a rad a fiigg6leges helyzetébsl. A méréshez
hasznalt szerkezetrdl képeket lathatunk a 3.2 és 3.3 abrakon.

A meérés soran azt tapasztaltuk, hogy a kezdetben statikusan instabil szerkezet (3.4 és
3.5 abrak) bizonyos sebességtdl kzedve mar az egyenes palya koriil ingadozva mozgott. Ez

megegyezik az elméletben levezetett eredményekkel.

3.2. Abra. Kisérleti berendezés
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3.3. Abra. Kisérleti berendezés elemei

3.4. abra. Instabil allapot
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3.5. abra.

Instabil allapot
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4. Szabalyozott gordeszka

A 2. fejezetben bemutatott modellel nem lehet azt belatni, amit a vilaghalon megtalalhato
videok sejtetnek, miszerint a sebesség nem feltétleniil segit az egyensilyi allapot megtarta-
saban. Ezért a ebben a fejezetben gy modellezziik a gordeszkat és rajta az embert, hogy a
gordeszkazo mar szabélyozni akarja ezt a bizonyos egyenes vonalt egyenletes mozgast. To-
vabbra is a 2. fejezetben bemutatott modellhez hasonl6 egyszerti szerkezettel modellezziik

a gordeszkast és deszkajat.

4.1. Bodvitett mechanikai modell

4.1. dbra. Szabalyozokorrel rendelkezé mechanikai modell

Ahogyan a bevezeté6ben emlitésre keriilt, ez a modell megegyezik a 2. fejezetben be-
mutatottal, csak a torzids rugd helyett egy PD szabélyozasi kor biztositja a visszatérits
nyomatékot (4.1 abra). Mivel ez a szabélyozas az embert modellezi, aki nem azonnal reagal

a kornyezetére, tehat reflexideje nem nulla, ezt a modell id6késleltetett szabalyozassal veszi
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figyelembe, melyben az id6késést 7 jeloli.
Ezenkiviil a modell teljes egészében megegyezik a 2. fejezetben ismertetettel, tehat a
geometriai és az anholonom kényszerek, az altalanos koordinatak és a koordinatarendszerek

is megegyeznek.

4.2. Mozgasegyenletek

Ebben a modellben a mozgasegyenletek levezetésére méar csak az Appell-Gibbs-modszert
hasznaljuk. Mivel az anholonom kényszerek és az altalanos koordinatak megegyeznek, ezért
a pszeudosebességek is ugyanarra adoédnak (2.4.5). Ebbdl kovetkezGen az altalanos koordina-
tasebességek (2.4.6) és gyorsulasok (2.4.7) is megegyeznek a pszeudosebességekkel kifejezve,
illetve a gyorsulési energia (2.4.10) sem valtozik, tehat annak pszeudogyorsulas szerinti de-

rivaltjai sem. A két modell kozotti kiillonbség a pszeudoerében van.

A pszeudoerd elGallitasa is hasonldan torténik az aktiv erk latszolagos teljesitményével

0P =G - (5VF + MPDJ{RQ : 5wKR2, (421)
ahol
T
Mpp kre = [ —Pp(t—1)—Dp(t—71) 0 0 ]KRQ : (4.2.2)
Felhasznalva a (2.4.11) 6sszefiiggést

601 (t) + [adoa(t) = (mghsinp(t) — Po(t) (t — 1) — Do (t — 7)) doa(t), (4.2.3)

ebbdl a virtudlis pszeudosebességek egylitthatojanak dsszehasonlitasaval adodik a
II; =0 és IIy = mghsinp(t) — Pp(t—7) — Do (t —7) . (4.2.4)

A pszeudoerdk segitségével meghatarozhatoak a mozgasegyenletek, valamint felhasznalva
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azt, hogy o (t — 1) = 09 (t — 7).

3hsin (2¢(t))tgro (t)oa(t)

o1(t) = 2 ([ — hsin? go(t)tgli) (4.2.5a)
Ga(t) = mghsing(t) — Pp(t —71) = Doy (t —7)
2 mh?
sin (2¢(t))tgr (1 — hsin® p(t)tgk)

R 212 oi(t) (4.2.5b)
X(t) o1(t) cos(t) (4.2.5¢)
Y (t) = oy (t) sin ) (t) (4.2.5d)
vt )M (4.2.5¢)
A= (4.2.5f)

4.3. Linearis stabilitasvizsgalat
4.3.1. Stacionarius mozgas

Ennél a modellnél az egyenes vonali egyenletes mozgashoz tartoz6 allapotvaltozo értékek
megegyeznek a (2.5.1) Osszefiiggésben bemutatottakkal. Ugyanazt az 4j allapotvaltozot

sziikséges bevezetni oy helyett, mint a (2) fejezetben (2.5.2). Ezzel a mozgésegyenlet:

_ 3hsin (2p(t))tgk (T1(t) + V) oa(t)

0 2 (I — hsin® p(t)tgr) (4.3.12)
) _ mghsing(t) = Pp(t—7) — Doy (t —7)
o2(t) = mh?
sin (2¢(t))tgk (I — hsin® o(t)tgr)

— TAE (F1(t) + V) (4.3.1b)
X(t) = (51(t) + V) cos(t) (4.3.1c)
Y (t) = (51(t) + V) sin(t) (4.3.1d)
90) = - () + v) TATER (4510)

H(t) = oa(t) (4.3.1f)
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A (4.3.1) egyenletrendszerre is igaz, hogy az X, Y, 1 ciklikus koordinatak, igy az ezek

derivaltjaira vonatkozo egyenletek levalaszthatoak.

4.3.2. Linearizalas

A linearizéalast a levalasztas utan maradt harom par valtozé szerint, mindegyik esetében a

0 egyensulyi hely koriil végezve kapjuk az

X(t) = KX(t) + LX(t — 1), (4.3.2)

ahol

(4.3.3)

Erre is igaz, hogy a & (t)-ra vonatkozo egyenlet a linearizalt alakban nem jelenik meg.

4.3.3. Stabilitasvizsgalat D-szeparaci6val

T
Keressiik a megoldast X = [ c, Cy Cs ] eM alakban, ahol C; € C és A € C. Behelyette-
sitve ezt a (4.3.2) egyenletbe az a

Cl>\ 0
Coler + Gl + CoA — (% — ijlg“) M= 0 (1.3.4)
—C5 + C3A 0

alakra hozhato.
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A (4.3.2) egyenlet atalakithato a

A 0 0 4 0
0 DTZ;L;T +A -5+ e;nA;;P + VthlgH Cy |eM=10 (4.3.5)
0 -1 A Cs 0

matrix egyenletté. Mivel e # 0, ezért vagy a konstansokbol dsszeéllitott vektor zérus
vektor, vagy az egyiitthatomatrixdnak determinénsa zérus. Amennyiben a konstansokbol
Osszeallitott vektor zérus vektor, az a trivialis megoldast eredményezi, mi az ett6l kiillonb6z6
megoldést allitjuk els, tehat a konstans vektor egyiitthatématrixdnak determinansanak kell
zérussal megegyezni, igy kapjuk a karakterisztikus egyenletet:

De™7 g Pe Vi
2 _
(A+mh2A—E+ S ))\—O.

(4.3.6)

A (4.3.6) karakterisztikus egyenletnek A = 0 mindig megoldésa, tehat az egyenstlyi
helyzet csak Ljapunov értelemben lehet stabilis. Ez nem mond ellent a fizikai képiinknek,
hiszen ebben a modellben az inverz ingaszert lengés szabalyozva van, de az el6rehaladas
sebessége nincsen, igy ez a mozgas csak Ljapunov értelemben lesz stabilis. A kovetkezGkben
vizsgaljuk csak a (4.3.6) karakterisztikus egyenletben egyiitthatoként szerepld kifejezést, ez

a

De ™™ g Pe™™  V2tgk
24 +

mh? h ~ mh? hl

= 0. (4.3.7)

A egyensilyi helyzet akkor van a stabilitds hataran, ha a \ karakterisztikus exponensek

éppen atlépnek a képzetes tengelyen, tehat Re\ = 0, azaz

A= iw (4.3.8)

alakban kereshetd, ahol w € R, 1 pedig a képzetes egységvektor.

Beirva ezt a (4.3.7) egyenletbe kaphatunk egy komplex egyenletet, melynek jobb olda-
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lan 0 all. Ez csak akkor lehet igaz, ha az egyenlet bal oldalanak valds és képzetes része
is megegyezik zérussal. Az igy kapott egyenletrendszer, melyben mar csak val6és szamok

szerepelnek:

Dwcos (wr)  Psin (wr)

= 4.3.
- - 0, (4.3.9a)
, g Pcos(wr) Duwsin(wr) V?tgk
—w* == =0. 4.3.9b
R A e R (4.3.9b)

A (4.3.9) egyenletrendszer P-re és D-re nézve linearis egyenletrendszer, igy kifejezhetd

belsle P és D:

2
P = mhcos (wr) ((g + hw?) — VTtho) , (4.3.10a)

mh sin (wT) ((g + hw?) — VTth/-@)

w

D=

(4.3.10Db)

Megallapithato, hogy P és D w-ra nézve paros fliggvények, igy elegends w € R* halmazon

végezni a vizsgalatokat.

Lathato hogy w = 0 esetén a (4.3.9a) egyenletbdl azonossagot, mig a (4.3.9b) egyenletbol
P-re kapunk egy feltételt, melyhez barmely D megoldasa az (4.3.9) egyenletrendszernek,

tehat a
mhV?tgk

P =mgh — l

(4.3.11)

egyenes egy stabilitdsi hatar. Mivel ez egy w = 0 szdgsebességii stabilitdsi hatar, ezért ezt
statikus stabilitasi hatarnak nevezziik. A 2 fejezetben ismertetett id6késést nem tartalmazo
modellben, ahol P az s; torzids rugémerevségnek felelt meg, azt az eredményt kaptunk,
hogy ennek a rugdémerevségnek nagyobbnak kell lennie, egy a sebességtdl fliggd kifejezésnél

(lasd 2.5 abra). Ez ennél az id6késéses szabalyozast tartalmazo modellnél is igy van, amely
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numerikusan ellenérizhetd, tehat a

mhV?tgk

P < mgh — ;

(4.3.12)

paraméterértékekre az egyenstlyi helyzet instabil, mégpedig olyan modon, hogy a ¢ szog

nem a 0 értékhez fog bedllni, vagy akdoriil lengeni.

D [Nms]
3+

400+ |

200 -

P

=2000 —1000

[ |l

(a) V=0 [m/s]

D [Nms]
400 o
200
b P
7210(,;0 L1000 3 1000 2000 [Nm]
‘ —200P~F——
/
/
—400 -/

(d) V = 2,5 [m/s]

Nm _ _10( /
1000 2000 [Nm] 2000 1?006}+,5,

D [Nms]

400

200

N p

1000 2000 [Nm]

=200
N

.3 =

—4 0}

(b) V =1,7 [m/s]

D [Nms]

T A0 —

200 94
/_\ P
~2000 ~1000 g 1()1)()&/’1()'1)(. [Nm]
N 11.
-200 )

/

—400 -

(e) V=3 [m/s]

-2000 -1004 | 1000

D [Nms]

400 |

200

[)
2000 [Nm]

B

£200/

746/0 o
(c) V =2 [m/s]

D [Nms]

400

S C

=2000 —1000

1000 2000 [Nm]

=200

=400 ¢

(f) V = 4 [m/s]

4.2. abra. Szabalyozott gordeszka stabilitastérképei kiilonb6z6 sebességekre

A 4.2 abran lathatoak az egyenes vonalt egyenletes mozgashoz tartozoé stabilitastérképek

P — D paramétersikon kiilonb6z6 sebességek esetén 7 = 0,7 [s] id6késés mellet. A stabi-

litasi gorbéket a 2.1 és 2.2 tablazatok adatait figyelembe véve készitetttiik. A sziirkitett

teriilet a lineéris stabil, a fehérek a linearisan instabil paramétertartomanyokat jelolik. A

4.2 stabilitasi térképeken a jelolt pontokban numerikus szimulacidkat végeztiink, melyek a

4.4 fejezetben talalhatoak.
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4.3.4. Stabil hurok kialakulasa

A D/P aranyt és a hatargorbe tévolsagat az origotol a (4.3.13) dsszefiiggés mutatja.

== (4.3.13a)

m2h? (w? cos? (wr) + sin? (W) (I (g + hw?) — Vtgr)

2 2
D>+ P? = e

(4.3.13h)

Tegyiik fel, hogy a D/P = k rogzitett aranynal vizsgaljuk a gorbét. A (4.3.13a) egyen-
letet ezzel:

tg (wr) = kw = kywr, (4.3.14)

ahol
ki =k/T, (4.3.15)

igy wr-t egy valtozoként lehet kezelni.

A (4.3.14) egyenlet grafikusan megoldhato, ez lathato a 4.3 abran.

20

10+

4.3. dbra. A tg(wr) = kywT egyenlet megoldasa kiilonb6z6 kp esetén

Legyenek a (4.3.14) egyenlet megoldéasai wr,, ahol r jeloli az r-edik megoldast (wr =
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0 megoldast figyelmen kiviil hagyva). Lathato, hogy egyre nagyobb r esetén az wr,.-ek
egyre kozelebb esnek 0 < k; < 1 esetén a (2r + 1)w/2, ky > 1 és k; < 0 esetén a (2r —
1)m/2 értékekhez, amennyiben r-et noveljiik. wr,.-hez tartozdé P-re és D-re lesz pontja a

hatargoérbének adott £y esetén.

k1 — oo esetén ezt a megoldast nem hasznalhatjuk, hiszen akkor nem létezik metszéspont.

Ez az eset megfelel a P = 0 megoldasnak, azaz amikor
[ (9 + hw?) = V?tgr = 0. (4.3.16)

A (4.3.13a) jobb oldala alapjan k1 — 0 esetben:

cos (wr) =0 (4.3.17)
azaz,
wr =7m/241ir, €L (4.3.18)
ekkor
sin (7/2 +im)| =1, i€Z (4.3.19)

tehat a vizsgalando Osszefiiggés megegyezik a (4.3.25) fiiggvénnyel, melyet késGbb részlete-

ziink.

Emellet az w,-re tett megallapitasok akkor sem igazak, ha D = 0, tehat vagy a (4.3.16)

feltétel teljesiil, melynek a hatdsa megegyezik az ott leirtakéval, vagy

sin (wr) = 0 (4.3.20)

azaz

wr =in, 1€Z (4.3.21)
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ekkor
lcos (im)| =1, i€eZ (4.3.22)
tehat a vizsgalando Osszefliggeés szintén megegyezik a (4.3.25) fiiggvénnyel.

Adott D/P = k értéknél sin (w) és cos (w) felirhatd k paraméter segitségével

sin (w) = kw cos (wT) és cos (wT) = smk(m-)' (4.3.23)
w

Behelyettesitve a (4.3.13b) dsszefiiggésbe a (4.3.23) eredményeket:

ho?r? Vigr\’
D? 4 P? =m?h? cos® (wr) (1 + +2) (g + = lg’i) , (4.3.24a)
T
h V2tgr ) ?
D* + P? =m*h*sin” (wr) (1 + k%) (g—T T gﬁ) : (4.3.24b)
wT T lwt
A (4.3.24) oszefiiggésekben szerepls
hw?r? Vitgr)?
(g P T lg“) , (4.3.252)
h 2tgr )
(2 LT ﬂl/ g“) (4.3.25b)
wT T wT
fiiggvényekre igaz, hogy ha
V2tgk — gl
0<wr<r % (4.3.26)
akkor monoton csokkengek illetve
V2tgk — gl
WwT > T % (4.3.27)

esetén monoton novekviek.

Tekintve a (4.3.24a) Osszefliggést adott D/P = k viszony és wr-ra megfogalmazott

(4.3.26) feltétel esetén a stabilitasi hatargorbe tavolsaga az origotol monoton csokken, hiszen




4.3 Lineéris stabilitasvizsgalat 45

ha az r-et noveljiik akkor w7, monoton tart 7/2 valamilyen péaratlan szamu t6bbszoroséhez,
tehat cos? (wr,) monoton csdkkenve tart 0-hoz, illetve a (4.3.25a) fiiggvény is monoton csok-

ken.

Emellett belathato a (4.3.24b) Osszefiiggésbdl, hogy adott D/P = k viszony és wr-ra
megfogalmazott (4.3.27) feltétel esetén a stabilitasi hatargorbe tavolsaga az orig6tol mono-
ton novekszik, hiszen ha az r-et néveljiikk akkor w7, monoton tart 7/2 valamilyen péaratlan
szami tobbszdrdséhez, tehat sin? (w7,.) monoton névekedve tart 1-hez, illetve a (4.3.25b)

fiiggvény is monoton novekszik.
Ez megegyezik azzal, hogy a stabilitds hatargorbéje, amennyiben &tmegy a P = 0 és
D = 0 ponton, akkor addig, amig 4t nem megy, monoton csékken a tavolsdga az origdtol,

utédna pedig monoton névekszik adott D/P arany esetén.

Belathato, hogy V = 0 [ms™'] sebességhez Vwr esetén a hatérgorbe origotél mért ta-
volsaga ndvekszik. Tehat a hatargérbe akkor metszheti at sajat magat elGszor, amikor

valamilyen 0-t6l kiilonb6z6 w esetén tjra a P(w = 0) és D(w = 0) ponton megy keresztiil.
Feltételezziik azt, hogy pontosan o-szor metszi at sajat magat a gorbe. Az o + 1-edik
metszés akkor fog tjra belépni, ha a gorbe tjra athalad a P(w = 0) és D(w = 0) ponton.

Ezen pontokra az igaz, hogy:

P(w) =P(w = 0), (4.3.282)
D(w) =D(w = 0). (4.3.28h)

Behelyettesitve a (4.3.28) egyenletrendszerbe a (4.3.10) eredményeket, illetve a D(w = 0)

szabalyoz6 paramétert hatarértékkel szamitva kaphato a

mh cos (Tw) (I (g + hw?) — V?tgr)  mh (gl — V?tgk)
l - l ’
mhsin (tw) (I (g + hw?) — V2tgr)  mh7 (gl — Vtgk)

- 4.3.29b
lw { ( )

(4.3.29a)
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egyenletrendszer.

A (4.3.29) egyenletek atalakithatoak a

1
cos (Tw) = T (4.3.30a)
gl—V?2tgk
i 1
sin (1w) _ — (4.3.30D)
Tw L+ gl—V?2tgk

alakra.

Megfigyelhets, hogy a (4.3.30a) és (4.3.30b) egyenletek jobb oldala megegyezik, igy a

ball oldalak is azonosak. Egyenlévé téve a bal oldalakat

tgwr = wr. (4.3.31)

A (4.3.31) nemlineéris egyenlet analitikusan nem oldhato meg, de numerikusan, illetve
grafikusan igen. A grafikus megoldast a 4.4 &bran lathaté, mig a numerikus megoldas

eredményeit a (4.3.32) Osszefliggés mutatja.

571 = 4,4934094579090641
57y = 7,7252518369377071
575 = 10,904121659428899
(4.3.32)
o7, = 14,066193912831473

lim w7, = §+rm
r7—00

Kifejezve a (4.3.29b) egyenletekbdl V-t (csak a pozitiv megoldast figyelembevéve):

v \/l (97w = (g + hw?) sin (7)) (4.3.33)

(Tw — sin (w7))tgk
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20+

10+

TW

|

=

o
LI B

4.4, dbra. A tgrw = Tw egyenlet megoldasa grafikusan

Belathato, hogy a (4.3.33) Osszefiiggés nevezGje Ywr esetén pozitiv ( tehat wr—sin (wr) >
0, k > 0 esetén), tehat szamlalojanak is pozitivnak kell lennie, hogy valos sebességet kap-

junk. Ha r pératlan, akkor a (4.3.33) szdmlaloja mindenféleképpen pozitiv. Ha

ho| 7w,
T > Tonin = A —A| ——— (4.3.34)
g TWor — 1

akkor a 2r-edik megoldasig a paros megoldasokra is valos sebességet kapunk.

Behelyettesitve a (4.3.33) Gsszefiiggésbe a (4.3.32) eredményeket belathato, hogy

V <

~2
(971 — (g + 252 ) sin (571) I +3,603342%]
( ( ) ) 4 T 2 (4.3.35)

(W71 — sin (WT1))tgk tgr

sebesség esetén a stabilitas hatarat szemlélteté gorbe a P — D paramétertéren nem metszi

el sajat magat, mig

~ ~2
l (9‘:0\7/—1' - (9 + h:ﬁ) sin (&)\7/_1)> l (QO’J\@H - (9 + %) sin (&}\%zﬂrl))
<V

(WT; — sin (WT;))tgk D (WTi41 — sin (WT441))tgk

(4.3.36)
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esetén i-szer metszi el, ahol ¢ azon megoldésokat jeloli, amikre valos sebesség adodik.

Ha a gorbe t6bbszor is metszi magat, akkor is csak a legbeliil kialakulé tartoméany lehet
stabilis.

Emellett megallapithat6, hogy ez a spiral balra csavarodik, mivel

dZ 1 1
P ) — tg (wT)

> 0. (4.3.37)

dw  wrcos? (wr

A (4.3.37) egyenl6tlenség azonos atalakitasokkal a

2wt = sin (2wT) (4.3.38)

alakra hozhat6, amely trividlisan igaz.

4.3.5. Kritikus idSkésés

A 7 idGkésés novelésével, minden egyéb valtozatlansaga mellet megfigyelhetd, hogy a stabil
tartomény bezarodik. Ezen stabilitastérképeken is a sziirke szinnel jelolt tartomany az

instabil, mig a fehérrel jel6lt a stabil.

D [Nms] D [Nms] D [Nms]
500 L 500 500
400 400 400
— A
\\\ ‘\\
300 300 - N 300 -
200 200 200
100 - 100 - 100 -
P P P
ol ‘ R o BEEA : ‘ 0 ‘
0 200 400 600 800 1000  [Nm] 0 200 400 600 800 1000  [Nm] 0 200 400 600 800 1000  [Nm]

(a) 7=0,25s

4.5. Abra. A stabilitasi térkép az idGkésést valtoztatva

(b) 7 =0,35s

(c) 7=0,5s

Mivel a statikus stabilitasvesztésbdl adodo hatar egy fiiggbleges egyenes, amin rajta van
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a gorbe kezdGpontja, ezért ha a gorbe w = 0-ban mar a kisebb P értékek felé¢ indul, akkor

nem lesz stabil tartomany. Tehat akkor lehet satbil tartoméany, hogyha

d?p

e ( )
mivel
dP
- = 0. 4.3.4
., 0 (4.3.40)
Felhasznélva a (4.3.10a) sszefiiggést
d2p , V2
ol » =mh (Qh —T9 tg/i) : (4.3.41)

Felhasznalva a (4.3.41) eredménybdl és a (4.3.39) egyenl6tlenségbdl kaphatunk az id6ké-

sésre egy feltételt. Pozitiv id6késést feltételezve:

2hl

< Thrit = A | ————
TS Thrit gl — V2tgk

(4.3.42)
A 73,4=0,416284 [s] V =0 [ms!] esetén. Megfigyelhets, hogy ha V novekszik, akkor
a kritikus id6késés is novekszik, tehat lassabb reakcididGvel is el tudjuk keriilni a stabilitas-

vesztést, vagyis a sebesség névekedése ebbdl a szempontbdl segit.

4.4. Az eredmények értékelése

A numerikus szimulaciot ebben az esetben is allando 1épéskozii negyedrendi Runge—Kutta-

modszerrel végeztiik MatLab program felhasznalasaval. Ebben az esetben a kezdeti feltételek

F1(t < 0) = 0[m/s|, o2(0 <t) =0éson(t=0)=0.0l[rad/s|, X(t <0)="Vtm],

Y (t <0)=0[m], ¥(t < 0) = 0[rad], (t < 0) = 0frad].
(4.4.1)
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Ezen modell esetén is a 2.1 és 2.2 tablazatok adatait hasznaltuk a numerikus szimulaciokhoz,
a7 =0,7 [s]-os paraméterértékkel kiegészitve.

A 4.2 dbra stabilitasi térképein lathato, hogy V' = 0 [m/s| sebesség esetén nem létezik
stabil P — D paraméterpar, hiszen 7 = 0,7 [s| > 7y = 0,416284 [s]. Ilyen adatok mellett
V = 1,1278 [m/s| sebességig nem létezik olyan P — D paraméterpar, amire az egyensulyi
helyzet stabil lehet, ahogy azt a 3. és 4. paraméterparra elvégzett numerikus szimulécié is
mutatja.

Erdemes megfigyelni, hogy V=1.7 m/s esetén a P = —200 [Nm] és D = —100 [Nms], pa-
raméterparoknal stabilis a stacionarius megoldas, mig ugyanezen paraméterparok nagyobb
sebességnél (pl. V' = 3 [m/s]) instabil egyenes vonali mozgashoz vezetnek (4.2(b) abra). Az
ezekhez tartozé numerikus szimulaciok a 4.2 dbra 5. és 8. pontjai. A szimuléci6 eredményét
a 4.8 és 4.11 abra mutatja. A szabdalyozot nem tartalmazé modellnél a stabil tartomanyon
lévé paraméterpontok nem keriilhetnek &t az instabil tartoményra a sebesség novelésével,

ehhez képest ez az id6késés miatt a szabalyozot tartalmazé modellnél elGfordul.

Ezen a példan az is megmutathato, hogy negativ P és D érték esetén is lehet stabil az
egyenstlyi helyzet, ami latszolag ellentmond a fizikai érzékiinknek, mivel igy ha van kitérés,
abbol nagyobb kitérést szeretne csindlni a szabalyozé. Ellenben a szabalyozo, jelen esetben
az ember nem arra reagal, ami épp torténik, hanem arra ami 7 id6vel azel6tt tortént, igy
ezekkel a negativ paraméterekkel is csokkenti probalja a pillanatnyi szoghelyzetet, illetve

szogsebességet.

Az is megmutathaté V = 1,7 [m/s| sebesség esetén (4.2 bra 6. pont), hogy a P = —400
INm| és D = —100 |[Nms| szabalyozé paraméterek esetén a szigsebesség lecseng, viszont a
¢ szogkitérés nem a 0 [rad]-hoz &ll be, hanem egy ett6l kolonb6zs ¢ szoghelyzethez. Tehat
ez a pont egy statikusan instabil tartomanyban fekszik. Ennek megfelelGen a gordeszka egy
korpalyara all be (4.9 abra).

Amennyiben egy dinamikusan instabil paramétertartomanyba esik P és D értéke, ak-

kor a rezgés amplitidoja beallhat egy allando értékhez (példaul 4.2 abra 9. pont, ahol
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V =3 |m/s|, P = 500 [Nm] és D = 200 [Nms|, a szimuldciés eredményeket a 4.12 &bra
tartalmazza). Ez az allando érték nem lehet barmekkora, mert egy bizonyos szoghelyzet ese-
tén, amikor a vizsgalt tomegpont az anholonom kényszereket biztositd er6k metszéspontja
folé keriil, ami a pillanatnyi sebességpolusa a modellnek, akkor csak a szabalyozonak lehet

teljesitménye.

Ilyen kitérés esetén a szimulacio szingularissa valik. Ha megfigyeljiik a dinamika alapté-
telével levezetett megoldas (2.4.36b) egyenletét, akkor abban lathato, hogy ha az elss tagja
0-ra valtozik, akkor ez az egyenlet teljesiil, igy informéci6 a derivaltakra ebbdl nem nyer-
hets. Mivel az Appell-Gibbs-moédszerrel levezetett egyenletek az el6bbiekkel ekvivalensek,
ezért ennél a szoghelyzetnél ezen egyenletekben is szingularitas talalhaté. Ez a széghelyzet
felirhaté az el6bb meggondolt fizikai képbdl, illetve a (2.4.36b) egyenletbdl is, mindkettd

modszer esetén

Okt = arcsin = 0,507276[rad] = 29, 0648[°]. (4.4.2)

htgk
Ez megfigyelhet6 a V' = 2,5 [m/s|, P = —2000 [Nm| és D = —100 [Nms] (4.2 abra 7. pont)

paraméterek valasztésa mellett (szimulacios eredmények: 4.10 &bra).

Abban az esetben, ha nézziik a V' = 3 [m/s| sebességhez tartozo stabilitasi diagramot
(4.2(e) abra), lathato, hogy a gorbe a P = 1210 [Nm| és D = —75 [Nms] (4.2 abra 10. pont)
paraméterértékek kdzelében atmetszi sajat magat, tehdt ugyanahhoz a P—D értékparhoz két
darab w rezgési frekvencia tartozik. Ennek megfelelGen ezen paraméterértékekhez tartozo
szimulacioban két frekvencia is megjelenik. Hasonl6t tapasztalhatunk instabil paraméterpar
esetén (4.2 11. pont). Leolvashaté az 4.13 adbrarol, amely a Fourier transzformaltjait is

mutatja a szimulalt mennyiségeknek, hogy a megjelent frekvenciak

fo1 = 0,65 [Hz| és fi.o = 1,32 [Hz], (4.4.3)
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ezek numerikusan meghatarozhatoak a (4.3.10) egyenletek segitségével is, igy

fer = 0,656511 [Hz| és f.o = 1,32577 [Hz]. (4.4.4)

Lathato, hogy a (4.4.3) és (4.4.4) eredmények kozel vannak egymashoz, ez visszaigazolja a

feltételezéseket.
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4.6. abra. 3. ponthoz tartozé szimulacio (V=0 [m/s|], P=1500 [Nm| és D=500 [Nms])
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4.8. abra. 5. ponthoz tartozé szimulacié (V=1,7 [m/s|, P=-200 [Nm| és D=-100 |[Nms|)
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4.9. abra. 6. ponthoz tartozé szimulacio (V=1,7 [m/s|, P=-400 [Nm| és D=-100 |[Nms])
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4.10. abra. 7. ponthoz tartozo szimulacio (V=25 |m/s|, P=-2000 [Nm| és D=-100 [Nms|)
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4.11. abra. 8. ponthoz tartozé szimulacio (V=3 |m/s|, P=-200 |[Nm| és D=-100 [Nms])
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4.12. dbra. 9. ponthoz tartozo

szimulacio (V=3 [m/s|, P=500 [Nm| és D=200 |[Nms])
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4.13. abra. 10. ponthoz tartoz6 szimulacio (V=3 [m/s|, P=1210 [Nm| és D=-75 [Nms]|)
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5. Osszefoglalas

Ahogyan az a bevezet6ben emlitésre keriilt, a vilagh&lon szamtalan vide6 talalhato, amiben
gordeszkasok bizoyos sebesség felett elesnek [7] [8] [9]. Ezt maradéktalanul egyik modell

segitségével sem sikeriilt belatni.

Az els6 modell, amely a gordeszkast tigy modellezi, hogy az rabizza magat a deszkara,
mereven all rajta, és kiilon nem szabalyozza az egyenes vonalii egyenletes mozgast. Ezen
az alapon felépitett mechanikai modell vizsgalata soran arra az eredményre jutottunk, hogy
nagyobb sebességnél a gordeszka stabilabb. Ez a kerékpar segitségével magyarazhato, ami
a hétkéznapokban sokat hasznalt kozlekedési eszkoz. Hiszen, ha feliiliink a kerékparra, azt
kis sebességnél szinte alig, vagy egyaltalan nem tudjuk egyensilyozni, mig ha megyiink vele,

akkor akar a korméanyt el is engedhetjiik, és a bicikli akkor sem fog eldélni.

A gordeszkanél is hasonl6 jelenség jatszodik le. Amennyiben 4ll6 helyzetben rajta allunk,
folyamatosan figyelniink kell arra, hogy a deszka ne billenjen félre. A kerékparos példa segit-
ségével konnyen elképzelhets, hogy ha gurulunk, akkor ez mar nem okoz akkora nehézséget.

Ez azonban nem magyarazza a fent emlitett videokban felléps rezgéses stabilitasvesztést.

Ezen dolgozatban késébb targyalt mechanikai modell - amely szabalyozokort is tartal-
maz, illetve az ember reflexidejét is modellezi - esetén valaszthato olyan szabalyozo pa-
raméterpar, mely esetén rezgéses stabilitasvesztés lép fel. Viszont errél a modellrél sem
mondhat6 el, hogy létezne egy olyan sebesség, amelynél nagyobb sebességekre nem lehet
olyan szabalyozd paramétereket valasztani, hogy a modell stabil legyen. Teh&t amennyiben
létezik olyan sebesség, amire a modell lehet stabil, akkor ennél nagyobb tetsz6leges sebesség

esetén mindig lesz olyan paraméterpar, melyre a modell szintén stabil.

Viszont, ha kijeloliink egy paraméterpart, akkor arrél nem mondhatd el, hogy stabil
maradna tetszélegesen nagy sebességre. El6fordulhat olyan is, hogy ez a stabil paraméterpar

csak gy allithato eld, hogy vagy a P vagy a D paraméter negativ.

Tehat a kezdetben megfelel6 pozitiv P és D paraméterek helyett a sebesség névekedésével
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nemcsak ezeken a paramétereken kell viltoztatni, hanem 4t kell menni negativ tartomanyba
is. Amennyiben az emberi szabalyozas nem eléggé adaptiv ehhez, akkor nem tudja megva-
lositani ezen paramétervaltoztatasokat.

Ezenkiviil, ahogyan azt az els6 modell is mutatja, lenne egy maésik lehetGsége is a gor-
deszkasnak arra, hogy nagy sebességnél se essen le a deszkarél. Amennyiben bemerevitené
a labat a gordeszkis — tehat rabizna magat a deszkara tgy, hogy az &t is egyensilyozza —,
akkor nagy sebességnél sem lépne fel az egyenes vonali egyenletes mozgas stabilitdsvesz-
tése. Ez nem csak az els6 modellen figyelheté meg, hanem a masodikon is. Hiszen bizonyos
sebbességtol a P = 0 és D = 0 ponton mindig dthalad a stabilitas hatarat jelz6 gorbe. Itt
mindig van esély a gordeszkat Ljapunov értelemben stabilan tartani. Ebben az esetben a

szabdlyozas kikapcsolasa megegyezik a P = 0 és D = (0 paraméterek valasztasaval.
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