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1. Bevezetés

Sokszor a legegyszer¶bb közlekedési eszközeink is érdekes, nem várt instabilitásokat mutat-

nak. Például a járm¶dinamikában mindmáig kutatott a kerékpárok [1] és gördeszkák [2]

lineáris stabilitása. Ezzel kapcsolatban rengeteg érdekes anyag található a világháló külön-

böz® videó megosztó portáljain, melyekb®l azt a következtetést lehet levonni, hogy bizonyos

sebesség fölött nehéz a gördeszka egyenes vonalú egyenletes mozgását megtartani.

A gördeszka az Amerikai Egyesült Államokból indult útjára a '60-as években, amikor

kaliforniai �atalok a méltán népszer¶ hullámlovaglás mintájára, a deszkájukra kerekeket

szeretlek, ezzel megalkotva az els® gördeszkákat. A '70-es években már megjelentek az els®

gördeszka-gyártó cégek is, illetve felépült az els® szabadtéri skatepark is. Magyarországon

1985-ben jelent meg ez a sportág, térhódítása a '90-es évek elején, majd az új évezred els®

évtizedének végén volt számottev® [3].

Manapság a gördeszkát használják közlekedési eszközként, trükköket mutatnak be annak

használatával, illetve egymás sebességrekordjait döntik meg. Az utóbbinál különösen fontos

a sebesség szerepe, de deszkától függ®en a mindennapi használat esetén is el®jöhetnek a

sebességnek betudható érdekes, és nem utolsósorban veszélyes jelenségek.

Gördeszkák mozgásának leírásával és a mozgás sebességfüggésével a '70-es évek óta � az

eszköz megjelenése után nem sokkal � már komolyabban foglalkoznak [4], hiszen ez a sport-

eszköz veszélyeket is rejt. A dolgozat célja egy, az ezekhez ehhez hasonló mechanikai modell

felállítása, amely kell®en egyszer¶, így lehet®séget ad a különböz® paraméterek vizsgálatára,

emellett megfelel®en reprezentálja a valóságot.

A dolgozatban két modellt állítottunk fel, az egyik a gördeszkást úgy modellezi, hogy az

rábízza magát a deszkára, nem próbálja azt stabilizálni, míg a második modellben a gör-

deszkás szabályozza a saját és deszkája mozgását. Mind a két esetben ember és deszkájának

egyenes vonalú egyenletes mozgásának lineáris stabilitását vizsgáljuk.
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2. Az önegyensúlyozó gördeszka

Ebben a fejezetben egy olyan modell kerül bemutatásra, amelyben az ember és a gördeszka

kapcsolatát merevnek tételezzük fel, elhanyagolva az ember szabályozó szerepét a gördeszka

egyenes vonalú mozgásának megvalósításában.

2.1. Egyszer¶ mechanikai modell
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2.1. ábra. Mechanikai modell

A mechanikai modell a 2.1 ábrán látható, amely csupán egy tömegpontot (F) tartalmaz,

illetve két darab tömeg nélküli rudat, valamint egy torziós rugót. Az F tömegpont szim-

bolizálja a gördeszkás tömegközéppontját, E pont a gördeszka elejét, H a hátulját, S pedig

a gördeszka geometriai közepét. A tömegpont az FS tömeg nélküli h hosszúságú rúdhoz

van rögzítve, mely az S pontban mereven kapcsolódik az EH rúdhoz. A modellben h szim-

bolizálja a gördeszkázó ember súlypontjának magasságát, valamint m a tömegét. Az EH

rúd 2l hosszúságú, és szintén tömeg nélküli, kifejezve azt, hogy a gördeszka tehetetlensége
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a rajta álló emberéhez képest elhanyagolható. A torziós rugó az FS rúd elfordulását gátolja

a talajhoz képest, amely a gördeszka kormányzásáért felel®s gumibakot modellezi, ennek

merevsége st.

Az álló vonatkoztatási rendszernek a talajt tekintjük, az ehhez rögzített koordináta-

rendszer a KR1 pX, Y, Zq. A továbbiakban a külön nem jelölt vektorok és tenzorok ebben a

koordinátarendszerben értend®ek. A KR2 px, y, zq koordinátarendszer a gördeszka S pontjá-

hoz rögzített, az EH rúdjával együtt forgó koordinátarendszer, ahol x az rHE vektor irányába

mutató tengely. Az EH rúd síkmozgást végez, így a z tengely minden id®pontban párhuza-

mos a Z tengellyel.

Ez a modell egy darab merev testet tartalmaz, melynek térben 6 szabadsági foka van,

valamint egy darab geometriai kényszert, miszerint az EH rúd síkon mozog. Ez a geomet-

riai kényszer 2 szabadsági fokot köt meg (z irányú elmozdulás és y körüli elfordulás), így

a modellnek 4 szabadsági foka marad (n � 4). Ezek alapján 4 darab általános koordináta

megválasztásával megfelel®en leírható a merevtest helyzete a térben. Az általános koordi-

nátavektor, az általános koordinátasebességek, valamint általános koordinátagyorsulások:

qptq �

��������
Xptq

Y ptq

ψptq

ϕptq

�������� , 9qptq �
dqptq

dt
�

��������
9Xptq

9Y ptq

9ψptq

9ϕptq

�������� és :qptq �
d 9qptq

dt
�

��������
:Xptq

:Y ptq

:ψptq

:ϕptq

�������� , (2.1.1)

ahol Xptq és Y ptq az S pont koordinátái, ψptq az EH rúd X tengellyel bezárt szöge, ϕptq

pedig az FS rúd z tengellyel bezárt szöge, ahogy azt a 2.1 ábra mutatja.

A gördeszka irányításának megfelel®en a ϕ és δ szögek között egyértelm¶ összefüggés van,

tehát E és H pontok sebességének iránya nem tetsz®leges. Ez két darab anholonom kényszert

jelent (hkin � 2), ami eggyel tovább csökkenti a modell szabadsági fokainak számát, ami így

3-ra csökken.

Ezt az összefüggést úgy kaphatjuk meg, ha megvizsgáljuk a deszkát kanyarodás közben.
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A gördeszkát úgy irányítjuk, hogy a deszkát vízszintes helyzetéhez képest x tengely körül ϕ

szöggel megbillentjük. Ekkor a deszkához mereven rögzített királycsap, melyet a 2.2 ábra

mutat, (eDKKR2
egységvektor) is elfordul a deszkával. A kerekek tengelye a királycsapra

mer®leges tengely körül képes elfordulni, így egyik kerék sem emelkedik el a talajtól.

2.2. ábra. A gördeszka kerékfelfüggesztése

Amikor a deszkát az x tengely körül ϕ szöggel elforgatjuk, akkor az eDKKR2
az alábbi

összefüggés szerint adható meg KR2-ben:

r̃DKKR2
� RKR2 � eDKKR2

�

�����
cosκ

sinκ sinϕ

� sinκ cosϕ

����� , (2.1.2)

ahol

RKR2 �

�����
1 0 0

0 cosϕ � sinϕ

0 sinϕ cosϕ

����� és eDKKR2
�

�����
cosκ

0

� sinκ

����� . (2.1.3)

A kerekek tengelye mer®leges a (2.1.2) módon kapott vektorra, illetve a z irányú egység-
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vektorra (ezKR2
) is, mivel a talaj síkjában helyezkedik el:

˜̃rDKKR2
� r̃DKKR2

� ezKR2
�
�

sinκ sinϕ � cosκ 0
�T
. (2.1.4)

A kerekek haladási sebességének és az x tengelynek a bezárt szöge megegyezik a kerekek

tengelyének és az y tengelynek a bezárt szögével, lévén, hogy ezek páronként mer®legesek

egymásra. Ezen vektorok bezárt szöge a δ kormányzási szög. Ennek a szögnek a koszinusza

skaláris szorzat segítségével meghatározható

��˜̃rDKKR2
� eyKR2

�� � ��˜̃rDKKR2

�� cos δ, (2.1.5)

ahol eyKR2
az y irányú egységvektor.

Kifejtve (2.1.5) összefüggést δ és ϕ szögek között a

sinϕtgκ � tgδ (2.1.6)

kapcsolat adódik.

2.2. A gördeszkás súlypontjának mozgásállapota

Ebben a fejezetben meghatározásra kerül a 2.1 ábrán F bet¶vel jelölt anyagi pont sebessége,

illetve gyorsulása. Az S pont sebessége

vS �
�

9X 9Y 0
�T

(2.2.1)

és a merev test szögsebessége KR2 koordinátarendszerben könnyen felírható

ωKR2 �
�

9ϕ 0 9ψ
�T
, (2.2.2)
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ami KR1 koordinátarendszerben

ω �
�

9ϕ cosψ 9ϕ sinψ 9ψ
�T
. (2.2.3)

Az F pont sebessége a merev test kinematikájára vonatkozó redukciós képlettel

vF � vS � ω � rSF, (2.2.4)

ahol rSF az S pontból az F pontba mutató vektor

rSF �
�
h sinϕ sinψ �h sinϕ cosψ h cosϕ

�T
, (2.2.5)

ezekkel

vF �

�����
9X � h 9ϕ cosϕ sinψ � h 9ψ cosψ sinϕ

9Y � h 9ϕ cosϕ cosψ � h 9ψ sinϕ sinψ

�h 9ϕ sinϕ

����� . (2.2.6)

Az F pont gyorsulása

aF � aS � ε� rSF � ω � pω � rSFq , (2.2.7)

ahol

aS � 9vS és ε � 9ω �

�����
� 9ϕ 9ψ sinψ � :ϕ cosψ

9ϕ 9ψ cosψ � :ϕ sinψ

:ψ

����� . (2.2.8)
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Kiértékelve a (2.2.7) összefüggést az F pont gyorsulására az

aF �

�����
:X � h sinψ

�
:ϕ cosϕ�

�
9ϕ2 � 9ψ2

	
sinϕ

	
� h cosψ

�
2 9ϕ 9ψ cosϕ� :ψ sinϕ

	
:Y � h cosϕ

�
2 9ϕ 9ψ sinψ � :ϕ cosψ

	
� h sinϕ

��
9ϕ2 � 9ψ2

	
cosψ � :ψ sinψ

	
�h p 9ϕ2 cosϕ� :ϕ sinϕq

�����
(2.2.9)

eredmény adódik.

2.3. Kinematikai kényszerek

Az E és H pontok sebessége felírható a szögsebesség, illetve az S pont sebességének segítsé-

gével, valamint az irányuk ismert, ahogy az a 2.1 ábrán is látható.

2.3.1. Az els® pont sebessége

Az E pont sebessége felírható

vE � vS � ω � rSE (2.3.1)

módon, ahol rSE az S pontból E pontba mutató vektor, illetve az ismert iránya alapján

vE �
�
vE cos pψ � δq vE sin pψ � δq 0

�T
, (2.3.2)

ahol vE a vE vektor hossza.

A (2.3.1) és (2.3.2) egyenletekb®l kiküszöbölve vE-t a

9X sin pδ � ψq � 9Y cos pδ � ψq � l 9ψ cos δ � 0 (2.3.3)

kapcsolat adódik az általános koordináták és általános koordinátasebességek között.
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2.3.2. A hátsó pont sebessége

A H pont sebessége is felírható az alábbi két módon

vH � vS � ω � rSH (2.3.4)

és

vH �
�
vH cosψ � δ vH sinψ � δ 0

�T
, (2.3.5)

ahol rSH az S pontból H pontba mutató vektor (rSH � �rSE), illetve vH a vH vektor hossza.

A (2.3.3) egyenlettel adott, E pont sebességére vonatkozó kinematikai kényszer konstru-

álásához hasonlóan a (2.3.4) és (2.3.5) egyenletekb®l kiküszöbölve vH-t kapjuk a H pontra

vonatkozó kinematikai kényszert leíró egyenletet

9X sin pδ � ψq � 9Y cos pδ � ψq � l 9ψ cos δ � 0. (2.3.6)

2.3.3. Kinematikai kényszerek mátrixos formában

A kinematikai kényszerek felírhatóak a könnyebb kezelhet®ség érdekében az alábbi vektoros

alakban:

A 9q�A0 � 0, (2.3.7)

ahol

A �

�� sinψ � cosψ sinϕ tgκ � cosψ � sinϕ sinψ tgκ �l 0

sinψ � cosψ sinϕ tgκ � cosψ � sinϕ sinψ tgκ l 0

�� (2.3.8)

és

A0 �
�

0 0
�T
. (2.3.9)
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2.4. Mozgásegyenletek

A mozgásegyenleteket ebben a dolgozatban három különböz® módszerrel is származtatjuk.

Ezek közül el®ször az Appell�Gibbs-egyenletekkel való meghatározást mutatjuk meg, majd

utána a Routh�Voss-egyenletekkel történ®t, végül pedig közvetlenül a dinamika alaptételé-

nek segítségével határozzuk meg a mozgásegyenleteket, melyekr®l belátható, hogy ekviva-

lensek egymással.

2.4.1. Appell�Gibbs-egyenletek

Ezen módszer els®rend¶ di�erenciálegyenlet - rendszerként szolgáltatja a mozgásegyenleteket

(lásd [5]), ami a numerikus szimuláció szempontjából el®nyös.

Az Appell � Gibbs - egyenleteknek megfelel®en a kinematikai kényszerek kielégítéséhez

pszeudosebességek választása szükséges. A pszeudosebességeket az általános koordinátase-

bességek lineáris kombinációjából állítjuk el®. Jelölje ezen pszeudosebességekb®l képzett

vektort σ. Az Appell � Gibbs - egyenleteknél az általános koordinátasebességekre az alábbi

összefüggés teljesül: �� A

B

��
9q �

�� �A0

σ

�� , (2.4.1)

amelyb®l az általános koordinátasebességek az alábbi módon fejezhet®k ki:

9q �

�� A

B

���1�� �A0

σ

�� . (2.4.2)

A választandó pszeudosebességek száma ρ � n � hkin � 2, így a (2.4.2) kifejezésben

szerepl® mátrix invertálható lesz, azaz B-nek kett® sora és négy oszlopa van. Ezt a mátrixot

intuitív módon választjuk:

B �

�� cosψ sinψ 0 0

0 0 0 1

�� , (2.4.3)
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a pszeudosebességek vektora is két soros:

σ �

�� σ1

σ2

�� . (2.4.4)

Ezzel a B mátrix választással a (2.4.1) egyenletb®l kifejezhet®ek a pszeudósebességek

σ1 � 9X cosψ � 9Y cosψ és σ2 � 9ϕ. (2.4.5)

Észrevehet®, hogy σ1 a gördeszka hosszanti irányú sebessége, σ2 pedig a gördeszkás "relatív"

szögsebességének tekinthet®.

Ismerve az A és B mátrixokat, illetve az A0 vektort, a (2.4.2) összefüggés segítségével

kifejezhet®ek az általános koordinátasebességek��������
9X

9Y

9ψ

9ϕ

�������� �

��������
σ1 cosψ

σ1 sinψ

�σ1
sinϕtgκ

l

σ2

�������� (2.4.6)

és gyorsulások ��������
:X

:Y

:ψ

:ϕ

�������� �

��������
σ2
1 sinψ sinϕtgκ

l
� 9σ1 cosψ

�σ2
1 cosψ sinϕtgκ

l
� 9σ1 sinψ

�σ1σ2
cosϕtgκ

l
� 9σ1

sinϕtgκ
l

9σ2

�������� . (2.4.7)

Az Appell�Gibbs-módszer alapján a gyorsulási energia i-edik pszeudogyorsulások szerinti

deriváltja egyezik meg a pszeudoer® i-edik komponensével

BS

B 9σi
� Πi, i � 1, 2. (2.4.8)
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A gyorsulási energiát, hasonlóan a mozgási energiához az

S �
1

2
maF � aF (2.4.9)

módon állíthatjuk el®, ahol m az anyagi pont tömege (a (2.4.9) összefüggés anyagi pontra

vonatkozik, ez használható ezen modell esetén, hiszen a rudak tömeg nélküliek, ebb®l kifo-

lyólag tehetetlenségi nyomatékuk is zérus). Behelyettesítve az aF-et a (2.2.9) összefüggésb®l

a (2.4.9) összefüggésbe:

S � m
2l4

�
sin2 ϕtgκ2 pl � h sinϕ2tgκq

2
σ4
1

	
� m

2
h2σ4

2�

mh
4l2

sinϕtgκσ2
1σ

2
2 ph p11 � 7 cos 2ϕq tgκ� 4lq sinϕ�

3mh
l2

cosϕ sinϕtgκ p�l � h sinϕ2tgκqσ1σ2 9σ1 �
m
2l2
pl � h sinϕ2tgκq

2
9σ2
1�

mh
2l2

sin p2ϕqtgκσ2
1

�
l � h sin2 ϕtgκ

�
9σ2 �

m
2
h2 9σ2

2.

(2.4.10)

A pszeudoer®t az aktív er®k (nehézségi er®, torziós rugó) virtuális teljesítményéb®l

(2.4.12) lehet meghatározni olyan módon, hogy ennek meg kell egyeznie a pszeudoer®k

virtuális teljesítményével (2.4.11):

δP �
¸
i

Πiδσi, (2.4.11)

δP � G � δvF �Mst,KR2 � δωKR2. (2.4.12)

A (2.4.12) összefüggésben szerepl® G az m tömegre ható nehézségi er®

G �
�

0 0 �mg
�T
, (2.4.13)

Mst,KR2 pedig a torziós rugó által létrehozott nyomaték a KR2 koordinátarendszerben

Mst,KR2 �
�
�stϕ 0 0

�T
KR2

, (2.4.14)
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valamint ωKR2 a merev test szögsebessége a KR2 koordinátarendszerben.

A (2.4.11) (2.4.12) egyenleteket egymással egyenl®vé téve, valamint felhasználva azt,

hogy esetünkben i � 1, 2.

Π2δσ1 � Π2δσ2 � pmgh sinϕ� stϕq δσ2 (2.4.15)

összefüggés adódik, amib®l a pszeudosebességek együtthatójának összehasonlításával a

Π1 � 0 és Π2 � mgh sinϕ� stϕ (2.4.16)

eredmény kapható.

A (2.4.8) összefüggésb®l esetünkben két darab egyenlet származik i � 1 esetén

m

2l2

�
3h sin p2ϕqtgκ

�
�l � h sin2 ϕtgκ

�
σ1σ2 � 2

�
l � h sin2 ϕtgκ

�2
9σ1

	
� 0 (2.4.17)

és i=2 esetén

mh

2l2
�
sin p2ϕqtgκ

�
l � h sin2 ϕtgκ

�
σ2
1 � 2hl2 9σ2

�
� mgh sinϕ� stϕ. (2.4.18)

A (2.4.17) és (2.4.18) egyenleteket átrendezve 9σ1-ra és 9σ2-ra, illetve ezekhez hozzáf¶zve

az általános koordinátasebességeket pszeudosebességekkel kifejez® összefüggéseket (2.4.6)
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felírható a rendszert leíró els®rend¶ di�erenciálegyenlet-rendszer:

9σ1 �
3h sin p2ϕqtgκσ1σ2

2
�
l � h sin2 ϕtgκ

� (2.4.19a)

9σ2 �
mgh sinϕ� stϕ

mh2
�

sin p2ϕqtgκ
�
l � h sin2 ϕtgκ

�
2hl2

σ2
1 (2.4.19b)

9X � σ1 cosψ (2.4.19c)

9Y � σ1 sinψ (2.4.19d)

9ψ � �σ1
sinϕtgκ

l
(2.4.19e)

9ϕ � σ2 (2.4.19f)
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2.4.2. Routh�Voss-egyenletek

A Routh�Voss-egyenletek el®állítási módja hasonlít a másodfajú Lagrange-egyenletek el®ál-

lításához, azzal a többlettel, hogy ez a módszer �gyelembe veszi az anholonom kényszereket

úgynevezett multiplikátorokkal. Az el®állítási módja

d

dt

BT

B 9qk
�
BT

Bqk
� Qk �

ḩ

β�1

µβAβ,k, k � 1, ..., n (2.4.20a)

ņ

k�1

Aβ,k 9qk � Aβ � 0, β � 1, ..., hkin (2.4.20b)

ahol µβ a Lagrange-multiplikátor. Qk jelen esetben el®állítható a küls® er®k U potenciál-

függvény felhasználásával:

Qk � �
BU

Bqk
. (2.4.21)

A kinetikus energia (2.4.22) felírható egyszer¶en az anyagi pontra vonatkozó összefüggés

segítségével, mivel a rudak tömegnélküliek:

T � 1
2
mvF � vF � m

2
h2 sin2 ϕ 9ϕ2 � m

2

�
9X � h 9ϕ cosϕ sinψ � h 9ψ cosψ sinϕ

	2
�

m
2

�
9Y � h 9ϕ cosϕ cosψ � h 9ψ sinϕ sinψ

	2
.

(2.4.22)

A küls® er® a gravitációs térb®l származó er®, illetve a torziós rugó által kifejtett nyo-

maték összegéb®l áll el®, tehát szükséges ezen er®k potenciálfüggvénye. A gravitációs er®

potenciálfüggvénye a zérus helyet a fels® egyensúlyi helyhez választva (ϕ � 0) a következ®:

Ug � �mgh p1 � cosϕq . (2.4.23)

A rugóer® potenciálfüggvénye, a zérus helyet szintén a ϕ � 0 helyhez választva

Ust �
1

2
stϕ

2. (2.4.24)
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Ezek alapján a potenciálfüggvény:

U � Ug � Ust � �mgh p1 � cosϕq �
1

2
stϕ

2. (2.4.25)

Ezeket felhasználva a mozgásegyenletek:

m
�

:X �
�
:ϕ cosϕ�

�
9ϕ2 � 9ψ2

	
sinϕ

	
h sinψ �

�
2 9ϕ 9ψ cosϕ� :ψ sinϕ

	
h cosψ

	
�

p�µ1 � µ2q cosψ sinϕtgκ� pµ1 � µ2q sinψ (2.4.26a)

m
�
:Y �

�
2 9ϕ 9ψ sinψ � :ϕ cosψ

	
h cosϕ�

��
9ϕ2 � 9ψ2

	
cosψ � :ψ sinψ

	
h sinϕ

	
�

µ1pcosψ � sinϕ sinψtgκq � µ2pcosψ � sinϕ sinψtgκq (2.4.26b)

mh sinϕ
�

2h 9ϕ 9ψ cosϕ� :X cosψ � :Y sinψ � h :ψ sinϕ
	
� �lµ1 � lµ2 (2.4.26c)

mh
�
g sinϕ�

�
h 9ψ2 sinϕ� :X sinψ � :Y cosψ

	
cosϕ� h :ϕ

	
� stϕ � 0 (2.4.26d)

psinψ � cosψ sinϕtgκq 9X � pcosψ � sinϕ sinψtgκq 9Y � l 9ψ � 0 (2.4.26e)

psinψ � cosψ sinϕtgκq 9X � p� cosψ � sinϕ sinψtgκq 9Y � l 9ψ � 0 (2.4.26f)

A (2.4.26) egyenletrendszer ekvivalens a (2.4.19) egyenletrendszerrel, ez látható amennyi-

ben a µ1 és µ2 paramétereket kiküszöböljük a (2.4.26) egyenletekb®l, illetve itt is bevezetjük

a σ1 és σ2 változókat. Azonban ezen hosszadalmas számítás részleteinek ismertetését®l most

eltekintünk. Jelen mechanikai modell esetén is jól látható, hogy az Appell�Gibbs-módszerrel

származtatott mozgásegyenletek egyszer¶bb alakúak, mint a Routh-Voss-módszerrel szár-

maztatottak.
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2.4.3. Dinamika alaptételével származtatott mozgásegyenletek

Ebben a fejezetben a mozgásegyenleteket Newton második axiómájának segítségével szár-

maztatjuk, amely �
9I, 9ΠA

�
A
� rF,MAsA , (2.4.27)

ahol I � mv a merev test impulzusa, F a merev testre ható er®k összessége, ΠA az A pontra

vonatkozó perdület, MA pedig az A pontra számított nyomaték. Ez az összefüggés akkor

igaz, ha A súlypont vagy tartósan álló pont.

A mechanikai modell két részre osztható: egy tömegpontra (1) és egy tömeggel nem

rendelkez® rudakból összeállítható merev testre (2). A tömegpontnak a szabad-test-ábrái

a 2.3 ábrán láthatóak, a rudaknak a szabad-test-ábráit pedig a 2.4 ábra mutatja. (Ahol

a kék szín a sebességet, a piros a gyorsulást, a világoszöld az er®t, valamint a sötétzöld a

nyomatékot jelöli.)

A tömegpont esetén természetesen a (2.4.27) dinamika alaptétel egyszer¶södik és csupán

az 9I � F összefüggés írható fel.

Y

X

F

KX

KY

a FX

a FY

(a) X-Y nézet

Z,z

Y

F

KY

KZ

G

Kz=

a FZ

a FY

(b) Y-Z nézet

2.3. ábra. A tömegpont (1) szabad-test-ábrái

Mivel H és E pontok (2.4 ábra) sebességének iránya ismert, ezért ezen kényszereket

létrehozó er®k iránya ismert (sebességekre mer®leges). Ezen er®k felbonthatóak XY síkba

es®, illetve Z komponensekre. A H és E pontokban ébred® Z irányú er®t a gördeszka mentén
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Y

X

S

H

E

l

l

h sin

v

H

v

E

KX

Ky

M

st

HXY

EXY

F

c
C

(a) X-Y nézet

z

y

M

st

S

F

K

h

z

(b) y-z nézet

Z

Y

M

st

S

F

Kz

KY

E
H

C

h

sin

C

(c) Y-Z nézet

2.4. ábra. A tömeg nélküli szerkezet (2) szabad-test-ábrái

S ponttól c távolságra C néven vettük �gyelembe. A 2.4 ábrán látható még a torziós rugó

által létrehozott nyomaték, illetve az F pontnál a tömegpontról átadódó er®komponensek.

A dinamika alaptétele az anyagi pontra (1)

maF � FF, (2.4.28)

ahol FF az anyagi pontra ható er®. Ez felírható

FF � K�G, (2.4.29)

ahol

K �

�����
KX

KY

KZ

����� és G �

�����
0

0

�mg

����� . (2.4.30)

A (2) testre a dinamika alaptételét az S pontra írtuk fel, de ezek lényegében statikai
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egyenletekké egyszer¶södnek, mivel a rudak tömege zérus:

0 � F2, (2.4.31a)

0 � M2S . (2.4.31b)

ahol F2 a (2) testre ható ere®k összessége

F2 � E�H�C� p�Kq , (2.4.32)

M2S pedig az S pontra számított nyomaték

M2S � rSE � E� rSH �H� rSC �C� rSF � p�Kq �Mst . (2.4.33)

Az er®k, illetve nyomatékok meghatározásához szükséges vektorok:

C �

�����
0

0

C

����� , rSC � c

�����
cosψ

sinψ

0

����� ,E �

�����
EXY cos pψ � δ � π{2q

EXY sin pψ � δ � π{2q

0

����� , (2.4.34a)

rSE � l

�����
cos pψq

sin pψq

0

����� ,H �

�����
HXY cos pψ � δ � π{2q

HXY sin pψ � δ � π{2q

0

����� , rSH � l

�����
cos pψ � πq

sin pψ � πq

0

�����
(2.4.34b)

rSF � h

�����
sinϕ cos pψ � π{2q

sinϕ sin pψ � π{2q

cosϕ

����� ,Mst � stϕ

�����
cos pψ � πq

sin pψ � πq

0

����� . (2.4.34c)

Ezek segítségével felírható a mozgásegyenleteket tartalmazó egyenletrendszer. Véve

az (2.4.28) és (2.4.31) egyenletrendszereket, valamint a kinematikai kényszereket de�niáló
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egyenleteket (2.3.7) a mozgásegyenletek:

m
�

:X � h sinψ
�
:ϕ cosϕ�

�
9ϕ2 � 9ψ2

	
sinϕ

	
� h cosψ

�
2 9ϕ 9ψ cosϕ� :ψ sinϕ

		
� KX ,

(2.4.35a)

m
�
:Y � h cosϕ

�
2 9ϕ 9ψ sinψ � :ϕ cosψ

	
� h sinϕ

��
9ϕ2 � 9ψ2

	
cosψ � :ψ sinψ

		
� KY ,

(2.4.35b)

�mh
�
9ϕ2 cosϕ� :ϕ sinϕ

�
� KZ �mg, (2.4.35c)

0 � pEXY �HXY q cosψ sinϕtgκ� pEXY �HXY q sinψ �KX , (2.4.35d)

0 � pEXY �HXY q cosψ � p�EXY �HXY q sinϕ sinψtgκ�KY , (2.4.35e)

0 � C �KZ � 0, (2.4.35f)

0 � hKY cosϕ� hKZ sinϕ cosψ � cC sinψ � stϕ cosψ, (2.4.35g)

0 � hKX cosϕ� hKZ sinϕ sinψ � cC cosψ � stϕ sinψ, (2.4.35h)

0 � pEXY �HXY ql � h sinϕpKX cosψ �KY sinψq, (2.4.35i)

psinψ � cosψ sinϕtgκq 9X � pcosψ � sinϕ sinψtgκq 9Y � l 9ψ � 0, (2.4.35j)

psinψ � cosψ sinϕtgκq 9X � p� cosψ � sinϕ sinψtgκq 9Y � l 9ψ � 0. (2.4.35k)

Kiküszöbölve a (2.4.35) egyenletekb®l KX , KY , KZ , EXY , HXY , d, C paramétereket kap-

juk a rendszer mozgását leíró di�erenciálegyenlet rendszert:

mh
��
h 9ψ2 sinϕ� :X sinψ � :Y cosψ

	
cosϕ� h :ϕ

	
� stϕ�mgh sinϕ, (2.4.36a)

m
�
l � htgκ sin2 ϕ

� �
2h 9ϕ 9ψ cosϕ� :X cosψ � :Y sinψ � h :ψ sinϕ

	
� 0, (2.4.36b)

psinψ � cosψ sinϕtgκq 9X � pcosψ � sinϕ sinψtgκq 9Y � l 9ψ � 0, (2.4.36c)

psinψ � cosψ sinϕtgκq 9X � p� cosψ � sinϕ sinψtgκq 9Y � l 9ψ � 0. (2.4.36d)

A (2.4.36) egyenletrendszerr®l is belátható, hogy a σ1 és σ2 függvények bevezetésével a

(2.4.19) egyenletrendszerrel azonos.
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2.5. Lineáris stabilitásvizsgálat

Az egyszer¶ség kedvéért a további vizsgálatok során az Appell-Gibbs-egyenletek segítségével

meghatározott (2.4.19) mozgásegyenleteket használjuk.

2.5.1. Stacionárius mozgás

A már említett egyenes vonalú egyenletes mozgáshoz, mint stacionárius megoldáshoz tartozó

állapotváltozók az alábbiak:

σ1 � σ1,0 � V, σ2 � σ2,0 � 0, X � V t�X0 � V t,

Y � Y0 � 0, ψ � ψ0 � 0, ϕ � ϕ0 � 0.
(2.5.1)

Ezek az állapotváltozó-értékek valóban kielégítik a (2.4.19) di�erenciálegyenlet rendszert.

Ennek megfelel®en vezessünk be egy új állapotváltozót σ1 helyett

σ1ptq :� rσ1 � σ1,0 � rσ1 � V. (2.5.2)

Ez az új rσ1 változó most már nem a gördeszka hosszanti irányú sebességét jelöli, hanem

annak egy konstans V -t®l való eltérését. Ezzel az új változóval a (2.4.19) di�erenciálegyenlet

rendszer az alábbi módon néz ki
�
9σ1 � 9rσ1	:

9rσ1 � 3h sin p2ϕqtgκ prσ1 � V qσ2

2
�
l � h sin2 ϕtgκ

� (2.5.3a)

9σ2 �
mgh sinϕ� stϕ

mh2
�

sin p2ϕqtgκ
�
l � h sin2 ϕtgκ

�
2hl2

prσ1 � V q2 (2.5.3b)

9X � prσ1 � V q cosψ (2.5.3c)

9Y � prσ1 � V q sinψ (2.5.3d)

9ψ � �prσ1 � V q
sinϕtgκ

l
(2.5.3e)

9ϕ � σ2 (2.5.3f)
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Meg�gyelhet®, hogy a 9X, 9Y , 9ψ általános koordináta sebességekre vonatkozó egyenletek

leválaszthatóak, mivel az X, Y, ψ koordináták a (2.5.3a), (2.5.3b) és (2.5.3f) egyenletekben

nem jelennek meg. A stabilitásvizsgálat során csak ezzel a három egyenlettel foglalkozunk.

2.5.2. Linearizálás

A linearizálást a leválasztás után maradt három változó szerint, mindegyik esetében a 0

egyensúlyi hely körül végezve kapjuk az

9X � JX, (2.5.4)

ahol

9X �

�����
9rσ1
9σ2

9ϕ

����� ,J �

�����
0 0 0

0 0 g
h
� st

h2m
� V 2tgκ

hl

0 1 0

����� ,X �

�����
rσ1
σ2

ϕ

����� . (2.5.5)

Észrevehet®, hogy kis kitérés¶ mozgás esetén a gördeszka hosszirányú sebességváltozása

nem befolyásolja a gördeszka keresztirányú mozgását.

2.5.3. Stabilitásvizsgálat

Helyettesítsük be az X � Ceλt exponenciális próbafüggvényt a (2.5.4) egyenletbe, ahol

C P C3 és λ P C. Ezzel a helyettesítéssel a lineáris együtthatómátrix pJq karakterisztikus

egyenlete a következ® lesz:

λ

�
λ2 �

g

h
�

st
mh2

�
V 2tgκ

hl



� 0. (2.5.6)

A (2.5.6) karakterisztikus egyenlet megoldásai λ-ra nézve

λ1 � �

c
g

h
�

st
mh2

�
V 2tgκ

hl
, λ2 � 0 és λ3 �

c
g

h
�

st
mh2

�
V 2tgκ

hl
. (2.5.7)
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Az aszimptotikus stabilitás feltétele, hogy az egyenlet gyökeinek valós része negatív le-

gyen. Ez semmilyen V -re sem teljesül, mivel λ2 � 0, de Ljapunov értelemben lehet stabilis

a rendszer, ha a gyökök valós része pontosan 0. Ez akkor teljesül, ha λ1 és λ2 valósrésze

is 0. Tehát Ljapunov értelemben stabilis akkor lehet ez az egyensúlyi helyzet, ha λ1 és λ2

értékei tisztán képzetesek, tehát ha

g

h
�

st
mh2

�
V 2tgκ

hl
¤ 0. (2.5.8)

A (2.5.8) összefüggés mutatja, hogy a stabil tartomány elérhet® a rugómerevség növelésé-

vel, valamint a sebesség növelésével. A rugómerevség értéke a gördeszka tervezési fázisában

megválasztható, azonban a túl nagy merevség a gördeszka man®verezhet®ségét rontja. Így

ezen paraméter változtatását jelen tanulmányban nem vizsgáljuk. Meg�gyelhet®, hogy tet-

sz®leges nem negatív tömeg, nem negatív súlypont magasság és nem negatív rugómerevség

mellet is létezik olyan V sebesség, amivel megegyez® vagy annál nagyobb sebességre az egye-

nes vonalú mozgás stabil. Ezt a sebességet nevezzük Vstab kritikus sebességnek, ami csak a

gördeszka geometriai paramétereit®l függ:

Vstab �

d
gl

tgκ
� 1, 40281 rm{ss . (2.5.9)

A (2.5.8) stabilitási feltételb®l kifejezhet® az a sebesség, melyre az egyensúlyi helyzet

stabil

V ¡ Vkrit �

d
l

tgκ

�
g �

st
mh

	
. (2.5.10)

2.1. táblázat. A gördeszka adatai

l rms 0,3937
g rms�2s 9,81
κ r�s 0,85

Ezek alapján megrajzolható a st és V paramétertéren a stabilitástérkép. Az egyenes
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vonalú egyenletes mozgás azon paraméterértékekre instabil, ahol a 2.5 ábrán a szürkített

tartományba esik. Az ábra a 2.1 és 2.2 táblázatokban szerepl® adatok felhasználásával

készült.

1. 2.

2.5. ábra. Önegyensúlyozó gördeszka stabilitástérképe

2.2. táblázat. A gördeszkás adatai

h rms 0,85
m rkgs 75

A 2.5 ábrán vázolt stabilitástérkép Ljapunov stabilitásra vonatkozik, ez megfelel a �zikai

szemléletnek, mivel a ϕ elfordulást nem csillapítja semmi, így az nem fog lecsengeni.

2.6. Az eredmények értékelése

Láthatjuk, hogy ennél a modellnél ha adott paraméterértékekre az egyensúlyi helyzet stabil,

akkor a sebesség növelésével az stabil marad. Ez az eredmény �zikailag elképzelhet®, hiszen

a már említett kerékpárokra is hasonló eredmény kapható, miszerint nagyobb sebességnél

könnyebb egyensúlyozni.
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Numerikus szimulációkat végeztünk az st � 35 [Nm] V � 1, 36 [m/s], illetve V � 1, 39

[m/s] paraméterek mellett, mely paraméterpontokat a 2.5 ábrán az 1. és 2. potnok jelölik,

mely eredmények megegyeznek a stabilitási térkép eredményeivel. A numerikus szimulá-

ciókat MatLab program segítségével készítettük, állandó lépésköz¶, negyedrend¶ Runge�

Kutta-módszerrel a σ2p0q � 0, 01 [rad/s] és ϕp0q � π{50 [rad], valamint rσ1p0q � Xp0q �

Y p0q � ψp0q � 0 kezdeti feltételekkel. Az 1. paraméterpárhoz a 2.6 ábrák tartoznak, míg a

2. paraméterpároz pedig a 2.7 ábrák.

Az st � 35 [Nm] és V � 1, 36 [m/s] paraméterekkel végzett numerikus szimuláción lát-

szik, hogy a ϕ függvény periodikusan változik, de nem a ϕ � 0 egyensúlyi helyzet körül,

hanem egy ett®l eltér® szöghelyzet körül. Ennek megfelel®en a gördeszka az X�Y síkon kör-

szer¶ pályára áll. Ezzel szemben nagyobb sebességnél (V � 1, 39 [m/s]) a ϕ � 0 egyensúlyi

helyzet stabil, így ekörül változik a ϕ szög.

Ezzel a modellel azt nem lehet belátni, hogy bizonyos sebesség fölött nehézségekbe üt-

közne az egyenes vonalú egyenletes mozgási állapot megtartása.
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2.6. ábra. 1. ponthoz tartozó szimuláció (V=1,36 [m/s] és st=35 [Nm])
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2.7. ábra. 2. ponthoz tartozó szimuláció (V=1,39 [m/s] és st=35 [Nm])



31

3. Mérési eredmények

Azt az eredményt, hogy a sebesség növelése segít az egyenes vonalú egyenletes mozgás stabi-

litásában, kísérlettel mutatjuk meg. Ehhez el®ször szükség van a gördeszka paramétereinek

a megmérése.

3.1. A gördeszka paraméterei

A gördeszka méretei megtalálhatóak a márka honlapján [6], miszerint a deszka hossza 31",

szélessége pedig 8". Ezek alapján a gördeszka félhossza és félszélessége

l � 0, 3937 [m],

bdesz � 0, 1016 [m].
(3.1.1)

A κ szöget a deszka adatlapja nem tartalmazza, így annak meghatározásához mérés

szükséges. A mérésr®l készült képek a 3.1 ábrán láthatóak. Ez alapján

κ � 63 r�s. (3.1.2)

(a) (b)

3.1. ábra. A κ szög mérése
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3.2. Kritikus sebesség létezése

Az elmélet igazolására olyan kísérletet állítottunk össze, amely segítségével megállapítható

az, hogy V � 0 [m/s] sebességnél a fels® egyensúlyi helyzet instabil, míg ha egy sebességgel

ellökjük a deszkát, akkor az nem kezd el kanyarodni, hanem egyenes körül ingadozva gurul.

Ehhez összeállítottunk egy, a deszkához csavarokkal hozzáer®síthet® szerkezetet, mely

segítségével változtatható a h magasság és m tömeg. A szerkezet egy kör keresztmetszet¶

rúdból áll, ami rá van hegesztve egy acéllemezre, melyen furatok találhatóak. Ezen furatok,

illetve egy másik lemez segítségével rögzíthegjük a függ®leges rudat a gördeszkára.

A rúd is át van fúra, így a súlyok csavarok segítségével a választott magasságban rögzít-

het®ek. Így beállítható, hogy mennyire d®ljön ki a rúd a függ®leges helyzetéb®l. A méréshez

használt szerkezetr®l képeket láthatunk a 3.2 és 3.3 ábrákon.

A mérés során azt tapasztaltuk, hogy a kezdetben statikusan instabil szerkezet (3.4 és

3.5 ábrák) bizonyos sebességt®l kzedve már az egyenes pálya körül ingadozva mozgott. Ez

megegyezik az elméletben levezetett eredményekkel.

3.2. ábra. Kísérleti berendezés
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3.3. ábra. Kísérleti berendezés elemei

3.4. ábra. Instabil állapot
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3.5. ábra. Instabil állapot
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4. Szabályozott gördeszka

A 2. fejezetben bemutatott modellel nem lehet azt belátni, amit a világhálón megtalálható

videók sejtetnek, miszerint a sebesség nem feltétlenül segít az egyensúlyi állapot megtartá-

sában. Ezért a ebben a fejezetben úgy modellezzük a gördeszkát és rajta az embert, hogy a

gördeszkázó már szabályozni akarja ezt a bizonyos egyenes vonalú egyenletes mozgást. To-

vábbra is a 2. fejezetben bemutatott modellhez hasonló egyszer¶ szerkezettel modellezzük

a gördeszkást és deszkáját.

4.1. B®vített mechanikai modell

j

Ψ

vE

∆

vH

∆

X

Y

Z

x

y
z

S E

H

F

l

l

h

P

m

D

g

4.1. ábra. Szabályozókörrel rendelkez® mechanikai modell

Ahogyan a bevezet®ben említésre került, ez a modell megegyezik a 2. fejezetben be-

mutatottal, csak a torziós rugó helyett egy PD szabályozási kör biztosítja a visszatérít®

nyomatékot (4.1 ábra). Mivel ez a szabályozás az embert modellezi, aki nem azonnal reagál

a környezetére, tehát re�exideje nem nulla, ezt a modell id®késleltetett szabályozással veszi
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�gyelembe, melyben az id®késést τ jelöli.

Ezenkívül a modell teljes egészében megegyezik a 2. fejezetben ismertetettel, tehát a

geometriai és az anholonom kényszerek, az általános koordináták és a koordinátarendszerek

is megegyeznek.

4.2. Mozgásegyenletek

Ebben a modellben a mozgásegyenletek levezetésére már csak az Appell�Gibbs-módszert

használjuk. Mivel az anholonom kényszerek és az általános koordináták megegyeznek, ezért

a pszeudosebességek is ugyanarra adódnak (2.4.5). Ebb®l következ®en az általános koordiná-

tasebességek (2.4.6) és gyorsulások (2.4.7) is megegyeznek a pszeudósebességekkel kifejezve,

illetve a gyorsulási energia (2.4.10) sem változik, tehát annak pszeudogyorsulás szerinti de-

riváltjai sem. A két modell közötti különbség a pszeudoer®ben van.

A pszeudoer® el®állítása is hasonlóan történik az aktív er®k látszólagos teljesítményével

δP � G � δvF �MPD,KR2 � δωKR2, (4.2.1)

ahol

MPD,KR2 �
�
�Pϕ pt� τq �D 9ϕ pt� τq 0 0

�T
KR2

. (4.2.2)

Felhasználva a (2.4.11) összefüggést

Π2δσ1ptq � Π2δσ2ptq � pmgh sinϕptq � Pϕptq pt� τq �D 9ϕ pt� τqq δσ2ptq, (4.2.3)

ebb®l a virtuális pszeudosebességek együtthatójának összehasonlításával adódik a

Π1 � 0 és Π2 � mgh sinϕptq � Pϕ pt� τq �D 9ϕ pt� τq . (4.2.4)

A pszeudoer®k segítségével meghatározhatóak a mozgásegyenletek, valamint felhasználva
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azt, hogy 9ϕ pt� τq � σ2 pt� τq.

9σ1ptq �
3h sin p2ϕptqqtgκσ1ptqσ2ptq

2
�
l � h sin2 ϕptqtgκ

� (4.2.5a)

9σ2ptq �
mgh sinϕptq � Pϕ pt� τq �Dσ2 pt� τq

mh2
�

�
sin p2ϕptqqtgκ

�
l � h sin2 ϕptqtgκ

�
2hl2

σ2
1ptq (4.2.5b)

9Xptq � σ1ptq cosψptq (4.2.5c)

9Y ptq � σ1ptq sinψptq (4.2.5d)

9ψptq � �σ1ptq
sinϕptqtgκ

l
(4.2.5e)

9ϕptq � σ2ptq (4.2.5f)

4.3. Lineáris stabilitásvizsgálat

4.3.1. Stacionárius mozgás

Ennél a modellnél az egyenes vonalú egyenletes mozgáshoz tartozó állapotváltozó értékek

megegyeznek a (2.5.1) összefüggésben bemutatottakkal. Ugyanazt az új állapotváltozót

szükséges bevezetni σ1 helyett, mint a (2) fejezetben (2.5.2). Ezzel a mozgásegyenlet:

9rσ1ptq � 3h sin p2ϕptqqtgκ prσ1ptq � V qσ2ptq

2
�
l � h sin2 ϕptqtgκ

� (4.3.1a)

9σ2ptq �
mgh sinϕptq � Pϕ pt� τq �Dσ2 pt� τq

mh2
�

�
sin p2ϕptqqtgκ

�
l � h sin2 ϕptqtgκ

�
2hl2

prσ1ptq � V q2 (4.3.1b)

9Xptq � prσ1ptq � V q cosψptq (4.3.1c)

9Y ptq � prσ1ptq � V q sinψptq (4.3.1d)

9ψptq � � prσ1ptq � V q
sinϕptqtgκ

l
(4.3.1e)

9ϕptq � σ2ptq (4.3.1f)
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A (4.3.1) egyenletrendszerre is igaz, hogy az X, Y , ψ ciklikus koordináták, így az ezek

deriváltjaira vonatkozó egyenletek leválaszthatóak.

4.3.2. Linearizálás

A linearizálást a leválasztás után maradt három pár változó szerint, mindegyik esetében a

0 egyensúlyi hely körül végezve kapjuk az

9Xptq � KXptq � LXpt� τq, (4.3.2)

ahol

9Xptq �

�����
9rσ1ptq
9σ2ptq

9ϕptq

����� ,Xptq �

�����
rσ1ptq
σ2ptq

ϕptq

����� ,Xpt� τq �

�����
rσ1pt� τq

σ2pt� τq

ϕpt� τq

����� ,

K �

�����
0 0 0

0 0 g
h
� V 2tgκ

hl

0 1 0

����� ,L �

�����
0 0 0

0 � D

mh2
� P
mh2

0 0 0

����� .
(4.3.3)

Erre is igaz, hogy a 9rσ1ptq-ra vonatkozó egyenlet a linearizált alakban nem jelenik meg.

4.3.3. Stabilitásvizsgálat D-szeparációval

Keressük a megoldást X �
�
C1 C2 C3

�T
eλt alakban, ahol Ci P C és λ P C. Behelyette-

sítve ezt a (4.3.2) egyenletbe az a

�����
C1λ

C2
Deλτ

mh2
� C3

P eλτ

mh2
� C2λ� C3

�
g
h
� V 2tgκ

hl

	
�C2 � C3λ

����� eλt �

�����
0

0

0

����� (4.3.4)

alakra hozható.



4.3 Lineáris stabilitásvizsgálat 39

A (4.3.2) egyenlet átalakítható a

�����
λ 0 0

0 De�λτ

mh2
� λ � g

h
� e�λτP

mh2
� V 2tgκ

hl

0 �1 λ

�����
�����
C1

C2

C3

����� eλt �

�����
0

0

0

����� (4.3.5)

mátrix egyenletté. Mivel eλt � 0, ezért vagy a konstansokból összeállított vektor zérus

vektor, vagy az együtthatómátrixának determinánsa zérus. Amennyiben a konstansokból

összeállított vektor zérus vektor, az a triviális megoldást eredményezi, mi az ett®l különböz®

megoldást állítjuk el®, tehát a konstans vektor együtthatómátrixának determinánsának kell

zérussal megegyezni, így kapjuk a karakterisztikus egyenletet:

�
λ2 �

De�λτ

mh2
λ�

g

h
�
P e�λτ

mh2
�
V 2tgκ

hl



λ � 0. (4.3.6)

A (4.3.6) karakterisztikus egyenletnek λ � 0 mindig megoldása, tehát az egyensúlyi

helyzet csak Ljapunov értelemben lehet stabilis. Ez nem mond ellent a �zikai képünknek,

hiszen ebben a modellben az inverz ingaszer¶ lengés szabályozva van, de az el®rehaladás

sebessége nincsen, így ez a mozgás csak Ljapunov értelemben lesz stabilis. A következ®kben

vizsgáljuk csak a (4.3.6) karakterisztikus egyenletben együtthatóként szerepl® kifejezést, ez

a

λ2 �
De�λτ

mh2
λ�

g

h
�
P e�λτ

mh2
�
V 2tgκ

hl
� 0. (4.3.7)

A egyensúlyi helyzet akkor van a stabilitás határán, ha a λ karakterisztikus exponensek

éppen átlépnek a képzetes tengelyen, tehát Reλ � 0, azaz

λ � iω (4.3.8)

alakban kereshet®, ahol ω P R, i pedig a képzetes egységvektor.

Beírva ezt a (4.3.7) egyenletbe kaphatunk egy komplex egyenletet, melynek jobb olda-
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lán 0 áll. Ez csak akkor lehet igaz, ha az egyenlet bal oldalának valós és képzetes része

is megegyezik zérussal. Az így kapott egyenletrendszer, melyben már csak valós számok

szerepelnek:

�
Dω cos pωτq

mh2
�
P sin pωτq

mh2
�0, (4.3.9a)

�ω2 �
g

h
�
P cos pωτq

mh2
�
Dω sin pωτq

mh2
�
V 2tgκ

hl
�0. (4.3.9b)

A (4.3.9) egyenletrendszer P -re és D-re nézve lineáris egyenletrendszer, így kifejezhet®

bel®le P és D:

P � mh cos pωτq

��
g � hω2

�
�
V 2

l
tgκ



, (4.3.10a)

D �
mh sin pωτq

�
pg � hω2q � V 2

l
tgκ
	

ω
. (4.3.10b)

Megállapítható, hogy P ésD ω-ra nézve páros függvények, így elegend® ω P R� halmazon

végezni a vizsgálatokat.

Látható hogy ω � 0 esetén a (4.3.9a) egyenletb®l azonosságot, míg a (4.3.9b) egyenletb®l

P -re kapunk egy feltételt, melyhez bármely D megoldása az (4.3.9) egyenletrendszernek,

tehát a

P � mgh�
mhV 2tgκ

l
(4.3.11)

egyenes egy stabilitási határ. Mivel ez egy ω � 0 szögsebesség¶ stabilitási határ, ezért ezt

statikus stabilitási határnak nevezzük. A 2 fejezetben ismertetett id®késést nem tartalmazó

modellben, ahol P az st torziós rugómerevségnek felelt meg, azt az eredményt kaptunk,

hogy ennek a rugómerevségnek nagyobbnak kell lennie, egy a sebességt®l függ® kifejezésnél

(lásd 2.5 ábra). Ez ennél az id®késéses szabályozást tartalmazó modellnél is így van, amely
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numerikusan ellen®rizhet®, tehát a

P   mgh�
mhV 2tgκ

l
(4.3.12)

paraméterértékekre az egyensúlyi helyzet instabil, mégpedig olyan módon, hogy a ϕ szög

nem a 0 értékhez fog beállni, vagy akörül lengeni.

3.

4.

(a) V � 0 rm{ss

5.6.

(b) V � 1, 7 rm{ss (c) V � 2 rm{ss

7.

(d) V � 2, 5 rm{ss

10.
11.

9.

8.

(e) V � 3 rm{ss (f) V � 4 rm{ss

4.2. ábra. Szabályozott gördeszka stabilitástérképei különböz® sebességekre

A 4.2 ábrán láthatóak az egyenes vonalú egyenletes mozgáshoz tartozó stabilitástérképek

P � D paramétersíkon különböz® sebességek esetén τ � 0, 7 [s] id®késés mellet. A stabi-

litási görbéket a 2.1 és 2.2 táblázatok adatait �gyelembe véve készítetttük. A szürkített

terület a lineáris stabil, a fehérek a lineárisan instabil paramétertartományokat jelölik. A

4.2 stabilitási térképeken a jelölt pontokban numerikus szimulációkat végeztünk, melyek a

4.4 fejezetben találhatóak.
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4.3.4. Stabil hurok kialakulása

A D{P arányt és a határgörbe távolságát az origótól a (4.3.13) összefüggés mutatja.

D

P
�

tg pωτq

ω
, (4.3.13a)

D2 � P 2 �
m2h2

�
ω2 cos2 pωτq � sin2 pωτq

�
pl pg � hω2q � V 2tgκq

2

l2ω2
. (4.3.13b)

Tegyük fel, hogy a D{P � k rögzített aránynál vizsgáljuk a görbét. A (4.3.13a) egyen-

letet ezzel:

tg pωτq � kω � k1ωτ, (4.3.14)

ahol

k1 � k{τ, (4.3.15)

így ωτ -t egy változóként lehet kezelni.

A (4.3.14) egyenlet gra�kusan megoldható, ez látható a 4.3 ábrán.

2 4 6 8
ΩΤ

-10

10

20

4.3. ábra. A tg pωτq � k1ωτ egyenlet megoldása különböz® k1 esetén

Legyenek a (4.3.14) egyenlet megoldásai ωτr, ahol r jelöli az r-edik megoldást (ωτ �
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0 megoldást �gyelmen kívül hagyva). Látható, hogy egyre nagyobb r esetén az ωτr-ek

egyre közelebb esnek 0   k1   1 esetén a p2r � 1qπ{2, k1 ¡ 1 és k1   0 esetén a p2r �

1qπ{2 értékekhez, amennyiben r-et növeljük. ωτr-hez tartozó P -re és D-re lesz pontja a

határgörbének adott k1 esetén.

k1 Ñ 8 esetén ezt a megoldást nem használhatjuk, hiszen akkor nem létezik metszéspont.

Ez az eset megfelel a P � 0 megoldásnak, azaz amikor

l
�
g � hω2

�
� V 2tgκ � 0. (4.3.16)

A (4.3.13a) jobb oldala alapján k1 Ñ 0 esetben:

cos pωτq � 0 (4.3.17)

azaz

ωτ � π{2 � iπ, i P Z (4.3.18)

ekkor

|sin pπ{2 � iπq| � 1, i P Z (4.3.19)

tehát a vizsgálandó összefüggés megegyezik a (4.3.25) függvénnyel, melyet kés®bb részlete-

zünk.

Emellet az ωτr-re tett megállapítások akkor sem igazak, ha D � 0, tehát vagy a (4.3.16)

feltétel teljesül, melynek a hatása megegyezik az ott leírtakéval, vagy

sin pωτq � 0 (4.3.20)

azaz

ωτ � iπ, i P Z (4.3.21)
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ekkor

|cos piπq| � 1, i P Z (4.3.22)

tehát a vizsgálandó összefüggés szintén megegyezik a (4.3.25) függvénnyel.

Adott D{P � k értéknél sin pωτq és cos pωτq felírható k paraméter segítségével

sin pωτq � kω cos pωτq és cos pωτq �
sin pωτq

kω
. (4.3.23)

Behelyettesítve a (4.3.13b) összefüggésbe a (4.3.23) eredményeket:

D2 � P 2 �m2h2 cos2 pωτq
�
1 � k2

��
g �

hω2τ 2

τ 2
�
V 2tgκ

l


2

, (4.3.24a)

D2 � P 2 �m2h2 sin2 pωτq
�
1 � k�2

�� gτ
ωτ

�
hωτ

τ
�
τV 2tgκ

lωτ


2

. (4.3.24b)

A (4.3.24) öszefüggésekben szerepl®

�
g �

hω2τ 2

τ 2
�
V 2tgκ

l


2

, (4.3.25a)�
gτ

ωτ
�
hωτ

τ
�
τV 2tgκ

lωτ


2

(4.3.25b)

függvényekre igaz, hogy ha

0   ωτ   τ

c
V 2tgκ� gl

hl
(4.3.26)

akkor monoton csökken®ek illetve

ωτ ¡ τ

c
V 2tgκ� gl

hl
(4.3.27)

esetén monoton növekv®ek.

Tekintve a (4.3.24a) összefüggést adott D{P � k viszony és ωτ -ra megfogalmazott

(4.3.26) feltétel esetén a stabilitási határgörbe távolsága az origótól monoton csökken, hiszen
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ha az r-et növeljük akkor ωτr monoton tart π{2 valamilyen páratlan számú többszöröséhez,

tehát cos2 pωτrq monoton csökkenve tart 0-hoz, illetve a (4.3.25a) függvény is monoton csök-

ken.

Emellett belátható a (4.3.24b) összefüggésb®l, hogy adott D{P � k viszony és ωτ -ra

megfogalmazott (4.3.27) feltétel esetén a stabilitási határgörbe távolsága az origótól mono-

ton növekszik, hiszen ha az r-et növeljük akkor ωτr monoton tart π{2 valamilyen páratlan

számú többszöröséhez, tehát sin2 pωτrq monoton növekedve tart 1-hez, illetve a (4.3.25b)

függvény is monoton növekszik.

Ez megegyezik azzal, hogy a stabilitás határgörbéje, amennyiben átmegy a P � 0 és

D � 0 ponton, akkor addig, amíg át nem megy, monoton csökken a távolsága az origótól,

utána pedig monoton növekszik adott D{P arány esetén.

Belátható, hogy V � 0 rms�1s sebességhez @ωτ esetén a határgörbe origótól mért tá-

volsága növekszik. Tehát a határgörbe akkor metszheti át saját magát el®ször, amikor

valamilyen 0-tól különböz® ω esetén újra a P pω � 0q és Dpω � 0q ponton megy keresztül.

Feltételezzük azt, hogy pontosan o-szor metszi át saját magát a görbe. Az o � 1-edik

metszés akkor fog újra belépni, ha a görbe újra áthalad a P pω � 0q és Dpω � 0q ponton.

Ezen pontokra az igaz, hogy:

P pωq �P pω � 0q, (4.3.28a)

Dpωq �Dpω � 0q. (4.3.28b)

Behelyettesítve a (4.3.28) egyenletrendszerbe a (4.3.10) eredményeket, illetve a Dpω � 0q

szabályozó paramétert határértékkel számítva kapható a

mh cos pτωq pl pg � hω2q � V 2tgκq

l
�
mh pgl � V 2tgκq

l
, (4.3.29a)

mh sin pτωq pl pg � hω2q � V 2tgκq

lω
�
mhτ pgl � V 2tgκq

l
(4.3.29b)
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egyenletrendszer.

A (4.3.29) egyenletek átalakíthatóak a

cos pτωq �
1

1 � hlω2

gl�V 2tgκ

, (4.3.30a)

sin pτωq

τω
�

1

1 � hlω2

gl�V 2tgκ

(4.3.30b)

alakra.

Meg�gyelhet®, hogy a (4.3.30a) és (4.3.30b) egyenletek jobb oldala megegyezik, így a

ball oldalak is azonosak. Egyenl®vé téve a bal oldalakat

tgωτ � ωτ. (4.3.31)

A (4.3.31) nemlineáris egyenlet analitikusan nem oldható meg, de numerikusan, illetve

gra�kusan igen. A gra�kus megoldást a 4.4 ábrán látható, míg a numerikus megoldás

eredményeit a (4.3.32) összefüggés mutatja.

�ωτ 1 � 4, 4934094579090641�ωτ 2 � 7, 7252518369377071�ωτ 3 � 10, 904121659428899�ωτ 4 � 14, 066193912831473

...

lim
rÑ8

�ωτ r � π
2
� rπ

(4.3.32)

Kifejezve a (4.3.29b) egyenletekb®l V -t (csak a pozitív megoldást �gyelembevéve):

V �

d
l pgτω � pg � hω2q sin pτωqq

pτω � sin pωτqqtgκ
. (4.3.33)
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4.4. ábra. A tgτω � τω egyenlet megoldása gra�kusan

Belátható, hogy a (4.3.33) összefüggés nevez®je @ωτ esetén pozitív ( tehát ωτ�sin pωτq ¡

0, κ ¡ 0 esetén), tehát számlálójának is pozitívnak kell lennie, hogy valós sebességet kap-

junk. Ha r páratlan, akkor a (4.3.33) számlálója mindenféleképpen pozitív. Ha

τ ¡ τmin �

d
h

g

d �τω2
2r�τω2r � 1

(4.3.34)

akkor a 2r-edik megoldásig a páros megoldásokra is valós sebességet kapunk.

Behelyettesítve a (4.3.33) összefüggésbe a (4.3.32) eredményeket belátható, hogy

V  

gffe l
�
g�ωτ 1 � �g � h�ωτ21

τ2

	
sin p�ωτ 1q	

p�ωτ 1 � sin p�ωτ 1qqtgκ �

d
gl � 3, 60334 h

τ2
l

tgκ
(4.3.35)

sebesség esetén a stabilitás határát szemléltet® görbe a P �D paramétertéren nem metszi

el saját magát, míggffe l
�
g�ωτ i � �g � h�ωτ2i

τ2

	
sin p�ωτ iq	

p�ωτ i � sin p�ωτ iqqtgκ ¤ V  

gffe l
�
g�ωτ i�1 � �g � h�ωτ2i�1

τ2

	
sin p�ωτ i�1q	

p�ωτ i�1 � sin p�ωτ i�1qqtgκ
(4.3.36)
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esetén i-szer metszi el, ahol i azon megoldásokat jelöli, amikre valós sebesség adódik.

Ha a görbe többször is metszi magát, akkor is csak a legbelül kialakuló tartomány lehet

stabilis.

Emellett megállapítható, hogy ez a spirál balra csavarodik, mivel

d D
τP

dω
�

1

ωτ cos2 pωτq
� tg pωτq

1

pωτq2
¥ 0. (4.3.37)

A (4.3.37) egyenl®tlenség azonos átalakításokkal a

2ωτ ¥ sin p2ωτq (4.3.38)

alakra hozható, amely triviálisan igaz.

4.3.5. Kritikus id®késés

A τ id®késés növelésével, minden egyéb változatlansága mellet meg�gyelhet®, hogy a stabil

tartomány bezáródik. Ezen stabilitástérképeken is a szürke színnel jelölt tartomány az

instabil, míg a fehérrel jelölt a stabil.

(a) τ � 0, 25 s (b) τ � 0, 35 s (c) τ � 0, 5 s

4.5. ábra. A stabilitási térkép az id®késést változtatva

Mivel a statikus stabilitásvesztésb®l adódó határ egy függ®leges egyenes, amin rajta van
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a görbe kezd®pontja, ezért ha a görbe ω � 0-ban már a kisebb P értékek felé indul, akkor

nem lesz stabil tartomány. Tehát akkor lehet satbil tartomány, hogyha

d2P

dω2

����
ω�0

¡ 0, (4.3.39)

mivel
dP

dω

����
ω�0

� 0. (4.3.40)

Felhasználva a (4.3.10a) összefüggést

d2P

dω2

����
ω�0

� mh

�
2h� τ 2g �

V 2τ 2

l
tgκ



. (4.3.41)

Felhasználva a (4.3.41) eredményb®l és a (4.3.39) egyenl®tlenségb®l kaphatunk az id®ké-

sésre egy feltételt. Pozitív id®késést feltételezve:

τ   τkrit �

d
2hl

gl � V 2tgκ
(4.3.42)

A τkrit=0,416284 [s] V � 0 rms�1s esetén. Meg�gyelhet®, hogy ha V növekszik, akkor

a kritikus id®késés is növekszik, tehát lassabb reakcióid®vel is el tudjuk kerülni a stabilitás-

vesztést, vagyis a sebesség növekedése ebb®l a szempontból segít.

4.4. Az eredmények értékelése

A numerikus szimulációt ebben az esetben is állandó lépésköz¶ negyedrend¶ Runge�Kutta-

módszerrel végeztükMatLab program felhasználásával. Ebben az esetben a kezdeti feltételek

rσ1pt ¤ 0q � 0[m/s], σ2p0   tq � 0 és σ2pt � 0q � 0.01[rad/s], Xpt ¤ 0q � V t[m],

Y pt ¤ 0q � 0[m], ψpt ¤ 0q � 0[rad], ϕpt ¤ 0q � 0[rad].
(4.4.1)
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Ezen modell esetén is a 2.1 és 2.2 táblázatok adatait használtuk a numerikus szimulációkhoz,

a τ � 0, 7 [s]-os paraméterértékkel kiegészítve.

A 4.2 ábra stabilitási térképein látható, hogy V � 0 [m/s] sebesség esetén nem létezik

stabil P �D paraméterpár, hiszen τ � 0, 7 [s] ¡ τkrit � 0, 416284 [s]. Ilyen adatok mellett

V � 1, 1278 [m/s] sebességig nem létezik olyan P � D paraméterpár, amire az egyensúlyi

helyzet stabil lehet, ahogy azt a 3. és 4. paraméterpárra elvégzett numerikus szimuláció is

mutatja.

Érdemes meg�gyelni, hogy V=1.7 m/s esetén a P � �200 [Nm] és D � �100 [Nms], pa-

raméterpároknál stabilis a stacionárius megoldás, míg ugyanezen paraméterpárok nagyobb

sebességnél (pl. V � 3 [m/s]) instabil egyenes vonalú mozgáshoz vezetnek (4.2(b) ábra). Az

ezekhez tartozó numerikus szimulációk a 4.2 ábra 5. és 8. pontjai. A szimuláció eredményét

a 4.8 és 4.11 ábra mutatja. A szabályozót nem tartalmazó modellnél a stabil tartományon

lév® paraméterpontok nem kerülhetnek át az instabil tartományra a sebesség növelésével,

ehhez képest ez az id®késés miatt a szabályozót tartalmazó modellnél el®fordul.

Ezen a példán az is megmutatható, hogy negatív P és D érték esetén is lehet stabil az

egyensúlyi helyzet, ami látszólag ellentmond a �zikai érzékünknek, mivel így ha van kitérés,

abból nagyobb kitérést szeretne csinálni a szabályozó. Ellenben a szabályozó, jelen esetben

az ember nem arra reagál, ami épp történik, hanem arra ami τ id®vel azel®tt történt, így

ezekkel a negatív paraméterekkel is csökkenti próbálja a pillanatnyi szöghelyzetet, illetve

szögsebességet.

Az is megmutatható V � 1, 7 [m/s] sebesség esetén (4.2 ábra 6. pont), hogy a P � �400

[Nm] és D � �100 [Nms] szabályozó paraméterek esetén a szögsebesség lecseng, viszont a

ϕ szögkitérés nem a 0 [rad]-hoz áll be, hanem egy ett®l kölönböz® ϕ szöghelyzethez. Tehát

ez a pont egy statikusan instabil tartományban fekszik. Ennek megfelel®en a gördeszka egy

körpályára áll be (4.9 ábra).

Amennyiben egy dinamikusan instabil paramétertartományba esik P és D értéke, ak-

kor a rezgés amplitúdója beállhat egy állandó értékhez (például 4.2 ábra 9. pont, ahol
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V � 3 [m/s], P � 500 [Nm] és D � 200 [Nms], a szimulációs eredményeket a 4.12 ábra

tartalmazza). Ez az állandó érték nem lehet bármekkora, mert egy bizonyos szöghelyzet ese-

tén, amikor a vizsgált tömegpont az anholonom kényszereket biztosító er®k metszéspontja

fölé kerül, ami a pillanatnyi sebességpólusa a modellnek, akkor csak a szabályozónak lehet

teljesítménye.

Ilyen kitérés esetén a szimuláció szingulárissá válik. Ha meg�gyeljük a dinamika alapté-

telével levezetett megoldás (2.4.36b) egyenletét, akkor abban látható, hogy ha az els® tagja

0-ra változik, akkor ez az egyenlet teljesül, így információ a deriváltakra ebb®l nem nyer-

het®. Mivel az Appell�Gibbs-módszerrel levezetett egyenletek az el®bbiekkel ekvivalensek,

ezért ennél a szöghelyzetnél ezen egyenletekben is szingularitás található. Ez a szöghelyzet

felírható az el®bb meggondolt �zikai képb®l, illetve a (2.4.36b) egyenletb®l is, mindkett®

módszer esetén

ϕkrit � arcsin

d
l

htgκ
� 0, 507276rrads � 29, 0648r�s. (4.4.2)

Ez meg�gyelhet® a V � 2, 5 [m/s], P � �2000 [Nm] és D � �100 [Nms] (4.2 ábra 7. pont)

paraméterek választása mellett (szimulációs eredmények: 4.10 ábra).

Abban az esetben, ha nézzük a V � 3 [m/s] sebességhez tartozó stabilitási diagramot

(4.2(e) ábra), látható, hogy a görbe a P � 1210 [Nm] és D � �75 [Nms] (4.2 ábra 10. pont)

paraméterértékek közelében átmetszi saját magát, tehát ugyanahhoz a P�D értékpárhoz két

darab ω rezgési frekvencia tartozik. Ennek megfelel®en ezen paraméterértékekhez tartozó

szimulációban két frekvencia is megjelenik. Hasonlót tapasztalhatunk instabil paraméterpár

esetén (4.2 11. pont). Leolvasható az 4.13 ábráról, amely a Fourier transzformáltjait is

mutatja a szimulált mennyiségeknek, hogy a megjelent frekvenciák

fsz1 � 0, 65 [Hz] és fsz2 � 1, 32 [Hz], (4.4.3)
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ezek numerikusan meghatározhatóak a (4.3.10) egyenletek segítségével is, így

fe1 � 0, 656511 [Hz] és fe2 � 1, 32577 [Hz]. (4.4.4)

Látható, hogy a (4.4.3) és (4.4.4) eredmények közel vannak egymáshoz, ez visszaigazolja a

feltételezéseket.
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4.6. ábra. 3. ponthoz tartozó szimuláció (V=0 [m/s], P=1500 [Nm] és D=500 [Nms])
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4.7. ábra. 4. ponthoz tartozó szimuláció (V=0 [m/s], P=-1000 [Nm] és D=50 [Nms])
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4.8. ábra. 5. ponthoz tartozó szimuláció (V=1,7 [m/s], P=-200 [Nm] és D=-100 [Nms])
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4.9. ábra. 6. ponthoz tartozó szimuláció (V=1,7 [m/s], P=-400 [Nm] és D=-100 [Nms])
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4.10. ábra. 7. ponthoz tartozó szimuláció (V=2,5 [m/s], P=-2000 [Nm] és D=-100 [Nms])
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4.11. ábra. 8. ponthoz tartozó szimuláció (V=3 [m/s], P=-200 [Nm] és D=-100 [Nms])
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4.12. ábra. 9. ponthoz tartozó szimuláció (V=3 [m/s], P=500 [Nm] és D=200 [Nms])
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4.13. ábra. 10. ponthoz tartozó szimuláció (V=3 [m/s], P=1210 [Nm] és D=-75 [Nms])
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4.14. ábra. 11. ponthoz tartozó szimuláció (V=3 [m/s], P=1250 [Nm] és D=-85 [Nms])
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5. Összefoglalás

Ahogyan az a bevezet®ben említésre került, a világhálón számtalan videó található, amiben

gördeszkások bizoyos sebesség felett elesnek [7] [8] [9]. Ezt maradéktalanul egyik modell

segítségével sem sikerült belátni.

Az els® modell, amely a gördeszkást úgy modellezi, hogy az rábízza magát a deszkára,

mereven áll rajta, és külön nem szabályozza az egyenes vonalú egyenletes mozgást. Ezen

az alapon felépített mechanikai modell vizsgálata során arra az eredményre jutottunk, hogy

nagyobb sebességnél a gördeszka stabilabb. Ez a kerékpár segítségével magyarázható, ami

a hétköznapokban sokat használt közlekedési eszköz. Hiszen, ha felülünk a kerékpárra, azt

kis sebességnél szinte alig, vagy egyáltalán nem tudjuk egyensúlyozni, míg ha megyünk vele,

akkor akár a kormányt el is engedhetjük, és a bicikli akkor sem fog eld®lni.

A gördeszkánál is hasonló jelenség játszódik le. Amennyiben álló helyzetben rajta állunk,

folyamatosan �gyelnünk kell arra, hogy a deszka ne billenjen félre. A kerékpáros példa segít-

ségével könnyen elképzelhet®, hogy ha gurulunk, akkor ez már nem okoz akkora nehézséget.

Ez azonban nem magyarázza a fent említett videókban fellép® rezgéses stabilitásvesztést.

Ezen dolgozatban kés®bb tárgyalt mechanikai modell - amely szabályozókört is tartal-

maz, illetve az ember re�exidejét is modellezi - esetén választható olyan szabályozó pa-

raméterpár, mely esetén rezgéses stabilitásvesztés lép fel. Viszont err®l a modellr®l sem

mondható el, hogy létezne egy olyan sebesség, amelynél nagyobb sebességekre nem lehet

olyan szabályozó paramétereket választani, hogy a modell stabil legyen. Tehát amennyiben

létezik olyan sebesség, amire a modell lehet stabil, akkor ennél nagyobb tetsz®leges sebesség

esetén mindig lesz olyan paraméterpár, melyre a modell szintén stabil.

Viszont, ha kijelölünk egy paraméterpárt, akkor arról nem mondható el, hogy stabil

maradna tetsz®legesen nagy sebességre. El®fordulhat olyan is, hogy ez a stabil paraméterpár

csak úgy állítható el®, hogy vagy a P vagy a D paraméter negatív.

Tehát a kezdetben megfelel® pozitív P ésD paraméterek helyett a sebesség növekedésével
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nemcsak ezeken a paramétereken kell változtatni, hanem át kell menni negatív tartományba

is. Amennyiben az emberi szabályozás nem eléggé adaptív ehhez, akkor nem tudja megva-

lósítani ezen paraméterváltoztatásokat.

Ezenkívül, ahogyan azt az els® modell is mutatja, lenne egy másik lehet®sége is a gör-

deszkásnak arra, hogy nagy sebességnél se essen le a deszkáról. Amennyiben bemerevítené

a lábát a gördeszkás � tehát rábízná magát a deszkára úgy, hogy az ®t is egyensúlyozza �,

akkor nagy sebességnél sem lépne fel az egyenes vonalú egyenletes mozgás stabilitásvesz-

tése. Ez nem csak az els® modellen �gyelhet® meg, hanem a másodikon is. Hiszen bizonyos

sebbességt®l a P � 0 és D � 0 ponton mindig áthalad a stabilitás határát jelz® görbe. Itt

mindig van esély a gördeszkát Ljapunov értelemben stabilan tartani. Ebben az esetben a

szabályozás kikapcsolása megegyezik a P � 0 és D � 0 paraméterek választásával.
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