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KIVONAT

A dolgozat témaja az ellipszoid, mint konvex test egyensulyi helyzeteinek vizsgalata,
pontosabban azok megvaltozasa sikkal vald csonkolas esetén. Az egyensulyi helyzetek
valtozadsa csak nagyon kis lecsapasokra tisztazott [9]. Ezen tanulmany célja olyan
osszefoglald képet adni a vizsgalt test statikus egyensulyairdl, mely altaldanosan megadja a
létrejovd egyensulyi pontok szamat és fajtajat a lecsapasi sik normalvektora és a lecsapas
mélységének figgvényében. Az ellipszoid eldallitasahoz felhasznaljuk azt a tényt, hogy
minden ellipszoid el&all egy gomb affin képeként. Ebben az esetben az ellipszoid pontjait
ugy kapjuk, hogy egy origd kozéppontU, egységsugary gomb pontjait szorozzuk egy
szimmetrikus matrixszal, melynek sajatértékei az ellipszoid féltengelyeinek hosszai,
sajatalterei pedig a tengelyiranyok. Egyensulyi pontok szempontjabdl a vizsgalandd
tartomany a létrejovo sikmetszet, illetve ennek ellipszis alaky hatara. A sikmetszet
belsejében egy vagy nulla egyensulyi pont képzddhet, de a hataron a valtozas mar nem
ilyen egyszerl. A létrehozott algoritmus a létrejovo egyensulyi pontokat térképezi fel egy-
egy adott lecsapas esetén, tovabba vizsgalja, hogy a sik lemetsz-e az eredeti egyensulyi
pontokbol. Az algoritmus egy alkalmazasaként egy adott ellipszoidra meghatarozzuk a
lecsapaskor létrejové és megszind egyensulyi pontok szamat és tipusat kilonbozd
mélységekben, a lecsapd sik helyének figgvényében.



BEVEZETES

IRODALMI ATTEKINTES

A homogén, konvex testek alaktani osztalyozasara Domokos Gabor és Varkonyi Péter [1]
egy Uj osztalyozasi rendszert vezetett be, amely a mechanikai egyensuly fogalman alapszik.
E rendszer ismertetéséhez tekintsink egy konvex testet egy R(6; ¢) figgvénynek, mely
minden iranyban megadja a test felszinének sulyponttdl vald tavolsagat. Ezen figgvényt
tavolsagfiggvénynek nevezzik. Az R gradiense, VR pedig megadja a felszin minden
pontjahoz a tavolsagfiggvény legnagyobb meredekségének iranyat és nagysagat. Az
egyensulyi pontokat a VR gradiensmezd szingularitasaiként (zérushelyeiként) definialjuk,
amelyek harom tipusba sorolhatoéak: az R figgvény minimumhelyét stabil, maximumhelyét
instabil egyensulyi pontnak, a harmadik tipust pedig nyeregpontnak nevezzik. (E pontokat
a Morse-elméletben az R figgvény kritikus pontjainak nevezik [2].) A test stabil, instabil és
nyeregpontjainak szamat jel6lje rendre S,U, H. A Poincaré—Hopf-tétel kovetkezménye,
hogy harom dimenzidban az S + U — H = 2 6sszefiggés all fenn [3], igy pl. S és U ismerete
meghatarozza H értékét. Az (S,U) szampart a test egyensulyi osztdlyanak nevezzik.
Domokos és Varkonyi egy eredménye [1] alapjan tudjuk, hogy minden pozitiv egész
(S, U) szamparhoz létezik olyan test, melynek S stabil és U instabil egyensulyi pontja van. A
bizonyitas elve az, hogy veszink egy (1,1) osztalyba tartozo testet (ilyen pl. a Gombdc), és
lokalis geometriai deformaciok alkalmas sorozatat alkalmazzuk, melyek mindegyike
valamelyik egyensulyi pont egy kdrnyezetének sikkal vett csonkolasaval egy (S, U) osztalyu
testbol (S + 1,U) vagy (S, U + 1) osztalyu konvex testet hoz létre. Ezeket a deformaciokat
hivjuk Kolumbusz-lépéseknek [1], Kolumbusz Kristof tiszteletére, aki a legenda szerint egy
tojast feltételezhetéen Ugy allitott meg a csucsan, hogy az eredeti instabil pont
kdrnyezetében, kissé deformalva azt, egy Uj stabil pontot hozott Iétre. llyen transzformaciot
mutat be az 1. abra

1. abra



Tehat a fenti gondolatmenet szerint a GOmbocbdl az Gsszes egyensulyi osztaly
szarmaztathato Kolumbusz-1épések sorozataval.

Egy finomabb osztalyozast kapunk, ha az elsédleges egyensulyi osztalyokat masodlagos,
topoldgiai alosztalyokra bontjuk az egyensulyi pontok elhelyezkedése alapjan. E
természetes topoldgiadt az R figgvény altal definidlt Morse-Smale—komplex adja meg.
Ennek meghatarozasahoz tekintsik a gradiensmez6 heteroklinikus palyait, amelyek olyan
gorbék, amelyeknek minden pontban érintéje a gradiensvektor, és végpontjai eltérd
egyensulyi pontok. Egy test felszinén végtelen sok heteroklinikus palya talalhato, de ezek
kozott csak véges sok olyan izolalt palya van, melynek valamely végpontja nyeregpont. Az
alosztalyok meghatarozasahoz az izolalt palyakat vesszik figyelembe. Ha megrajzoljuk az
izolalt palyakat a test felszinén, akkor ezzel egy egyensulyi grafot hatarozunk meg, melynek
pontjai az egyensulyi pontok, élei az izolalt palyak, és az alabbi tulajdonsagokkal
rendelkezik a Gomboc kivételével [3, 2]: sikbarajzolhato, harom-szinezhetd, négyszogelt,
minden nyereg fokszama négy és teljesil a Poincaré—Hopf-tétel [4].

CELKITUZESEK

A dolgozat célja Osszefoglalo képet adni az ellipszoid statikus egyensulyarol, mely
altalanosan leirja annak megvaltozasat tetszoleges sikkal valo csonkolds esetén. Ehhez egy
olyan algoritmust kivanunk Iétrehozni, melynek kimenete egy olyan haromdimenziés témb,
melynek egyes szeletei olyan térképek, melyek az egyensulyok megvaltozasanak szamat és
tipusat mutatjak, a csonkolo sik allasa figgvényében, tovabba az egyes szeletek adott
mélységl lecsapasokhoz tartoznak. Szeretnénk megvizsgalni, hogy milyen mélységben, és
iranyban végezhetink lecsapasokat Ugy, hogy ne jojjon létre a Kolumbusz-lépéseknél
bonyolultabb megvaltozas. (Azaz vagy egy egyensulyi pont athelyezédése vagy egy
Kolumbusz—lépés kovetkezzen be.)

Ehhez egy egyszer(sitett modellel dolgozunk, azaz nem vesszik figyelembe a sulypont
lecsapas kovetkeztében valo eltolodasat, mely egy bizonyos mélység utan mar jelentos
lehet, ehelyett végig az eredeti ellipszoid kozéppontjaval szdmolunk. A modell egy konkrét
ellipszoid leirdsara alkalmas, azonban a tengelyaranyokat, mint bemeneti paramétereket
megadhatjuk.



ELLIPSZOIDOK ALTALANOS LEIRASA

Az ellipszoid, mint felUlet, kilonboz6 megadasi modok alapjan tobbféleképpen adhatd
meg, irhato le figgvénnyel. (Fontos megemliteni, hogy altalanos ellipszoidokrdl van szo,
tehat nem szferoidokrdl — olyan ellipszoid, melynek két féltengelye ugyanolyan hosszu —igy
nem irhatoak le forgasfelUletként.) A megadasi modok a kovetkezoek lehetnek:

EULER-MONGE-FELE MEGADAS (EXPLICIT MEGADAS)

Egy felUlet Euler-Monge féle alakban adott, ha az F felilet minden pontjanak van olyan nyilt
kornyezete, hogy a kdrnyezet pontjainak x, y, z koordinatai kozil az egyik a masik ketté
kétvaltozods (explicit) flggvényeként adhatd meg. Vagyis a kornyezetben értelmezve van a
z=f(xy); y=9x2); x=h(y,2)
fuggvények valamelyike. E megadasi mdodban az origo kozépponty, R sugaru gémb
egyenlete:
z =+,/R? — x? — y2.

Ebben az alakban az (x, y)-sikbeli pontokra nincs a feltételeknek megfelelé nyilt kornyezete.
Ezt a problémat Ugy szoktuk athidalni, hogy a gombot tobb félgombpar atfedéseként adjuk
meg, azaz felirjuk az

egyenleteket is.
Egy altalanos ellipszoid egyenlete a fenti alapjan:

— g2 1L 1 2
z=*c \/1 XYY

ahol a, b, c a féltengelyek hosszai. Ezen megadasmadd esetén el6fordulhat, hogy a felilet

tobb darabra esik szét, igy pl. a gdmb also- és fels6 - félgdmbre. Ez megneheziti a felilet
leirasat.



SKALAR-VEKTOR FUGGVENNYEL VALO MEGADAS (IMPLICIT MEGADAS)

Tekintsink egy Descartes-féle koordinatarendszert és egy F(x,y,z) haromvaltozds
fuggvényt. Azon pontok mértani helye, melyek koordinatait a figgvénybe helyettesitve a
kapott fuggvényérték konstans (pl. zérussal egyenld), egy nivofeliletet alkotnak. Ennek
analitikus megadasa:
F(x,y,2) = 0

lly médon az origd kézépponty, R sugart gomb egyenlete:

x%+y%+ 72 = R?
Egy altalanos ellipszoid egyenlete a fenti alapjan:

1 1 1
2 2 2
22X TRy tar =1

E megadasi mod hatranya, hogy egy olyan figgvénnyel dolgozunk, amely nem csak a
felileten van értelmezve, tovabba, hogy e megadasi moddal a felilet definicidja nem
helyettesithetd.

GAUSS-FELE MEGADAS

Vegyink fel az F felileten két vonalsereget, az Ugynevezett paramétervonalakat (gémbon
az ugynevezett szélességi és hosszusagi koroket). Nevezzik az egyik sereg gorbéit u-
vonalaknak, a masik sereg gorbéit pedig v—vonalaknak. Megkdveteljik, hogy

e mindkét gérbesereq a fellletet egyrétegien fedje,

e egy u ésegy V- vonal egymast egy pontban messe, és eza metszésegy 0 < a <m

szogben torténjék,
e az u - vonalak mentén csak az u (v = v,), a v - vonalak mentén csak a v érték
valtozzék (u = uy).

Szemeljink ki egy u és egy v - vonalat. Rendeljik ezekhez a v = 0,u = 0 értékeket, a
metszésponthoz pedig a (0, 0) szampart. Majd mind a két paramétervonal pontjaihoz
rendeljink egy (u, v) szampart, oly mdédon, hogy a két vonalat iranyitjuk, majd az u — vonal
két kilonbozd, Uy, U, pontjahoz az (uq, 0) ill. (u,, 0) szampart rendeljik ugy, hogy u; < us,,
akkor és csak akkor, ha U; —< U,. (U; a vonal iranyitasanak megfeleléen megelézi U,-t.).
Teljesen hasonldan jarunk el a kiszemelt v - vonallal is. Ezutan a kiszemelt u ill. v - vonalat
metsz6 minden vill. u - vonalhoz az u ill. v — vonallal alkotott metszésponthoz tartozé uiill. v
— értéket rendeljik. igy a fellet minden pontjadhoz hozzarendeltink egy (u, v) szampart.
Ha most valamely sikban felveszink egy (u, v) koordinatarendszert, akkor ebben a sikban a
feluletnek megfelel egy T-tartomany. Az F-felilet pontjainak helyvektorait a T-
tartomanyon értelmezett r = r(u, v) kétvaltozos vektor-skalar figgvénnyel adjuk meg. Ha
adott a térben egy Descartes-féle koordinatarendszer, ekkor az F felilet pontjainak x, y, z
koordinatai ugyancsak az u, v paraméterek figgvényei [5]:



x =x(u,v)
r(u,v) ={y =y,v).
z=z(u,v)

Az R sugaru, origo kozéppontu gémb (2. abra) megadasa ebben a koordinatarendszerben:

x = Rsinvcosu
r(u,v) ={y = Rsinvsinu,
Z=Rcosv

ahol a paramétertartomany:
0<u<2n 0<sv<m.

Egy altalanos ellipszoid egyenlete a fenti alapjan:
X =asinvcosu

r(u,v) = {y = bsinvsinu.
Z = CCoSv

<y

2. abra

Az ellipszoid vizsgalata soran a felUlet leirasahoz ezen legutdbbi megadast fogjuk hasznalni.
Ezen megadas esetén a tavolsagfiggvényként valo felirdsra konny( attérni, hiszen az a
koordinatak négyzetdsszegébdl allithatd eld.



A LEIRAS MODSZERE
A HASZNALT PROGRAM SAJATSAGAI

Miel6tt ratérnék a matematikai leiras ismertetésére, fontosnak vélem a hasznalt program
sajatsagait bemutatni. A szamitasokhoz a Stephen Wolfram altal megalmodott, a Wolfram
Research 4&ltal kifejlesztett Mathematica szoftvert haszndltam. (En a 7.0 verzidval
dolgoztam, a jelenlegi legfrissebb verzié a 8.0.) Fontos kiemelni, hogy a program sajatsaga,
hogy listakként fogja fel a vektorokat és matrixokat, a kovetkezéképpen: A
haromdimenzids térben az (x, y, z) koordinatdju vektor itt {x,y, z} alaky. Hasonléképpen a
matrixok  kettds listak. Példdul a kovetkezd lista egy 2x3-as  matrixot
definial: {{1,2,3},{4,5,6}}. Ezt Ugy kell érteni, hogy az elsd sor elemei az 1, 2 és 3, a masodik
sor elemei pedig a 4, 5 és 6. A mUveletek a kovetkez6ek: Dot jelenti a bels6 (vagy skalaris)
szorzast, vektor-vektor, vektor-matrix illetve matrix-matrix esetén, ezt egyszerien ponttal
jelolhetjik. A Cross utasitas jelenti a vektorialis szorzast, ennek a jele: X.

Ebbdl kifolydlag a szamitas soran mindig sorvektorokkal dolgoztam, illetve vektor
matrixszal valo szorzasat balrol végeztem. A leirds soran hasznalt jeldlések és elnevezések a
programban hasznaltakkal egyeznek meg.

AZ ELLIPSZOID, MINT A GOMB AFFIN KEPE

A leirasnal kihasznaljuk, hogy az ellipszoid a gomb affin képe, azaz tetszéleges gombhoz és
ellipszoidhoz van olyan affin transzformacio, mely az egyik testet a masikba viszi. Az affin
transzformaciok azok a geometriai transzformaciok, melyeknél minden egyenes képe egy
egyenes, és felirhatok ugy, mint egy regularis, azaz nem nulla determinansu, linearis
transzformacionak és egy eltolasnak a kompozicidja [6]. Esetinkben barmilyen altalanos
ellipszoidot el6allithatunk egy origd kézéppontu egységgombbdl egy affin transzformacio
segitségével, ehhez elég az egységgdomb egyenletét felirni. Ekkor maga az affin
transzformacié egy szimmetrikus matrixszal vald szorzasként adhaté meg, melynek
sajatértékei az ellipszoid féltengelyeinek hosszai (a, b, c), sajatalterei pedig a tengelyiranyok
(3. dbra).



3. abra

A térbeli affin transzformaciot egy 3 X 3-as, diagonizalhatoé matrix irja le. Ezt a matrixot a
kovetkez6képpen allitjuk el6. Veszink egy M diagonalis matrixot, a f6atlé elemei: a, b, c az
ellipszoid féltengelyeinek hosszai, azaz:

a 0 O
M=10 b 0]
0 0 ¢

Tovabba felirunk egy P matrixot, amely harom sorvektor egymas ala rendezésébdl all
0ssze, ugy hogy a harom vektor egy (vq,v,,v3) ortonormalt bazist alkossanak, ehhez
felirunk két tetszéleges vektort, a harmadikat pedig a kett keresztszorzataként adjuk meg.
Ezutan a harom vektoron elvégzink egy Gram - Schmidt ortogonalizaciot.

A Gram — Schmidt eljaras

Az eljaras egy skalarszorzatos tér véges, linearisan figgetlen {v;} vektorrendszerét alakitja
at olyan {u;} vektorrendszerré, mely elemei paronként merélegesek, egység hosszuak és
{v;}illetve {u;} ugyanazt az alteret fesziti ki. A mddszer az IR? - ban:



V1, V2, V3 = Ug, Uy, Ug

Vi
u; = —
! |V1|
V; =V, —(Vy,ug) Uy
\2
u =
27 vl
Vi = V3 — (V3,Uy) uy — (V3 uy) u,
*
V3
u =
A

Az eljaras soran kapott harom vektorbdl eléallitjuk a P matrixot: {u1, uz, us}. Ezt a matrixot
invertaljuk (azaz, ortogonalis transzformaciordl lévén sz, transzponaljuk), majd eldallitjuk
a transzformacids matrixot a kovetkezéképpen:

A=PMP!
Ekkor A szimmetrikus, sajatértékei M sajatértékeivel egyeznek meg, (a, b, ¢) sajatvektorai
pedig P~1 sorvektorainak, illetve ekvivalens médon P oszlopvektorainak skalarszorosai.
igy a vizsgalandd ellipszis egyenletét a kdvetkez8képpen allitjuk eld: Felirjuk az
egységgomb paraméteres vektoregyenletét (Gauss-megadas), majd elvégezzik ra a
transzformaciot azaltal, hogy az A matrixszal beszorozzuk.

sinvcosu
Gvec(u,v) = {sinvsinu
COS v

Evec = Gvec. A
A SIKKAL VALO CSONKOLAS LEIRASA

Ismert tény, hogy egy konvex test pontosan akkor egy ellipszoid, ha minden sikmetszete
ellipszis. [7, 8] Igy az ellipszoid sikkal vald metszése soran egy ellipszist kapunk
metszetgorbeként, és a sikkal vald metszést ezen ellipszis leirasaval adhatjuk meg. Az affin
transzformacid tulajdonsaga, hogy sikot sikba visz, tovabbda tudjuk, hogy siknak és
gémbnek a metszete kér. igy ha az egységgémbén veszink egy kort, és azt is
transzformaljuk, akkor egy ellipszist kapunk az ellipszoidon, mely az ellipszoidnak a sik
transzformaltjaval vett metszete. Ehhez specidlisan veszink a kiindulasi egységgombon
egy, a z tengelyre meréleges sikban Iévé kort, mely megadhatd egy R szogparaméterrel
(4. abra), ugy, hogy a kor sugara sin R valamint a kor magassaga (origotol vett tavolsaga)
cos R lesz.

10



4. abra

Felirjuk a gdmbon 1évd kor paraméteres egyenletét, melyet igy éppen Ugy kapunk, hogy a v
paraméterre R-et helyettesitink (Mivel a z tengelyre meréleges sikban fekvé korok a gombi
koordinatarendszer szélességi korei, melyek éppen a paraméterezett felilet u - vonalainak
feleltethet6ek meg, azaz v értékét rogzitem, esetiinkben v = R):

sinR cosu
kvec(u) =1 sinRsinu
cosR

Ekkor erre a kdrre ugyanugy alkalmazhato a fent leirt médon el8allo 4 matrix altal leirhato
affin transzformacié. igy a matrix megvaélasztasatdl figgden kilénbdzd levagasokat
kapunk. A levagasokat jellemz6 ellipszoid tehat el&all:

evec = kvec. A

alakban. Erdemes megjegyeznink, hogy a konstrukcidnknak megfeleléen a kér a
transzformacié alatt a deformaciotdl eltekintve ,helyben marad”, mig a gémb a
sajatiranyokban megnyulik. Ez azt is jelenti, hogy a programunkkal készitett képeken a kor
mindig ugyanott marad, mig a vizsgalt ellipszoid (melynek tengelyaranyai minden
helyzetben 1:2:3) kilonb6z6 iranyokbdl latszik.

PARAMETEREZES

A dolgozat célja altalanos képet adni az ellipszoid egyensulyi helyzeteinek megvaltozasardl.
Ezt ugy érjik el, hogy egy algoritmust hozunk létre, mely megadott paraméterek szerint
sorra veszi a lehetséges csonkolasokat. Két paraméter a csonkold sik térbeli helyzetét
(elfordulasat) egy harmadik pedig a csonkold sik mélységét irja le. Az elsé két paraméter két
vektor, melyet a kdvetkez6képpen adunk meg:

11



vvl = {sintcos0,sintsin0,cost} és

. Vs . . T
vv2 = {sint cos 2, sin t sin 2 €Os t},

ahol 0 <t <Z. Az algoritmus t paramétert lépteti végig ezen az adott tartomanyon,
2

legeneralva a szikséges vektorokat. ( vvl(t = 0)és vv2(t = 0) parositasnal nyilvan
nullvektorokat kapnank, melyek nem adnanak értelmes eredményt.) Az igy kapott
vektorsorozat mindegyikében egy-egy vektort valasztunk a P matrix létrehozasahoz, mig a
harmadik szikséges vektor a kett6 vektoridlis szorzata altal meghatarozott. Ez a harom
vektor egy linearisan figgetlen vektorrendszert ad meg, igy elvégezhet6 rajtuk a Gram -
Schmitt ortogonalizacié. Ebbdl a mar ismert mddon allitjuk el6 P —t, mely Iényegében
meghatarozza a csonkold sik allasat. A moddszerink fent leirt tulajdonsagai miatt a
programunkkal nem az ellipszist mozgatjuk az ellipszoidon, az mindig helyben marad,
hanem a vizsgalt ellipszoid fordul el a megfeleld iranyokba. (5. abra)

A harmadik paramétert a vv3 =sinR egyenlet hatarozza meg, ahol sinR éppen a
csonkolas altal meghatarozott metszetkdr sugara. Ez egyértelmUen meghatarozza a
csonkolas mélységét (1 —cosR). A vizsgalt tartomany: 0 <sinR <1. A harom
paraméterrel kitoltjuk a lehetséges csonkolasok terét. Az algoritmus eredménye tehat egy
haromdimenzids tomb lesz, mely minden eleme megadja az adott tipusu lecsapas esetén az
test egyensulyainak megvaltozasat.

Megjegyezzik, hogy mivel az affin transzformacid a testek aranyat nem valtoztatja, igy R
értékébol konnyen kiszamolhatd a lecsapott rész térfogatanak viszonyitott aranya [6], a
kovetkezdképpen:

m=1-cosR
T
(>N (o 2
V—(23) (sinR)?*m
Vsz = :—5100%.

3
Az 5. abran az algoritmus altal létrehozott tomb egy szelete lathato, melyen éppen
vv3 =sinR = 0,5, azaz az eredeti gdombon a metszetkor sugara 0,5. Megfigyelhetjik,
hogy a w1l illetve w2 paraméterek |éptetve, az ellipszoidunk elfordul, mig a metszetellipszis
helyben marad.
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EGYENSULYOK VIZSGALATA

A vizsgalat soran a csonkolt ellipszoid felUletét harom részre bontva fogjuk vizsgalni.
Egyrészt megnézzik, hogy a lecsapas soran keletkezd sikmetszet belsejében jott-e létre
egyensulyi pont, masrészt megvizsgaljuk a sikmetszet hatarat, azaz a metszetellipszist.
Harmadrészt pedig a maradék feliletdarabon vizsgaljuk az egyensulyi pontok valtozasat.

A SIKMETSZET BELSEJE

Konnyen lathatd, hogy a csonkolas soran a keletkezé ellipszis belsejében nulla vagy egy
egyensulyi pont keletkezhet, mely tipusat tekintve stabil pont (S). Ugy tudjuk eldénteni,
hogy létrejon-e ilyen pont, hogy a test kozéppontjabdl a sikra bocsatott merdleges
talppontjanak helyzetét vizsgaljuk. Amennyiben ez a pont az ellipszisen belll taldlhato,
keletkezik, ellenkezé esetben nem keletkezik egyensulyi pont. Ez azzal indokolhato, hogy a
sikon a kozépponttdl vett tavolsagfiggvénynek abban a pontban lesz minimuma, ahol a
kdzéppontot és a sikot 0sszekoté szakasz éppen merdleges a sikra.

Ezt a vizsgalatot Ugy tesszUk meg, hogy felirjuk a metszetellipszis altal meghatarozott sik
normalvektorat. Ehhez az ellipszis egyenletébe harom tetszleges értéket helyettesitink.
Az igy kapott harom pont, mint végpont meghataroz két, azonos kezdépontbdl induld
vektort, melyek megfelel6en vett (azaz ugy, hogy a normalis a felUletrdl kifelé mutasson)
vektoridlis szorzata a sik normalisa (/VI). Tudjuk tovabbg, hogy a sik normalisa skalarszorosa
az origdbdl a sikra bocsatott merSleges talppontja helyvektoranak. igy ezt a vektort
visszatranszformaljuk (NI’), hogy az eredeti gombon vald helyét vizsgaljuk. A
visszatranszformalas az A matrix inverzével (4-1) valo szorzasként irhato fel. N1’ megadja a
talppont eredeti helyének iranyat a kiindulasi gémbon. Ha az N1’ vektor a kiindulasi kéron
belGl van, kapunk egyensulyi pontot, hiszen ekkor a talppont is a korén belil lesz, tehat a
transzformalas utan az ellipszisen belil. Mivel vektorok altal bezart szoget viszonylag
egyszer(en szamolhatunk, az NI’ és a z - tengely altal bezart szoget szamoljuk, és ha ez
kisebb, mint a korivet jellemz6 R szdg, a vektorunk a kdrvonal meghatarozta kupon belil
van (6. abra). igy elég a két szdg kozotti relaciot felirni, ez egyértelmlen megadja, hogy
keletkezett-e a sikon egyensulyi pont.

6. abra
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A HATARGORBE

A hatargorbén keletkez6 egyensulyok szama nem egyértelmy, azt azonban tudjuk, hogy az
itt létrejovo egyensulyi pontok instabil vagy nyeregpontok lehetnek. Az egyensulyi pontok
létezésének szUkséges feltétele, hogy, egy valtozoval paraméterezve az ellipszist, és a
tavolsagfiggvényt az ellipszis pontjain vizsgalva, az igy kapott egyvaltozos figgvénynek az
adott pont kritikus pontja legyen, azaz itt az els6 derivalt nulla legyen. Hogy ezt
meghatarozzuk, fel kell irnunk a tavolsagfiggvényt az ellipszis mentén, azaz rogzitett R
paraméter szerint. Ezt Ugy tehetjUk meg, hogy az evec koordinatdinak négyzetdsszegét
vesszik, ezt az u paraméter, mint valtozé szerint derivaljuk, majd a kapott figgvényt
egyenl6vé tesszik nullaval. Az igy kapott megoldasok meghatarozzak azon pontokat, ahol
létrejohetnek egyensulyok. EImondhato, hogy négy vagy kett6 valds megoldas van, utobbi
esetben az egyenlet masik két gyoke egy komplex konjugalt par. (Mivel a tavolsagfiggvény
felveszi minimumat és maximumat, igy legalabb két valés megoldas mindig lesz.) Ezeket a
pontokat tovabb kell vizsgalni. Tudjuk, hogy ezekben a pontokban harom jellemzé vektor, a
feluleti normalis (V3), a sik normalisa (NI) és a pont helyvektora (/V2) éppen egy sikban
vannak (a vektorokat lasd a 7. abran), ugyanis mindegyikik meréleges az adott pontban a
metszetellipszis érintéjére. (Ezt az érintévektort Ugy kapjuk, hogy az ellipszis paraméteres
vektoregyenletét derivaljuk, és az adott ponthoz tartozdé u paramétert helyettesitjik).

oY
S

Mivel a vektor az ellipszis érintvektora, benne van az ellipszis sikjaban, azaz a metsz6

7. abra

sikban. Tovabba, mivel a sik normalisa meréleges minden sikbeli vektorra, igy az ellipszis
érintbire is minden pontban. Hasonldan, az ellipszis benne van az ellipszoid hataraban, igy
az érintéje benne van az ellipszoid adott pontbeli érintosikjaban, ami merdleges az
ellipszoid normalisara az adott pontban. Az utolsé tulajdonsagnal kihasznaljuk, hogy az
ellipszis adott pontjaban a derivalt nulla. Ha az ellipszis r(t) mddon van paraméterezve,
akkor:

|r(®)|? =<r(),r(t) >.
Ennek derivaltja az adott pontban nullg, igy:

2 <r(),rt)>=0,

azaz r(t) merdleges a derivaltjara, a skalaris szorzas definicidja miatt.
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igy eldénthetd, hogy harmdjuk kozil melyik all kézépen, azaltal, hogy a vektorok paronként
bezart sz6gét szamoljuk, majd ezeket dsszehasonlitjuk. Ha a helyvektor a két masik vektor
kdzt van, a pont egyensulyi pont, ha a vektorharmas kilso vektora, akkor nem.

A szamitashoz a vektorokat a kovetkezéképpen allitjuk el6: A sik normalisa a fent leirt
modon el6allé N1 vektor lesz. A helyvektorhoz a gyokkeresés soran kapott megoldasokat
az ellipszis egyenletébe helyettesitjik (V2), mig a felUleti merdlegest a felileti érinték (a
felUletet leird vektor parcidlis derivaltjai az adott pontban) vektoridlis szorzataként kapjuk
(V3). Itt figyelni kell a vektorialis szorzas iranyara, hogy a vektor a feliletr6l kifelé
mutasson, éppugy, mint a sik normalvektoranal. Ha tehat az V1 és N2 altal bezart szog «,
az NI és N3 altal bezart szog f, valamint az N2 és N3 altal bezart szog vy, akkor az
egyensulyi pont létezésének szikséges és elégséges feltétele a kritikus pontokban a >,
és >y relaciok teljesulése.

Ahhoz, hogy eldontsik, hogy a keletkezett egyensulyi pont milyen tipusu, meg kell
vizsgalnunk az adott pontban a tavolsagfiggvény masodik derivaltjat az ellipszis mentén.
Ha ez az érték pozitiv, tehat a figgvénynek az ellipszisen lokalis minimuma van, akkor
nyeregpontot, ha negativ, azaz a figgvénynek lokalis maximuma van, instabil pontot
kapunk.

AZ EREDETI EGYENSULYI PONTOK

Fontos megvizsgalnunk, hogyan valtoznak a maradék feliletdarabon az egyensulyok, azaz,
hogy a csonkold sik levag-e az eredeti egyensulyi pontok kozUl (8. abra). Ehhez azt
hasznaljuk fel, hogy az eredeti ellipszoid egyensulyi pontjai a sajatvektorok iranyaban
vannak, igy csak azt kell megvizsgalnunk, hogy a sajatvektorok a kérvonal meghatarozta
kupon beldl vannak-e.

8. abra

Ehhez elég a sajatvektorok és a z-tengely altal bezart szbget az R paraméterrel
6sszehasonlitani (a sikmetszeten keletkez6 egyensulyi pont vizsgalatdhoz hasonldan).
Fontos figyelembe venni, hogy az ellipszoidon az egyensulyi pontok parosaval
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helyezkednek el, azaz a sajatvektorok ellentettje (minusz egyszerese) is kijeldl egy
egyensulyi pontot. Ennek a figyelembevétele a legegyszeribb Ugy, hogy ha ¢ jeldli a
sajatvektor z—tengellyel bezart sz6gét, akkor (m — @) szdget is figyelembe vesszik. Elég
tehat a szogek kozotti relaciot feliri, ez egyértelmlen megadja, hogy megszlinik-e
valamely az eredeti egyensulyok koézil. Hogy stabil, instabil vagy nyeregpont szint-e meg
Ugy donthetjik el, hogy megvizsgaljuk melyik sajatértékhez (sajatértékekhez) tartozo
sajatvektor (sajatvektorok) esik a korvonal altal meghatarozott kipon belilre. A
legnagyobb sajatértékhez az instabil, a legkisebbhez a stabil pont tartozik.
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EREDMENYEK

A dolgozat célja a megvaltozasok altalanos leirasa volt, tovabba egy olyan térkép
generalasa, mely megmutatja a valtozasok szamat és tipusat a csonkolas
tulajdonsagainak (irany és mélység) figgvényében. A megvaltozasok szama a
Poincaré—Hopf-tétel alapjan csak paros lehet. Ezt a szamot ugy kapjuk, hogy minden tipusu
valtozast (egyensulyok |étrejotte illetve megszinése) 0sszeadunk. A kapott érték nulla és
hat kozotti szam lesz. Ezt a képeken Ugy jeloltik, hogy a nulla értékhez a fehér szint
rendeltik, a tobbi értéket szirke szin jeldli, mely annal sotétebb, minél magasabb a
szamérték. A 9. abran a vv3 = sin R = 0,5 paraméterértékhez tartozo szelet lathato.

vVv2

=
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9. abra
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A megvaltozas tipusa sokféle lehet, de mindegyik két alaptipusbol épul fel. Az egyik az
egyensulyok athelyezédése, melyet az alapjan, hogy milyen egyensulyi pontot vagunk
le, tovabbi harom fajtara bonthatunk. A masik alaptipus a Kolumbusz—lépés, mely
soran létrejon egy stabil vagy egy instabil egyensulyi pont és egy nyeregpont. Az egyéb
megvaltozasok Az ennél bonyolultabb valtozasok felfoghatoak ezek kombinacidjaként.

A lehetséges kombinaciokat az alabbi tablazat szemlélteti. (A lehetéségek
vizsgalatakor figyelembe vettik, hogy maximum egy stabil, két instabil és két
nyeregpont johet Iétre, illetve, hogy egy adott lecsapas egy adott tipusu egyensulybal
nem szUntetheti meg mindkett6t.) A tablazatban feltUntettik azt is, hogy a térképen
milyen szinnel jeldltik az adott tipust.

tipus felépités szinjelolés
H1 +H,-H sotétkek
Ul +U,-U kozépkék
S1 +S,-S vildgoskék
K1 +S,+H piros
K2 U,+H, vilagos piros
K1K2 +S,+H,+U,+H z6ld
K1U1 +S,+H,+U,-U sOtétrozsaszin
K1H1 +S,+H,+H,-H vilagos lila
K2H1 +U,+H,+H,-H lila
K2u1 +U,+H,+U,-U kdzéprozsaszin
K2S1 +U,+H,+S,-S vildgos rozsaszin
H1S1 +H,-H,+S,-S vildgosbarna
H1Uu1l +H,-H,+U,-U kdzépbarna
S1U1 +S,-S,+U,-U sotétbarna
K1K2U1 +S,+H,+U,+H,+U,-U vildgosszirke
K1H1U1 +S,+H,+H,-H,+U,-U
K2H1U1 +U,+H,+H,-H,+U,-U
K2S1U1 +U,+H,+S,-S,+U,-U
S1U1H1 +S,-S,+H,-H,+U,-U sotétszirke

A 10. dbran a 9. abranak megfeleltethet6, a vv3 = sinR = 0,5 paraméterértékhez
tartozd szelet lathato. Ha ezt Osszevetjik az 5. és 9. abraval megallapithatjuk tobbek
kozott, hogy a szelet felsé részén levagjuk a stabil pontokat, mig a jobb alsé sarokban a
nyereg, a bal alsdban pedig az instabil pontokat, mely az ellipszoidok abrajan is szépen
latszik.
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10. abra

A melléklet tartalmazza az algoritmus altal generalt 6sszes abrat, parba rendezve, a
csonkolds mélységének megfelel6en névekvé sorrendben.
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