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1. Bevezetés

A tudomanyos munka soran gyakran iitkoziink abba az akadalyba, habar a természeti jelenségeket
leiré parcialis differencidlegyenleteket ismerjiik ugyan, de nem tudjuk azok megoldasat analitikus
uton vagy zart alakban megadni. Ezért kénytelenek vagyunk kozelito eljarasokat kidolgozni az adott
problémara vonatkozo egyenlet megoldasara. Az ilyen eljardasokat nevezziik numerikus modelleknek.

A numerikus modellek szamtalan kozelitési taktikat alkalmaznak, de legéltalanosabban a parcialis
differencial hanyadosok véges kiilonbséges kozelitése terjedt el. Ez alatt azt értjiik, hogy az egyébként
infinitezimalis megvaltozasokon alapulé differencialhanyadosokat, tgynevezett véges kiilonbségek
hanyadosaként szemléljik. Egy ilyen mddszer eredménye hibaval terhelt, vagyis nem feltétleniil ad
eléggé pontos eredményt. Az, hogy mit neveziink eléggé pontosnak, az adott feladattol fiigg. Trividlis,
hogy minél kisebbek a hdnyadosban szerepld kiillonbségek, annal pontosabb az eredmény. Vagyis ha
csokkentjiik a 1épéskozt, a valdsdgnak jobban megfelel6 eredményt kapunk. Ezeket az eljarasokat
hatékonyan csak numerikus tuton lehet kivitelezni. Tehat a pontossagnak csupan a szamitdsi kapa-
citas szab hatart.

Am nincsen kébe vésett médszer arra, hogy egy véges differencidlokon alapulé modellt hogyan kell
felépiteni. Szamtalan kozelitési mddszer 1étezik, melyek pontossaga azonos szamitasi kapacitas mel-
lett mas és mas. Vannak eljarasok, melyek pontossaga igen nagy, de olyan nagy a szamitasi igénytik,
hogy inkabb egy kevésbé pontos, de kisebb gépigénnyel dolgozé moddszert vagyunk kénytelenek
valasztani. Tehat az idedlis mddszer az lenne, ami képes a lehetd legvalésaghtibb eredményt pro-
dukalni, mikézben elfogadhato eréforrasigénnyel 1ép fel.

Az egyik ilyen jol hasznalhaté médszert Richardson-extrapolacionak nevezziik. Az elmult években
szamos elméleti és részben gyakorlati munka sziiletett ennek az eljardsnak a taglalasaval kapcsola-
tosan (Brajnovits, 2011; Faragd et al., 2010). Viszont részletes numerikus alkalmazasokrol ez eddig
nem igen esett szo. Erdemes tehét megvizsgalni, hogy eme igéretes eljaras vajon a gyakorlatban is
teljesiti-e az elméleti iton hozza flizott reményeket.

Az alabbiakban gércsé ala vessziik a Richardson-féle moédszer hatékonysdgat egyszeri egydi-
menziés numerikus problémdakon keresztiil (diffuzid, advekeid, reakecié-diffizid). Latni fogjuk, hogy az
extrapolacios eljaras rendkiviil meggy6z6 eredményeket mutat fel, ha 0sszevetjiik az adott problémara
vonatkozé hagyoméanyosnak nevezhetd euleri megoldassal. A Richardson-extrapolacié sok esetben

tobb nagysagrenddel is pontosabb, mint az utébb emlitett modszer azonos futasi idok mellett.
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2. Richardson-extrapolacio

Egy indokolatlanul nagy 1épéskozzel futtatott modell nem biztos, hogy megfeleléen pontos eredményt
ad, ezért célszeri kisebb 1épéskozzel is lefuttatni az eljarast. Ilyenkor a kordbbi futasi eredményeket
figyelmen kiviil hagyjuk, csak novelnék az eréforrasigényt. Keresniink kell egy olyan eljarast, ahol
nem végziink felesleges szamitasokat, vagyis sokkal hatékonyabban hasznaljuk ki a rendelkezésiinkre
allo szamitasi ercforrasokat.

Ennek a dilemméanak a feloldasara alkalmas a Richardson altal kidolgozott rendkiviil Otletes
extrapoldciés médszer (Richardson, 1927). Az eljarés lényege abbdl éll, hogy tjra lefuttatja a mo-
dellt fele akkora 1épéskozzel, de nem hagyja veszendébe menni az el6z6 — kevésbé pontos — futtatas
eredményeit sem. A két kiilonféle 1épéskozzel megkreadlt eredményt a folyamat végén megfelel6 lo-
gikdval dsszefésuli. Ennek koszonhetéen, ha az eredeti futtatas eredménye p-ed rendben pontos volt,
az extrapolacids eljardassal minimum 2p-ed rendben pontos eredményt fogunk kapni.

A Richardson-extrapolacionak két valtozata van, az aktiv és a passziv. Szemléljiik elséként a
passziv modszer elméleti hatterét. Ehhez elobb még meg kell érteniink az eljaras magjat képezo

extrapolacids elv matematikai lényegét.

2.1. Extrapolaciés moédszerek

Amennyiben egy p-ed rendben konvergens numerikus modellt alkalmazunk egy kezdetiérték-feladatra;
az extrapolacié segitségével kiejthetjiik az ez esetben ohatatlanul fellépo globalis hiba vezeto tagjat
vagy akar tagjait és ezzel p-ed rendiinél jéval gyorsabb konvergenciat produkalhatunk (Brajnovits,
2011).

2.2. Passziv Richardson-extrapolacié

Richardson eredetileg két eltérd 1épéskozii idéréteg kombindciéjaval kivant elérni a p-ed rendi pon-
tossaghodl p+1-ed rendben konvergens megoldést. Ez az alapotlet viseli a passziv Richardson-extrapo-
lacié elnevezést.

Lényege, hogy a két idoréteg megoldasait rendre kombindlva jutunk a jobb eredményre, de ezeket
az eredményeket nem hasznaljuk fel az Ujabbak kidolgozdsa soran. Vagyis mindig csupan a két

id6réteg adott megoldasat vetjiik Gssze és szarmaztatjuk bel6lik a végsé megoldést (1. abra).
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1. abra. Passziv Richardson-extrapolacié

2.3. Aktiv Richardson-extrapolacio

A passziv médszer tovabbgondolasa, hogy nem csak legyartjuk az eredményeket, hanem felhasznaljuk
az Ujabbak elkészitéséhez. Vagyis a két idoréteg eredményébol kapott végsé eredménybdl 1éptetjik
tovabb mindkét idoréteget az eltérd 1épéskozzel, és az igy kapott djabb eredményeket kombindlva

haladunk tovabb hasonléképpen (2. dbra).
T Ty
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2. abra. Aktiv Richardson-extrapolaci

Azt varnank, hogy ez a logikus tovabbfejlesztés pontosabb eredményeket képez, azonban ahogy a
késébbiekben latni fogjuk, ez nem feltétlen teljestil. A gyakorlat azt mutatja, hogy az aktiv valtozat

hatékonysaga elmarad a passziv egyszert tokéletessége mogott.
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3. Modell alkalmazasok

Az aldbbiakban megvizsgaljuk a Richardson-extrapolacio passziv és aktiv valtozatanak hatékonysagat
egydimenzidés modellek esetében. Az egyik legegyszeriibb explicit euleri kozelitést valasztjuk az
eljarasok alapséméjanak. A moédszer attél explicit, hogy a megoldéas soran kizardlag olyan adatokat
hasznalunk fel, amelyek az adott id6lépcsOben a rendelkezésiinkre dllnak. A derivaltakat a kovet-

kezoképpen kozelitjiik:

@ _ ctngr) = cltn)
dt At

ahol ¢(t,+1) és c(ty), ¢ thpi-dik és t,-dik idopillanatban felvett értéke, illetve At az idélépték. Ki-
fejezve c(t,41)-t, lathatjuk, hogy a kapott Osszefliggés, csak ismert — t,-dik id6pillanathoz tartozé —

értékeket tartalmaz.

ATy tns1) = c(Tmytn) — f(xm, tn) - At

ahol f(z,,t,) az adott problémdara vonatkoz6 differencidl egyenletbél szarmazé fiiggvény az x,
helyen és természetesen a vizsgalt t,, id6 pillanatban. Minden modellszimuléacié soran Neumann-féle
peremfeltételt alkalmaztunk.

A vizsgédlataink soran tigyeltiink arra, hogy az idéintervallum hossza és az id6lépték szorzata
alland6 maradjon, a pontosabb eredmény érdekében csokkentettiik az id6léptéket, ardnyosan noveltiik
az iteracios idot.

Minden modellszimulécié esetében mértiik, hogy az adott beallitasok mellett a program mennyi
id6 alatt fut le effektive. Ezt nevezhetjiik a szamitas gépigényének, mivel az igen egyszerii mo-
dellek esetében eltekintettiink a memaria optimélis kihasznélasatél. Csupan arra 6sszpontositottunk,
hogy minél gyorsabb, egyszertibb, illetve attekinthetébb programokat kapjunk. A modellprogramok
hagyomanyos C programnyelven irédtak. A futdsi id6t a time.h header altal tartalmazott clock()
fliggvény segitségével mértiik.

Nagyon fontos megjegyezni, hogy a szamitasokat kizardlag egyazon Toshiba Satellite L750-1n3
laptopon végeztiik Ubuntu 12.04 LTS operacios rendszerben futtatott termindl segitségével, a hasznalt
C fordito pedig a Linux terminalban konnyen hasznélhato g++ volt. Tehat az idémérés soran kapott
eredményeket némi bizonytalansaggal kell szemlélniink, mert a futtatdsok soran nem kiiszoboltik ki
az operacios rendszer szamtalan bels6 algoritmusabdl szarmaztathaté hibaforrasokat. A mérés azo-

nos feltételek mellett mas-mas idéeredményt adott, mert kapacitdst vonhattak el hattérben futéd
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programok is. A szimulacidkat az ELTE-TTK egyik Linux alapt gépén is elvégeztiik, melyben ez a
bizonytalansag nem jelent meg — az ujra futtatott programok rendre azonos idémérési eredményt ad-
tak, azonban a rendelkezésiinkre all6 egyetemi gépnek legalabb méasfélszer annyi idére volt sziiksége
a programok lefuttatasdhoz. Ezért dontottiink a nagysagrendileg pontos, &m nem egzakt idémérés

mellett.

3.1. Diffazio
Alapfeladatunk egy egydimenzids diffiiziés probléma.

Oc D 9%c

o Do =" @

ahol D az adott problémara vonatkozé diffuzids-allandd. Az egyszerliség kedvéért a szamitdsokban

ezt mindeniitt egynek vettiik.

A fenti feladat explicit Euler-sémaval torténddiszkretizacidja az alabbi Gsszefliggéshez vezet:

(Tm_1,tn) — 2 (T, tn) + (Tmat, tn)

&
m tn = my tn D -
(T, tnr1) = (T, tn) + A2

LAt 2)

Vagyis egy adott z,, helyen egy ujabb idépillanatban szereplo érték kiszamitasahoz sziikségiink van

az el6z6 idopillanatban felvett, és azzal helyileg kozvetlen szomszédos értékekre is (3. dbra).

Tm—2 Tm—1 Tm Tm+1 Tm+2

ln—1 L4 .o ° )
< . 0
N

tn ° K ° )
!
!

| >4
thi1 ° ° ° °

3. abra. Explicit Euler-séma diffizié esetén

A peremérték-feltételekre komoly figyelmet kell forditanunk. A szamitasok soran egy 1000 fix

racspontbdl allé rendszert vizsgaltunk, melynek felezépontjandl kezdetben egy tiske helyezkedett el.
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A nulladik id6épillanatban minden racspont értéke nulla volt, egyediil a tartomany kozepén helyezke-
dett el egyetlen rdcspont, amelyben a kezdeti érték egyre lett beallitva.

Az idélépték (timestep) és az iteracids idé szorzata a szimuldcidk sordn szintén valtozatlan volt.
Ijgy valasztottuk meg mindkettot, hogy a szorzat értéke pontosan 1000 maradjon. Ha finomabb
becslést akartunk elérni, akkor csokkentettiik az idoléptéket és ezzel aranyosan megnoveltiik az
iteracios idot.

Az eltérd idolépték mellett elkészitett modelleredmények haranggorbék forméjaban jelentek meg,
melyeket statisztikai vizsgalatnak vetettiik ala. Kiszamitottuk az egyes eredmények abszolit és
relativ hibajat egy igen nagy pontossagu referenciafuttatdshoz képest. (Referencia alatt egy 107 -es
id6léptékii euleri megoldést értiink.) Megnéztiik a cstcs értékének eltérését is a referencia cstcsahoz

képest. A 4.-6. abrakon ezek a futtatasi hibdk szerepelnek az idélépték fliggvényében.

Abszolit hiba (lg skdla)

0.0001
P/_‘,M
//
16—05 /
le-06
|
1le-07
1e-08 3
l/x/‘/x’/
1e-09 Euler ——
Passziv Richardson
‘ Aktiv Richardson —=—
le-10 L L 4
0 0.05 0.1 0.15 0.2

Idéléptek
4. dbra. Abszolut hibak difftizié esetén

Az abszolut és a relativ hiba esetében latvanyosan kitlinik, hogy mennyivel pontosabb eredményt
kapunk, ha valamely Richardson-moddszert hasznéljuk azonos idélépték mellett. Mindkét statisztika
alapjan megallapithato, hogy bizonyos id6léptéknél kisebbet nem hatékony felvenni, nem eredményez
jelentosen nagyobb pontossagot — ezt a 4. abra szemlélteti a legjobban.

Az 5. abran nincs feltiintetve az euleri mddszer csucs eltérése, abrazolasa esetén a két extra-
polacids eljardas nem mutatna lathato véaltozékonysagot. A passziv Richardson-moédszer tilbecsli a
csucs értékét, nyujtottabb haranggorbét eredményez, mint a maésik két médszer. Relativ hibdja

egyértelmiien kisebb, és abszoltt hiba tekintetében sem marad el az aktiv Richardson eljarastol.
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Relativ hiba (lg skdla)
100

10

1 / e ]
0.1

ol
0.001 /

0.0001 Fuler ———
Passziv Richardson
A.kth Richardson ——

le-05 b
0 0.05 0.1 0.15 0.2
Idélépték:

5. dbra. Relativ hibdk diffizid esetén

Az abrakrdl leolvashatd, hogy bizonyos id6léptéktdl kezdve mar nem figyelhet6 meg szamottevd
pontossag javulds az extrapolacios médszerek esetében. Nem érdemes a Richardson-féle modelleket

kicsiny id6lépték mellett futtatni, csupan a futtatasi ido né.

Csiics eltérés

4e-11
2e-11 "
/

-2e-11

-4e-11

-6e-11

8e-11 o s

-le-10 Passziv Richardson

Aktiv Richardson ——
-1.2e-10 ' '
0 0.05 0.1 0.15 0.2

1d8lépték

6. dbra. Csucs eltérés diffizid esetén
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Ezzel el is jutottunk a kovetkezd vizsgalati szemponthoz. Nem elegend6 ugyanis azt latnunk,
hogy adott idoléptékek mellett milyen pontossagot produkalnak az eljarasok. Nagyon lényeges, hogy
mekkora gépigény sziikséges a szimulaciok elkészitéséhez. Az 1. tablazat osszefoglalja a modszerek
futtatasi idejét és az idoléptéket. Lathato, hogy az extrapolaciok futtatasai nagyjabdl kétszer annyi

id6t vesznek igénybe, &m nagysdgrendekkel pontosabbak (7. dbra).

CPU idé (s)
Idolépték Passziv Aktiv
Euler
Richardson | Richardson

2.00-1071 | 0.05 0.12 0.14
1.67-1071 | 0.07 0.13 0.17
1.43-107Y | 0.08 0.15 0.2
1.25-107Y | 0.08 0.18 0.23
1.11-107* | 0.09 0.2 0.25
1.00- 107! 0.1 0.22 0.29
5.00-1072 | 0.19 0.43 0.56
3.33-1072 | 0.29 0.66 0.83
2.50-1072 | 0.38 0.87 1.11
2.00-1072 | 0.48 1.08 1.39
1.00-107% | 0.96 2.16 2.76
2.00-1073 | 4.76 10.79 14.36
1.00-1073 | 9.57 21.64 27.62
2.00-107* | 47.95 106.92 138.5
1.00-107* | 94.58 213.67 275.3
2.00-107° | 474.86 1077.5 1381.5
1.00-107° | 953.78 2153.56 2885.96

1. tablazat. Difltizidés modellek futdsi idétartamai

Példéul, ha 0.7-es relativ hibaju futtatast koveteliink meg, akkor 4.76 masodperc alatt all el6 az
euleri, 0.12 masodperc alatt a passziv Richardson-extrapolacios, és 0.29 mésodperc alatt az aktiv
Richardson-féle megoldas. Tehat az utébbi Richardson mddszer 16-szoros, az elébbi kozel 40-szeres
gyorsulast eredményez.

Ennél nagyobb gyorsulasokat mutat a 7. abra, amelyen a diffuziés szimulaciok relativ hibajat

lathatjuk a futtatasi id6 fiiggvényében. Megfigyelhetd, hogy bizonyos pontossdgnal nagyobbat nem
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tudunk megkovetelni az extrapolacioktol. Tovabba az 5. dbrdhoz hasonldan itt is szembetiing, hogy
a passziv mddszer a legpontosabb, és felvesz egy minimalis hiba értéket is, aminek eléréséhez 10.79
masodperc sziikséges. Ennek a futtatdasnak az eredménye tobb mint két nagysagrenddel pontosabb,

mint a legkisebb 1épéskozzel készitett euleri megoldas.

Relativ hiba (lg skala)

100 T T r
. Euler ——
\.\ Passziv Richardson
10 \\ Aktiv Richardson —=— 3

\\
LN
\ ™~
0.01
0.001 | \

0.0001 \\

le-05 : .
0.01 0.1 1 10 100 1000 10000
CPU idé (lg skdla s)

7. dbra. Difluzié relativ hibai a futési idok szerint

\.\

Az eredmények alapjan egyértelmiien kijelenthetd, a Richardson-extrapolacios eljardsokat érdemes
hasznalni egy altalanos diffiziés probléma numerikus megoldédsa soran. Az idoléptéket pedig an-
nak fliggvényében érdemes megvalasztani, milyen pontossagot varunk el az eredményektdl, illetve

varhatéan mely id6léptéktol kezdve vélik a hiba stacionariussa.
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3.1.1. Diffazié valtozatai

A diffuziés probléma részletesebb vizsgdlatdahoz tekintsiik az eddigi feladat két lehetséges valtozatat.

Oc 0%c
@—Da—%ﬂg-?—o (4)
ot ox? €=

ahol k egy szabad paraméter, aminek értéke a szamitasok soran egynek lett véalasztva. A diffizids-
allandon, a racson, az iteracién, és a kezdeti jelen nem valtoztattunk.

Az A.1.-A.3. abrakon lathatok a diffizids probléma +k - ¢ taggal kiegészitett valtozatanak hiba
gorbéi. Ezeket osszevetve a B.1. tablazat megfelel6 adataival, lathatjuk, hogy a Richardson-féle
extrapolaciés mddszerek ez esetben is sokkal hatékonyabbak, mint az altaldnos euleri metédus (8.

abra). Az abrak nagyon hasonlitanak az el6z6 diffizids feladatnal kapott eredményekhez.

Relativ hiba (lg skdla)

100 T r r
M Euler ——
\\ Passziv Richardson
10 S Aktiv Richardson —=— 3

. % \\
0.1 RN
N

0.01 N

0.001 \
0.0001 \\

o

le-05 . .
0.01 0.1 1 10 100 1000 10000

CPU idé (lg skdla s)

8. dbra. k - ¢ diffuzio relativ hibai a futdsi idok szerint

A diffaziés feladat +k - ¢® taggal megtoldott valtozatdnal mar megfigyelhetiink néhdny eltérést,
melyek egyértelmiien a négyzetes tag megjelenésébol szarmaznak.

Az els6 ilyen érdekesség, hogy nem lathaté a Richardson-féle extrapolaciok abszolut hibajaban
megfigyelhetd platoszeri viselkedés a kis id6léptéknél (A.4. abra). Ha alaposabban megvizsgéljuk,

akkor tapasztalhatjuk, hogy ez esetben sem érdemes végletekig hajszolnunk az extrapolacids eljarasokat,
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mert itt is van egy bizonyos idolépték, aminél kisebbhez mar nem tartoznak pontosabb szimuldciék.
Ezt az A.5. dbra is aldtamasztja.

A miésik figyelemre mélté eredmény az A.6. abran lathato. Az eddigiektdl eltéréen nem csak a
passziv Richardson-féle eljaras becsli feliil a cstcs értékét, hanem a mésik extrapoldcié is. Természetesen
— habér ez az abrakon itt sincs feltiintetve — még igy is sokkal pontosabb eredményt ad mindketto a

csucs értékére, mint ami az euleri megoldasbdl szarmazna.

Relativ hiba (lg skdla)
100

g ) " Euler ——
Passziv Richardson

10 Aktiv Richardson —— 3

\\
X 3 \\
G
0.01 \

0.001 \\
0.0001

\.\

R

le-05 .
0.01 0.1 1 10 100 1000 10000
CPU idé (lg skdla s)

9. dbra. k - ¢ diffizié relativ hibai a futdsi idék szerint

A B.1. téblazat és a 9. abra alapjan a diffizié ezen véltozatardl is elmondhaté, hogy extra-
polaciokkal sokkal pontosabb eredmény érheté el, vagy jelentésen csokkentheté a szimuldcié futasi

ideje.
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3.2. Advekcio

Nagyon hasonld, mint az el6zéekben ismertetett diffizi. Am itt nem maéasodrendii differencial sze-

repel az idébeli parcialis derivalt mellett.

Oc Oc

itt u az advektalodasi sebesség, amit — a diffizidés-dllandohoz hasonléan — szintén egynek vettiink a
szamitasok soran.

Az explicit Euler-séma alkalmazésa a kovetkez6 egyenletre vezet:

C(.Z‘m, tn) - C(xm—la tn)

- LAt (6)

(T tngr) = (T, tn) — U

Tehat (6) képletben egy adott x,, helyen egy ujabb id6pillanatban szereplé érték kiszamitdsahoz
sziikségiink van az eloz6 idopillanatban felvett értékre, és az azt helyileg megel6z6 kozvetlen szomszé-

dosra is (10. ébra).

Lm—2 Lm—1 Tm Lm+1

tno1 . ° ° °
tn . B Z ° °
\L S
o ¢

N N
] . ) . °

10. abra. Explicit Euler-séma advekcié esetén

Itt is oda kell figyelniink a peremértékek pontos megadasara, kiilonosen a perem eliils6 hataraindl.
A szamitasok soran a 3.1. résznél leirt tiskét hasznaltuk kezdeti gorbe gyanant. A referencia-
megoldas idolépcsojénél is megtartottuk az el6zoekben hasznalt paramétereket.

Az els6, amit észre lehet venni a hibagorbék elemzése soran, hogy a passziv Richardson-extrapola-
ciéval kapott eredmények abszolut (11. dbra) és relativ hibaja (12. dbra) is kisebb, mint a masik két
modszerrel kapott eredményeké. Tovabba, a 3.1.1. résznél vizsgdlt abszolit hibahoz hasonléan itt
sem nyilvanvalé, hogy a hiba nem csokkenthetd tovabb az idolépték csokkentésével.

A relativ hiba dbrajanal is érdemes elid6zni egy keveset (12. dbra). Taldn a legérdekesebb, hogy

az aktiv Richardson-féle eljaras kezdetben milyen kis mértékben ad pontosabb megoldast, mint az
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euleri. A 13. abran ez még szembetlinOben latszik, ahogy az is, hogy az idolépték csokkenésével

egyre pontosabb és pontosabb eredményeket kapunk, végiil beall a stacionarius allapot.

Abszolit hiba (lg skdla)

0.01 ——————
//

0.001 /
0.0001
16—05 /

1e-06 ~

1e-07 F
le-08 FEuler —— .
Passziv Richardson
Aktiv Richardson ——
1e-09 L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2
ldolépték
11. 4bra. Abszolut hibak advekcid esetén
Relativ hiba (lg skdla)
1000
100 e ;*
10
1 Y
0.1
0.01
0.001 Euler —— .
; Passziv Richardson
‘ Aktiv Richardson ——
0.0001 4 4
0 0.05 0.1 0.15 0.2
Idolépték

12. abra. Relativ hibdk advekcid esetén
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Az A.7. abran lathaté cstcs eltérések esetében is a pasziv Richardson mddszer okoz megle-
petéseket azzal, hogy milyen kismértékben becsli tul a cstcs értékét. Az aktiv eljaras eredményei is

sokkal jobbak ezen a téren, mint ez euleriek.

Relativ hiba (lg skdla)
1000

Euler ——

R ’ .
N Passziv Richardson

100 Sy Aktiv Richardson —— 1
o AN

1 AN
A\
0.01

0.001 \\/H S

0.0001 !
0.01 0.1 1 10 100 1000 10000

CPU idé (lg skdla s)

13. dbra. Advekcié relativ hibdi a futdsi iddk szerint

Ha mindezeket osszevetjik B.2. tablazat alapjan elkészitett 13. abraval, akkor egyértelmiien
megallapithato, az aktiv Richardson-extrapolacié jobb becslést ad ugyan, mint az euleri, de kozel
sem olyan jot, mint a passziv modszer, melynek 19.16 méasodpercre van sziiksége a legprecizebb
megoldas eléallitasahoz. Az ehhez tartozé eredmény kozel 500-szor pontosabb, mint a legjobb euleri
eredmény.

A fentiek alapjan kijelenthet6, mindkét Richardson-extrapolacié alkalmas az advekcids probléma

preciz megoldéasara, de a passziv modszer alkalmazasa szamottevoen gazdasdgosabb.
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3.3. Cahn-Hilliard-féle reakcio-diffizié

Végezetiil vizsgaljunk meg egy Osszetett, reakcio-diffizios esetet, a Cahn-Hilliard-féle reakcié diffiziot.
Az eljaras a fazis szepardcié leirdsara alkalmas, ezért a természettudomany szamos teriiletén
alkalmazzak. Leginkabb kémiai folyamatok szimulacidjat teszi lehetévé, de megfelel a bioldgiai
mintazatok, vagy akar a meteoroldgiaban a nukleacié és a gbcképzddés modellezésére is.
A Cahn-Hilliard-féle reakci6 diffuziét leiré egyenlet a kovetkezé altalanos alakban irhato fel:
oc

i —AV?(ec — yc + aV3e) (7)

ahol A, €,7, és 0 az adott folyamatra jellemz6 allandok.

Azért valasztottuk a fenti egyenlettel leirhaté feladatot, mert negyedrendii derivéltat is tartal-
maz. Kivancsiak voltunk, hogy vajon mutatnak-e a Richardson-féle extrapoldcidés mddszerek valami
szembetiné kiilonbséget a magasabb rendi differencidltagok megjelenésének kovetkeztében.

A szimulacidk sordan két anyag reakciéjat vizsgaltuk. Melyek eltérd anyagmennyiséggel rendel-
keztek és egyikiik mozgd frontként viselkedett. A mozgd anyagi tartomany és a stacionarius anyag
talalkozasa soran keletkez6 harmadik anyag mennyiségét, keletkezését modelleztiik.

Az eddigiekhez hasonléan, ez esetben is egy igen finom id6lépcsiével futtatott explicit Euler-sémat
hasznaltunk a referencia megoldés elkészitéséhez.

Az eredmények alapjan azt mondhatjuk, hogy a mdédszerek nem mutatnak komoly érzékenységet
a reakcio-diffuzié problémajara. A referencia futast joval inkdbb megkozelité eredményeket pro-
dukélnak, mint ha csak az euleri eljarast alkalmaznénk (14. dbra).

Anyagmennyiség
1 T

0.995 /
0.99

0.985
Anyagmennyiség /
0.98 | I
1.5 T T T I
0.975 i

L | Euler
097 - Passziv Richardson

[ Aktiv Richardson

0.5 5 | Referencia

0.96: H L . . I .
465 466 467 468 469 470 471 472 473 474
0r Tavolsdg

(RIRN

-0.5 -

\

i el

-1.5

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Tavolsag

14. dbra. Cahn-Hilliard-féle reakci6 diffizié futasi eredményei
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4. Osszefoglalds

A dolgozatban ismertettiik a Richardson-extrapoldcio elméleti hatterét és numerikus alkalmazhatdosagat.
Bemutattuk a passziv és az aktiv Richardson-féle eljarasok kozotti kiillonbséget.

Az egydimenziés numerikus Euler-séméanal megvizsgaltuk az eljarasok hatékonysagat a szamitas-
technikai gyakorlatban. Goreso ala vettiik a diffiziés problémat és néhany valtozatat, egy advekcios
feladatot, és végezetiil egy reakcié-diffizids esetet is.

Minden eredmény kétségteleniil alatamasztotta, hogy a Richardson-féle extrapolacids eljaras kelld
biztonsaggal haszndlhaté a numerikus gyakorlatban. Azonos futtatdsi bedllitasok mellett nagysdg-
rendekkel pontosabb eredményt biztosit, mintha a hagyomanyos euleri sémat alkalmaznank. Meg-
hatarozott pontossag mellett pedig elegend6 az extrapolacids eljarasok valamelyikét alacsonyabb
idolépték mellett lefuttatni, ezzel nagy mértékben csokkentve a gépigényt, vagyis a futtatdsi idot.

Diffuzios feladatok megolddsara mindkét extrapolacid kozel egyarant hatékony, viszont advekcio
esetében egyértelmiien kijelentheto, hogy a passziv mddszerrel hamarabb érhetiink el nagy pontossagu
eredményeket.

A reakcio-diffuzios feladat esetében nem tapasztaltuk, hogy az extrapolacidos médszerek érzékenyek
lennének a magasabb rendii derivaltak megjelenésére és tovabbra is nagysagrendekkel pontosabb
eredményeket produkalnak.

Mindezek alapjan azt mondhatjuk, hogy a Richardson-féle extrapolaciés médszerek — atfogd nu-

merikus szimulaciok soran — maximalisan teljesitették az elméleti iton hozzajuk flizott reményeket.



A FUGGELEK (ABRAK)

A. Fiiggelék (abrak)

Abszolit hiba (lg skdla)

0.0001
M
/
1e-05 //
1le-06
I
1le-07
1e-09 ———
1e_10 ;_'/q/ R ‘ Eu]_er —_—
Passziv Richardson
Aktiv Richardson —=—
le-11 L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2

Idélépték
A.1. dbra. Abszolut hibdk k - ¢ difftizié esetén

Relativ hiba (lg skdla)
100

10
1 / e ]
0.1 /r
0.01

0.001 F
0.0001 Euler ———— .
Passziv Richardson
‘ Aktiv Richardson —=—
le-05 . 4
0 0.05 0.1 0.15 0.2

Idéléptek
A .2. dbra. Relativ hibdk & - ¢ diffizid esetén
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Cstcs eltérés
4e-11

%e-11 T

0*—" )-4—1!—/4

-2e-11

4e-11

-6e-11

-8e-11

-le-10

-1.2e-10 Passziv Richardson
Aktiv Richardson —»—
-1.4e-10 . *

0 0.05 0.1 0.15 0.2
1d6lépteék

A 3. dbra. Cstcs eltérés k - ¢ diffizid esetén

Abszolit hiba (lg skdla)
0.0001

105 P

1le-06 ( —

| /
1e-07 /‘//
1e-08 }

16—09 J Euler _ 7

Passziv Richardson
A.ktl'v Richard.son ——

le-10 k

e}

0.05 0.1 0.15 0.2
Idolépték
A 4. dbra. Abszolut hibak k - ¢? diffizié esetén
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Relativ hiba (lg skdla)
100

10

1 / e
0.1

ol
0.001 /

0.0001 Euler ——
‘ Passziv Richardson
A.ktl’v Richard.son ——

le-05 b
0 0.05 0.1 0.15 0.2
Idélépték

A.5. dbra. Relativ hibdk k - ¢ diffizi6 esetén

Csiics eltérés

0 ’_.—"-\

-5e-09 ~5

-1e-08 l\-\\

-1.5¢-08 \
-2e-08

-2.5e-08
_36-08 \.

-3.5e-08
-4e-08 Passziv Richardson
Aktiv Richardson —*—
-4.5e-08 : ; '
0 0.05 0.1 0.15 0.2
Idolépték

A.6. abra. Cstcs eltérés k - ¢ diffizié esetén
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Cstcs

eltérés

6e-45

Se-45

4e-45

/./

3e-45

//

2e-45

/“/
le-45

0-—-/*'/'//

Passziv Richardson

Aktl’v Richardson ——

-le-45
0 0.05

0.1 0.15

A.7. dbra. Cstcs eltérés advekeid esetén

0.2

dlépték
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B FUGGELEK (TABLAZATOK)

B. Fiiggelék (tablazatok)

k-c CPU idé (s) k-c> CPU idd (s)

Passziv Aktiv Passziv Aktiv

1do6lépték | Euler Euler
Richardson | Richardson Richardson | Richardson

2.00- 1071 0.06 0.12 0.17 0.06 0.14 0.17
1.67-1071 0.07 0.14 0.2 0.08 0.16 0.21
1.43-107! 0.08 0.17 0.22 0.09 0.18 0.24
1.25-107! 0.1 0.2 0.27 0.1 0.22 0.27
1.11-107* | 0.11 0.23 0.29 0.11 0.24 0.31
1.00- 107! 0.12 0.24 0.32 0.12 0.27 0.35
5.00 - 1072 0.22 0.5 0.64 0.25 0.52 0.69
3.33-1072 0.33 0.74 0.92 0.34 0.77 1.01
2.50 - 1072 0.44 1 1.24 0.46 1.05 1.34
2.00- 1072 0.52 1.24 1.65 0.59 1.31 1.69
1.00- 1072 1.02 2.28 3.01 1.13 2.56 3.4
2.00-1073 5.06 11.45 15.19 5.69 12.87 16.82
1.00-107% | 10.14 22.83 30.12 11.37 25.65 33.48
2.00-1074 50.8 113.91 151.12 56.59 129.59 168.53
1.00-107* | 101.22 228.67 303.42 111.96 254.79 338.1
2.00-107° | 508.34 1141.94 1504.9 560.96 1272.8 1666.55
1.00-107% | 1017.37 2292.52 3016.33 1137.23 2559.09 3332.6

B.1. tablazat. Eltéro diffuzidés modellek futasi idotartamai
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CPU idé6 (s)
Idslépték Passziv Aktiv
Euler
Richardson | Richardson

2.00-107' | 0.05 0.11 0.14
1.67-1071 | 0.06 0.12 0.16
1.43-1071 | 0.07 0.14 0.19
1.25-107Y | 0.08 0.16 0.21
1.11-107Y | 0.09 0.18 0.25
1.00-107! 0.1 0.2 0.26
5.00-1072 | 0.18 0.38 0.52
3.33-1072 | 0.28 0.57 0.79
2.50-1072 | 0.36 0.77 1.08
2.00-1072 | 0.44 0.96 1.33
1.00-107% | 0.88 1.92 2.63
2.00-1073 | 4.36 9.53 13
1.00-1073 | 8.92 19.16 25.98
2.00-107* | 43.66 94.9 192.84
1.00-107* | 87.78 190.16 260.65
2.00-107° | 436.56 950.42 1299.1
1.00-107° | 878.32 1914.15 2600.42

B.2. tablazat. Advekcids modellek futasi idotartamai

24



HIVATKOZASOK 25

Hivatkozasok

Brajnovits, B., 2011: A Richardson-extrapolacié alkalmazasa és matematikai vizsgalata egy-

szertsitett kornyezeti modellekben MSc diplomamunka, Budapest, 6-62.

Farago, I., Havast, A. and Zlatev, Z., 2010: Efficient implementation of stable Richardson Extrapo-
lation algorithms Computers and Mathematics with Applications, 60, pp. 2309-2325.

Richardson, L. F., 1927: The deferred approach to the limit, I — Single lattice Philosophical Tran-
sactions of the Royal Society, 226, pp. 299-349.



