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Bevezetés

Az arab matematikatorténet kutatdsa iranyaba a tudomanytorténet iranti érdeklddésem terelt.
Azért valasztottam az iszlam vilag matematikatorténetét, mert ez a teriilet még bdven tart
kutatni valot [14][15][16], és a mar feltart eredmények indokoljak is az alaposabb
megismerést. A kivalasztott korszak €s térség matematikdja pedig jol alkalmazhatdo a mai
matematika-oktatasban, ennek lehetdségével foglalkozok ebben a dolgozatban.

De hogyan segithet az arab matematikatorténet a mai kozépiskolasoknak? Melyek a sziikséges
elemek, és milyen tovabbi lehetéségeket hordoz a tudomanytorténet kozel-keleti fejezete? A
matematika egy Osszetett és meglehetdsen nehéz tudomany, amelynek elsajatitasa sok didknak
okoz nehézséget. Ennek jeleirdl, a probléma lehetséges megoldéasardl alabb részletesen lesz
sz6. A didkok részérdl tapasztalt nehézségeket sajat oktatdsi tapasztalatombol is valogattam
[33], és ennek alapjan valasztottam ki az arab matematikatorténet azon szeleteit, amelyeket
részletesebb vizsgalat ala vettem.

A matematikatorténet oktatasa a 2012-es Nemzeti alaptanterv (tovabbiakban NAT)
bevezetésével a mindennapi matematikatanitas szerves részét képezi [2]. Jollehet a NAT altal
rogzitett matematikatorténeti elemek rendkiviil kisszamuak, raadasul elég szubjektivek, a
tudomanytorténeti vonatkozdsok megjelenése mégis komoly eredmény az el6zd évtizedek
oktatasi irdnyzatdhoz képest.

Barmely korabbi NAT a matematikai alapelvek elsé soraiban rogzitette, hogy a matematika
Kulturalis 6rokség” [1]. Ezzel szemben az eddigi tantervek egyaltalan nem tértek ki ennek az
orokségnek az eredetére, és a gyakorlati oktatdsban a mai napig kis szerepet kap a
tudomanytorténet. De igy van ez mas tantargyak esetében is? Egyaltaldn nem. A magyar
nyelv és irodalom gerincét az irodalomtorténet adja, benne szamtalan életrajzzal. Hasonléan
az ének-zene targy fo részét képezi a zenetdrténet, ahogy a rajz és vizualis kultira részét a
miivészettorténet.

Persze a matematika az elébb felsoroltaktdl jelentdsen kiilonb6z6 tudomany, és a tanmenet
gondosan Osszevalogatott elemekbdl épiil fel. Ugyanakkor torténete az els6 irdsos emlékekig
visszanyulik, és a mai tudomény a tobb ezer éves, vilagszerte kibontakozd fejlodés
eredménye. Ennek megismerése nem csak kulturalis kotelesség, hanem egy fontos segitség,
amelyre a mai matematikaoktatas szamos helyzetében lehetne tamaszkodni [4].

Az 1990-es évek vége felé kezdddtek azok a vizsgalatok, amelyek a matematikatorténet
oktatasban betoltott szerepét, jelentdségét vizsgaltak [3]. Az ezredforduléra jelentek meg a
kutatas eredményei, és a XXI. szazad els6 évtizedének eredménye, hogy a 2012-es NAT mar
tartalmazza a tudomanytorténeti elemeket [2]. Dolgozatomban a NAT-ban nem szerepld arab
matematikusok munkaibol valogattam, a didkoknal tapasztalt, nehezebben elsajatithato
témaknak megfelelden.

A kutatas két részfeladattal kezdddott: elkezdtem Osszegytijteni az elérhetd magyar, majd
angol és német nyelvli munkékat, amelyek foglalkoznak arab matematikatorténettel, illetve
elkezdtem tanulni arab nyelven, egy budapesti nyelviskolaban [13]. Ugy vélem, ez utobbi
kiilonosen fontos, mivel igy nem csak a mar feldolgozott anyagokkal tudok foglalkozni, és
(bar jelenleg még csak szotar segitségével, de) képes vagyok eredeti forrasokat forditani,
értelmezni. Emellett abban a szerencsés helyzetben vagyok, hogy a nyelvtanulas révén arab
orszagokban tanité matematika (és egyéb, human) szakos tanarokkal is kapcsolatba keriiltem,



akik értékes tanacsaikkal segitik munkamat. Azonban a magyar nyelvii forrasokrél még meg
kell emliteni, hogy bar 1éteznek, de szamuk jelenleg igen csekély, szemben példaul az angol,
francia vagy német nyelvii irodalommal [6].

A hazai forrdsok Osszegyljtése konyvtarak stri latogatasaval kezdddott. Meglehetdsen
boséges szakirodalmi allomannyal rendelkezik az ELTE Természettudomanyi Karanak
Matematika Konyvtara [7], am a matematikatorténeti kotetek szama még igy is kevés.
Kutattam a Magyar Tudomanyos Akadémia Konyvtaranak Keleti Gyljteményében is [8], de a
matematikai tartalmt arab irodalom sajnos minimalis. Viszont ugyanitt hozzafértem tobb,
nemzetkozi gylijteményhez [9], ami mar nagy segitség volt. Emellett az interneten elérhetd
forrasokat igyekeztem megismerni és értékelni, ugyanis a felhasznalas el6tt fontosnak
tartottam meggy6zddni a hitelességrol.

Az arab nyelvi forrasok a vilag szamos, Magyarorszagtol kiilonb6z6 pontjan hozzaférhetdek.
Az eredeti nyelvrél torténd forditast a jovoben tervezem folytatni, ehhez a kovetkezd
konyvtarak, egyetemek rendelkeznek megfelelé kéziratokkal (kiemelt példak): Hamdard
University, Karachi (Pakisztan) [10], The University of Jordan, Amman (Jordania) [11],
Damaskus University, Damaskus (Sziria) [12].

A tudomanytorténeti forrasok felkutatasa mellett a modszertani szakirodalmat is igyekeztem
feldolgozni. Tobben foglalkoztak mar a matematikatorténet oktatdsban betolthetd szerepérol,
az alkalmazas megfeleld modjarol. Ezek koziil kiemelném Dr. Vasarhelyi Eva: A
matematikatanitds fundamentalis elvei, a matematikatorténet szerepe a reprezentacios modok
szerint szervezett matematikatanitasban” cimii mtivét [4] és a John Fauvel, Jan van Maanen
szerzOparos altal szerkesztett ,,History in Mathematics Education” kotetet [17].

Az utobbi években tobb didk is foglalkozott a matematikatorténet lehetséges szerepével.
2003-ban egy tanarszakos hallgato a tanitasi gyakorlatat matematikatorténeti megkozelitésben
végezte a Sagvari Endre Gyakorlé Gimnaziumban, Tarcsay Tamas, a Szegedi Tudomany-
egyetem oktatdjanak iranyitasa alatt [5]. Tanterve [5] koriiltekintéen dolgozta fel a vilag
matematikatorténeti eredményeit, €s ezek segitségével a tanmenet nagy részét le tudta fedni.
Gosztonyi Katalin, az ELTE Természettudomanyi Karan 2009-ben irt szakdolgozataban egy
matematikai tabor felépitését, levezetését és tapasztalatait foglalta 0ssze, ahol a tanmenetet
szintén a matematikatorténet egyes fejezeteibol készitette [6].

A fenti példakkal ellentétben én nem a tanagyagot probalom lefedni a matematikatorténettel,
hanem a kivélasztott korszak és térség matematikdjanak alkalmazhatosagat vizsgalom a mai
tanagyag ismeretében.



Az arab (iszldm) matematika RialaRuldsa, jelentSsége

A mai hivatalos (irodalmi) arab nyelv ( _-swadll) kialakul4sa a Koranhoz k&theté: Mohammed
ezen a nyelven irta meg az iszldm szent konyvét a VII. szazadban [21], tehat a korabeli arab
torzsek dialektusai koziill Mohammed torzsének nyelvjarasa lett az irodalmi arab nyelv.
Egészen napjainkig az iszlam vallds nyelve az irodalmi arab maradt, amely a VII. szazad 6ta
gyakorlatilag valtozatlan [18]. Emellett 1920-ig a tudomany nyelve is az irodalmi arab volt,
hasonldéan ahhoz, ahogy Eurdpaban a latint hasznaltak tudomanyos publikédciokra egy idoben.
Kés6bb a nem-arab muszlim tudosok az anyanyelviikon publikaltak.

Ez azt is jelenti, hogy az arab nyelven irt tudoményos miivek tilnyulnak az arabok foldrajzi
hatarain: amig az arab orszagok a Foldkozi-tenger déli és keleti partjainal, az Arab-félszigeten
(a Voros-tenger, az Indiai-ocean és az Arab-6bol altal hatarolt folddarabon) és Eszak-Afrika
Foldkozi-tengertdl tdvolabbi teriiletein taldlhatdéak, addig az arab nyelven irt konyvek
Spanyolorszagtol Indidig barhonnan elékeriilhettek, mivel az iszlam vallas is erre a térségre
terjedt ki idészamitasunk szerint 1000-ig [19][20] (1. abra). (A Balkan mai muszlim térségei,
példaul Albania, Koszovo vagy Bosznia egy része késobb kertiltek kapcsolatba az iszlammal,
igy a tudomanytorténet szempontjabol most eltekintiink t6liik.) Tehat a IX. — XI. szazad
idején egy irani, afgan vagy spanyol muszlim matematikus is arabul publikalt.

Az arab matematika 1000 koril idedlis példa a matematikatorténet oktatasban betdltott
szerepére. Az egyik érv a téma mellett, hogy a kozel-keleti matematika minden szinten
kimarad az oktatasi tervekbdl. Mar a bevezetdben is elhangzott, hogy a NAT altal valogatott
tudomanytorténeti elemek kevesek. A 12 névbdl, amely a NAT idevagd oldalain szerepel
négy magyar matematikus talalhato a listdn, ami hazdnk matematikatorténetének megismerése
szempontjabol persze rendkiviil fontos (bar ez is kevés). A maradék 8 viszont mind eurodpai,
kozilik is 3 gorog, 2 francia, 2 német és 1 svajci [2]. Nem szerepel a listan egyetlen arab,
indiai vagy kinai név sem, a tengeren tilrol nem is beszélve, pedig az objektivitas és a
matematikatorténeti eredmények megkivannak [14][15][16][17][22][23][24][25]. Hogyan
lehet szamelméletet tanitani a kinaiak emlitése nélkiil?

A masik érv az arab matematika mai oktatasba torténd bevonasara az, hogy a IX. szdzadban
(és néhany esetben még a késObbi években is) ugyanaz tortént az iszlam vilagban, mint amit a
matematikatorténet oktatdsdval napjainkban elérni szeretnénk: az arabok értelmezni kezdték a
korszakban elérhetd korabbi matematikai eredményeket, megprobaltak Ojra atgondolni és
fejleszteni, és éppen ez lehetne a cél a mai tanuldk esetében is.

Erdekes vélemény [32], hogy milyen hatisa volt a tudominyokra nézve a kiilonbozd
hoditasoknak: a kozel-keleti tandrok koziil sokan allitjak, hogy a megszallasok (akar aktiv,
akar passziv iranybol nézve) mindig 0 lendiiletet adtak a fejlédésnek. Az egyik nép profitalt a
masik jelenlétébdl, és atvette a masik szokasai koziil azokat, amelyeket hasznosnak itélt. igy
kertilt az arab vildgba példaul az adminisztracio, a romaiak altal. Matematikai vonatkozasban
ez azt is jelenti, hogy az egyik orszdg megismerte a masik nép tudomanyos eredményeit, és
ezutan maodjaban allt a sajat otleteivel fejleszteni, a kdvetkezé megszallas és keveredés altal
pedig ugyanez a fejlesztett gondolat visszatért az el6z6 néphez, vagy tovabbszallt egy
harmadikhoz. Ez az elmélet megmagyarazna, miért nincs arab-6boli (példaul szaud-arabiai)
matematikai forras ezer évvel korabbrol, amikor az iszIam vallasi kdzpontja mindig is Mekka
volt: mivel a szaudi térséget soha nem szalltak meg idegen kulturak [19][20], és a szaudiak
sem hoditottak, a tudomany szintje addig emelkedett, amig a helyi kutatok tudasa engedte,
vagyis nem frissiilhetett {1j, idegen eredetli Gtletekkel.
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1. dbra: Az iszlam terjeszkedése 830 el6tt [35]



Az arab matematikg torténete a IX. szdzadtol 1000-ig, és a
Rorszak integrilhatosiga a mai matematiRaoRtatdsba

Altalanos allaspont, hogy az arab matematika alapjat a gorog eredmények nyujtottak. Ennél
tobbrol is sz6 van, mivel az 6korban a matematikai eredmények a vilag négy pontjan (Irak,
Egyiptom, Gorogorszag ¢és Kina oOkori megfeleldi) mutattak kiilonleges fejlodést
id6szamitasunk eldtt 3000 kortil [22][23], és ezek koziil két teriilet kozel masfél évezrede az
arab vilaghoz tartozik, igy Gtleteket innen is meritettek.

Az Okori iraki és egyiptomi szamolasi moddszerek, a szamrendszerek €és az egységtortek
gyakori részei kozépiskolai matematikai versenyeknek, szakkoroknek. Ezek kozil a
hétkdznapi oktatdsba is at lehet emelni feladatokat: akar konkrét, papiruszokrdl ismert
példakat, akar szamrendszerek kozotti atvaltast ellendrzo, sajat gyartasu kérdéseket (példaul:
Hogyan irtdk volna Egyiptomban azt a szamot, amely az iraki agyagtablan igy nézett ki?). Az
ilyen kérdések az egyébként szokvanyos feladatokat 0ij megkozelitésbe helyezik, és novelik az
esetleg amigy kevésbé érdeklddd tanulok motivacidjat. Hasonldan érdekes kérdés lehet egy
jelmagyarazat nélkiili egyiptomi egyenlet, amelyet a didkoknak kell megfejteni, és ezzel
értelmet adni a kordbban azonositatlan jeleknek (ezzel 0k keriilnek régész vagy matematikai
torténész szerepbe).

Az igazi arab matematika bolcséje nem hagyta el a Tigris és az Eufratesz kozét. A VIIL
szdzadban az Iszldm Birodalom a Fo6ldkozi-tengertdl mar egészen Indiaig terjedt, az egész
birodalom kézpontja pedig 762-ben, al-Manszur ( s=i.l ) kalifa idején, Bagdad lett [26].
Al-Ma’mun ( sl ) 813-ban lett kalifa, és egyik legfontosabb intézkedése volt egy bagdadi
akadémia alapitdsa, ami a Bolcsesség Hazaként ( 4.Sall cuny ) lett ismert [24][26]. Az
akadémia egyik elsd feladata volt a korabeli gorog tudomanyos és filozofiai irdsok forditasa,
értelmezése, majd az egyes tudoméanyagak fejlesztése. Ehhez al-Ma’mun a kor legjobb arab
tudosait szerzddtette sajat szolgdlatdba. Emellett egy konyvtarat is épittetett, amely az
alexandriai konyvtar utdn az els6 ¢és legnagyobb tudoményos, filozofiai és vallasi
gylijteménnyé nétte ki magat [24]. (Rdadasul, mivel az alexandriai konyvtar 640 és 642 kozott
harmadszor is leégett, igy a bagdadi konyvtar ekkorra mar vilagi szinten is egyediilallo
méretlinek szamitott.)

Az aldbbi tablazat (1. tablazat) Osszefoglalja a Bolcsesség Hazanak IX. szazadbeli
matematikusait €s fontosabb forditoit. A sziiletési és halalozédsi évszamok a napjainkban
elérhetd legpontosabb adatok. A tablazat célja 0Osszefoglalni a kor legfontosabb
matematikusait, igy az 6 munkassaguk ez alapjan tovabb kutathato.

Nev: Sziiletési ido, telepiilés, orszag: Haldlozasi ido, telepiilés, orszag:
Al-Khwarizmi ~780 Bagdad Irak ~850 Bagdad Irak
Al-Hajjaj ~786 Bagdad Irak ~830 Bagdad Irak
Al-Jawhari ~800 Bagdad Irak ~860 Bagdad Irak
Al-Kindi ~801 Kufah Irak 873 Bagdad Irak
Hunayn ibn Ishaq 808 Al-Hirah  Irak 873 Bagdad Irak
J. Muhammad ibn Musa ~800 Bagdad Irak 873 utan  Bagdad Irak
Ahmed ibn Musa ~805 Bagdad Irak 873 utan  Bagdad Irak
Al-Hasen ibn Musa ~810 Bagdad Irak 873 utan  Bagdad Irak
Al-Mahani ~820 Mahan Irén 880 Bagdad Irak
Al-Harrani 836 Harran Torokorsz. 901 Bagdad Irak
1. tablazat



A Bolesesség Hazaban al-Hajjaj ( zlsall) forditotta le elséként arabra Euklidesz Elemek cimii
muvét, illetve Ptolemaiosz Almagest cimu irasat 800 koriil [24]. Ezek koziil az Elemek volt
nagyobb hatédssal az arab matematikusokra. Szamos arab tudos irt kommentarokat az Elemek
egyes részeihez [24]. Ezek egy része inkdbb értelmezte, masik része inkabb fejlesztette a
konyvet. Az arab forditok remek nyelvismerettel rendelkeztek (koziiliik is a legjobbak
szolgaltak Bagdadban), ¢és életiik soran a matematikai nyelvhasznalatuk is finomodott.
Erdekes szakkori feladat lehet néhany forditds Osszehasonlitisa, javitasa, ugyanakkor
kiilonleges eredményeket nem lehet varni, mivel a diakok a ,forditas forditasaval”
talalkoznak (feltételezve, hogy a szakkor arabul nem besz¢ld tanulokbol all).

Al-Khwarizmi () s3ll) fejlesztette ki az algebrat, ugyancsak a Bolcsesség Hazaban, még
a IX. szazad elején [22][23][24][25]. Masodfoku egyenleteinek megoldasa vilaghirii, szintén
szerepelt mar versenyek feladataiként. A masodfoku egyenletek bevezetésekor al-Khwarizmi
modszerének megismerése is fontos lenne a didkok szamara, mivel fejleszti a tobbféle
gondolkodasmodot és ugyancsak érdemes a mddszert elemezni akkor, amikor mar jartassagot
szereztek a tanuldk az ilyen egyenletek megoldasédban. Az egyik kdzismert példa, bal oldalon
al-Khwarizmi szavaival, a jobb oldalon modern europai jeloléssel [24]:

,»Egy négyzet és 10 gyok egyenld 39 egységgel. A kérdés X+ 10x = 39

tehat az ilyen tipust egyenleteknél a kdvetkezd: melyik az a

négyzet, amelyet tizszer hozzdadva a sajat gyokéhez 39-et 10x : 2 = 5x

ad eredményiil? A megoldds soran az ilyen tipust

egyenleteknél vegyilk a mar emlitett gyokok felét. 52 = 25 =25 + 39 = 64
Eredetileg volt 10 ilyen gyokiink. Tehat vegyiik az 5-6t,

amit Onmagaval megszorozva 25-0t kapunk, ezt az \64=8 = 8-5=3
eredményt a 39-hez hozzaadva 64-et kapunk. A 64

négyzetgyoke 8, vonjuk le ebbdl a gyokok felét, vagyis 5-6t, X=3

igy marad 3. Ez a 3 tehat egy gyoke a négyzetnek, vagyis a

négyzet maga természetesen a 9.” =9

Az egyenlet geometriai bizonyitéasa is érdekes, a megfeleld témakornél (tertiletszamitasok és a
Pitagorasz-tétel tanitasakor) érdemes bemutatni. Az algebrai egyenletek megjelenésével,
jelentdsegével kiilon fejezetben foglalkozok.

Al-Jawhari (_a sall) 830 kériil 50 javaslatot irt az Elemekhez, és megkisérelte bizonyitani a
parhuzamossagi axiomat. Az ismert iszldm matematikatorténet szerint 6 volt az elsd, aki
bizonyitasokkal kisérletezett [24]. Néhany bizonyitasa ismét kivalo szakkori feladat lehet, a
bizonyitasokkal foglalkozo tananyagrész bevezetdjeként. Erdemes 6sszehasonlitani, mennyire
tartjak elfogadhatonak a didkok al-Jawhari bizonyitdsait, amikor még kevés ismeretiik van a
bizonyitasok terén, és hogyan latjadk ugyanazokat a bizonyitasokat egy honappal késdbb.

Al-Kindi ( _F.LISJ'I ) irt a hindu szamokrol, aranyokrol, harmonikus szdmokroél, kiilonb6zo
mérési és szamolasi eljarasokrol. Foglalkoztatta az id6 és a tér mérése, de mindkettSt
végesnek itélte. Bizonyitds gyanant a végtelenre vonatkozo paradoxon-elméletét probalta
kidolgozni [24]. A geometriaban 6 is foglalkozott a parhuzamossagi axiomaval. Alkotott egy
lemmat, amely megkérddjelezi, 1étezhet-e a sikon két olyan egyenes, amelyek egymassal nem
parhuzamosak, de nem is metszik egymast.



Hunayn ibn Ishaq ( (alssl ‘p (pis ) a Bolesesség Hazanak vezetd forditoja volt a 800-as
évek derekan [24]. Alapossagat jelzi, hogy egy-egy forrasért képes volt bejarni a vilagot: egy
szamara érdekes kéziratért hosszu i1dén at utazott Irakban, Sziridban, Palesztinaban és
Egyiptomban, de nem jart teljes sikerrel: csak a kézirat felét talalta meg Damaszkuszban.

A Banu Musa fivérek koziil a legfiatalabb testvér al-Hasan ibn Musa ibn Shakir
( JSLE (g (s O (pen) ) ives alakzatokat: ellipsziseket és gorbéket kutatott [24]. ,,Az
elnygjtott kor alaku torma” cimmel konyvet is irt az ellipszisrdl, de az egyes gorbék
geometriai tulajdonsagait is alaposan koriiljarta. Tobb gordg tételre és allitasra irt 0j
bizonyitast, emellett feltételezhetd, hogy 6 forditotta arabra eldszor Arkhimédesz irasait.

Al-Mahani ( L].&_.J'I ) volt a Bélcsesség Hazanak els6 matematikusa, akinek élete Dél-Iranban
kezd6dott, nem messze az afganisztani-irdni-pakisztdni harmas hatartol [24]. Foként
csillagaszati kutatasokat végzett, de fennmaradt néhany kommentarja, amelyet az Elemek
tobb részéhez irt, illetve néhany racionalis €s irraciondlis sz0g szamitasahoz irt Gtlete és tobb
bizonyitasi kisérlete. Elveszett azonban 26, az Elemekhez irt javaslata, amelyben olyan
bizonyitasok lehetdségét veti fel, amelyekkel kikeriilhetéek lennének tobb esetben az
axiomakra valo visszavezetések. A szogszamitasi tletek felhasznalhatok.

Al-Harrani (=) =—>d)) szamelméleti kérdésekkel foglalkozott és a barati szamparokat kutatta.
Alabb kiilon fejezetben targyalom munkassagat.

A X. szdzadban Bagdad mellett Kairé és Damaszkusz is tudoméanyos kozponttd nétte ki
magat, koszonhetéen a darabolodo Iszlam Birodalomnak [19][20][24]. Az ezredfordulora
Rayy (egykor nagyvaros, ma kisebb telepiilés Teherdn szomszédsagaban) is matematikai
fellegvar lett, igy az irani matematikusok tobbsége ott kezdett dolgozni [24]. A fontosabb
eredmények alabb lathatok, mindegyik egy-egy szakkori vagy tanodrai feladat lehetdségét
hordozza, a korszak matematikusait pedig a kovetkezo tablazat (2. tablazat) Gsszesiti, ismét a
tovabbi kutatast, illetve a téma atlatasat segitendo:

Nev: Sziiletési ido, telepiilés, orszag: Haldlozasi ido, telepiilés, orszag:
Ahmed ibn Yusuf 835 Bagdad Irak 912 Fustaat Egyiptom
Abu Kamil ~850 Fustaat Egyiptom ~930 Fustaat Egyiptom
Al-Battani ~850 Harran Torokorsz. 929 Bagdad Irak
Al-Nayrizi ~865 Nayriz Iran ~922 Bagdad Irak
Sinan ibn Thabit ibn Qurra ~880 Harran Torokorsz. 943 Bagdad Irak
Ibrahim ibn Sinan 908 Bagdad Irak 946 Bagdad Irak
Al-Khazin ~900 Khurasan Iran ~971 Rayy(Teheran) Irdn
Al-Uglidisi ~920 Damaszkusz Sziria 980 Damaszkusz Sziria
Abu’l-Wafa 940 Buzjan Iran 998 Bagdad Irak
Al-Quhi ~940 Tabaristan  Iran ~1000 Bagdad Irak
Abu’l-Hasan ibn Yunus 950 Fustaatkairs) Egyiptom 1009 Kaird Egyiptom
2. tablazat

Ahmed ibn Yunus (=5 U2 2= ) egyiptomi matematikus a helytarto szolgalataban hivatalos
szamitasokat végzett, igy foglalkozott adozasi problémakkal [24]. Ezek az otletek Fibonacci
miiveiben térnek vissza, kozel Otszdz évvel késObb. Az addzasi problémak egy sor
valosagkozeli feladatot hordoznak magukban, ezen tilmenden kevés ezer évnél iddsebb
valosagkozeli feladat ismert.



Abu Kamil ( J1< 51l ) ugyancsak egyiptomi, algebrai konyve Fibonacci f8 miivének alapja
[24]. Foglalkozik magasabbfoku egyenletekkel, de képletet ad a hatvanyozas egyik fontos
azonossagara a természetes szdmok korében: x"x" = x"™, ha n,meN. Az egyenlet megjelenik
késObb al-Karaji munkajaban is. Abu Kamil irt tankonyvet birodalmi foldmérdknek is, igy a
matematikai oktatasanak torténetére is at lehet kotni a tanorakon. Geometriai allitasai, a
harmadfoku, nem-linearis egyenletek, illetve a diofantoszi formulak (ax + bx + ¢) megoldasai
ugyancsak korszakalkotok és elemezheték. Abu Kamil volt az elsd, aki magasabb foku
ismeretlenekkel is jol bant, bar 6 is csak szavakkal irta le az egyenleteket. Példaul
X2 = ( A A e A e A ) ), azaz ,,négyzet négyzet négyzet négyzet”’, vagyis
X2 * x? * x* * x* Kerestetni lehet ennek magyarazatat, akar olyan matematikatdrténeti
elemeket megemlitve, mint néhany elszigetelten €16 torzs kezdetleges matematikaja.

Al-Battani ( 2lidl) Torokorszagban, Sziriaban és Irakban is tevékenykedett. Eredménye a
szinusz-tétel egy esete derékszogili haromszogekre: b*sin(a) = a*sin(90° — o) [24]. Remek
feladat a tanuloknak, hogy kovetkezik-e ebbdl a formuldbdl a szinusz-tétel, illetve mire kell
figyelni egy ilyen atalakitas soran (a tételek feltételei hangstulyozandok).

Al-Nayrizi eredményei kevéssé hasznalhatok az oktatasban, egyetlen érdekesség, hogy kutatta
a Kaaba ( 4.2<1} szentély (Mekka, Szaud-Arabia) irdinyanak pontos meghatarozasat [24]. Itt a
kulturalis tartalom mellett ténylegesen érdekes matematikai probléma egy pontos foldrajzi
hely iranyat a vilag barmely pontjar6l meghatarozni.

Ibrahim ibn Sinan ( Sl (» a2l szamit az egyik legnagyobb muszlim matematikusnak [24].
Viélogatott problémak (3 ylia. (KLL. ) cimi kényvében 41 kiilondsen nehéz geometriai
kérdést valaszol meg, elsdsorban az analizis eszkdzeivel, de nem ad részletes leirdst, mely
feltételek esetén mitkddik a megoldasa. Az el6z6 eset folytatdsa lehet egy feladat, amely egy
allitdst és a hozzatartoz6 bizonyitast tartalmazza, de a teljesiilés feltételei nélkiil, és a
didkoknak kell megkeresni a feltételeket, illetve példakat €s ellenpéldéakat.

A parabola mérésével foglalkozé konyvében (=25« _Ld ) viszont tokéletes bizonyitast ad a
kovetkezd allitasra, amely mai modszerekkel torténé megoldasra szakkordn is feladhato: a
parabola egy részletének teriilete egyenld a részletbe beirt haromszog teriiletének 4/3-ad
szorosaval. A tétel bizonyitasa mai modszerrel alabb lathato, emellett érdemes lehet felolvasni
az eredeti arab szOveget (persze annak forditasat).

bﬂ
Pk = —
[#]g =3
b:  2b°
Lparabola = tréglatap — [‘#’]E = b? —? = ?
_ trég!rz!rz-p _ b”f(b:]_ b"‘bz _ ba
théromzl':i_g - 2 = 2 = 5 = E

4
t =t

parabola = 3 héromszog
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Al-Khazin ( 0 3al)) vizsgalta az X° + y° = 7° egyenlet megoldhatatlansagat az egészek koré-
ben, ami persze a késdbbi (XVIL szizadi) Nagy Fermat-tétel (x" + y" = z") esete n = 3-ra
[38]. Ez mar nehezebb szakkori feladat, mivel a nagy matematikusokat is még egy évezreden
at foglalkoztatta a téma [24]. Masik otlete is érdekes:

Adott aeN szamhoz keresendd x,y,zeN = X2 +a= y2 és X% —a =72, Al-Khazin bizonyitotta,
hogy X, y és z 1étezése ilyen feltételek mellett ekvivalens azzal, hogy a = 2uv, ahul u,veN ¢és
u? + v? = X% Ebbél kdvetkez8en két példat is adott:

a=24esetén: 5° + 24 =77 ¢és 52 -24=1° (x=5;y=7;z=1).
a =96 esetén: 10° + 96 = 14% és 10> — 96 = 22, (x=10;y=14;z=2).

Al-Uqlidisi sziriai tanar volt, aki matematikai ismereteit utazasai soran sajatitotta el [24].
Koényvében bemutatja és elemzi a hindu szamirést, tovabba a helyiérték szerint irt szdmokat
tizes és hatvanas szamrendszerekben. Bemutatja az Osszeadést, a szorzast és mas alapvetd
miiveleteket egészekkel és tortekkel. A masodik részben 6sszegytijti a kordbbi matematikusok
modszereit, és atalakitja 6ket a hindu rendszerbe. A harmadik rész talan a legérdekesebb
tanari szempontbol: ebben ugyanis olyan kérdéseket vet fel és valaszol meg, amelyeket
altalaban a didkok tesznek fel az egyes ismeretek elsajatitdsa kozben (Hogyan csinaljam?
Miért igy csinaljam?). Ezzel al-Uqlidisi els6ként készitett tanari kézikonyvet. Miive az els6
ismert forras, amely kovetkezetesen hasznalja a tizedes torteket. Arrdl mar vitatkoznak a
torténészek, hogy al-Uglidisi felismerte-e a tizedes tortek jelent6ségét vagy csak bevezette
azokat, de az nem képezi vita targyat, hogy al-Uqlidisi nagy eldrelépést tett a tizedes tortek
bevezetésével.

Abu’l Wafa (1]l ?__ﬁ ) konyve ismét érdekes csemege. Az arab matematikaban elséként
vezette be a negativ szdmokat, a kovetkez0 modon: ,,Ha 6t6t kivonunk harombol, akkor
marad ketté adossagunk.” [24]. Sok-sok feladat (kiilonb6z6 mérések, szamolas tortekkel, stb.)
mellett konyvének hatodik része a legérdekesebb: ebben kiilonleges, konkrét eseteket mutat
be (katonak fizetése, hajok terhelhetdsége, utazd kereskeddk tigyei), vagyis Ujabb, ezer éves
valosagkozeli feladatcsomagot talaltunk, amibdl lehet szemezgetni a tandrékon.

Ibn Yunus ( _-2 &2 (1) a kiildnbdzé naptarak kozotti atvaltisokra adott képleteket [24], ebbdl
remek, aktudlis atvaltasos feladatokat lehet késziteni: milyen ddtummal jelent meg a mai 0jsag
Szaud-Arabiaban? (Szatd-Ardbia az egyetlen arab orszag, ahol csak az iszldm szerinti
1d6szamitast hasznaljak. Mas orszdgok mindkét datumot szerepeltetik példaul a napi 0jsdgok
cimlapjan.)

Az ezredforduld eldtt a fentieck szamitottak a legfontosabb eredményeknek az arab
matematikaban. Lathatd, hogy mindegyik eredmény magéban hordoz lehetdségeket, némelyik
esetben mar alkalmazhatok is a fenti feladatttletek, mashol pedig tanari felkésziilésre,
kutatomunkara van sziikség. Ez a felkésziilés legtobbszor az eredeti szovegek egy alkalmas
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forditasanak felkutatasat, értelmezését jelenti, majd a forrdsok tanulmanyozasa utan késziteni
lehet egy tandrai / szakkori tervet, konkrét feladatokkal.

A X. szazad végére az Iszlam Birodalom teriiletén elszaporodtak a politikai konfliktusok és az
ebbdl fakado fegyveres Osszecsapasok. A kisebb teriileteket 6nalld hadurak iranyitottak, akik
viszont gyakran estek aldozatul az aktudlis hatalom ellen felkeloknek, illetve az ,.ellenzék”™
hadseregének. Mindennek a tudomanyokra csak kisebb hatasa volt, mivel a vezetdk ezekben
az 1dokben is rendiiletleniil timogattak a tudosokat [24]. Viszont a korszak kutatoi igyekeztek
tavol maradni a konfliktusoktol, ezért a kordbbiakban megszokottnal tobbet utaztak, és az
¢letiiket is tobb helyen, mindig a lehetd legbékésebb zondban élték.

A tudomanyos ¢élet mindig ott lendiilt fel, ahol éppen egy nagyobb matematikus hosszabban
letelepedett. Ezek a tuddsok szinte kivétel nélkil tanitottak is, igy érthetd, hogy a kornyezetiik
is jobban fejlodott, mint azon teriiletek didkjai, ahol csak a helyi imdm tanitotta a fiatalokat.
Az ezredforduld utan kezd6dott igazan a tehetségek felkutatasa €s az iskoldk alapitasa, szerte
az iszlam vilagban, de elébb érdemes megnézni, milyen eredmények kothetdk ehhez az
1d6szakhoz. A teriileti szétszorddas tehat a X. szazad ota tovabb nétt, 1000 koriil mar tobb
kelet-irani és afgan és spanyol varos is fellegvarnak szamitott. A kor nagyobb matematikusai
az id6szak attekintése érdekében ismét alabb lathatok (3. tdblazat):

Név: Sziiletési ido, telepiilés, orszag: Haldlozasi ido, telepiilés, orszag:
Al-Sijzi ~945 Sijistan Iran ~1020 Shiraz Irdn
Al-Karaji 953 Bagdad Irak ~1029 valahol a hegyekben
ibn al-Haytham 965 Baszra Irak 1040 Kaird Egyiptom
Abu Nasr Mansur 970 Khwarezm  Uzbegisztan 1036 Ghazna  Afganisztan
Al-Biruni 973 Kath Uzbegisztan 1048 Ghazna  Afganisztan
Al-Baghdadi 980 Bagdad Irak 1037 Asfirayin  Iran

ibn Sina 980 Kharmaithen Uzbegisztan 1037 Hamadan Iran
Al-Jayyani 989 Cordoba Spanyolorsz. 1079 utan Jaén Spanyolorsz.

3. tablazat

A kozvetlen matematikai eredmények mellett még ebben a korban is a csillagaszati konyvek
lapjain talaljuk a legtobb, kozvetett matematikai tételt €s bizonyitast. A problémak tobbségét
az ezredforduld idején is az égbolt adta, igy a geometria és a trigonometria is ennek révén
fejlodott, de azért foglalkoztak a tudosok sorozatokkal, egyenletekkel, azonossagokkal és
szamelmeéleti kérdésekkel is.

Al-Sijzi is szamos csillagaszati kutatast végzett, tobbségét Shirazban, Kozép-Iranban, ahol
¢lete nagy részét élte [24]. Az egyik hosszabb kutatas 969 és 970 kozott zajlott, és al-Sijzi
ekozben irta tobb matematikai konyvét. Ezek els6sorban geometriai problémakat vizsgaltak,
példaul egy haromszog egyenesekkel torténd daraboldsat adott ardny szerint. Hasonldan
kutatta gdbmbokbe helyezett kisebb gdmbdk térfogatanak aranyat. Ugyanebben az idészakban
al-Sijzi kidolgozta a négydimenzidés térre vonatkozd elképzelését, tovabba a négy
dimenzidban értelmezett gdmboket is vizsgalta. A matematikatorténet kutatdi vitatjak, hogy
ez a gondolat egy tudatos elérelépés volt-e, mivel a késébbi munkaiban mar nem emliti a
négydimenzios Gtletét.

Az ezredfordulora geometriai bizonyitast adott az (a + b)® = a° + 3ab(a + b) + b’ azonossagra.
Ehhez a, b és a + b oldalhosszasagu kockakat és 3ab(a + b) térfogata paralelepipedonokat
hasznalt. A matematikatorténészek szerint ez az Elemek masodik konyvének harom
dimenzidba torténd kiterjesztése. Bizonyitdsa érdekes adalék lehet az azonossagok
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tanitasakor, altala jobban érthetdvé valik ez az azonossag, illetve a 1étezése is értelmet nyer a
kritikus tanulok szamara: az 0sszefiiggés a ,,valds” geometriaban is hasznalhat6.

Al-Karaji (z,<ll) Bagdadban tevékenykedett, egyik legfontosabb eredménye az indukcids
bizonyitas bevezetése. Munkassagaval alabb kiilon fejezetben foglalkozok.

Al-Haytham ( aiyll), a Kairoban tevékenykedd iraki tudos szamelmélettel foglalkozott, és 6
volt a mai Wilson-tétel feltalaloja [24]. Alabb részletesebben ismertetem munkassagat.

Abu Nasr Mansur ( s=ale yal al ) iizbegisztani sziiletésii, de késébb Afganisztanban
tevékenykedd matematikus a trigonometriat fejlesztette, és 6 volt a szinusztétel felfedezdje:
alsina. = b/sinf = c/siny [24]. A képlet korabban is felbukkant mar (szavakkal megfogalmazva
persze), legkorabban al-Battani miiveiben (lasd fentebb), de az éltalanositott szinusztétel Abu
Nasr Mansur eredménye. A tétel bizonyitdsa pedig majdnem minden konyvében ujra és Gjra
eléfordul. A téma tanitdsakor érdemes megemliteni, de nem érdemes Orai vagy szakkori
terveket kidolgozni erre a matematikatorténeti eredményre.

Al-Biruni ( =g yull) foleg csillagaszként lett ismert, aki szélességi (€s hosszlisagi) fokokat
szamitgatott minden egyes helyen, ahol megfordult [24]. Hold- és napfogyatkozast vizsgalt
Kabulban, Afganisztanban 1018-ban és 1019-ben, majd feltehetden Mahmud rabszolgajaként
bejarta Indiat, és ott is kutatott 1022 és 1026 kozott. Arnyékok cimii miivében kifejti, hogy
harom dimenzidoban hiarom koordinatdval pontos helymeghatarozast lehet végezni. 600
telepiilés koordinatait gyiijtotte Ossze és publikalta, a Fold atméréjét pedig hihetetlen
pontossaggal ¢és a nyugatot 600 évvel megelézve 6339,6 kilométerre becsiilte. A térben
alkalmazott koordinata-geometria nem képezi a kozépiskolai oktatds részét, azonban egy
szakkor keretein beliil elgondolkodtatd kérdés lehet, hogyan volt képes al-Biruni ilyen
pontosan meghatarozni a Fold atmérdjét, és hogyan segitett ebben a szamos telepiilés
koordinataja.

Al-Baghdadi ( é-‘lll-l;-}-]lll), az Iranban tevékenykedod iraki matematikus, élete nagy részében
tanitott, egyik konyvében pedig Osszehasonlitotta a kor Osszes aritmetikai rendszerét €s
modszerét [24]. Ebben kiemeli minden rendszer eldnyét, vizsgalja a fejleszthetdséget, végiil
pedig leteszi voksat az indiai szdmok mellett. Ugyanebben a konyvében foglalkozik
irracionalis szamokkal és {izleti matematikaval, egy masik miivében pedig szamelmélettel. A
szamrendszerek tanitdsakor megemlitésre érdemes al-Baghdadi Osszehasonlitd elemzése,
illetve megoldhaté az egyes aritmetikai rendszerek versenyszerli dsszevetése, keresve azok
gyenge pontjait.

Szamelméleti meggondolasait alabb részletezem.

Kevés nagyobb zseni élt valaha is a F6ldon, mint Ibn Sina ( Liws p ). 10 éves kordban mar
kiviilrél tudta a Korant €s minden arab irodalmi miivet, amit addig olvasott. 13 évesen kezdett
orvosnak tanulni, 16 éves koraban pedig diplomat szerzett és operalni kezdett [24]. Hires
konyveinek egyike, a Gyogyitds konyve negyedrészben matematikai tartalmia. Ebben a
geometridt kiterjeszti mas teriiletekre, igy alkalmazza a geodézidban, statikaban,
kinematikaban és az optikaban, de matematikai parhuzamokat prezental a zenével is. A
geometriai bizonyitasait nem az euklideszi axiomakra vezeti vissza, hanem mads utakat keres.
Ezen feliil persze ad az enciklopédiahoz mélt6 definicidkat is: egyenesek, szogek, sikidomok,
haromszogek, szerkeszthetdség korzdvel és vonalzdval, teriiletek, térfogatok, a kor részei, a
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kor keriilete, gdmbi térfogatszamitas és még sok-sok szocikk szerepel a miiben. Néhany
szocikk elemzése, illetve emlitése a megfeleld téma tanitasakor hasznos lehet.

Az ezredforduld utolsé arab matematikusa éppen az elsé eurdpai: a spanyol al-Jayyani
matematikus konyvében érdekes definiciét ad az axidémdra, mint ,,magatdl értetddo
definiciora™: ,,Nincs ra mod, hogy megmagyarazzunk valamit, ami 6nmagaban meg van
magyarazva.” [24]. Az axidomak sziikségessége a matematika tanitdsdban magatol értetddo.
Barmilyen tétel bizonyitasa sordn eljutunk egy ujabb bizonyitand¢ allitashoz, és ez igy megy
egészen addig, amig valami ,teljesen nyilvanvaléhoz” jutunk. Ennek oktatdsban betdltott
szerepérdl részletesen irt Gosztonyi Katalin, szakdolgozataban. Az axiomak megértetésekor
fontos kitérni ra, hogyan alltak a bizonyitasokhoz és az axiomakhoz 1000 évvel ezelott.

Al-Jayyani masik érdekes gondolata, hogy bevezette a szamokat a geometriai alapfogalmak
kozé. Egyik korabbi arab vagy gordg matematikus sem alkalmazta az egyenessel, szogekkel
vagy felszinnel egyenértékiien a szamokat, mint fogalmakat. Késébb foglalkozott gombi
geometriaval, az alkonnyal és a hajnali pirkadattal, holdnaptarral és a nap hosszanak pontos
mérésével. Munkdssagara nagy hatassal volt az eurépai matematika és az ottani eredmények.
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Az algebrai egyenleteR, megjelenése és jelentése 1000 Roriil,
illetve napjainkban

Az algebrai egyenletek feltaldlasa az iszlam matematikatorténet egyik elsé ¢és egyik
legfontosabb eredménye. Ennek megértéséhez és feldolgozasdhoz at kell gondolni néhany
fogalmat: ezek az egyenldség, az igazsag €s az egyenlet.

Onmagaban az egyenldség kérdése is érdekes, és ezzel a tanulok mar egészen fiatalon, az
6vodaban talalkoznak [38][39]. Mar a fejlédésiik igen korai szakaszaban felismerik, hogy van
valamilyen kapcsolat két kisautd, két jatékbaba és két épitdkocka kozott. A mennyiségek
egyenldségére vonatkozo feladatok az egész alsos tananyagot végigkisérik [40]. llyen tipikus
feladat, ahol a diaknak 6ssze kell kotnie az azonos mennyiségeket abrazolo képeket. Ezek egy
része egybevagd alakzatok (példaul identikus, valamilyen szinnel kitoltott kordk vagy
négyzetek) egyenld darabszamat koveteli meg, maskor pedig kiillonb6z6 targyak képét latja a
tanulo (két alma, két szilva, stb.).

Az egyenlé mennyiség fogalma igy iddvel kialakul, ennek absztrakt megfogalmazasa a 2 = 2
egyenldség. Vannak gyerekek, akik nehezebben értelmezik a 2 alma = 2 korte dsszefiiggést,
noha a feladatok lényege tovabbra is a 2 = 2 egyenloség (masképpen megfogalmazva:
2 valami = 2 valami, és ez mar tényleg helyes). Az egyenletek megértésekor még inkabb
el6fordulnak ilyen zavarok [33]: a didkok nehezen bannak az ismeretlenekkel, egytitthatokkal.
Az eldz6 példa (2 alma = 2 korte) egyszerlsitve az alma = korte allitdshoz vezet, ezt a
gyakorlatbol persze tudjuk, hogy nem igaz (masképpen valami = valami, ami pedig igaz).

Innen kovetkezik az igazsadg kérdése: mit tekintiink igaznak, majd ebbdl kovetkezden
egyenldnek? A matematika csak akkor tekint egy kijelentést allitasnak, ha egyértelmiien
eldonthetd, hogy igaz-e vagy sem. Mivel az egyenletek is allitasok, itt is fontos, hogy meg
legyen hatarozva, mi igaz és mi nem az. Ezzel minden egyenlet (¢és allitas) két részre osztja az
alaphalmazt: a megoldasokra és a nem-megoldasokra. Sok esetben megegyezés kérdése az
igazsag, az ilyen megegyezések legalapvetobb valtozatai az axiomak. (Az axidmakra érdekes
definiciot adott al-Jayyani, fentebb mar szerepelt.)

Ilyen megegyezés példaul, hogy az alma = korte, de valami = valami, ha nem szamit, hogy
mirdl is van sz6. De mi a helyzet a kdvetkezd, egyszerii egyenldségekkel?

1) 2=2
2)  %=05
3) V=5
4 V=7

5) 4,36999 = 4,37
6) 4,36999... = 4,37

7) 0°C = 273,15K
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Az els6 egyenldséget mindenki igaznak véli. A két oldal barmivel kicserélhetd (persze
egyidejlileg mindkét oldalt ugyanarra kell cserélni), €s barmilyen alaphalmazon az allitas igaz
lesz.

A masodik egyenldség is értelmezhetd, a valdos szamok halmazan. Kevés esettdl eltekintve
(amikor valamelyik hasznélat egy feladatban megkdvetelt) egyéni izlés kérdése, hogy valaki
hagyomdanyos tort alakot vagy tizedes tortet hasznal. Azonban nem volt ez mindig igy: a
matematika kezdeti idoszakaban a tort szamokat nem is ismerték, a tizedes tortek megjelenése
pedig tobb évezreddel késobbre tehetd, mint az egyiptomi egységtortek felbukkanasa. Tehat
ezt az egyenloséget al-Uqlidishi el6tt (akinek konyve az elsé ismert forrds, ahol a tizedes
tortek kovetkezetesen eléfordultak, l14sd fent) aligha értették volna, és foleg nem lathattak
igaznak.

A harmadik és negyedik allitas kifejezetten arra példa, hogy fontos tisztazni, milyen feltételek
mellett tessziik az adott kijelentést. Az egész- és valds szamok kozott is értelmezhetd mindkét
egyenlet, ekkor (ha V egy szimbolikus ismeretlen) a V = 5 és V = 7 eredményre jutunk. De
tekinthetiink erre a két egyenldségre ugy, mint megfeleltetések kiilonbdzd szamirasok kozott:
a V a robmai szamok nyelvén 5-6t, az arab szdmirasban 7-et jelent, és igy is igaz marad a két
allitas. Felcserélve a koriilményeket mar sériil az igazsag: a V nem jelent 7-et a romai szamok
nyelvén.

Mas jellegli igazsagi kérdést vet fel az o6tddik és hatodik egyenldség. Az otodiket egy
matematikus nem tekintené igaznak, mig egy fizikus mar igen. A hatodik egyenldség viszont
mindenképpen igaz, de ez is a modern kor szamara trivialis (a valos szamok két alakja: egy
véges ¢és egy végtelen tizedes tort). Ugyanezt az allitast nehezebben érti meg egy 8-12 éves
tanuld, aki korabban csak a 2 = 2 egyenldséget tanulta igaznak [40].

A hetedik egyenldség a 2 alma = 2 korte forditottja: itt a kiilonbozd mérdszamok jelentik
ugyanazt (a homérsékletet). Mértekegység nélkiil értelmét veszti (0 = 273), de ebben a
formaban koztudottan igaz, és ebbdl kdvetkeznek az atvaltasra vonatkozé egyenletek, példaul:

°C = K — 273,15 [41], bar ugyanez sokkal inkabb helyes lenne a kovetkezd forméban:
t (°C) = T (K) — 273,15 [42], amelybdl mar készithetd értelmes kérdés (példaul adott t esetén
mennyi a T, vagy forditva).

Ezek az egyenletek vezetnek az ismeretlenekhez, amelyekbdl szamitassal ki lehet fejezni a
korabban nem ismert tagot. A gorog matematikusok (de kordbban az egyiptomiak ¢és részben
az irakiak is) rendkiviil gyakorlatiasak voltak, és a matematikai problémakat az életbdl vették
(pl. teriiletszamitas). Igy az egyes egyenletek is ugy sziilettek, hogy azok valamilyen
geometriai esetet képviseltek [43].

Az arab matematikusok, és ebben al-Khwarizmi volt uttérd, elrugaszkodtak ettdl a
kotottségtol, és olyan egyenleteket is elkezdtek megoldani, amelyeket nehezebb (vagy
lehetetlen) lett volna geometriai problémaval reprezentalni [22]. Ezzel 14 igazsagok sziilettek,
végiil pedig az egyenletek révén az algebra €s a geometria is ugrasszerii fejlodésnek indult.

Az azonossagok megjelenésekor a tudosoknak mar kialakult véleménye volt az egyenletek

crer

crer

matematikusok toretleniil folytattak geometriai kutatasaikat is [22].
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Ez vezetett az egyszeriibb és bonyolultabb azonossagok tobbféle uton torténd bizonyitasahoz,
amelynek viszont nagy jelentdsége lehet a mai matematikaoktatdsban. Az igazsagvizsgalat
utan, amely ugyancsak fontos az egyenletek megértéséhez, be lehet mutatni néhany régi
bizonyitast, ami esetekben nem csak szemléletes, hanem a masféle megkozelités miatt az
alapos megértés kiilonosen fontos eszkoze [6].

Egy lehetséges konkrét példa: (a + b)® = a + 2ab + b.

Sok esetben a fenti azonossag nem jelent semmit a didk szamara [33]. Gyakran parosul egy
hibas gondolattal (,,csak meg kell tanulni, és kész”), amelybdl kovetkezik Ian Stewart brit
matematikus hires egyenlete, amit a tanitas évei soran ismert fel: matematika = iskola [22].

A fenti azonossag kifejtése torténhet ekvivalens algebrai Iépésekkel, amely sok didknak
elegendd szemléltetés: (a + b)? = (a + b)(a + b) =a’ + ab + ba + b’ = a® + 2ab + b?.

Masoknak alkalmasabb a geometriai modszer (mas azonossagnal nem biztos, hogy ennyire
személetes), amelybdl a teriileteket dsszegezve éppen az azonossag allitasat kapjuk:

B 2 20l el ek ot 0 s e
Aal gy Ll g e Baal e Byt A5 24
g R R e A = P
i gy JU g ol ot o b g B4 Ras

Kijpa 1ddy ded il

re &
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5ol gy A e b e e B0 e
oy ab 2 gl sl e ke phoi gihe s e g
rar s nom = I s s Ny O ol
pre £ O8O oadl e Bae A ) Lale W,
a @ i sl § e it aed B UL, SRl gl
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oA Hast e oay dd AL ilde pliat ire lae

'J‘:““'.._S!'gl_-"“';" Eft..luéht..ii‘_!‘.ﬂ).'}q-d;g—tl.é

2. abra:
Balra: sajat szemléltetd abra, jobbra: al-Khwarizmi egy kézirata, hasonl6 témaban [33]
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Meg kell jegyezni, hogy al-Sijzi geometriai bizonyitasa az (a + b)? azonossagra mar sokkal
bonyolultabb, és meghaladja a kozépiskolas szintet (kiilonbozé ¢élhossztisagu kockak és
paralelepipedonok egyiittes hasznélata), ugyanakkor még igy is elképzelhetd, hogy lesz olyan
diak, aki ezt érzi szemléletesnek.

Maradva az egyenleteknél, meg kell emliteni, hogy tobb esetben nem az egyenlet megoldasa a
lényeges, hanem maga az egyenlet. Ilyen a kiilonb6z6 alakzatok (kor, egyenes, parabola,
hiperbola, stb.), sikok és terek egyenlete, vagy szadmos fizikai Osszefiiggés (akar a fenti,
egyszerl atvalto képletek).

Az egyenletek szakkori alkalmazasa tobbféle is lehet. Szamos (tobbnyire masodfokl) arab
egyenlet ismert, ezeket tobbféle megoldasra is ki lehet adni feladatként. Al-Khwarizmi
modszerének vizsgalata is hasznos feladat (milyen egyiitthatok esetén miikodott, voltak-e
olyan egyenletek, amelyeket nem lehetett az 6 mddszerével megoldani, van-e olyan 1épés a
levezetésében, ami elhagyhato, stb.). Ezek a feladatok az egyenletek jobb megértéséhez, a
biztosabb megoldasahoz vezetnek, de a torténeti vonatkozasok ismét csak adalékot jelentenek,
az anyag enélkiil is elsajatithato.

Egy matematikatorténeti szakkor vagy tdbor végén, amikor mar kelld tudomanytorténeti
ismerettel rendelkeznek a didkok, érdekes versenyt lehet rendezni (akir forrasok
biztositasaval). Olyan kérdéseket lehet 0sszevalogatni, mint amit a fentebb vizsgalt egyenlet is
sejtet: ,,Hogyan értelmezte volna al-Khwarizmi a kdvetkezd egyenldséget: 2 = 0,577

A valaszok tobb iranybol is megkozelithetik a kérdést: ki lehet térni ra, hogy al-Khwarizmi
idején még nem alkalmaztak a szimbdlumokat, hanem szavakkal irtdk le az dsszefliggéseket.
Ugyancsak helyes kovetkeztetés, amit fent mar elemeztiink: al-Khwarizmi idején még nem
volt elfogadott a tizedes tortek 1étezése. De az a didk sem felel rosszul, aki kijelenti, hogy
ezeket a karaktereket (0, 1, 2, 5) Fibonacci kora el6tt (~1200) senki sem ismerte, mert még
nem is léteztek (sem az eurdpai, sem a kozel-keleti szamjegyek nem igy nézek ki 900 kortil).

Hasonlo6 kérdések egész sora készitheto.
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Szdmelméleti érdeRességek az arab matematikdban 1000 Rgril
és lehetséges szerepiiR ey szaRRr Reretein beliil

A szamelmélet megjelenése a szamiras kialakulasaval kotheto 0ssze, bar egy kevéssel késdbb
sziiletett: id6szamitasunk el6tt 3000 koriil keletkezett az iraki 60-as szamrendszer, mint els6
igazi matematikai eredmény [23]. (Maga a szamlalas koriilbeliil 30 000 éves multra tekint
vissza, de a szamlaldas megjelenése még nem szamit matematikatorténeti eredménynek.)
Idészamitasunk elétt 2700 koriil, amikor megjelent az egyiptomi 10-es szamrendszer, mar
felbukkannak a szdmok vizsgélatara utalé emlékek és a szamok tulajdonséagaival foglalkozo
feladvanyok, rejtvények [22]. Ezen a ponton valt el a gyakorlati alkalmazas és az elméleti
szamtudomany.

A szédmokrol alkotott elképzelések bdoviilésével (miiveletek fejlodése, Uj szdmhalmazok
megjelenése és elfogadasa) a szdmelmélet is fejlddésnek indult: az osztok keresése, primek
kutatasa jellemz6 kutatasi teriilete volt minden kdvetkezd korszak matematikusainak, igy a X.
és XI. szazadban az arab tudésoknak is. De hogyan hasznalhaté ez a mai oktatasban? Ujra fel
kell fedezni a régen ismert primeket vagy az ezer éve felallitott, ma is miikddd oszthatdsagi
szabalyokat?

A helyes valasz: igen és nem. A matematikatorténet hasznos segitség lehet sok témakor
tanitasa esetén [4], illetve kulturalis kotelesség emliteni néhany tudomanytorténeti eseményt.
Ugyanakkor torténelmet tanitani matematika helyett biztosan nem szerencsés [6], rdadasul a
kronologiai fejlddés nem mindig all parhuzamban a napjainkban tanitott matematika
egymasra épiild témakoreivel, és idonk sincsen ilyen mélységben tanitani az drdkon. Viszont
a szamelmélet egy kis szeletét kiragadni, és egy szakkdr keretein beliil elemezni, a témaban
feladatokat irni és megoldani mar nagyon is értelmes tevékenység. Masrészt a fiatal tanulok
viszonya a szamokhoz €éppen olyan, mint az emberiségé a torténelem sordn: a mai gyerekek
éppugy meg kell, ismerjék a szdmokat és tulajdonsagait, mint ahogy a matematikusok tették
évezredekkel ezel6tt, de szem el6tt kell tartani, hogy milyen szinten tart ma a tudomany, és
ennek irdnyaba kell terelni a didkokat.

Alabb a baratsagos és ekvivalens szdmparok, illetve a tokéletes szamok kutatasi eredményeit
0sszegzem az arab matematikaban az ezredforduloig, és ebbdl vezetem le az egyik lehetséges
szakkori alkalmazést.

Al-Harrani ( =) =, vagy ahogy tébben ismerik: Thabit ibn Qurra ( & A (g <wlf) 836-ban
sziiletett Harranban, a mai Torokorszag egyik déli, az iraki hatarhoz kozeli varosaban, majd
Bagdadban tevékenykedett, a Bolcsesség Hazaban [24]. O tekintheté a statika atyjénak,
emellett szamos matematikai kutatast is végzett: kiterjesztette a szamokrdél alkotott
fogalmakat, bevezetve a (pozitiv) valos szamokat, eredményeket ért el az integralszamitasban,
foglalkozott gombi trigonometriaval, analitikus geometriaval és nem-euklideszi terekkel.

O kezdeményezte a VX fiiggvény alatti teriilet szamitasat. Korszakalkoto dtlet volt, hogy alsd
és felsé kozelitd Osszegekkel probalta meghatirozni az integralt, és a mérés pontossdga a
felosztasok szamaval ardnyosan nétt. Ez a felvetés is hasznilhatd az integralszamitassal
foglalkoz6 témakor felvezetésekor, a Riemann-féle kozelité dsszegek tanitasakor.
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Szintén al-Harrani kezdte el azt a vizsgalat-sorozatot, amely végiil a szamelmélet sziiletés¢hez
vezetett, ebben legfontosabb eredményét a baratsagos szamokra felirt képletével érte el.

Barati szamparnak két olyan pozitiv egész tekinthetd, ahol az egyik szdm Onmagatol
kiilonboz6 pozitiv osztdinak dsszege egyenld a masik szammal és forditva.

Mai jeloléssel: S(n) = m és S(m) = n; nmeN, de persze 900 koriil, al-Harrani koraban, ezeket
a megallapitasokat csak szavakkal irtak le.

Az egyik ilyen kozismert szampar volt akkoriban a 220 és a 284, ezek mar korabbi gorog
miivekben is felbukkannak [24][28][29]:

220 osztéi: 1, 2,4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55, 110; ezek Osszege 284.
284 osztoi: 1, 2,4, 71, 142; ezek 6sszege 220.

Al-Harrani kilenc lemmat adott a barati szamparokra, majd az alabbi képlettel allt el6:

p=3*2"_1

q=3*2"-1 P, g, r szamok primek, és n>1 eN

r=9*2" 1

— a=2"pq és b = 2"r szamok barati szampart alkotnak.
Han=2,akkorp=5,q=11,r=71,¢s a =220, b = 284.
Han =4, akkor p =23, q=47,r = 1151, és a=17296, b =18416.

Utobbi szampart bizonyosan al-Harrani fedezte fel. Tanuloknak feladhato a képlet vizsgalatra.
Ugyanigy meg lehet vizsgalni Fermat, Descartes és Euler hasonld képleteit, és Osszevetni
al-Harrani formulajaval. Kerestethetiink hazi feladatként baratsagos szamparokat, szem el6tt
tartva, hogy az elérhetd nagysagl baratsagos szamparok jegyzéke az interneten is konnyen
megtalalhato, vagyis elveszhet a feladat 1ényege, a kutatis 6rome.

A kovetkezo arab matematikus, aki szamelméleti sikereket ért el az iraki szarmazasu,
Kairoban tevékenykedd ibn al-Haytham ( sl (2 ). 965-ben sziiletett Baszraban, Irakban,
innen ered egyik ismert ragadvanyneve: al-Basri ( 3 ,.=.l). Fiatalon szocialis munkat végzett
a baszrai miniszter szolgalataban Dél-Irakban, Kuvaitban és Nyugat-Iran Irakkal és Kuvaittal
hataros részén [24], mikozben az akkor 1étezd vallasokat kutatta. Amikor elkdtelezte magat a
tudomany mellett, ibn al-Haytham Kairoba koltozott, ahol az aktualis kalifa, al-Hakim
( ~S=1l) (996 — 1021) lelkesen tamogatta a tudosok kutatasait. Innen szarmazik masik ismert
ragadvanyneve: al-Misri, azaz egyiptomi (_sa<ll ). Nevének latinositott valtozata (Alhazen)
1s kozismert.

Ibn al-Haytham Kairdban egyik els6 tanulmanyat a Nilus lehetséges szabalyozasarodl irta, ami
felkeltette a kalifa figyelmét. Rovidesen egy mérnok-csapat €lén talalta magat, a kalifa pedig
parancsba adta, hogy keressenek alkalmas helyet a terv kivitelezéséhez. Ibn al-Haytham
egészen Szudanig utazott, de nem talalt megfeleld helyszint, igy a csapata és a terve kudarcot
vallott. Al-Hakim csalodott az eredmény hallatan, és adminisztrativ munkat adott ibn al-
Haythamnak, aki (mivel igy nem tartozott a tudosok kozé) megtapasztalhatta al-Hakim
kiszdmithatatlan €s veszélyes személyiségé. Menekiilés gyanant ibn al-Haytham Oriiltnek
tettette magat, egészen al-Hakim halalaig, és csak utdna tért vissza a normalis emberek kozé.
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Ettdl kezdve élete hatralévo részében tanitott és szovegeket forditott Kairdban, ha pedig sajat
oOtlete volt, irt is matematikai konyveket.

Szamelmélet terén 6 volt a mai Wilson-tétel feltalaloja. Ezen feliil megoldott szamos tovabbi
kongruencia-rendszert és a kinai maradéktétel egy specialis esetét is. Tovabba kutatta a
tokéletes szamokat: k > 1-re ha 2% — 1 prim, akkor 2}(2k — 1) egy tokéletes szam.

A Wilson-tétel mai jel6léssel irva a kovetkezo:

Ha p prim, akkor p | (p— D!+ 1, tovabba (p —)!'+1=1(mod i), aholi=1..(p-1),
vagyis ha p prim, akkor a (p — 1)! + 1 szam oszthato p-vel és a (p — 1)! + 1 szamot minden
p-nél kisebb szammal osztva 1 lesz a maradék.

A harmadik matematikus al-Baghdadi ( H:_,.‘J'I.J.L‘llll ). Bagdadban sziiletett 980 kériil, de élete
nagy részét Nishapurban és Asfirayinban toltotte, Irdnban [24]. Kivald tanar volt, errdl
fentebb mar esett szd. Foglalkozott azonban szamelmélettel is, ezért kapott helyet ebben a
fejezetben.

A szamelméleti gondolatai els6 ranézésre nem hoztak ujdonsagot. O is foglalkozott a barati
szamparokkal és tokéletes szamokkal (amikor S(n) = n), de alig modositott a mar korabban is
létez6 képleteken. Az ekvivalens szamok vizsgélata viszont nagyon is uj gondolat, eszerint
legyen tovabbra is S(n) az neN szam Onmagatol kiilonboz6 (pozitiv) osztdinak Osszege.
Ekkor n és m ekvivalens szamok, ha S(n) = S(m). Al-Baghdadi ezt feladat formajaban is
megfogalmazta:

Adott keN szamhoz keressiink n,meN szampart, hogy S(n) = S(m) = k. A megoldas menete is
érdekes, a példa pedig k = 57-re S(159) = S(559) = 57. Al-Baghdadi figyelmen kiviil hagyta,
hogy létezik egy harmadik szam is: S(703) = 57 szintén miikodik, ezt késdbbi matematikusok
vették észre.

A fenti szdmelméleti kérdések oktatasbeli alkalmazhatosdgaval részletesen foglalkozott
Oystein Ore norvég matematikus [28] és Palfalvi Jozsefné, az ELTE Természettudomanyi
Karanak Matematikai Intézetének docense [29]. Mindketten ramutattak a baratsagos, tokéletes
¢s ekvivalens szamok érdekességeire, €s ezt az érdekességet tartak a didkok elé. A két kotet (a
fentiekhez hasonldan) tartalmazza a kiilonleges szamok definicioit, kutatasi eredményeit és a
képletek bizonyitasat. Ezek segitségével a tanulok szamokrol alkotott fogalma boviil, fejlodik
a bizonyitd matematika iranti igényik, illetve jartassagot szereznek az oszthatosagi feladatok
megoldasaban.

A képletek bizonyitasa feladhatdo dolgozat vagy matematikai verseny feladataként, és
hasonloan célszerli a képletek jellemzését is kiadni feladatként. Ez utébbi akar tandrai, akar
szakkori feladat is lehet, amely soran a didkok alaposabban atgondoljak a képleteket, azok
alkalmazhatdsagat. Néhany lehetséges kérdés és vélasz:

A képlettel az 6sszes baratsagos szampart megkapjuk?
Természetesen nem, bar az ilyen szamok és szamparok végtelen mennyisége még nem

bizonyitott [29]. Erd6és Pal sejtése, miszerint valoban végtelen sok baratsagos szampar 1étezik,
ismét matematika-torténeti ismeret [44].
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A baratsagos szamokra vonatkozo képlet miért nem mitkddik n = 3-ra?
Rogton latjuk, hogy ekkor r =9 * 32 —1 = 287 = 7 * 41, ami nem prim.
Vajon a {220, 284} és a {17296, 18416} kozott nincs baratsagos szampar?

De igen, van. Az {1184, 1210}, {2620, 2924}, {5020, 5564}, {6232, 6368}, {10744, 10856}
és a {12285, 14595}. Ezek megkeresése még irdnyitott feltételek mellett is nehéz és
hosszadalmas. Fontos megjegyezni, hogy a szamparok keresése alkalmatlan hazi feladatnak,
mivel az egymillional kisebb baratsagos szamparok az internet legegyszeriibben megtalalhato
segédleteiben is szerepelnek [47].

Fogalmazzunk meg sejtéseket a baratsagos szamparokkal kapcsolatban, akar a fenti 8 példa,
akar az ismert négymillié baratsagos szampar koziil nagyobb mennyiség megadasa utan.

Egy lehetséges sejtés, hogy a baratsagos szamparok mindig azonos paritastiak. Masik Gtlet
lehet, hogy szamjegyeik szama egyenld. Ebbdl kovetkezhet (bar onalldéan is értelmes
gondolat), hogy a baratsagos szamparokbol képzett hanyadosok 1-hez tartanak. A
bizonyitassal lehet kisérletezni, de ezek a sejtések eddig nem nyertek igazolast [29]. (A
masodik legkisebb baratsagos szampart egy 16 éves fiu taldlta meg, igy egydltalan nem
értelmetlen a bizonyitast kiadni kozépiskoldsoknak.)

Meg lehet emliteni, hogy a IX. szdzadban ismert két baratsagos szampar utan 850 évvel, Euler
koraban is csak 62 ilyen tulajdonsag szamparrdl tudtak a matematikusok, és az 1946-0s
Escott-listan (amely az addig ismert Osszes baratsdgos szampart tartalmazta) is csak 233
szampar szerepelt. 1985-ben, a szdmitastechnika korai idészakdban 1427 szampart jegyeztek,
¢s ezek utdn, a 2000-es évek elejére duzzadt a mennyiség 4 millio folé. A didkok
gondolkodhatnak ezek alapjan, minek kdszonhetd ez a drasztikus fejlédés, és ennyi ismert
szamparnal miért nem ismert még az altaldnos eldallitasi képlet és a bizonyitas.

A tokéletes szamokra vonatkozoan szintén tobb kérdést is feltehetiink. Az 6korban ismert volt
a kovetkezd négy tokéletes szam: 6, 28, 496, 8128. Milyen kdvetkeztetéseket lehet ebbdl
lesziirni?

Okori feltételezés, de a mai kor didkjatol is varhatd hasonlo felvetés, ha csak a fenti négy
szambol indul ki: minden i-edik tokéletes szam i darab szamjegybdl all. Ez téves, mivel a
kovetkezd tokéletes szam a 33 550 336, ami 8-jegyli. Kovetkezd feltételezés lehet, hogy
minden i-edik tokéletes szam 8-ra végzddik, ha i = 2k alakt (keZ), és minden i+1-edik szam
6-ra végzddik. A soron kovetkezo tokéletes szam azonban ezt a feltételezést is megbuktatja
(8 589 869 056), ami a hatodik, és mégis 6-ra végzodik.

Ez a probalkozés, vagyis amikor a sorozat elsd néhany elemébdl kovetkeztetiink a tobbire,
nagyon gyakori az altalanos iskolas példatarakban, ,,Folytasd a sorozatot!” kezdettel [40].
Ilyen esetekben a sorozatok minden esetben tobbféleképpen folytathatok, hiszen akéar a teljes
kitoltendé sor lehetne egy ciklus, ami Gjra és Gjra visszatér. Ez a rdkovetkezésen alapulo
folyamat képezi a kovetkezo fejezetek alapjat.

Visszatérve még a tokéletes szdmokhoz, feladhaté bizonyitasra, hogy minden paros tokéletes
szam 6-ra vagy 8-ra végzodik.
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Euklidesz kora 6ta ismert eldallitasi képlet a kovetkezd: ha 2™ prim, akkor 2"*(2n — 1) egy
tokéletes szam. Vajon miért nem modositott a képleten al-Baghdadi?

Talan érdekes, de a mai napig ez az elfogadott képlet a tokéletes szamok eldallitasara.
Ertelmetlen lett volna modositani rajta, hiszen a képlet jol mikodott.

Nagyobb mennyiségii tokéletes szdmot bemutatva Ujra varhatunk sejtéseket a didkoktol. Ezek
a kérdések fejlesztik a problémamegold6d gondolkodast és annak igényét. A didk ekkor nem
készen kapja a megoldast, hanem sajat magéanak kell megkeresnie, ami megfeleld felépités
mellett lehetséges, és a gondolkodas 6rome mellett sikerélményt is okoz. Ugyanez segiti a
tartos emlékezés képességét (a sajat elményt tartdsabb emlékezes kiséri, mint a készen kapott
tudasét), és ezek a szempontok mind-mind a mindenkori NAT alapelveit jelentették [1][2].

A varhato sejtések a kovetkezOk: nem létezik paratlan tokéletes szam. Ez a kérdés még
mindig nyitott a matematikusok kdrében. Hasonl6 gondolat lehet, hogy véges, illetve végtelen
sok tokéletes szam létezik. Egyik verzi6 sem bizonyitott, itt érdemes kitérni a Mersenne-
primekre (2" alakban felirhaté primek, ahol n szintén prim). Jelenleg véges sok Mersenne-
prim ismert (47 darab), ennek megfelelden ugyanennyi tokéletes szamrol van bizonyossagunk
(képletbdl kovetkezden).

Meggondolasra érdemes Otlet, hogy a tokéletes szamok Iényegében olyan baratsagos
szamparok, ahol a két szam azonos. Azonban, mivel ennek semmilyen érdemi kovetkezménye
nincs, nem érdemes igy tekinteni a tokéletes szamokra, €s a szakirodalom sem teszi ezt.

Erdekes felismerés (de 6tlet hianyaban a didkok elé tarhatd), hogy a tokéletes szamok
osztoinak reciprokdsszege mindig 2. (Ha az 1-et, mint osztot nem szamitjuk, akkor az dsszeg
1). Errdl részletesen ir a ,,Baratkozzunk a szamokkal” cimii kotet [29].

Az ekvivalens szamok azok, amelyekkel a legkevésbé foglalkozik a szakirodalom. A
szamelméleti konyvek is nélkiilozik ezt a témat, ugyanakkor vizsgalatuk nem kevésbé érdekes
vagy izgalmas, mint a baratsagos szampdaroké. Itt mar az internetes kutatds sem hoz azonnali
eredményt, igy batran kerestessilink tovabbi ekvivalens szdmparokat.
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Al-Karaji élete és munkdssiga

Abu Bekr ibn Mohammed ibn al-Husayn al-Karaji ( z &) Gl 00 2 0 Sl ) 953-ban
sziiletett Bagdadban [24]. Matematikuskent kezdett dolgozni, kényveben (- (¢ _)i_rﬂi ) sz&mos
problémat oldott meg. Elete méasodik felét a mérnoki tudoméanynak szentelte, és egy altala
,hegyi orszagnak” nevezett térségben telepedett le, ami egyes feltételezések szerint
Afganisztan lehetett [34]. Ott is halt meg 1029-ben.

Al-Karaji megéllapitotta az X"xX" = X" azonossagot az egész kitevokre, vagyis ahol nmeZ.
Ez eldrelépés volt Abu Kamilhoz képest, aki csak természetes, azaz pozitiv egész kitevokre
latta be az azonossagot, azonban al-Karaji nem definialta az x° = 1 esetet. (Itt visszacsatolnék
az egyenlOségek igazsagvizsgalatdhoz, €s az egyezményes igazsagokhoz, amire ez egy kivalo
példa. Al-Karaji idején ugyanis nem volt még trivilis igazsag, hogy x° = 1, mivel ez nem egy
természetbeli alapigazsag.)

Képes volt négyzetgyokot vonni magasabbfoki polinomokbdl, dm ez a képlete nem volt
kelléen altalanos, mivel megkovetelte, hogy az egyiitthatok pozitiv egészek legyenek.
Foglalkozott a binomidlis tétellel, a binomidlis egylitthatokkal és a Pascal-haromszoggel is.
R . ., 3 . 3, 4 , .1 ,
Konyveiben kiszamolta az (a + b)®, majd az (a — b)”® és (a + b)" azonossagokat, majd altalanos
képletet adott a Pascal-haromszog felépitésére, bo 6tszaz évvel Pascal el6tt. Szintén al-Karaji
eredménye az els6 n darab szam 0Osszegére vonatkozd képlet €s bizonyitas, de elvégezte
ugyanezt az elsd n darab négyzet- és kobszdm Gsszegére is.

Legnagyobb eredményét talan a bizonyitdsok terén érte el: bevezette az indukcids bizonyitast,
bar a modszere még nem volt tokéletes. Prezentalta, hogy az adott allitas n = 1-re igaz, majd
ezt az eredményt felhasznélva bizonyitotta az allitdst n = 2-re. Ezt a bizonyitast, mint
modszert vitte tovabb n = 3-ra, és ha orokithetd volt az eljaras n = 5-ig, akkor az allitast
bizonyitottnak tekintette. Mindezek mellett geometridval is foglalkozott.

Foyde s o wiimle "o el "y

(O r v ¢t T )=

3. abra: Al-Karaji kobszdmok dsszegére vonatkozo allitasa
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Hogyan alkalmazhatoR al-Karaji matematikai eredményei a mai
matematikatanitdsban?

Al-Karaji egyike azon arab matematikusoknak, akik meglehet6sen sok jo otlettel alltak eld.
Jol miikodo képletei legalabb annyira hasznalhatok a mai oktatisban, mint a hibds vagy
pontatlan elképzelései, mivel a tanulok problémamegoldd és hibakeresé képességei éppen a
,majdnem tokéletes” allitasok és modszerek vizsgalataval fejleszthetok.

A hatvanyozas azonossagait tanitva bemutathatjuk al-Karaji eredményét. Ez mai jeloléssel igy
fest: x"x™ = x™™ ahol nmeZ"UZ . Ezutan feltehetjilk a kérdést: miért nem ismerte fel al-
Karaji, hogy az azonossag mitkkodik Yn,meZ esetén? A valaszt mi mar tudjuk: al-Karaji nem
definialta és a korszakban nem volt ismert az X’ = 1 eset. Ennek felismerése hangsulyossa
teheti a kordbban tanult definicio jelentdségét, vagyis hogy X’ = 1 VxeZ esetén. Beszélgetést
lehet kezdeményezni arr6l, hogy mi az, amit szabad definidlni, és mi az, amit feltétlentil
bizonyitani kell. Ki lehet térni a természetes szdmok axidmaira, a miiveleti axiomakra, és meg

lehet vizsgalni, sérti-e az X° = 1 YxeZ definicio barmelyiket.

A binomialis tétel és a Pascal-haromszog tanitasakor is elOkeriilhet al-Karaji neve. Az egyik
ok egyszeriien tudomanytorténeti, mivel 6 fedezte fel eldszor az altalanos formulat a Pascal-
haromszog egyiitthatoira, és Pascal ,,csak™ Osszegylijtdtte a haromszdgre vonatkozd Gsszes
korabbi eredményt 1655-ben. A masik ok, amiért érdemes vizsgalat ala helyezni al-Karaji
haromszogét, a mai Pascal-haromszogtdl vald 1ényeges formai eltérése: 90 fokkal jobbra
forgatva abrazolta a binomidlis egyiitthatokat, és mint az arab irds soran természetes, jobbrol
balra irt. Kiadhaté a tanuloknak az eredeti haromszog, igy a didkok megismernek egy
masfajta szemléletet, kereshetik annak eldnyeit és hatranyait. Ha nem taldlnak érdemi
kiilonbséget (leszamitva az irds irdnyat), az azt jelenti, hogy a haromszog 1000 éve jol
hasznalhat6 és ma is értelmezhetd. (Melléklet nagyban, a dokumentum végén.)
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4. abra: Al-Karaji binomialis I haromszoge [37]
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Az azonossagok tanitdsa talan az egyik legnagyobb kihivas a matematikaoktatdsban. Ez a
téma nehezen megkdzelithetd: nem igazan alkalmazhatéak valdsagkozeli, ,,izgalmas”
feladatok az azonossagok korében, és a formulak felhaszndlasa is nehezen 1ép ki a matematika
falai koziil. Ezért lehet érdemes itt is a matematikatorténethez nyualni: hogyan fogalmazta meg
al-Karaji a kovetkezd azonossagokat: (a + b)*, (a — b)® és (a + b)*? Miben tér el az 6 modszere
a napjainkban tanitott eljarastol? Jobb-e az egyik, mint a masik, egyaltalan van-e érdemi
kiilonbség a kettd kozott? Jobban érthetd-e a tanulok szamara al-Karaji megfogalmazasa, mint
napjaink szemléletes felirasa? Ezek a kérdések mind feltehetdk, raadasul elképzelhetd, hogy a
kapott vélaszok nem lesznek mind egyformak: az egyes tanulok eltéréen gondolkodnak,
vagyis lehetséges, hogy az egyiknek jobban értheté egy olyan megfogalmazas, ami a
masiknak bonyolult. Azonban ezzel a megkdzelitéssel né az esélye annak, hogy valaki, aki a
hagyomanyos szemlélettel nem (vagy nehezen) értette meg az azonossagokat €s szerepiiket, a
torténeti példan keresztiil atlatja a témat, €s igy a késdbbiekben jobban tudja alkalmazni a
korabban még nem értett formulakat.

A magasabbfokll polinomokb6l torténd négyzetgyokvonas nem képezi a kozépiskolai
tananyag részét, igy ezek alkalmazasat a szakkori tervbdl is mell6zom. Ugyanakkor a fenti
bekezdés ugyantigy igaz erre a témakorre is, vagyis egy Uj szemlélet megismerése segitheti az
egész téma atlatasat, az okozati lanc megértését. Al-Karaji képlete lehetéséget ad a diakoknak,
hogy a nem tokéletes formulabol kitalaljak a hibatlant, és az igy megoldott probléma nem
csak sikerélményt, hanem a tartds emlékezés lehetdségét is magaban hordozza.

Al-Karaji indukcios bizonyitasa az, amely talan a leginkabb sziikséges a mai oktatasban. A
bizonyitasi modszerek (direkt, indirekt, teljes indukcid) megismerése soran a tanulok minden
eljarast készen kapnak, igy a felfedezés 6rome elkeriili 6ket. Talan a direkt bizonyitas az
egyetlen kivétel, mivel az okozati 6sszefiiggések €s a helyes kovetkeztetések gyakorlasa soran
lényegében egy allitds bizonyitasat probalgatjdk a tanuldk a gimndzium elsd éveiben. Az
indirekt bizonyitast, mint moddszert, mar készen kapjak, akarcsak a teljes indukcidt. Az
indirekt bizonyitashoz felkésziilést nydjt az allitasok tagadasanak tanitisa, de erre is csak
kevés esetben keriil sor [1]. A teljes indukcid pedig teljesen 6nallo életet €1, els6 megjelenése
az analizis témakorében, a gimnazium utolso éveiben torténik [1].

Al-Karaji, mint az indukcios bizonyitas kifejlesztdje olyan modszert adott, ami eldszor jutna
eszébe valakinek, aki hasonl6 bizonyitassal kisérletezne. (Ez az eljaras fentebb mar kifejtésre
kertilt.) A modszerrel befogadhatobba valik a didkok szamara a teljes indukcid, ehhez pedig a
kovetkezd tanmenet nyljtana segitséget:

1.) Elészor al-Karaji indukcigjaval bizonyitsunk egyszerti allitasokat. Probaljuk ki, miikodik-e
az n = 1 esetre, majd az eredményt felhasznalva vizsgaljuk meg az n = 2 esetet. Ha még
mindig milkddik, folytassuk a vizsgalatot n = 5-ig, és ha ekkor is igaz az allitas, akkor
tekintsiik bizonyitottnak.

2.) Ezutan mutassunk a didkoknak olyan allitasokat és formulakat, ahol nem elég n = 5-ig
vizsgéalddni. Iranyitsuk Ggy a munkat, hogy a tanulok maguk vegyék észre a bizonyitas
hianyossagat, vagyis az altalanos 6roklédés hianyat. Igy sajat élményt szereznek ezzel a nem
szokvanyos bizonyitasi mdodszerrel.

3.) Végiil ismertessiik a szabalyos teljes indukcidt, €s csindljunk / csinaltassunk kelld szadmu

példat. Ugyancsak fontos, hogy ismertessiink olyan feladatokat, ahol a teljes indukcio is
latszolag hamis eredményre vezet.
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A fenti harom fézis lehetévé teszi, hogy a tanuldk alaposabban elsajatitsak az indukcios
bizonyitast és sajat maguk is tapasztaljak a modszer elényeit és hatranyait. Ehhez al-Karaji
gyakorlati példai, tételei és bizonyitasai is alkalmasak, s6t, hasznosak:

) "

Zi=%n(ﬂ+1] Zi2=ii+ii(i+1] iﬁ:(ii)‘

i=1 i=1 i= i=1 i=1

A bizonyitas hasonlitott a sajat indukcioihoz, és ugyanigy latta be a kovetkez6 egyenldséget:
(L+2+3+ ... +10P2=13+22+3%+ .. +10°

Els6 1épésként belatta, hogy (1 + 2 + 3 + ... + 10> = (1 +2 + 3 + ... + 9 + 10°. Ezutan a
modszert orokitette, hogy (1 +2 +3 + .. + 92 +10° = (1 + 2+ 3 + .. + 8%+ 9° + 10°,
egészen addig, amig megkapta a fenti egyenlet jobb oldalat.

Ellenpéldat is talalunk, ahol nem elég n = 1-t61 n = 5-ig ellendrizni az eredményeket. Erre
remek példa a XVIII. szazad két kozismert primszamképlete. (Ekkor mar 1étezett a tokéletes
teljes indukcio, am mint példak, alkalmasak az al-Karaji-féle eljaras vizsgalatara.) Az elébbi
példa Legendre, utobbi Euler nevéhez fiizdik.

Legendre képlete: az x* + x + 17 formula primet ad VxeN esetén, ahol 0 < x < 15,

De X = 16 esetén 17 | 162 + 16 + 17 = 289 = 172, vagyis a formula tovabb nem miikodik.
Euler képlete: az x* — X + 41 formula primet ad VXxeN esetén, ahol 0 < x < 40.
De X = 41 esetén 41 | 41% — 41 + 41 = 412, vagyis a formula tovabb nem miikddik.

Tekintsiik a kovetkezd két (téves) allitast: az x* + x + 17 formula primet ad ¥xeN esetén és
az x* — x + 41 formula szintén primet ad VXeN esetén. Keressiik a bizonyitast indukcioval.
Al-Karaji modszerét hasznalva a fenti példakra a kovetkezot tapasztalnank:

Az x = 1 esetre a Legendre-polinom 1% + 1 + 17 = 19, ami prim.
Hasonléan x = 1-re az Euler-formula 1 — 1 + 17 = 17, ami szintén prim.

Tovabb X = 2-re Legendre képlete 22 + 2 + 17 = 23 és Euler képlete 22 — 2 + 41 = 43, ezek is
mindketten primek.

M¢ég tovabb x = 5-ig persze hasonloan miikodik a képlet, ezzel az allitast bizonyitottnak
latnank, al-Karaji modszerében pedig hibat talalnank. Azonban al-Karaji bizonyitasaban is
volt egy fontos kritérium, amit a fenti probalkozasnal figyelmen kiviil hagytunk: az x = 2
esetre torténd bizonyitaskor fel kellett volna hasznédlni az X = 1-re kapott eredményt, nem
pedig 6nalld vizsgalatot végrehajtani X = 2-re. Tehat az al-Karaji modszer ebben a formaban
nem hibds, csak nem alkalmazhat6 ilyen esetekre.

Ez az észrevétel nagyon lényeges, €és hasonlit a kozismert ,,minden 16 egyszini” allitas
bizonyitasanak problémdajahoz. Ekkor ugye az allitas X = l-re nyilvanvald, hiszen egy 16
onmagaban csakis egyszinli lehet. Alkalmazva a teljes indukcidhoz sziikséges indukcids
feltevést, feltessziik, hogy x = n-re is igaz, vagyis mind az n darab 16 egyszinli. Az 6rokités
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soran az n + 1 16 koziil akarhogyan vélasztunk n darab lovat, a kivalasztott lovak az indukcids
feltétel miatt egysziniiek lesznek. Tehat mind az n + 1 16 is egyszini lesz, ezzel az allitast
bizonyitottuk.

A probléma a lovak esetében is a kdvetkez6: n = 2-re csak annyit allithatnank, hogy a két 16
kiilon-kiilon, mint egyelemii halmazok, 6nmagukkal azonos szinliek, és nem feltételezhetlink
kapcsolatot a két 16 kozott. Ez a probléma alkalmas a teljes indukcids témakor végére, amikor
a tanulok mar kell6 jartassagot szereztek az indukcids bizonyitdsokban. Az allitasban ¢és a
bizonyitasban még a tokéletes teljes indukcid ismeretében sem taldljak meg konnyen a hibat.

Ezen a ponton ki lehet térni a matematikatorténet elsé tokéletes teljes indukcios bizonyitasara,
amit Francesco Maurolico irt 1575-ben (tobb mint 6tszaz évvel al-Karaji utan). A bizonyitast
felhasznalhatjuk a tanitas soran, de ki is adhatjuk a tanuloknak feladatként. Az allitds az elsé n
darab paratlan szam 0sszegérol szol:

T

Z(zt—g = n?

i=1

Az allitas n = 1-re igaz. Az indukcios feltevésben tegyiik fel, hogy n = k-ra az allitas szintén
igaz, vagyis  + 3 + 5 + ... + (2k— 1) = k%, Orokitsiik az allitast n = k + 1-re:

T+345+ .+ 2k-1)+ 2k +1) =K+ (2k + 1) = (k + 1)°, tehat az allitast belattuk.

A példan keresztiil a didkok lathatjak, hogy az altalanos tagra torténd orokitéshez sziikség van
az indukcios feltételre, és azt alkalmazni kell a soron kovetkezd tagra. A rékdvetkezés
értelmezése is kulcsfontossagu, ennek részletezésekor ismertethetjiik (vagy visszautalhatunk)
a természetes szamok Peano-féle axidmadira. Az indukcid korlataival a kovetkezd fejezet
foglalkozik.
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A teljes indukcios bizonyitds nehézségei és a problémdk,
lehetséges megolddsa

A lovas és a primképletes részben lattuk, hogy néhany esetben az indukcio feltételeinek nem
teljesiilése olyan akadalyt jelenthet a bizonyitasban, amit a didk nem feltétlentil vesz észre. De
csak olyan helyzet okozhat gondot, ahol megszakad az allitas igazsaga elég nagy n esetén?

Forditott esetre is akad példa, modern feladatok koziil: bizonyitsuk, hogy n? < 2" VneN-re.
Az éllitas n = 1-re igaz: 1> < 2% Tegyiik fel, hogy n = k-ra is teljesiil, hogy k? < 2%, és
orokitsiik az allitast n = k+1-re:

(k+1P2<2"*1=2*2*> 22 =2+ k2 > k® + 2k + 1 = (K + 1)?
ind. felt. miatt ./

k?>2k + 1 (ez teljesiil k > 3 esetén)
K=k*k>3k=2k+k>2k+1

Ezzel az allitast bizonyitottnak tekinthetnénk, n > 3 esetén. Csakhogy az allitas n = 3-ra nem
teljesiil (3° = 9 > 8 = 2%), de még n = 4-re sem (42 = 16 = 16 = 2%). Az eredeti allitas feltétele
kellett volna legyen, hogy n > 5-re keressiik a bizonyitast, vagy pedig keressiik meg azon n-t,
amely felett az allitds Vn-re teljesiil. Tehat nem elég n = 1-re ellendrizni, majd n = k-ra
indukcios feltevést megfogalmazni. Ez is j6 tanuloi példa lehet.

Ez és a torténelmi példak pedig egy érdekes kérdés vizsgéalatdhoz vezetnek: a teljes indukcios
bizonyitasok sziikségének atgondolasahoz. Vajon milyen esetekben indokolt a teljes indukcid
hasznalata? Erdemes-e elényben részesiteni ezt a bizonyitasi format mas bizonyitasokkal
szemben? Milyen hétranya van a teljes indukcios bizonyitasnak?

Maga a teljes indukcio elméletileg lehetdséget ad az allitdsok igazoldsara anélkiil, hogy a
kovetkeztetéseket egészen az alapvetd axiomakig vissza kelljen vezetni. Ennek van eldnye,
mivel a bizonyitas igy lényegesen egyszerlibb és rovidebb, de az analizist tanitd tandrok
tobbsége ugy véli, ez a modszer gyakran elfedi a bizonyitand6 allitds Iényegét. A
primszamképletek és a ,,minden 16 egyszini” allitds igazolasaval is éppen az a probléma,
hogy az indukci6 alkalmazasa soran a tanul6 elfelejti, hogy nincs logikai kapcsolat az egyes
esetek kozott, illetve nem teljesiilnek lényeges feltételek. A ,,gépies” feladatmegoldassal
pedig a matematikatanitasi alapelvek ismét sériilnek [1][2]. Nem mellékes megemliteni, hogy
amig a 2007-es NAT a tanmenetbe foglalja a teljes indukciot [1], addig a 2012-es verzié mar
eltekint ett6l, és semmilyen formaban nem tesz emlitést errdl a modszerrdl [2]. Ugyanakkor
az alkalmazhatosag kérdése kivalo szakkori (esetleg tanorai) téma, mivel a gondolkodasmodot
és a problémamegoldast, hibakeresést jol lehet vele fejleszteni. A miért, miért ne, hogyan
(milyen feltételekkel) kérdésektdl a példak vizsgalataig szamos iranybol elemezhetd a téma.

A fenti kérdéseket iranyitott formaban érdemes a didkok elé tarni az indukcios téma végén.
Lehet ez egy frontdlisan vezetett kiértékelés, de szorgalmi hazi feladat, gylijtdémunka is: a
diakok kereshetnek érdekes példakat, feladatokat, esetleg ujsagcikkeket, amelyek a teljes
indukcioval foglalkoznak. Foglaljanak allast a témaban, csoportos foglalkozasra szakmai vita
is kiadhato. Ezzel érinthetd a tobbi bizonyitasi mddszer is, a tapasztalatok pedig szamos
terlileten fejlesztik a tanulok képességeit.
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Azzal a kérdéssel, hogy a teljes indukcid hogyan sérti az allitas 1ényegének megértését, egy
volt tanarszakos hallgatdo, Matusik Edina 2011-ben irt szakdolgozatadban [31] részletesen
foglalkozik. A kozépiskolai oktatasbol kozismert 6sszegképletek kiillonbozé bizonyitasait és
szemléltetéseit vizsgalta, illetve a gyakorlatban ki is probalta didkokon. Egyik érdekes
megallapitasa, hogy a mai didkok gyakran nem is vagynak az allitds megértésére, inkabb
igénylik a ,,készen kapott modszert”, amivel szamolhatnak, és eredményt kapnak. Az alabbi
példa jol mutatja, lehet szemléletesebb bizonyitast talalni egyes (specialis) esetekben:

Legyen a bizonyitando allitas az els6 n darab pozitiv egész szam Gsszege:
Sh=1+2+3+..+tn=nm+1)/2

A bizonyitas teljes indukcioval: n = 1-re az allitds igaz: S, = 1(1 + 1) / 2 = 1. Tegyiik fel,
hogy n = k-ra is igaz az allitas: Sx =1 + 2 + 3 + ... + k = k(k + 1) / 2. Orokitsiik az allitast
n=Kk+ 1-re:

Swi=I+2+3+ . +hk+(k+D)=(k+1k+2)/2
Alkalmazva az indukcios feltevést az els6 k darab tagra, majd k6zos nevezore hozva:
Skri=[k(k+21)/2]+(k+1)=[k(k+1)+2(k+2)]/2

A szamlalobol k + 1-et kiemelve megkapjuk a bizonyitand6 egyenlet jobb oldalat, vagyis az
allitast belattuk:

Scr = [k(k+ 1) +2(k + 2)] /2= (k + 1)(k +2) / 2

Alkalmas algebrai bizonyitasok ugyanerre az allitasra: irjuk le a szamokat 1-t6l n-ig, majd
irjuk rendre alajuk ugyanezt a sorozatot szigoruan monoton csékkendében, n-tél 1-ig:

1+2+3+4+..+n
n+t..+4+3+2+1

Lathato, hogy az egymas ala keriil6 parok sszege mindig n + 1. Mindkét sorozat n-hosszu,
tehat a két sorozat egyiittes 6sszege n(n + 1), mivel n darab n + 1 Gsszegii par képeztiink.
Viszont ekkor minkét sorozatot dsszegezziik, és az allitds csak az egyik sorozat 0sszegérdl
sz0l, tehat a végeredményt meg kell felezzik: n(n + 1) / 2.

Masképpen gondolkodva kiviilrol befelé haladva parosithatjuk a sorozat tagjait. Ekkor
hasonléan n + 1 Osszegii parokat kapunk. Az esetek szétvalasztasaval vizsgalnunk kell, hogy
paros vagy paratlan hosszl a sor, de mindkét esetben jol lathatd a megoldas: paros hosszu sor
esetén n / 2 darab n + l-es par lesz, azaz (n / 2)(n + 1) = n(n + 1) / 2. Paratlan hosszl sor
esetén (N — 1) / 2 darab n + 1-es par lesz, a kozépso tag pedig (n + 1) / 2 lesz, azaz az Osszeg
[h=1)(n+1)]/2+(n+1)/2=n(n+1)/2lesz. (Itt mar sziikkség van kiemelésre, szorzatta
alakitasra és 0sszevonasra is.)

A szemléletes bizonyitas egy geometriai mddszeren alapul, @
ami hasonl6 az els algebrai bizonyitashoz. Legyen minden
oszlop olyan magas, amennyi a sorozat aktualis tagja, majd % n+1
forditsuk ra erre a 1épcsdére ugyanezt a névekvo sort:
I —
n
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Lathato, hogy a geometriai bizonyitas 1ényegében egy téglalap teriiletének szamitdsan alapul.
Ekkor az oszlopok szama nyilvan n, mivel ennyi a sorozat tagjainak szama (1-t6l n-ig a
pozitiv szamok darabszama). A szinezett oszlopok magassaga is 1-t6l n-ig valtozik, mivel igy
felel meg az oszlopok magassaga a sorozat tagjainak. Osszeforgatas utdn (mintha a szamokat
irnank egymas ald) minden oszlop magassaga n + 1 lesz. A téglalap teriilete igy n(n + 1), de
persze ekkor ismét két sorozatot szamoltunk Gssze, tehat a megoldas n(n + 1) / 2 lesz.

Ilyen esetekben, amikor az allitas bizonyitasara tobb modszer is hasznalhato, a teljes indukcio
talan a legkevésbé segiti a problémamegoldd gondolkodast. Az indukci6 mechanikus
hasznalata kdzben a tanulok aligha veszik észre a praktikus algebrai és geometriai Otleteket.

Visszatérve az indukcié tanitdsdhoz, gy tiinik, a matematikatorténet nyujtja a legjobb
segitséget, mivel éppen igy érhetd el az a gondolkoddsmod, amelyet a modern indukcid
onmagaban elfed. A lehetséges oravazlat dsszefoglalja a kordbban targyalt problémakat és
lehetdségeket. Ez a tanmenet az alkalmazé tanar feladataival, kutatdsaival, esetleg allas-
foglalasaval bovithetd.



Eqy lehetséges 6ravizlat, tanmenet

A teljes indukcio tanitasa az arab matematika torténeti eredményeit felhasznalva

Eloismeretek:
A tanulok jartassagot szereztek az allitasok megfogalmazasaban, igazsagok eldontésében,
egyszerl direkt, majd indirekt bizonyitasokban.
Ezzel egyiitt mar kellden jartasak a sorozatok témakorében, a véges hosszusagu 6sszegek
egyszerl szamitasaban, ismerik és alkalmazni tudjak a megfelelé azonossagokat, tovabba
a szamelmélet oszthatosagi témakorével is megbaratkoztak mar.

A tandra menete:
Tanari el6adas, esetleg eldre kiadott gylijtdmunka al-Karaji életébdl, munkassagabol.
Mutassuk meg al-Karaji Pascal-haromszogét, esetleg idézziink konyvébdl. Fontos, hogy a
diakok beleképzeljék magukat az ezer évvel ezeldtti Irakba.

Hogyan jelent meg al-Karaji kényvében az (a + b)* azonossag?

Vajon miért iigy fogalmazott, ahogy?

Milyen kiilonbségek lathatok al-Karaji Pascal-haromszoge €s a nalunk hasznalt kozott?
Ismertessiik mai jeldléssel al-Karaji allitasat: X"x™ = x""™ ahol nmeZ*UZ".

Miért igy szerepel az azonossag, és miért nem igy: X"x" = X" ahol n,meZ?

Hogyan lehetne feloldani az n = 0 és m = 0 eset okozta problémat?

Miért nem vette ezt észre al-Karaji?

Mutassuk be al-Karaji indukcids bizonyitasat. Hasznaljuk al-Karaji sajat példait.

(1+2+3+ .. +10°=13+2>+3*+ ... + 10°. Probaljuk bizonyitani.

%i® = (Zi)?. Probaljuk bizonyitani, tovabbra is al-Karaji médszerével.

Ezutan adjunk olyan példat, ahol nem elég n = 5-ig vizsgalddni.

Az X* + x + 17 formula primet ad VxeN esetén. Bizonyitsuk. Hol a hiba?

Az x* — x + 41 formula szintén primet ad ¥xeN esetén. Bizonyitsuk. Hol a hiba?
Mutassuk meg Francesco Maurolico elsé tokéletes teljes indukcios bizonyitasat.

Mi a kiilonbség al-Karaji és Maurolico bizonyitasa kozott?

Miért van sziikség indukcios feltevésre €s az altalanos tagra torténd bizonyitasra?
Gyakoroltassuk a teljes indukciot, minél tobb feladattal. Kozben a feladatok megoldasa
utdn mindig elemezziik a bizonyitast.

Helyes? Helytelen? Miért? Teljesiilnek a feltételek? Hasznaltuk az indukcios feltevést?
Vegyiink el6 olyan feladatot, ahol latszolag megbukik az immar tokéletes teljes indukcid
(pl. a lovas feladat).

Hol a hiba a bizonyitdsban? Hogyan lehet kijavitani a hibat?

Végiil kezdeményezziink beszélgetést a teljes indukcid sziikségességérol.

Milyen esetekben érdemes hasznélni a teljes indukciot?

Mi az elénye és a hatranya ennek a modszernek?

Mivel helyettesithetd a teljes indukcio? Megéri mas modszert hasznalni?

Miért maradt ki a 2012-es NAT elképzelései koziil a teljes indukcié? Egyetértesz?

Kovetkezmények:
A didkok mélyebb ismeretet szereznek a teljes indukcios bizonyitassal kapcsolatban.
Sajat tapasztalataik, megfigyeléseik maradand6 emlékezést tesznek lehetoveé.
N6 az igénylik a hibakeresésre, sajat munkéjuk ellendrzésére.
Megismernek tobb, régi matematikust, idegen kultarakat. Gytilik az ismeretiik egy olyan
térségrol, amelyet nem, vagy csak alig ismertek.
Osszekapcsolnak kiilonbdzé matematikai témékat, rendez8dnek fejiikben a tanultak.
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A tanitds soran a feladatok a céloknak megfeleléen valaszthatok, igy igazodni lehet a
kiilonbozo eldképzettségii tanulokhoz €s az esetleg sziikds idokerethez. A feladatok szdmat és
a téma elmélyitését alapvetden meghatarozza, hogy szakkori vagy tanorai keretek kozott
dolgozzuk fel a témat. A tudomanytorténeti elemek azonban nem hianyozhatnak a kelléen
széles latokor kialakitasahoz, a gondolkodas és az emlékezés fejlodéséhez [2][4].
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Osszefoglalds

A dolgozatban igyekeztem attekintést nytjtani a 800 és 1000 kozotti arab nyelvii matematika-
torténeti eredményekre, és ennek elemzésével probaltam megoldast keresni 1étez6, diakoktol
hallott problémakra. Arra a kovetkeztetésre jutottam, hogy a nevezett korszak kozel-keleti
matematikaja alkalmas tobb esetben a nehézségek feloldasara, mivel az 0j gondolkodasmod
megismerése sz€lesiti a latokoriiket, fejleszti a problémamegoldd képességiiket és nd az
igénylk a hibakeresO feladatmegoldasra. Nem utolsé sorban igazi szellemi csemege ez egy
olyan korszakbol és térségbdl, amit a jelenlegi diakok sajnos egyaltalan nem ismernek meg.

A fenti tanmenetet, illetve a dolgozatban k6zdlt tovabbi lehetdségeket szeretném kiprobalni a
jOvOben, igy a tapasztalatok ismeretében folytathatom, csiszolhatom az Gtletem. Tervezem a
kutatéas folytatasat is, ha mdédomban all, kiilfoldon is, és szeretnék arab szovegeket forditani,
amit utana fel lehet haszndlni az oktatasban (pl. konkrét feladatok), de ugyanakkor a magyar
nyelven irt tudomanytorténet is boviilhet ezaltal.

Sajnos a jelenleg itthon elérhetd forrasok szama alacsony, de azért létezik alkalmas
szakirodalom, erre vonatkoz6 jegyzéket igyekeztem aldbb kozdlni. Nehézség, hogy a legtobb
elérhetd konyv is csak Osszegzi a matematikatorténeti eredményeket, igy abbol oktathato
anyagot késziteni nem konnyli. Ugyanakkor az aldbbi jegyzékben a legtobb Osszefoglalas
tovabbi forrasok tucatjaira tdmaszkodik, igy ezen a vonalon mar el lehet kezdeni a kutatast.
Illetve ezért is irtam ezt a dolgozatot, hogy kezd6 1épése legyen egy alkalmazhato, kozel-
keleti matematikai eredményeken alapul6 oktatasi segédanyagnak.
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