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BEVEZETES 1

1. fejezet

Bevezetés

Dolgozatunk megrasahoz, és a megoldashoz vezet6 ithoz egy televizids vetélkedo adta
az Otletet. A jatékban a nyereményt kiilonbozo 0sszegekre bontottak, melyek kézott vannak
azonosak, pontosabban mindegyik részosszeg kétszer szerepel. A jatékos ezeket korokre
bontot kérdez-felelek jatékban szerezheti meg véletlenszertien. Kijelolt szamu kor utan a
jatékosnak dontenie kell, hogy tovabb jatszik-e kockaztatva, hogy kiesik a jatékbodl és az
addig megszerzett nyereményét elvesziti, vagy abbahagyja megtartva azt. Ezt a dontési
helyzetet valdszintliség-szamitas szempontjabol vizsgalva a nyeremény varhatoértékét kell
kiszamitanunk ahhoz, hogy itéletet tudjunk adni, hogy a nyeremény milyen mértékben
tekinthet6 soknak. Kénnyen belathatd, hogy a nyeremény polihipergeometrikus eloszlasbol
szarmazdé valdszintiségi valtozoként adhaté meg. Kézenfekvoen adddik a kérdés, hogy ezen
értékek megadésa, hogyan algoritmizalhaté. Az alkalmazas soran a probléma megoldéasok-
ban altalaban az eloszlas kozelitésével ez athidalhatd. Kelloen nagyszamu sokasdgbdl valo
hizasoknal, mikor a hizasok kimenetelét elhanyagolhaté mértékben befolyasolja egy elem
eltavolitasa, jol alkalmazhato a polinomialis eloszlassal torténd kozelités.

Dolgozatunkban sikeriilt olyan felsorolasat megadnunk az eloszlas eseményeinek, ami

egyszerlien és gyorsan eloallithato.
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2. fejezet

A probléma megfogalmazasa

Tekintsiik a klasszikus urna modellt, azaz mikor egy tivegben n-féle cukorka van, ezek

szdma legyen ki, ko, ..., ky,, tovdbba az 6sszes cukorka szama pedig > k; = N. Visszatevés
i=1

nélkul kihizunk h darabot, akkor annak a valdszintisége, hogy amit kihtuztunk azok kozott

n
Q15 Q2 -y G, <Z qi = h) darab van az egyes cukorkakbdl, a polihipergeometrikus eloszlés
i=1

G G)-G)
(3

A polihipergeometrikus eloszlas specidlis esetének tekinthet6 a hipergeometrikus elosz-

adja meg a kovetkezo forméban:

P =q,5%=q,. .6 =qn) =

las n = 2 esetén. Ennek szamos alkalmazasi teriilete van. Egyik a selejtek szamanak
becslése. Ekkor ismert szamossagu sokasaghdl vesziink mintat és a mintaban 1évo selejtek
szama alapjan becsiiljiik az 0sszes selejt szamat. Egy masik megkozelités amikor az alap-
sokasag méretére szeretnénk becslést adni. Példaul az okolégiai mérések egyik célja lehet
egy véges populdcié méretének megdllapitasa. Ennek érdekében az egyedek egy részét
olymédon jeldlik, hogy az semmilyen moédon ne befolyasolja a jelolt egyedek késébbi vis-
szafogasat. Ezutan megvarva a ,,tokéletes” keveredéshez sziikséges idot, az tjabb befogas
alakalmaval egyediil a véletlen hatarozza meg, hogy jelolt vagy jeloletlen egyedet fogunk,
igy a jeloltek szamdanak ismeretében a hipergeometrikus eloszlas segitségével becsést tudunk

adni a teljes populacié méretére.

Termésetesen szamos szerencsejaték kimenetelének valdsziniiségeit is hipergeometrikus

eloszlassal adhatjuk meg. A Texas-Hold’em Pokerban az asztalon hdrom, majd négy végiil
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ot lap van felforditva, a jatékos kezében pedig ketto lap van. A jatékos a felforditott ot
lap koziil harmat kell kivalasztania a kezében tartott két lapjahoz. A flush esélyét, vagyis
annak, hogy 6t egyforma szinii lapot tud kivalasztani, annak ismeretében, hogy hany lapot
nem lat a jatékos és azok koziil hanynak megfel6 a szine az 6 szamara, a hipergeometrikus

eloszlas segitségevel tudja kiszamitani minden lap felforditasa utan.

A polihipergeomertikus eloszlas akkor alkalmazhatd, ha a kimenetelek szama ketténél
tobb. Példaul, ha egy nyereményjatékban a jatékos koronként véletlenszeriien szerezheti
meg a kiilonb6zo értékli nyereményeket. Az egyes korokben a nyeremény varhato értékét

polihipergeometrikus eloszlassal szamithatjuk ki.

Tovabbi fontos alkalmazasi teriilet a homogenitas vizsgalat. Amikor annak az eldon-
tése a cél, hogy az egyes kategoridkbdl egyenld szamu elem van-e a sokasagban, amibdl a
mintank szarmazik. Ennek eldontésére hasznaljak a poilihipergeometrikus eloszlas kiilon-

boz6 kozelitéseit.

A polihipergeometrikus eloszlas alkalmazasi teriilete tehat igen széles, azonban koriil-
ményes kiszamitasi modja erdsen korlatozza a felhasznalhatosdgat. Az Osszes valdszintliség-
értékének elballitasahoz sziikséges, hogy a hizasok eseményeit fel tudjuk sorolni. Ameny-
nyiben a fenti képletet alkalmazzuk ez egybeesik a q1,qo,...,q, szamok el6allitasaval.
Ebben az esetben a binomianalis egylithaték szamitdasakor tigyelniink kell a szamitogép
abrazolasi tartomanyara, valamint a hanyadost is érdemes tgy képezni, hogy felvaltva

osztunk a nevezdvel és szorzunk a szamlald tényezoivel.

Ebbdl a dolgozatbdl kideriil, hogy az eloszlas megadhaté a 3.1. Tétel alapjan az elemi

események valoszintiségeinek Gsszegeként is.
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3. fejezet

A probléma megoldasa

3.1. Particiondlas és ismétléses permutacio egyiittes alkalmazéasa

Az emlitett két megadas koziil a q1,qo,...,q, paraméterek eloallitasa két lépésben
oldhat6 meg:

1.) a kihuzott elemek szamanak 6sszegre bontédsa, particionéldsa,
2.) a részosszegek permutéldsa.
3.) iterdcié a huzéasok szamaval 1-t6l N-ig az 1.) és 2.) pontokkal.

Az particiondlasi 1épés soran azonban figyelembe kell venni, hogy q1 < ki,q2 <
ko, ..., qn < k, feltételeket, illetve a részosszegnek n-nél nem lehet tobb tagja. Az altalunk
particiondlasra hasznalt algoritmus a felbontasokban a részosszegeket csokkend sorrend-
ben adja meg. Tehat kinalkozik az a lehetoség, hogy a legnagyobb k; és a felbontas elso
elemének Gsszevetésével kisziirjiik azokat, melyeknek egyetlen permutéciéja sem fogja tel-
jesiteni a q; < k; feltételeket (i = 1,2,...,n). Azonban a megmaradt felbontdsok minden
permutéciéjara ellendérizniink kell 0ket. Azokat az eseteket amelyekre nem teljesiil az 6sszes
feltétel szintén el kell hagynunk. A megmaradt elemek pontosan a lehetséges huzasok

lesznek. Ezek valészintiségei meghatarozhatéak a korabban bevezett (2.1) formulaval.

Tehat az emlitett két algoritmus egyiittes alkalmazasaval sikeriilt a polihipergeometri-

kus eloszlas valészintiségértékeit megadnunk, méghozza minden eseményt egyszer vizsgalva.
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A tovabbiakban kozoljiik az emlitett két modszer egyiites hasznédlatdnak algoritmusat.

Requires: A,n (a1 >as > ...>ap, n>0)

h <length(A)
k< h-—1
Hh—l —n
while k£ < h do
T4+ Bry1+1
y <+ B —1
B+ 0
k< k+1
while z <y and k£ > 1 do
By +—«x
Yy y—=x
k+—k—1
end while
B +—z+y
if £ > 1 then
B < [By, Big41, ..., By, B1, Ba..., B _1]
end if
for j< 1toh
p < Aj — Bj
if p < 0 then break end if
end for
if p > 0 then
141
if By # By,
B < [By,, By, By, ..., Br,_1]
visit B
while i < h do
ifi<h-2
if Biis > B; then
B < [Biy1, By, Ba, ..., Bi, Bi12, Biys, ..., By
else
B < [Biy2,B1, By, ..., Bit1, Biy3, Bit4, ..., By
end if
else
B < [By, By, By, ..., B, 1]
end if
if B; < B then
141
else
1+—1+1
end if
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42: for j< 1toh

43: p <+ A; — B,

44: if p < 0 then break end if
45: end for

46: if p > 0 then

47: visit B

48: end if

49: end while

50: end if

51: end if

52: if £ > 1 then

53: B+ [Bh—k+2; Bh—k—l—S, cens Bh, Bl, BQ, ceny Bh—k:—i—l]
54: end if

55: end while

A fenti algoritmus bemenetként egy tombot és egy szamot var. A tomb elmei, legyenek
csokkené sorrenbe rendezve, ahol a tomb elemei az alapsokasidg kategéridinak a szamai. A
masik bemenetként megadott szam, pedig annak a szama, hogy hdny elemet emeliink ki
bel6le. Kimeneteli értékként a B tombok egy felsoroldasat kapjuk, melyek a kiemelt elemek

kategoriankénti szamait tartalmazzak.

3.2. Haloval torténd kodolas, a hald szintjeinek felsorolasa

Az el6z6 alfejezetben ismertetett algoritmust hasonlitsuk 6ssze egy fastruktiraval tor-
téno kodolédssal, mely minden elem kihtuzésara egy tjabb agat eredményez. A leirdsbol is
érezheto a fa redundancidja. Ez szolgédltatta a kiindulépontot a kovetkezo megkozelitéshez.
A tovabbiakban az elemi események egy felsorolasat adjuk meg, az ismétlodéeket tovabbra

is ugorjuk at. Ehhez el6szor egy elem kihuzasat sziikséges értelmezniink.

3.1. DEFINICIO (csokkentés):

Tekintsiink a q € N™, ahol n € N\ {0} vektort, aminek az egyes komponensei taroljak

a kiilonbozoféle huzasok szamat, tovabba jelolje n a komponensek szamat.
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A huzéasok leirdsara vezessiik be a kovetkezo egyszerii miiveletet:

((_I1aQ27 7Qi_1a "'7qn) 7ha ql%07
O(qv Z) =
nincs értelmezve , ha ¢; =0,
ahol @ = (q1,q2, - Gis - 1 qn) -
Ez a mivelet az i-edik komponenst csokkenti eggyel.
Példanak vegyilkk a q = (3,2,1,1) vektort. Ebben az esetben az i = 1,2,3,4 lehet.
Tekintsiik tovabba az r1 = (3,2,0,1) és ro = (2,2,1,1) vektorokat, amik el6allithatéak

q-bdl.
Ekkor a o(q,i)-re (i = 1,2,3,4) a kdvetkez6k adédnak:

o(q,1)=(2,2,1,1), o(q,2) = (3,1,1,1),
o(q,3) =(3,2,0,1), o(q,4) = (3,2,1,0).
Hasonléan o(ry,i) és o(re,i)-re kapott vektorok:
o(r1,1)=1(2,2,0,1), o(r1,2)=(3,1,0,1), (3.1)
o(ry,3) =1, o(ry,4) = (3,2,0,0),

o(rs,1) = (1,2,1,1), o(rs,2) = (2,1,1,1),
o(rs,3) = (2,2,0,1), o(rs,4) = (2,2,1,0).

Azt az esetet amikor a miivelet nincs értelmezve L jellel jeloljiik.

3.2. DEFINICIO (kovetés):

Legyen q és r € N™ vektor. Azt mondjuk, hogy a q koveti r vektort ( jeldlés: qkr ),
ha q — r = e, ahol e az egyik egységvektor.

Tovébba a ¢ : {0,1}" — N\ {0} fliggvény adja meg a csckkentett komponens indexét,
azaz
d(e)=1, hae; =1, és e; =0, ha i#j,
(3.2)

ahol e = (e1, €3, ...,e,), és €1, €, ..., e, € {0,1}.
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Jellemezziik a q kr relaciot a w sillyal a kovetkezok szerint:

%
s

,haqkr,
w(q,r) =
0 , egyébként,

n
ahol q = (¢i)i—; SZZ%’, 1<i<n,ésj=6d(q—r).
i=1

Példaul az elébbi (3.1)-el jelolt példdban szereplé vektorokra a w értékei a kovetkezok:

Tekintsiik elészor a q = (3,2, 1,1) vektort. Ekkor:

3 2
w(qv (2727171)) = ?7 w(q7 (3717171)) ?7
1 1
Hasonléan kapjuk meg a w értékeit r1 = (3,2,0,1) és ro = (2,2,1,1) esetén is:
3 1 2 1
’LU(I'l, (2,2,0, 1)) = 6 = 57 w(rla (37 1707 1)) 6 = § (33)
1
w(ry,(3,2,0,0)) = 5
2 1 2 1
1,2,1,1)) = = = = 2.1,1,1) = = = -
(r27( y Ly )) 6 37 'U)(I'Q,( y Ly 4y )) 6 37
1 1
w(ra, (2,2,0,1)) = 7. w(r2, (2,2,1,0)) = 7.
w(ry, (1,2,1,1)) =0, w(re, (3,1,0,1)) = 0.

Koénnyen belathaté, hogy w(q,r) pontosan annak a valdsziniiségével egyezik meg,
mikor egy olyan alapsokasidgbdl hiizunk ki egy elemet, aminek elemei tigy oszthatéak szét

kategoridkba, hogy azok szamossiga q elemeit adjak.

Az el6bbi definicidkat felhasznalva az eloszlas valdszintiségeit a kovetkezo tétel szerint

tudjuk felbontani az elemi események valdszintiségeinek Gsszegére.

3.1. TETEL :

Jelolje Agh) azokat az eseményeket, amikor egy alapsokasagbol h = 0,1,..., N darab

elemet huzunk ki, ahol ¢ = 1,2, ...,my, és my a lehetséges huzasok szama. Tovabba az
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Agh’) révén el6allo halmazok kategéridinak szamossagait tartalmazzak az a,(:’) vektorok. A
valoszintiségeket, melyek azonos szamu elem kihuzésdhoz tartoznak taroljuk vektorokban

a kovetkezSképpen: p" = {P (Az(.h)> } .

7

Ekkor p(") el84ll a kovetkezé alakban:

ph) — <<p<h1)> T W(hl)) b

Kihasznalva a rekurziét a kovetkezd formulat kapjuk:

.
h—1

p(® — <W<1>W(2> w® _,_W<h—1>)T _ (H Wa)) ,
=1

(b))’

(. J/
-~

()"

ahol W = {P (Agh)’Ag-h_lv}” = {w (a,gh),a;h_l)>}‘ , azzal a megkotéssel,
1,7 2,7

hogy W0 = {Wgh)}‘ oszlopai ugyanabban a sorrendben feleltethet6ek

meg az Agh) eseményeknek, mint W1 sorai.

3.1. BIZONYITAS :

Konnyen belathato, hogy az Agh)‘ Ag-h_l) esemény megfeleltetheté egy elem kihtiza-

nak ek I6szintiséee & (h—1) _(h)
Sanak, aminek a valoszinusege eppen a w | a; a

i ,a, ) Az &llitas szerint a p") egy

komponense megkaphato p(h) = (p(h_l))T Wgh) vektorok szorzataként, ahol

i

mp,
= Sl ol =
J

=P (4) = mZhP (] Al D) P (a0,
J

Innen a tétel allitasat megkaphatjuk a teljes valdszintiség tételébol, ahol my, annak a szama,

hogy hanyféleképpen tudjuk kihizni a h — 1 elemet.

Ezen W mitrixok az Aéh) események, illetve a nekik megfeleltetheto a,g,h) vektorok

egy haloba torténd rendezését irjak le. Ez a hald szintekre bonthatd aszerint, hogy hany
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elemet huztunk ki. A legfels6 szinten maga az alapsokasag all, alatta azok a vektorok,
amelyekbdl egy elemet huztunk ki, majd ezutan azok a vektorok, melyebdl két elemet
huztunk ki. Ezek koziil azok, amelyekbdl két kiilonbozot huztunk a megelézé szint két
halmazat is koveti, ugyanis ezek eldallhatnak akar igy, hogy elobb az egyik félébdl hiizunk
egyet, majd a masikbdl, illetve forditva is. A tobbi szintekre is igaz, hogy a vektorok az
el6z6 szint annyi vektorat kovetik, ahdny komponensiik eltér az alapsokasag vektoranak

megfelel6 komponensétol.

(h)

A kovetkez6 abran az elipszisekben az a; ' vektorok, a felettiik 1év6 téglalapokban,

pedig a hozzajuk tartozé valészintiségiik szerepel. Egy elipszis akkor van Gsszekotve egy

felette alléval, ha abbdl egy elemet kihuzva eléallithatd. Az egyes szinteken beliil a sorren-

det a kovetések attekinthetosége érdekében valasztottuk meg igy.

1.0000
3211

0.1429
3210

0.0952

3110

0.0286

3010

0.1714
2110

0.0476

3011

0.0571

3100

0.2857
3111

0.1429
2210

0.0476
3200

0.2857
2111

0.4286
2211

0.0952

3101

0.0857
2011

0.0286

0.0857

0.1714]

3001

0.0286
3000

0.0857
2010

0.1429
1010

0.1714

1110

0.1429

0010

1011

0.1429

2000

0.1714

2100

0.0952
0110

0.4286
1000

1210

1111

0.1429

1211

0.0857

2200

0.1429
3201

0.1429

2201

0.1714
2101

0.0857

1201

0.0286

0211

0.0857
2001

0.2857

1100

0.0476
0011

1.0000
0000

0.0286
0210

0.0857
1200

0.1429

1001

0.2857
0100

0.0571
0111

0.1714
1101

0.0476

0200

0.1429

0001

0.0286
0201

0.0952

0101
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A halé egyes éleit stulyozhatjuk a két végpontjahoz rendelhet6 w értékkel. Egy csticshoz
tartozé valdszintiség kiszamithaté a 3.1 Tétel alapjan gy, hogy a bemend élek masik
végpontjainak valészinliségeit a w-kel stlyozva Osszegezziik.

A fentiekben a (3.1) példdban ismertetett értékekkel a (2,2,0,1) valdszintisége, ami az

abran a masodik szinten jobbrol az els6 vektor, a kévetkezoképpen alakul:

P(r;)w(r1(2,2,0,1)) + P(r2)w(rs, (2,2,0,1)) =

+ ~0,1429 . (3.4)

=

| w
|

==
N | —

Az eddigiek arra nem adnak vélaszt, hogy a matrix oszlopait milyen sorrendbe toltsiik
ki. Tehat arra kell megoldast talalni, hogy azokat a vektorokat soroljuk fel hatékonyan,
amelyekbdl az alapsokasaghoz képest h elemet huztunk ki. Mégpedig gy, hogy minden

vektort pontosan egyszer sorolunk fel.

3.3. DEFINICIO (hozzaflizés):

Jeloljiik @-al azt a miiveletet, amely a felsorolds végéhez hozzafiiz egy elemet.

R) . ,
Sn , ha ag ) nincs értelmezve,

1—17

<Sh,az(.h)> = <a§h),agh), s al a(h)>, egyébként,

ahol Sy, = <a§h),agh), ey a§’i)1>.

Az igy bevezett miivelettel lehet6ség nyilik egy kordabbi h szint vektorain végighaladva

elééllitanunk a (h + 1)-dik szinten 1év6 vektorokat a o csokkentési miivelet segitségével.

Ennek algoritmusa a kovetkez6 képpen alakul:

1.) Legyen h = 0, valamint induljunk ki az alaphalmazbdl olymddon, hogy a kategoridk
szdmossagait csokkend sorrend szerint rendezve frjuk az al®) vektor komponenseibe.
Az igy felirt a(®) vektort helyezzilk el az Sy szinten.

2.) Ezutén allitsuk el6 a kovetkez6, h + 1 szintet Ugy, hogy vessziik a h-dik szint els§
vektorat és a komponenseit az utolséval kezdve egymas utan csokkentjiik egyel, majd

ezt elvégeziik a szint tobbi vektoran is. Kozben a mar felsoroltakat ugorjuk at.
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3.) Noveljiik eggyel a h értékét (h = h+ 1), és ismételjiik meg a 2.) pontot egészen addig

amig az 0sszes elemet ki nem huzzuk.

Az el6z6 példankat tekintve a (3,2,1,1)-b6l kiindulva a kévetkez6 sorrend adédik.

A nulladik szinten egyediil az alapsokasag vektora &ll, azaz: (3,2,1,1). Ezért az els6
szinten 4 vektor fog szerepelni. Mivel az els6 ezek koziil a (3,2,1,0), igy ebbdl csak hiarom
vektort tudunk el6allitani a masodik szinten, a kovetkezé a (3,2,0,1), de mivel a (3,2,0,0)-4t
a (3,2,1,0)-bdl mér eldallitottuk, igy ezt dtugorva ebbdl mér csak két djat tudunk felsorolni.
A (3,1,1,1)-bdl Gjra csak ketté komponens ad6dik, mert a (3,1,1,0) a (3,2,1,0)-bdl valamint
a (3,1,0,1) a (3,2,0,1)-b6l mar eléllt. Ezt folytatjuk egészen addig amig meg nem kapjuk
a (0,0,0,0) vektort.

So S So Ss Su Sy Sg S~
321,11 3.21,0]| 3,200/ 3,1,1,0 | 3,0,0,0|| 2707070|| 1,o,o,o|| 0,0,0,0|

| 2,1,0,0|| 1,1,0,o|| o,1,o,o|

2,2,0,0 |[ 1,2,0,0 ][ 0,2,0,0
3,1,1,0] 3,0,1,0|] 2,0,1,0 1,0,1,0|o,0,1,0|

2,1,1,0|| 1,1,1,0|| 0,1,1,0|

| 2,2,1,0|| 1,2,1,0|| 0,2,1,0|
3,2,0,1|] 3,1,0,1 | 3,0,0,1 || 2,0,0,1 || 1,0,0,1|| 0,0,0,1|

2,1,0,1 || 1,1,0,1 || 0,1,0,1 |

2,2,0,1 ][ 1,2,0,1] 0,2,0,1
3,1,1,1]] 3,0,1,1]| 2,0,1,1 1,0,1,1|0,0,1,1|

| 2,1,1,1|| 1,1,1,1|| 0,1,1,1|

| 2,2,1,1|| 1,2,1,1 || 0,2,1,1|

Ennek leirasahoz felhasznaljuk a kovetkezoket:

3.4. DEFINICIO (&tugrds):

A korabbi (3.2) egyenletben bevezett § fiiggvény segitségével, mely kdvetési reldciéban

1év6 vektorok kiilonbségére a kovetést megvaldsitdo komponens indexét adta meg, vezessiink

be egy ~ fiiggvényt. Ez az egyes a(h

7
kivonva éppen azoknak az a§-h+1) vektoroknak a szamat adja meg, melyek kovetnek egy

vektorokhoz hozzarendel egy szamot, amit n-bol
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a felsorolasban el6rébb szerepel6 al(h) (I < j) vektort is. Tehat a kovetkezd szint fel-

sorolasakor, annak érdekében, hogy minden elem egyszer szerepeljen ezeket at fog kelleni

ugranunk.
n ,ha h =0,
S (&) -
0 (a§h_1) — agh)) , egyébként,
ahol j = min((), ha al(h_l) K agh), és agh_l) €Sp_1.
3.2. TETEL :
Az eddigi jeloléseket felhasznalva az Gsszes al" ™ vektort pontosan egyszer allitja el

J
a kovetkez6 felsorolas:

mp 1
Shi1 = @@ a(agh),i) , ahol my, = |Sp|, k=7~ (ag.h)) .

j=1i=k

Ez a sorrend szamunkra azért kitiintett mivel, az atugrott elemeknek, melyek a fel-
sorolasban mar szerepelnek, sorrendben elfoglalt indexét is meg tudjuk adni. Tehat a
W) métrixokat a felsorolds kozben elallithatjuk. A (3.1) példaban szerepld w értékek

méatrixban torténo felirdsakor a kovetkezoket kapjuk:

wo— (Ll 1 23
77 71 1]
111 0 0 0 0 O

6 3 2
1 1 1
-0 0 = = 0 0 O
0 1 0 1 0 L1 0 7
6 6 6 2
1 1 1 1
o 0 - 0 = 0 = =
6 6 3 3
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2 3
- - 0 0 0 0 0 0 0 0 O
5 5
1 1 3
-0 - - 0 0 0 0 0 0 O
5 5 5
1 2 2
O -0 - - 0 0 0 0 0 O
5 5 5
1 1 3
-0 0 0 0 - - 0 0 0 O
w® = | P 5 5
1 2 2
O -0 0 0 0 - - 0 0 0
5 5 5
00100100300
5 5 5
1 1 1 2
00050050550
00002001011
5 5 5 5

A felirast a kovetkezdképpen végezhetjik. Mivel a sorok az agh) vektorokkal felel-
tethet6ek meg, soronként haladhatunk mikézben, ha a felsorolashoz egy 1j a§-h+1) elemet
irnank, a matrixhoz hozzairunk egy 1ij csupa nullabdl 4116 oszlopot, kivéve az éppen aktudlis
sort, ahova a w (al(-h), a§h+1)> étékét irjuk. Ha atugrunk egy elemet az indexét megkeresve
a megfelel6 oszlopban javitunk az el6bb leirt médon szamitott értékkel.

A kovetkezo algoritmus megvaldsitja a fent leirtakat.

Bemenetében a megelézo szintet egy kétdimenzids tomb formajaban varja, a gamma
értékeit egy masik tombben varja. Az elsé tomb soraiban a szint vektorai, az oszlopaiban
az elemek kategéridk szeriti szamai legyenek. A gammak tombjében minden sorban két

i i

elemet var, az els6 n — y (a(h)), ahol a!™ az els témb megfelel6 soraban 1évé vektor. A

gamma tOomb egy sordnak masodik eleme, n—~y (al(hfl)>, ahol [ = min(j), ha ag.h*l) K agh).

1: function [ weights, cols, sch] = next_level find( rows, psch )

2: % NEXT_LEVEL_FIND Creates the next level and the weight matrix for
3: % a polihypergeomtric lattice

4: %  [weights, cols, sch ] = NEXT_LEVEL FIND( rows, psch )

o: % rows previous level

6: %  psch step children and step sisters

T % of the previous level’s elements,

8: VA level zero has [0,0]

SR SR SR S R e
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10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:
43:
44:
45:
46:
47:
48:
49:
50:
51:
52:

R R

%

%
%

cols next level
sch step children and step sisters
of the next level’s elements

cols = [1; sch = []; weights = []; indexes = [];
[ 1, k¥ ] = size(rows);
ssis = zeros(2,k);
denum = sum(rows(1,:));
iterration through rows
for i=1:1
pidx = size(cols,1) + 1;
to keep psch intact while being able to decrement J
step = psch(i,:);
to find the children of rows’ ith elment
indexes = [indexes; pidx];
number of sisters )
nsis = 0;
number of non-zero categories 7,
nz = sum(sign(rows(i,:)));
w = zeros(1l,pidx + nsis - 1 - psch(i,1) + nz);
weights = [weights, zeros(i-1, nz - psch(i,1)) 1;
to find step sisters’ indexes
if psch(i,2) == psch(i,1)
ssis( :, psch(i,2) + 1 ) = [pidx + nz - psch(i,1); pidx];
end
iterating through categories J,
for j=k:-1:1
dz = sign(rows(i,j)) - sign(rows(i - step(1),j));
creating childe while keeping parent intact J
tmp = rows(i,:);
don’t choose from which isn’t exist any more J
if tmp(j) ~= 0
skip stepchildren ( which already enumereted ) 7,
if step(l) ==
w(pidx+nsis) = tmp(j) /denum;
tmp (j)=tmp (j)-1;
sch = [ sch; nsis + psch(i,1), psch(i,1) ];
cols=[cols;tmp];
nsis = nsis + 1;
else
finding stepsisters 7
if step(2) > 0
rewinding step sister index due to the lack of current category 7
there’d be a still better way to do this 7,

RIS



16 A PROBLEMA MEGOLDASA
53: if ssis(1,step(2)) > pidx+nsis-1 ||

54 sum(abs (rows(i,:)-cols(ssis(1,step(2)),:)))~=1
55: ssis(1,step(2)) = ssis(2,step(2));

56: end

bT: w(ssis(1l,step(2))) = tmp(j) /denum;

58: ssis(1,step(2)) = ssis(1,step(2)) + 1;

59: step(2) = step(2) - 1;

60: % finding sisters

61: else

62: w(indexes(i-step(1))+step(1)-dz)=tmp(j)/denum;
63: end

64: step(1) = step(1) - 1;

65:

66:

67:

68: [weights;w];

69:

70:
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4. fejezet
Alkalmazasi lehetoségek

Az ismertetett algoritmus alkalmazhatésagat elsédlegesen futdsi sebessége hatarozza
meg. Ezt a ciklusszamtol fligg, azaz hogy hany vektort kell eldallitani. Ennek fels6 becslését
adjuk meg, annak az esetnek a szamaval, mikor h < k;, (i = 1,2,...,n). Ezt azért tehetjik
meg, mert azok a komponenesek, melyek kisebbek h-nal elfogynak, a vektorok megfeleld
komponense ezért nulla lesz és kevesebb vektor fogja kovetni ezeket, a k; < j < h szinteken.
Annak megadésa érdekében, hogy hany vektort soroltunk fel a h-dik szinten a fenti feltétel
mellett, fogalmazzuk at a probléméat. Mivel mindegyik elembdl kitudunk hizni h-t ezt

tekinthetjiik ismétléses kombindcionak, ahol n-féle dologbdl h-t hizunk ki.

n+h—1
|Sh|§< b ):

Ezt a binomidlis egylithatokra vontakoz6 nevezeteség szerint irhatjuk a kovetkezo

forméban:
B n+h—-—1-1 n n+h—1—1
N h—1

n—f—h—l—l) (n+h—2—1

+

h—1

()

)-
R |
S (e () ()
() 0-E0007) 6

(2

()
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Elvégezve a lehetséges egyszertiisitéseket:

n h—1
ZH(n—Z—f—j)

Sh| <
Snl = (h —1)!

alakra hozhaté. Erdekes, hogy az 6sszeg elsé tagja éppen [Sp,_1|.

Jol latszik, hogy ez a felsobecslés nem fiigg a ki, ko, .., k,, kategdéridk szamossagaitol,
sem N o0sszegiiktol. Ez beldthatd, ha arra gondolunk, hogy tugy kell valasztanunk n-
féle elembdl h darabot, hogy barmelyikbdl ki tudjunk valasztani h egyformét. Ekkor
ugyanannyiféleképpen tudunk valasztani attél fiiggetelniil, hogy mennyivel nagyobbak a
ki,ko, .., kyo-nek h-nal. A teljes halo kiszamitasdhoz természetesen sziikséges egytol N-ig
minden szintet szamba venni. Az is jél latszik a formulabdl, hogy n-tdl viszont az Gsszes
elem szama exponencidlisan fligg.

Az eddigi megallapitasok alapjan a bemutatott algoritmus képes kis n-ek mellett akar
igen nagy N-re is egyszerlien megadni a polihipergeomertikus eloszlas értékeit. Ekozben
a lehetséges vektorokra egy felsorolast valdsit meg. Ezért alkalmas lehet, olyan problémak
megoldasara amikor particionalas és permutécié egyszerre torténé alkalmazasara szik-
séges. Ezeket egy haldval torténd kdédoldssal teszi, igy alkalmas lehet nagyméretit halék
generalasara is. A felsorolds kozben a sorrend indexelését is elvégzi, ezért a keresés is

hatdkonyan megoldhaté.
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5. fejezet

(")sszefoglalés

A polihipergeomertikus eloszlas értékeinek megadédsara két megoldds ismertettiink.
Az els6 két meglévo algoritmus egyiittes alkalmazéasdval oldjuk meg a feladatot. Masodik
megoldasban a lehetséges események felsorolasa révén matrixok szorzataként adjuk meg a
nek. A matrixok kitoltését a felsorolasban valé hatékony keresés segiti el6. Bemutattuk,
hogy ezek a matrixok az események haléban torténd rendezését irjak le. Az algoritmus
id6 bonyolultsagara a huzasok szamanak fliggvényében felsé becslést allapitottunk meg.

Szamos kérdés megvalaszolasa tovabbi vizsgalatot igényel.
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6. fejezet
Nyitott problémak

Vizsgalataink szamos 1j problémat vetettek fel, amelyekkel a késobbiekben szeretnénk
foglalkozni.
a.) A felsorolds teljeségének bizonyitésa.
b.) Az indexelés formalizalt leirdsa, bizonyitassal.
c.) Az elemszamra adott becslés pontositasa.
d.) Az algoritmus valtozéinak tjra értelmezése a miivelet szdm csokkentése érdekében.
e.) Az eléallitott sorrend Gsszevetése a korabban ismertetett felsorolasokkal, a kédolasok

kozotti elhelyezkedésének vizsgalata.
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