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|. Bevezeto, El6sz0 helyett

,»S0k dolog van, ami lehetetlennek latszik, mindaddig, amig valaki meg nem kisérli azt.”’

André Gid
Hol is kezdjiik...? © (André¢ Gide)

Elészér is, Udvozollek Kedves Hallgato-Olvaso!

Remélem, nem veszed zokon, ha a tantargyi részeknél szakitunk a megszokott
megszolitassal és hangnemmel. Ez a dokumentum tulajdonképpen egy segédlet a BGF-GKZ-
n oktatott Szamitdstudomany nevi tantargyhoz. Nektek hallgatoknak késziilt azért, hogy egy
helyen legyen a tantargyhoz kapcsoldddé minél tobb, hasznos ismeret, lehetdség szerint a

legegyszeriibben leirva.

Amikor 2011-ben az évfolyamommal a felsGoktatasba keriiltiink, nagy nehézséget jelentett
megtanulni a kiilonb6z6 tantargyak elsajatitasdhoz sziikséges anyagot, kiillonds nehézséget
jelentettek a matematika alapu tantargyak. A tantargyak koziil a legnehezebbnek a
Szamitastudomany bizonyult. A tantargy célja a kdvetkezo: ,,Megismertetni a hallgatokkal a
szamitasi folyamatok matematikai vonatkozasait, attekinteni az informatikédban alkalmazott
legfontosabb matematikai eszkozoket. Bemutatni az algoritmuselmélet és a grafelméleti
alapjait. Bevezetni a hallgatokat az automatdk és formalis nyelvek elméletébe. Ismertetni a
kiszamithatdsag és bonyolultsag elméletének elemeit.” (1. melléklet: BGF-GKZ, Tantargyi
program, 2012/2013 tanév, 1. félév)

A legnagyobb problémat az okozta, hogy kevés olyan feladat volt elérhetd szdmunkra, ami
szorosan ehhez a témakorhoz kapcesolodik, és részletesen el van magyarazva. Ezért sziiletett
ez a segédanyag, hogy legyen egy dokumentum, ami a szdmunkra sziikséges, alapvetd
témakrol szol a tantargy keretein beliil. Torekedtiink minél egyszeriibb, kézérthetébb mdodon
leirni a nyers elméletet, hozzajuk példakat, kidolgozott feladatokat csatolni, ezzel hozzajarulni
a konnyebb megértéshez. Ha komolyabban akarsz foglalkozni a témaval, a fliggelékben

megtalalhatod a felhasznalt szakirodalmak egész tarhazat.

Amikor késziil6félben volt a dokumentum, felvetédott a kérdés, hogy milyen
anyagrészeket ragadjunk ki a tantargybol? Megkérdeztiik csoporttarsainkat is, ¢és
egybehangzdan azon a véleményen voltunk, hogy olyan tipusu feladatokra koncentraljunk,
amelyek eddig szerepelt a zarthelyi dolgozatokban €s a minta dolgozatokban szerepeltek.
Legyen benne viszonylag sok feladat, kidolgozva, részletesen elmagyarazott megoldasokkal,

valamint a feladatokhoz sziikséges, nélkiilozhetetlen elméleti anyagot is tartalmazza. Tehat a



Puska helyett cimii miiviink nem fedi le teljesen a tananyagot, viszont mindenképpen nagy
segitség lehet a felkésziilésben. Emellett egy kicsit az is célunk volt, hogy Ontsiik formaba

mindazt, amit megtanultunk, hogy ne felejtsiik el, legyen mihez visszanytlni a késébbiekben.

Fontos tudnod, hogy segédanyagunk — melynek irasa soran tobb forrasra is tdmaszkodtunk
- nem helyettesitheti az oOrai prezentdciokat, jegyzeteket, tankonyveket, nem mentesit a
gyakorlatra  és  elbaddsra  jards  aldl, ez  csupdn egy  segédlet. ©
A felhasznalt forrasok mindegyike meg van jeldlve a konyv végén, akkor is, ha atvettiink

beldle, vagy abbdl meritettiik az elméleti tudast.

Reméljiik, hogy egyre tobben fogjak hasznalni segédanyagunkat és idovel beépiilhet az
elektronikus segédanyagok kozé is. Ha esetleg valaki ki szeretné nyomtatni, akkor érdemes
szinesben, mivel vannak olyan oldalak, amelyeken a magyardzatok leirasaban szineket

hasznalunk.

Osszefoglalva, célnak a kovetkezét fogalmaztuk meg: késziteni egy kiskdnyvet, ami
részben lefedi a tananyagot, konnyed nyelvezettel rendelkezik, gyakorlati feladat orientalt,
hogy a hallgatok konnyebben tudhassak maguk mogott a sikeres vizsgat. Eddigi tapasztalatok

alapjan a cél megvaldsulni latszik.
A konyvben talalhat6 definicidk és tételek a kovetkezd irodalmakbdl szarmaznak:

o Katona-Recski-Szabo: A Szamitastudomany alapjai, Typotex Kiadd, 2006
e Tasnadi Attila: Szémitdstudomany gazdasaginformatikusoknak Bologna -

Tankonyvsorozat, Budapest 2006

Mindenkinek jo tanulast! ©



Il.  Motivacio

>

,, Amit az emberi elme el tud képzelni, amiben hinni tud, azt meg is tudja valositani’
(Napoleon Hill)

Sokan kérdezik, hogy mi értelme van ennyire mélyen belemenni kiilonb6z6 tantargyakba,
olyanokba, amit talan sosem fog haszndlni az ember. Kiilondsképpen szokott ez a kérdés
felmeriilni matematika témaju tantargyak tanuldsa kozben. Erre a kovetkezoket szoktuk

mondani:

Egyrészt, sosem tudhatja az ember, hogy mit hoz a jovd, hol lesz még sziikség ezekre az
ismeretekre. Masrészt az is konnyen eléfordulhat, hogy valamilyen forméban ebbdl fog

megélni valamelyikiink.

Ennél véleményem szerint sokkal fontosabb, hogy valamilyen szinten megtanit kiizdeni, ez
jelenleg féleg a fels6foki matematika tanulasunkra vonatkozik. Ha belegondolunk, hogy
milyen kihivast jelent ilyen nehézségli témak ,,szakértdjévé” valni, egybdl megértjiik, hogy
mirdl is van sz6. Szerintiink hatalmas lelkierdt igényel, hogy valaki leiiljon és a sok 0j
ismeretet magaéva tegye, foleg akkor, ha az iskolai eléaddson még semmit sem értett az
anyagbol. Tudni kell koncentrdlni a konyvekre, még akkor is, ha a benniik szerepld
informaciok elsére felfoghatatlannak és rémisztonek tiinnek. Az, hogy folytassuk a
matematikai ismeretek elsajatitasat, anélkiil, hogy lemonddan becsuknank a konyvet és
feladnank, egy dolgot jelent: ,kiizdelmet”. A harcot pedig életiink soran gyakran fel kell

vennunk.

Talan kézzel foghatobba valik, ha elmeséliink egy torténetet a sajat életiinkbdl. Volt egy
baratunk, nevezziik Janinak. Jani egy olyan kdzépiskolabdl jott, ahol egyébként sem volt erds
a matematika oktatas, és 0 sem figyelt soha oran, végig kettesre teljesitett. Amikor Jani
bekeriilt a felsdoktatasba, lett egy Analizis nevil tantargya. Mondanom sem kell, szenvedett
vele. A csattand az, hogy sikeres vizsgat tett félévkor, pedig 6 szinte onnan kezdte a
felkésziilést, hogy: ,,Melyik is a szdmlalo, és melyik a nevezd?”. Nem vicceliink, szem- €s
fiiltanuk voltunk. Gondoljuk végig, hogy milyen kitartas és akaraterd kell ahhoz, hogy Jani

szinte nullarol &tmenjen Analizisbol.
Ne feledjiik, ne adjuk fel soha, barmilyen nehéz is a tananyag!

., A legfontosabb, amit a gyézelembol megtanulhatunk, hogy képesek vagyunk ra.’

(Dave Weinbaum)



"A elobbre jutas nagy titka az, hogy el kell indulnod."
(Agatha Christie).

Induljunk el ...



I11. Becslések

Eloljaréban gyorsan egy kicsit a kozepébdl, aztan részletesen megmagyarazva:
o O: Vagyis Nagy ordo.

Ha x elég nagy( nagyobb egy ng kiiszobszamnal) és [f(X)| < c¢-|g(X)|, ahol ,,c” lehet
akarmilyen nagy, de konstans kell legyen, akkor azt igy jeldljiik, és nagy ordonak

mondjuk:

f(x) = O(g(x))

Ez az Gigynevezett "feliilrdl becslés".

e Q:Vagyis Omega.
Az "alulrol becslés" pedig igy van: ha X tart végtelenbe és [f(X)| > c-|g(x)|, akkor:
f(x) = 2(9(x))

e @: Vagyis Teta. Mondhatjuk ugy is, hogy a @ a 2 ¢és az O ,,pdrja”, figgvények ¢és

szamsorozatok nagysagrendjét jellemzi.

Fontos tudnunk, hogy @(g(n)) = 2(g(n)) n O(g(n))

Lassuk tehat még egyszer, kicsit pontosabban az 6sszefliggéseket.
Legyen f és g két, természetes szamokon értelmezett valos fliggvény.

I. Az f = 0(g) (f egyenld nagy ordd g) jelolés tehat azt jelenti, hogy olyan ¢ > 0
(pozitiv, valds konstans) és olyan ng > 0 (pozitiv kiiszobszdm), hogy minden n >
Ny esetén |f(n)| <cC- |g(n) | (Minden olyan esetben, ahol az n szdm nagyobb
egyenld, mint az Ny kiiszobszam)

Il. Az f = Q(g) (f egyenl6 omega Q) azt jelenti, hogy van olyan ¢ > 0 (pozitiv valds
konstans) és ng > 0 (pozitiv kiiszobszdm), hogy minden n > ng esetén |f(n) | >C
-] g(n) | teljesil.

Il. Az f = ©(g) (f egyenld teta Q) jelolés pedig azt jelenti, hogy f = O(g) és f = Q(Q)
egyarant teljesiil. Vagyis @(g(n)) = 2(g(n)) N O(g(n))!



Megjegyezhetjiik, hogy f = ©(Q) pontosan akkor teljesiil, ha van olyan ¢, C; > 0 valos
konstans és N > 0 kiiszobszdm, hogy minden n > ng esetén ¢;- [ g(n) | > |f(n) > c2- | g(n) |

teljesiil.
Példak:

& Legyen f(n) = 6n + 2000 és g(n) = n.

o Ekkor f = O(g), mert példaul ¢ = 7 konstans esetén, €s no= 2000 valasztassal
| f(n) | = f(n) =6n+2000 < 7n = ¢-n ; ha n > ng= 2000.
Ellendrzésként keresslink egy n értéket, ami a feltétel szerint nagyobb/egyenld
mint az no kiiszobszam. Legyen ez a szam a 3000. Behelyettesitve az
egyenldtlenség azt kapjuk, hogy 20000 < 21000, ami helyes.
Természetesen mas jo valasztas iS van a ¢ konstansra. Az a lényeg, hogy
vegyiik észre, egy ilyen példanal olyan ¢ szdmot valasztunk, ami nagyobb mint
az n el6tt allé konstans szorzd (ez azért is jo, mert g(n)=n; n az els6é hatvanyon
van). Tehat példankban egy olyan c szamot kell valasztani, ami nagyobb 6-nal.
Minden ¢ > 6 értékhez talalhatunk megfeleld ng értéket.

o f=9Q(g) is teljesiil. Példaul valasszunk a kovetkez6 képen: ¢ = 6 és ng = 1.
Ilyenkor | f(n) | = f(n) = 6n+2000 > 6n = c'n; ha n > ny. Szintén belathatod egy
egyszerl behelyettesitéssel, hogy az egyenldtlenség helyes.

o f=06(g)igaz, mivel f=0(g) és f = Q(g).

& Legyen f(n)= 6n+2000 és g(n)= n?

o Valasszunk gy, hogy ¢ = 1, a kiiszobszam pedig maradhat np=2000. Ekkor f =

0(g) , mivel | f(n)|=f(n)=6n+2000 < 7n < n’igaz, han > ny = 2000.
Tehat, valasztanunk kell egy n-t, ami nagyobb vagy egyenld mint az ng
kiiszobszam, tehat mint 2000. Legyen ez a szdmunk az ellendrzés kedvéért a
2500. Igy n helyére beirva a 2500-as értéket azt kapjuk, hogy 17000 < 17500 <
6250000, ami nyilvan igaz. Az egyenldtlenség helyességét egyszeriisitéssel
lathatjuk be. (n-el osztunk)

o f#0(g), mert |f(n)|=1f(n)=6n+2000 < 7n, és ezért ha | f(n) | > c-n” teljesiil,
akkor ebbél kifolydlag 7n > cn? is igaz kell legyen. Ez pedig, akarhogy is
véalasztjuk a ¢ > 0 szamot, nem teljesiil. Szintén konnyli megérteni, ha
behelyettesitiink (€s leosztunk n-el).

% Legyen f(n) = 4n”-90n + 6



o

o

Ebben az esetben f(n)= O(n®). Vegyiik észre, hogy ha n megfeleléen nagy,
akkor f(n) > 0, igy feltehetjiik, hogy | f(n) | = f(n). Ez biztos igaz, ha 4n® > 90n,
tehat mondjuk n > 23. Tehat csak az n > 23 helyeket nézziikk meg. Ekkor
| f(n) | = f(n) = 4n* - 90n + 6 < 4n®, mivel n > 23. Azaz a c =4 és az Ng= 23 jo
valasztas.

f(n)= O(n®) is helyes, mert az el6z6hoz hasonloan itt is csak az n > 23 esettel
foglalkozunk, amikor | f(n) | =f(n) =4n®-90n + 6 <4n®<n° tehatac =1 és
az np = 23 j6 valasztas. (23-at behelyettesitve 46 < 2116 < 12167).
Egyszertsitsiink n-el, igy adodik az igazunk.

f(n) # O(n), mert, ismét csak az n > 23 esetet tekintve lathatjuk, hogy | f(n) | =
f(n) = 4n - 90n + 6 > 3n? feltéve, hogy n > 90 is teljesiil. Mivel 3n® > c'n
minden c-re, ha n > ¢/3, azt kapjuk, hogy f(n) = c¢'n, ha n elég nagy.

f(n) = Q(n?), hiszen az elébb lathattuk, hogy f(n) > 3n% ha n > 90.

Es természetesen f(n) = @(n?), mert f(n) = Q(n?) és f(n)= O(n?) is teljesiil.

& 2°"£0(2"), mivel 2°" = 2" - 2" - 2", tehat nagy n-ekre semmilyen ¢ esetén sem teljesiil,

hogy 2°" < ¢-2"

Most kozelitsiik meg egy nagy kicsit mashogyan ezt a dolgot, mondjuk igy, hogy érdekesség

képpen. A feladat a kdvetkezo:

Igazolja, hogy 3n° + 2n2 +n + 1 = OM°)!

Most bizonyitsuk be ezt a kovetkezé mddon:

Majoralas:

fin) =3n*+2n2+n+1<3n°+2n*+n*+n*(=7n); (han=>1)

Vagyis f(n) = O(n®)

Nézziik, hogy mit is csinaltunk, nagyon a lényegre toréen. Gyartottunk egy fiiggvényt,

ami biztos hogy nagyobb, de legalabb egyenld az eredeti fiiggvényiinkkel. (ha az n-re tett

kikotés teljesiil) Ezt ugy csinaltuk, hogy az f fliggvényben minden n-es, és minden csak

konstans tartalmazo tagot Kkicseréltink az eredeti fiiggvényben talalhatdo legnagyobb

hatvanyon 1évd n-re, gy, hogy az eldtte allo szorzoszdmokat meghagytuk. Tehat a feladatban

mindenhova n® keriilt, de a 2-es, (és az 1-es) szorzoszam megmaradt. Aztan kikotést kell tenni



az n-re, hogy ez igaz legyen, és ez pedig akkor lesz igaz, ha n > 1. Aztan kimondhatjuk, hogy
f(n) = O(n).

Minordlas:
fin) =3n3+ 22 +n+1>3n"; (han>1)
Vagyis f(n)= Q(n%)

Tulajdonképpen nem nehéz kitalalni, hogy mi is tortént most. Most a nagyobb egyenld
jel masik oldalara egy olyan fiiggvény keriilt, ami biztos, hogy kisebb, vagy egyenlé mint az
eredeti fliggvényiink (ha az n-re tett kikotés teljesiil). Erre a célra alkalmas az f fliggvény els6,
legnagyobb hatvanyon 1év6 n-es tagja, konstans szorzoval egyiitt, tehat a 3n°. Szintén tesziink

kikdtést az n-re. Majd kimondhatjuk, hogy f(n)= Q(n®).
A konnyebb atlathatosag kedvéért irjuk egy sorba az egészet, tehat:
3n<3ni+2n2+n+1 <33+ 2n3+nP+ndthan>1)
Ha ez megvan, mar nem sok dolgunk van, mint szépen leirni a kdvetkezot:
Mivel @n%) = 2(n*) N O(n*), ezért igaz, hogy 3n* + 2n*+n + 1 = OM°).

Ugras a feladatokhoz!




V. Igazsagtablak

Az ugynevezett allitasokat, kijelentéseket A-val, B-val, C-vel stb. jeldljik.
Logikai értékiiket tekintve az allitdsok lehetnek igazak, vagy hamisak. Ha az éllitas

& igaz, aztjelolheti: 1,1, 1

& hamis, azt jelolheti: 0, h, |

Fontos tudnunk, hogy minden allitasnak kell hogy legyen egy meghatarozott logikai értéke

(igaz vagy hamis), valamint két allitas egyenld, ha logikai értékiik egyenlo.

Ismeriink tigynevezett logikai miiveleteket, ezek a kovetkezok:

& Es” mivelet, konjukcio: AANB;A*B
& ,,Vagy” miivelet, diszjunkcio: AvB;A+B
& Tagadas, negécio: A

& Implikécio: A=B

& Ekvivalencia: A< B

Egyeziink meg abban, hogy az igaz itélet jele mindig 1 lesz, a hamisé¢ pedig mindig 0.

Ennek tudataban nézziik meg igazsagtablaval, hogy milyen értékeket vesznek fel a logikai

miiveleteink.

A 1 1 0 0
B 1 0 1 0
ANAB 1 0 0 0
AvVB 1 1 1 0
A 0 0 1 1
A=B 1 0 1 1
AsB 1 0 0 1

(4.1-es tablazat)




Most nézziik sorban, hogy miért igy alakultak az ,,itéletek”.

e A AB: Akkor és csak akkor igaz, ha A igaz, és B is igaz

e AV B: Akkor és csak akkor hamis, ha A hamis, és B is hamis
e A:Mindig az A ellentéte

e A = B: Akkor és csak akkor hamis, ha A igaz, viszont B hamis
e A & B: Akkor és csak akkor igaz, ha A=B

Fontos dolog kiovetkezik, ezt jegyezziik meg jol:

A=>B=AVB
AeB=(A=>B)A(B=>A)=(AAB)V(AAB)

Most igazoljuk ezeket az egyenldségeket igazsagtablaval!

A 1 1 0
B 1 0 1
A 0 0 1
AVB 1 0 1
A=B 1 0 1

(4.2-es tablazat)




A 1 1 0 0
B 1 0 1 0
A 0 0 1 1
i 0 1 0 1
ANB 0 0 0 1
A=B 1 0 1 1
B=A 1 1 0 1
AAB 1 0 0 0
A=>B)AB=A) 1 0 0 1
(AAB)V (AAB) 1 0 0 1
A< B 1 0 0 1

(4.3-as tablazat)

Ezen igazsagtablak megolddsait nem magyaraznam most el, nem egy nagy mivészet,

remélem igy is érthetd.
Diszjunktiv normalforma

Tétel: Minden logikai miivelet megadhat6 a konjukcio, diszjunkcio, negacid alkalmazasaval.

Itt atvennék egy konkrét példat a 2011-es Hornung tanar Ur féle Szamitastudomany pdf-

bol.
A 1 1 1 1 0 0 0 0
B 1 1 0 0 1 1 0 0
C 1 0 1 0 1 0 1 0
f(A,B,C) 0 1 0 0 0 1 0 1

(4.4-es tablazat) f(AB.C)=(AABAC)V(AABAC)V(AABAC)



Definicio: Negalt vagy negalatlan valtozok konjukcidjanak diszjunkciojat diszjunktiv normal

formanak nevezzik.
Erdemes kétszer-haromszor elolvasni ezt a definiciot ©

Természetesen eredeti formdajaban kell tudni, de most nézziik meg, hogy mit is mond, mi is
az a diszjunktiv normal forma? Tehat negalt vagy negalatlan valtozok, azaz A,B,C... vagy 4,
B, C... konjukciojanak diszjunkcijat, azaz ezen valtozok olyan formajat, ahol ,,vagy”

miuvelettel 6sszekapcsolt ,,és”” miiveletek vannak.

f(A,B,C) = (WV(A/\B/\C)%(A/\BAC)

Mint latjuk, a negalatlan, és/vagy negalt
valtozok 0Ossze vannak kapcsolva az ,,és”
mivelettel.

A definici6 kovetkezd része pedig itt latszik, latjuk hogy a zardjelben 1évo kifejezések
pedig a ,,vagy” miivelettel vannak dsszekapcsolva. Igy talan mar érthetébb, hogy mi is az a
diszjunktiv normal forma



V. Halmazelmélet, Rendezések, Relaciok

Jo, ha tudjuk kozépiskolabdl, hogy a halmazokat a latin 4bécé nagy bettiivel jeloljiik, tehat
AB.C...

Azt, hogy ,,valami” eleme, vagy nem eleme egy halmaznak, ugy jeldljiik, hogy x € A ; X €
B.

Tovabba tudjuk, hogy minden halmazrol egyértelmiien eldonthetd, hogy mik az elemeik,

valamint azt hogy két halmaz egyenld, ha elemeik megegyeznek.
Halmazok megadhatunk, ugy hogy

o felsoroljuk az elemeit: A = {a,b, ...}

e megadjuk a tulajdonsagat: A = {x€H | P(x)} (=P igazsaghalmaza)

Az A halmaz akkor részhalmaza a B halmaznak, ha A minden eleme B-nek is eleme.

Jelolés: A € B. Megjegyezhetjiik, hogy A = B akkor, ha (A € Bés B € A).

Az A halmaz akkor valédi részhalmaza B halmaznak, ha az A halmaz részhalmaza B-nek,

¢s a két halmaz elemei nem egyeznek meg. Tehat A c B & (AS B A A #B).
A halmazokkal végezhetiink kiilonbozé miiveletek, ezek a kovetkezok:

e Metszet, kozos részz ANB=A B :={x |X€A/\XEB}

e Egyesités, unio: AUB=A+B:={x|x€AVXEB}
e Komplementer: A:={xeH | x ¢ A}, H az alaphalmaz
e Kiilonbség: A\B=A-B:=ANB

Erdemes szemléltetni ezeket a miiveleteket Venn-diagrammal:

(5.1-es abra)




Akkor most vagjunk bele a relacidkba!

Definicio: Az A, ... ,A, halmazok e sorrendben vett Descartes-féle szorzata, vagy réviden

Szorzata az
Arx .. X Ay={(@a,....a) |a €A, Vi=1,...,n}

halmaz. Specidlisan, ha A = Aj;=...=A,, akkor az A" := A; X ... X A, egy ugynevezett

homogén Descartes-féle szorzat.

Lassuk ezt egy kicsit baratsagosabb nyelven. A kovetkezd sor szerintem egy kis

magyarazatra szorul:
ArX ... xAy:={(a,....an) |ai €A, Vi=1,..,n}

Azt jelenti, hogy a halmazok ugynevezett Descartes-féle szorzata egy olyan halmaz,
melynek a tagjai az (ai, ay, as, ... , an-el jelolt elemek, ahol is a; (i-edik halmazbol szarmazo
tag) az A ( i-edik halmaz) eleme, és az i-k 1-t61 mennek egyesével n-ig (n elméletben lehet
akar 17563893 is).

Azt, hogy a halmazok elemei kozott valamilyen kapcsolat 4ll fenn, a relacié fogalma
ragadja meg. Jelolje A egy hazibuli fitinak a halmazat, mig B a buliban 1év6 lanyok halmaza
legyen. Ekkor az R < A x B halmazzal megadhatjuk, hogy ki kivel fog ,,0sszebaratkozni”. De
akar azt is mondhatjuk, hogy ha van két halmazunk, A={Sor,Bor,Vodka,Whiskey,...,Pezsgd}
és B={K(’)la,Narancslé,Mélnaszérp,Fanta,...,Asvényviz}. Ha a két halmaz relacioban all,
akkor meghatarozatjak, hogy milyen italokat lehet kikeverni. Tehat AXB halmaz megadja

példaul a vodkanarancsot vagy a Whiskey-kolat, de ez maradjon koztiink. ©
A relaci6 fogalma nemcsak két halmaz kozti viszony megadasara szolgal.

Definicio: Legyenek adottak az Ay, ... ,An halmazok. Ekkor minden R € A; X ... X A, halmaz

meghataroz egy A, ... ,A, folotti (n-dris) relaciot.

,,Az adatbazisok példaul n-aris relacioknak tekinthetok. Legyen példaul A; az orszagok
halmaza, A; a telepiilések halmaza, As:= {fovaros, egyéb varos, egyéb telepiilés} és Ay := N
a népesség szama ezer foben. Tartalmazza az R ,,adatbazis” (relacio) a vilag telepiiléseinek

adatait. Ekkor példaul (Magyarorszag, Budapest, févaros, 1740) € R.



cres

neveziink, kiilonben pedig inhomogén relaciérdl beszélink. Az R € A" homogén relaciot
egyszerlien A feletti n-aris relacidénak mondjuk.

Hangsulyozzuk, hogy egy relaciot nemcsak az elemek kozotti viszonyok hataroznak meg,
hanem azok a halmazok is, amelyek folott a relacio értelmezett.

A specidlisan két halmaz elemei kozotti viszonyt megadd relacidkat bindris relacidknak
nevezziik.” (Tasnadi Attila: Szamitastudoméany Gazdasaginformatikusoknak, Bologna —

Tankonyvsorozat, Budapest 2006.)

Definicio: Az R c A X B egy A és B {616tti binaris relacio. Egy a € A elem és egy b € B elem

egymassal R relacioban van, ha (a,b) € R.

A definici6 megmagyarazasara most inkabb nem tériink ki, majd a konkrét példaknal

tokéletesen érthetd valik (bar reméljilk mar most is az ©)

A Kkisebb-nagyobb relacié példa egy binaris relaciora. Ennek mintajara sokszor (a,b) € R

helyet hasznaljuk az aRb irasmodot is.

Homogén binaris reldaciok
Sokak 6romére (esetleg banatara) mi csak a homogén bindris relaciokkal foglalkozunk.
Elészor is nézziik meg a tulajdonsagaikat. Tehat az R € A* homogén binéris relacio

= reflexiv, ha aRa teljesiil minden a € A elemre;

= szimmetrikus, ha minden a,b € A elemekre abbol, hogy aRb teljesiil, bRa is
kovetkezik;

= antiszimmetrikus, ha minden a,b € A elemekre az aRb és bRa egyideji teljesiilése
esetén a = b;

= tranzitiv, ha minden a,b,c € A elemekre az aRb és bRc egyidejii teljesiilése esetén
aRc kovetkezik;

= teljes, ha minden a,b € A elemekre aRb vagy bRa teljesiil.

Most egyszer nézziik végig a témahoz kapcsolddd Osszes fontosabb allitast, definiciot,

aztan nézziink ra példakat.



Definicio: Az R homogén bindris relaciot ekvivalenciarelacionak nevezziik, ha reflexiv,

szimmetrikus és tranzitiv.

Definicio: Az R homogén bindris relaciét parcialis rendezésnek nevezziik, ha reflexiv,

antiszimmetrikus és tranzitiv.

Definicio: Az R parcialis rendezés egy teljes rendezés vagy mas néven linearis rendezés, ha

teljes is.

A teljes rendezések eleget tesznek az ugynevezett trichotémia tulajdonsagnak.

Definicio: Az A fol6tti R homogén binaris relaciot trichotomnak nevezziik, ha tetszéleges a,b

€ A esetén

1. a=b
2. a#bésaRb
3. vagy a#b ésbRa

tulajdonsagok pontosan egyike teljesiil.
Allitas: Az R parciélis rendezés pontosan akkor teljes rendezés, ha trichotom.

Definicio: Az R homogén binaris relaciot preferenciarelacionak nevezziik, ha reflexiv,

tranzitiv és teljes.

Megfigyelhetjiik, hogy a teljesség maga utan vonja a reflexivitast.

Miel6tt elkezdenéd nézni a feladatokat Kedves Olvasd, javaslom hogy eldbb az elméleti

részeket tanuld meg, mert csak gy lesz értelme ©
Példa feladat:

Legyen A = {1,2,3,4,5,6}! Ertelmezziik az R € A X A binér relaciot ugy, hogy aRb akkor és

csak akkor 4ll fenn a,b € A esetén, ha

a) b oszthato a-val
b) (a-b) oszthato 2-vel.




Melyik igaz, illetve hamis a kovetkez6 allitasok koziil:

> R ekvivalencia relacio A-n,
» R parcialis rendezés A-n,

> R teljes rendezés A-n!
Valaszat indokolja!
Abrazolja a G=(A, R) iranyitott grafot!
Megoldas:

a, El6szor is irjuk fel az dsszes olyan parositast a szamokban, amikre igaz, hogy b oszthato
a-val. Tehat olyan szamparok kellenek, ahol a masodik helyen 4ll6 szamban megvan az elsd
helyen  4all6 szam  maradék  nélkill.  Ilyen  szdmparok a  kovetkezok:
(1.1);(1,2);(1,3);(1,4);(1,5);(1,6):(2,2);(2,4);(2,6):(3,3);(3.6);(4,4):(5,5);(6,6). Tehat a jobb

oldali szam (b) oszthat6 a bal oldali szammal (a).
Most el kell donteniink, hogy melyik igaz és melyik hamis az alabbi allitdsok koziil:

R ekvivalencia relacio-e? Az ekvivalencia relaciorol tudjuk, hogy reflexiv, szimmetrikus és
tranzitiv. A reflexivitas teljesiil, hiszen minden szam osztdja sajat maganak, ugye aRa teljesiil

minden a € A elemre.

Nem lehet szimmetrikus, mivel a szimmetria azt mondja, hogy minden a,b € A elemekre
abbol, hogy aRb teljesiil, bRa is kovetkezik. Itt viszont példaul abbol, hogy a 2 osztoja a 4-
nek, nem kovetkezik, hogy a 4 osztdja a 2-nek. A felsorolasunkban is csak a (2,4) szerepel, a
(4,2) nem.

Elarulom, hogy a tranzitivitas teljesiil. Vegylink a halmazunkbo6l 3 szamot, legyenek ezek
az 1,2,4. A relaci6 tranzitiv, ha minden a,b,c € A elemekre az aRb és bRc egyideji teljesiilése
esetén aRc kovetkezik. Tehat ha azt mondjuk, hogy az 1 osztoja a 2-nek, és a 2 osztdja a 4-
nek, abbol kovetkezik, hogy a 1 osztdja a 4-nek. (1,2) és (2,4) szerepel a felsoroldsban, tehat

ennél a példanal az (1,4) parositasnak is szerepelnie kell. Tehat ez nem ekvivalencia relécio.

R parcialis rendezés-€? A relacio akkor parcialis rendezés, ha reflexiv, antiszimmetrikus és
tranzitiv. Az elébb lattuk, hogy a reflexivitds és a tranzitivitas teljesiil, kérdésnek marad az
antiszimmetria. A relacié akkor antiszimmetrikus ha minden a,b € A elemekre az aRb és bRa

egyidejl teljesiilése esetén a = b. Tehat mondjuk a ha a jobb oldali szamunk (b) oszthato a bal



oldali szammal (a), és ugyanez forditva is igaz, hogy a is oszthatd b-vel, csak akkor teljesiil,
ha a két szam egyenld. Vegyiik észre a felsorolasunk segitségével, hogy ez tényleg csak ilyen

esetben igaz, a tobbiben nem. Példaul (2,2);(4,4). Vagyis a relacio parcialis rendezés.

R teljes rendezés-e? AKkor teljes a parcialis rendezés, ha minden a,b € A elemekre aRb
vagy bRa teljesiil, vagyis esetiinkben akkor, ha barmelyik két szam amit kinéziink a
halmazbol osztdja egymasnak, vagy tigy hogy az a lesz bal oldalt és a b jobb oldalt, vagy
forditva. Tehat példaul ha nézziik a 4-est és a 6-ost. Akkor lenne teljes a rendezés, ha a 4
osztdja lenne a 6-nak, vagy a 6 lenne osztdja a 4-nek. Ez nem igaz, a felsorolasunkban sincsen

se (4,6), se (6,4), vagyis a rendezés nem teljes.

Most éabrazolni kell a G=(A,R) iranyitott grafot. A grafelmélet igazdbol a kovetkezd
témakor, de ez a feladat nem nagy miivészet. Annyi a dolgunk, hogy csticsoknak felvessziik a
halmazunk szamait ( G=(A,R) ), a cslcsok kozott az Osszekotd vonalak pedig a

,.kapcsolatok”, a relaciok ( G=(A,R) ). Igy néz ki:

Mivel a grdf iranyitott, ezért a
csucsokat nyillal, és nem sima
vonallal kétjiik 6ssze. A hurokél

jelenti, hogy a szam osztoja sajat
maganak.

abra)

b, Lasd a mellékletben ©

Ugras a feladatokhoz!




V1. Grafelmélet és Grafalgoritmusok

Mielott belevagunk a téemaba, tudnunk kell, hogy ami ebben a kényvben van elmélet cimszo
alatt, az kevés, de nincs értelme ide leirni minden tételt, definiciot, ami kérdés lehet, csak a
lényegesekkel  foglalkozunk. Foéleg azokkal, amik kozvetleniil kellenek a feladat

megoldasokhoz.

Reméljiik mindenki tudja, hogy mi fan terem egy graf, hogyan is néz ki. A grafokat a
csucsaik, ¢és az éleik segitségével adjuk meg, G=(V, E) formaban. V a csucsok halmaza, E
pedig az élek halmaza (egy élt két csuccsal adunk meg). A gyakorlatban ez a kovetkezd

képpen néz ki: m

\Z

(6.1-es abra)

Ez a G=(V,E) iranyitott graf, ahol
V ={v1,Vy,...,v6} = Ez a csucsuk halmaza

E = {(v1,v2), (V1,v3), (V1,Va), (V2,V2), (V2,V3), (V2,V5), (V3,V5), (V4,V3), (V5,V2)} SV X V

=V? - Elek halmaza, egy ¢l a kezdd és a végponttal van megadva.
A grafban egy hurok ¢l van a v, csticsnal, tobbszords €l nincsen benne.

A tananyagban innentdl kezdve hihetetlen mennyiségli elméleti tudnivald, definicio és tétel
a ,,jutalom”, ezeket természetesen nem art a tankdonyvbdl vagy az orai anyagbol megtanulni,
egy-két nagyon lényeges dolog fog csak bekeriilni ebbe a konyvbe. Szdval lassuk sorban a

definicidkat.



Grdfokkal kapcsolatos alapfogalmak
Definicio:

» Egy G = (V.E) graf két u,v € V csucsat szomszédosnak mondjuk, ha uv € E. Vagyis
akkor szomszédos két csucs, ha ugyan azon az élen vannak rajta.

» Kéte,f € E élt szomszédosnak nevezziik, ha van k6zos cstcsuk.

» AV €V csucs illeszkedik az e € E élre, ha létezik olyan w € V csucs, hogy e = vw.
Tehat a v csucs akkor van rajta az e élen, ha az élnek a v csucs a kezdd vagy a
végpontja.

» Az e € E ¢l illeszkedik a v € V cstlicsra, ha létezik olyan w € V csucs, hogy e = vw.
Vagyis az e élnek a v csucs kezdé vagy végpontja, ha a masik pont a w cstcs, ami
meghatarozza az ¢élt ( az élnek kezdd vagy végpontja a w csucs).

» AV EV cslcs egy izolalt csucs, ha nincsen vele szomszédos masik csucs. (Az abran a

Vg ilyen)

Definicio: Egy G = (V,E) graf egy v € V cstcsanak fokszama a v cstcsra illeszkedd élek
szama, ahol a vv € V hurokélt duplan szamoljuk. A v € V cstcs fokszamat deg(v)-vel
jeloljik.
v" G maximalis fokszama:
A(G) := max{deg(v) |v € V}
v" G minimalis fokszama:

§(G) := min{deg(v) |v €V}

A G = (V,E) grafra igaz, hogy Y ,eydeg(v) =2 | El , ahol |E | a G graf éleinek szamat

jeloli.
Es igy tovabb, még rengeteg elmélet... De az elméletbdl most elég lesz ennyi. ©

A grafalgoritmusok koziil a kdvetkezdkrdl fog szo esni:
v Szélességi bejards

Meélységi bejaras

Kruskal algoritmusa

Dijkstra algoritmusa

A Gale-Shapley-algortimus

AN NN NN

Halozati folyamok



Miel6tt ezekrdl beszélnénk, nézziik meg a szomszédsagi listat és a szomszédsagi matrixot.

(6.2-es abra)

Szomszédsagi listaval a kdvetkezd modon adjuk meg ezt a gréafot:

Adj
1 2 4 5|/
2 3 4 1|/
3 4 2 |/
4 5 1 2 3 |/
5 1 4 |/
(6.1-es tablazat)

A graf nem iranyitott, vagyis nem rajzolunk nyilat a vonalak végére. Ezért igy néz ki a

lista, megmutatja, hogy melyik csticsbol melyik csticsba megy él.

Ugyanennek a grafnak a szomszédsagi matrixa:

(6}

o A~ W N P>
P P O P O Bk
o P B O, N
o b O kB O W
P O K P P &
o b O O B

(6.2-es tablazat)

A félkovér szamok a csucsokat jelentik. Ha a két szam metszetében 1-es van, akkor az a

két cstics 0ssze van kotve, ha pedig 0, akkor nincs.

Ha a grafunk iranyitott, akkor: Vs Vs

2 2 (6.3-as abra)



Az iranyitott graf szomszédsagi listaja: o, .
Y & & J Ha iranyitott a graf, akkor a

1 4 1/ nyilak miatt pontosan tudjuk,

5 117 hogy a csucsok kozott melyik
iranyba lehet ,,menni” az élen. Ez

3 2 3 4 |/ nemsokara fontos lesz.

4 2 |/

5 1 411 (6.3-as tablazat)

Az irdnyitott graf szomszédsagi matrixa:

A 1 2 3 4 >
1 0 0 0 1 0
2 1 0 0 0 0
3 0 1 1 1 0
4 0 1 0 0 0
5 1 0 0 1 0 (6.4-es tablazat)

Szélességi bejaras

A grafok bejardsanak egyik moddja a szélességi bejards. A bejardsnak az a lényege, hogy
egy kezdd csticsbol (ez a vi lesz nalunk) el tudjunk jutni az 0sszes tobbi cstucsba valamilyen
modon. Szélességinél az a lényeg, hogy egy adott csucsbol eldszor elmegylink az Osszes
szomszédos csucsba, majd ha ezek megvannak, akkor visszalépiink egyik csticsba (maradjunk
abban, hogy abba a csticsba Iépiink vissza, amibe eldszor elmentiink az ,,induld” csticsbol) és

abbol is megcsinaljuk ugyan ezt, amig nem ¢érjiik el az 6sszes pontot. Tehat:

9,

F——G

(6.4-es abra)



Eldszor is, az ¢leken 1€vo szam azt jelenti, hogy hanyadikként valasztottuk ki azt az ¢élt. Az
1-es csticsban kezdiink, majd elmegyiink az 0sszes szomszédjaba, eldszor a kettesbe, aztan a
harmasba, majd a négyesbe. Mivel az els6 cstucsnak nincs tobb szomszédja, ezért a masik pont
szomszédjait kezdjiik el vizsgalni. El0szor a masodik cstucsba jutottunk el, ezért az lesz a
kovetkezd, aminek megnézziik a szomszédjait (par sorral feljebb erre probaltam utalni, hogy
igy fogunk haladni ilyen feladatnal). Negyedik 1épésként eljutunk a kettesbdl az 6tosbe, és
mivel nincs tobb szomszédja a kettesnek, amiben még nem voltunk, 1j csticsot keresiink. Ez a
3-as lesz, mivel az volt az amibe masodikként mentiink. Aztan, ha vezet Ut mindkét
szomszédjaba, jon a V4 , aminek egy szomszédja van, oda huzunk egy ¢€lt, ez a hetedik
1épésiink. Utolso 1épés, hogy utat csinaljunk oda, ahol még nincs, tehat a vg-be, ez pedig csak

egy modon lehet ebben a helyzetben. Remélem értheté ©
Meélységi bejaras

Me¢élységi bejarasnal ha a kezdd csucsbol elmentiink egy szomszédos csticsba, akkor onnan
rogton tovabbmegylink a kovetkezdbe, nem nézziikk meg a kezdd csucs dsszes szomszéd;jat.
Ha pedig mar ,,nincs hova menni” , akkor visszalépiink addig a cstcsig, ahonnan még van

lehetéségiink mozogni. igy néz ki:

(6.5-6s abra)

Szoval, az elsé csucsba indulunk, aztdn elmegyiink a kettesbe. Nem nézziik meg az elsd
cstics tobbi szomszédjat, hanem azonnal tovabb megylink a kettesb6l a harmasba (ha

lehetdség van r4, tartsuk a szdmok sorrendjét, ezért nem az 6tdsbe megyiink), onnan pedig 4-



es,7-es, €s a 6-os felé megylink, onnan pedig az 5-6sbe. Mivel nem tudunk innen tovabblépni,
ezért visszamegyiink egyet. A hatosbol nem tudunk mar értelmes 1épést csindlni, ezért még

egyet visszalépiink a hetesbe. Onnan pedig 8-as, majd 9-es.

Kruskal algoritmusa

Roviden elmondva itt arr6l lesz szo, hogy a grafbol csinalni kell egy uthaldzatot, amin
minden csucsba el lehet jutni. Azonban itt mar az ¢leknek van ugynevezett stilya, aminek az
értéket rairjuk az élre, széval itt mar az élen 1évo szdm nem a kivalasztas sorrendjét fogja
jelolni. Kruskal algoritmusat a minimalis feszitéfa meghatarozasara hasznaljuk, tehat az a cél,

hogy barmelyik cstucsbdl el lehessen jutni akarmelyik masikba, a lehetd legkisebb Osszsuly

mellett.  Van  egy

nagyon jO példa  Tasnadi  Attilaz:  Szamitdstudomany

gazdasaginformatikusoknak cimii konyvében, a 45. oldalon. Mi is ezt nézziik meg.

Az éleken szereplO szam tehat azt
jelenti, hogy mekkora az ¢l sulya.
Ebbdl a grafbol kell csindlni egy
ugynevezett minimalis feszitofat,
tehat minden csucsba vezessen 1t
minden pontba, de ha &sszeadjuk
a  felhasznalt ¢éleken  1évo
szamokat, akkor azok a lehetd
legkisebb értéket vegyék fel.

El6szor is, itt mar az élen 1évo
szam  azt  mutatja,  hogy
hanyadikként valasztottuk ki az
élt. Nézziik végig, hogy miért ez a
megoldas. Eldszor, megkeressiik
azt az ¢lt, aminek a legkisebb a
sulya, ez az 1 sulyad ¢él, ezt
behuzzuk. Aztan megnézzik,
hogy van-e még olyan, aminek
egy a sulya. Mivel van ilyen, és
olyan élbe megy, amit még nem
tudunk elérni, ezért azt is
berajzoljuk az 0j &brankra. Most
kerestlink olyan éleket, amiknek 2
a sulya, ilyen 1 wvan, ezt is
berajzoljuk, mivel szintén olyan
csuccsal boviti a fankat, amibe
eddig még nem juthattunk el.

(6 6-os abra)
3 7

(6.7-es abra)
Ezutan jonnek a 3 sulya élek. Rajzoljuk be mindkettot, ugyan azért

amiért az eddigieket is. Megylink tovabb, 4 sullyal rendelkez6 €l jon,

arra is sziikségiink van. Most jonnek az 5 sulyu élek, egy darab van.
Latjuk, hogy azt folosleges berajzolni, mivel olyan csticsokat kdtne
Ossze, ahova mar vezet Ut, tehat folosleges lenne nekiink ez az él.
Nézziik tovabb, jon a 6-os. Harom darab ilyen €l van, de ebbdl elég
egyet berajzolni, €s kész a feladat, mivel minden csticsba van ut. Nem
lehet kor a feszitéfaban!



Kész van a minimalis 6sszsulyt feszitéfa, 6sszstulya 20.

Dijkstra algoritmusa

Ez az algoritmus arra vald, hogy segitségével meghatarozzuk barmelyik rogzitett csucsbol

az Osszes tobbibe vezetd legrovidebb Ut hosszat. Ehhez ismerniink kell a szomszédos csucsok

tavolsagat. Nézziink ehhez egy grafot:

(6.8-as abra)

Ez egy elég egyszerii példa, az a
cél, hogy az s csticsbdl el lehessen
jutni az ux,v,y csticsba. Ezt ugy
kell elérni, hogy ha 6sszeadjuk a
felhasznalt éleken 1évO szamokat,
akkor a lehetd legkevesebb legyen
az 0sszeg. A megoldast tablazatos
forméban is meg kell adni, plusz
be Kkell rajzolni az eredeti grafra a
felhasznalt éleket. (Mi Uujat
rajzolunk itt.)

1. Az elsO sorban felvessziik az

> Osszes cslicsot, egy cslcs = egy

oszlop
— > 2. Oszlopok szerint haladunk a

vizsgalat soran, az s oszloppal

Megoldasa:
s X y u Y
O,NIL | o o o
5,8 0 6,s 0
7,x 6,s 14,x
7,X 7,u
7,u

(6.5-6s tablazat)
3. Tehat, az els6 sort megbeszéltiik, hogy
az mindig igy van. Kovetkezik a mésodik
sor, melyben megnézziik, hogy az S
csticsbol hova tudunk eljutni. Eljuthatunk
az x-be, ezért beirjuk, hogy ,,5,s”, mivel
az Ut hossza 5 és az S pontbol jottiink. El
tudunk még menni az s-bdl az u-ba, az ut
hossza 6, beirjuk ezt is. Az y és a v cstcs
nem szomszédos az S-el, ezért oda
végtelen jel keriil. Most az a kérdés, hogy
melyik cstcsbol vizsgalodjunk tovabb?
Mindig azt kell valasztani, amelyikbe
rovidebb uton érkezhetiink, Tehat most az
5 és a 6 koziil kell valasztani.

kezdiink, mivel abbol a csucsbol
indulunk. A celldkban a vesszd
elott allo szam jelenti az ebbe a
csucsba vezetd ut hosszat, a
vesszO jobb oldaldn 1€vo irds arra
utal, hogy melyik csticsbdl jutunk
ide. Példaul, az x-be vezetd ut
hossza 5, az s csucsbol. Az S
kezddcsucs  esetében  mindig
,»0,NIL”-t irunk. O jelenti, hogy ez
a kezd6éhely, NIL pedig hogy nem
egy masik cstcsbol joviink. Az
els6 sornak mindig igy kell
kinéznie, hogy a kezddcsticsnal
,»0,NIL”, a tobbi oszlopban pedig
végtelen jel. A tobbi sorban a oo
azt jelenti, hogy ebbe a cslicsba
nem juthatunk el, abbol, ahonnan
most éppen vizsgalddunk.



Az 5 kisebb mint a 6, ezért az X csucs a kovetkezd. Jon a tablazat harmadik sora, mar nem
nézziik azokat a csucsokat, amikbdl mar vizsgalodtunk, sem azt, amelyikben éppen vagyunk,
ezért most azt kell megnézni, hogy az X-bol nézve mi a helyzet az y,u,v csucsokkal. Az X-bol
viszont mar elérhetd az y cstcs, ezért beirjuk, hogy ,,7,x” (5+2). Az X-nek az u szomszédja,
viszont az u-ba mar elmentiink, igaz hogy az s-bél, itt ez annyit jelent, hogy megint ,,6,s”
keriil a cellaba, mivel nincs ennél jobb valasztds. Aztan, az X-bdl elérhetd a v csucs, az ut
hossza 9. Viszont ilyen helyzetben nem azt kell a cellaba irni, hogy ,,9,x”, mivel az x-be az ut

hossza 5 volt, ezért ez dsszeadjuk, ¢€s ,,14,x” lesz.

A héarom érték kozil a 6 a legkisebb, ezért a kovetkezd csucsunk az u, és mar nem nézziik
az s és x pontokat. Az u-bol az y kozvetleniil nem érheté el, ezért marad ,,7,x” a cellaban. Az
u-bol elérhetd a v cstics, amit mi elézdleg az X-bdl kozelitettiink meg. Az u-v tdvolsaga 1, az

u-ba viszont 6 egység az ut, ezért ,,7,u” lesz a cellaban.

Most a két szdm ami a tablazat utolsd eldtti sordban van egyenld (a két 7-es), ezért
valasszuk a balra 1évét, az y oszlopat. Méar csak az y-v utrél kell valamit mondanunk. Az y-bol

a Vv elérhetd lenne ugy, hogy 5+2+6=14, de a,,7,u” jobb valasztas, mivel a 7 kisebb mint a 14.

A tablazatban jeloljiik valahogyan a szamokat, amik magyardzzak a csucsok kivalasztasat

(félkovér szamok a tablazatban), majd rajzoljuk be a sziikséges ¢leket a grafunkba:

(6.9-es abra)



A Gale-Shapley-Algoritmus
A Gale-Shapley-algoritmus stabil hazasitasok meghatarozasara alkalmas.
Tétel: A Gale-Shapley algoritmus egy stabil hazasitast eredményez.

Errdél boven elég ennyi, lassuk, hogy mire jo. Van egy jo példafeladat Tasnadi Attila:

Szamitastudomany gazdasaginformatikusoknak cimii tankdnyvében.

Az urak és holgyek rangsorai az alabbi két tablazattal adottak:

Feri Jani Pali Juli Kati Mari
1. Kati | Kati | Juli 1. Pali Feri | Feri
2. Juli Mari | Mari 2. Jani | Jani Pali
3. Mari | Juli | Kati 3. |Fert |Pali | Jani
(6.6-0s tablazat) (6.7-es tablazat)

Egy lehetséges megoldas:

Feri eljegyzi Katit

Jani megkeresi Katit, aki elutasitja Ot.

Jani eljegyzi Marit

Pali eljegyzi Julit

A Feri-Kati, Jani-Mari, Pali-Juli hazasitas adodik.

o > W N e

Ez az algoritmus erre jO, ne is essék tobb sz6 rola ©

Halozati folyamok

16

10

13
X " (6.10-es 4bra)

Ez egy halozat. Az élek ugynevezett ¢élkapacitassal vannak ellatva, ami didhéjban annyit

jelent, hogy maximum annyi informaci6 haladhat 4t az adott élen, amennyit a rajta 1évé szdm

mutat. Az a cél, hogy az S csticsbdl a t csucsba a lehetd legnagyobb mennyiséget eljutassuk.



Definicio: adott egy G = (V, E) irdnyitott graf, egy s € V forras, egy t € V (s # t) nyeld, és
egy k : E—[0,00) kapacitasfiiggvény. A (G,s,t,k) négyes egy halozat. Ebben a haldzatban az £ :
E —[0,0) egy s-bdl t-be vezetd folyam, ha

1. f(e) <k(e) mindegyik e € E iranyitott élre
2. Yuver f(uv) = Yuer f(vu) mindegyik v € V\ {s,t}

Az e € E telitetlen, ha f(e) < k(e), mig telitett, ha f(e) = k(e).

Vagyis a folyam egyetlen élen sem lehet nagyobb mint az élkapacitds. Az él akkor
telitetlen, ha a rajta keresztiilmend folyamok értéke kisebb mint az élkapacitds, és akkor

telitett, ha mar maximalis ki van hasznalva az él.

,» Szemléltetésképpen feltehetjiik, hogy a halozattal egy vizvezetékrendszert abrazolunk. A
kapacitdsok a vezeték vastagsagat jelentik, vagyis azt, hogy egységnyi idd alatt mennyi viz
folyhat at azon a vezetékdarabon. A kérdés az, hogy egy adott hal6zaton mennyi viz folyhat s-
bdl t-be. Szoktunk beszélni uthaldzatrol is, ahol a kapacitds az utak ateresztOképessége, és
arukat kell eljuttatni a termel6tdl a fogyasztohoz” (Katona-Recski-Szabo: A

Szamitastudomany alapjai, 65.oldal)

,Legyen a grafban S = Vo,Vi,...,vk1,Vk = t egy ut, aminek most nem kell feltétleniil az
iranyitas szerint haladnia. Novelhetjiik a folyam értékét abban az esetben, ha minden i =
0,1,2....k-1 —re vagy e; = (Vj,Vi+1) és f(ei) < c(&i), vagy ei = (Vi1,Vi) és f(ei) > 0. Ekkor az elsd
tipusu ¢€leken noveljiik a folyam értékét, mig a masodik tipustiakon csokkentjiik, igy az 6ssz
folyamérték né. Az ilyen utakat javitd utnak hivjuk.” (Katona-Recski-Szabo: A

Szamitastudomany alapjai, 65.0ldal) — a példanal vilagossa valik (remélhetdleg ©)
Tétel: Egy folyam értéke akkor és csak akkor maximalis, a nincs javito ut s-bol t-be.

Ford-Fulkerson-tétel: Egy halozatban a maximalis folyam értéke megegyezik a minimalis

vagas értékével.

Most pedig térjlink vissza a fejezet elején 1évo halozatunkra.

16

13 4

(6.11-¢s abra)



A feladatban a t csucsba két él megy, egyiknek 4, a masiknak 20 az élkapacitasa. Ez azt
jelenti, hogy maximum 20 + 4 = 24 értékii folyam mehet a nyel6be. Kezdjiik el az s csucsbol

a t-be juttatni a folyam(okat) az éleken keresztiil.

Nézziik el6szor az s — u — v — t utat. Ezen az uton 3 ¢él van, 16,12 ¢és 20 élkapacitassal.
Ilyenkor a 3 mennyiség koziil a legkisebb érvényes (12) az ezen az uton végigmend folyam
szempontjabol (gondoljunk a vizvezetékes példara). Hogy csinaltunk is valamit, jeloljik az

abran, amit a kdvetkez6 képpen alakitunk at:

12/12

16 /1 20/12

10

13

14

(6.12-¢s abra)

Mint latjuk, az uv ¢l mar ,,hasznalhatatlan”. Ebben a haldzatban mar csak egyféle utat lehet
valasztani, amin folyam mehet. Ez lehetazs - u — x — y — t, vagy pedigazs > x >y —
t, mindkettén maximum 4 lehet az értéke, mivel az y — t élnek 4 az élkapacitésa, és a
lehetséges utakon ez a legkisebb értek. Valasszuk mondjuk a hosszabbat. Aztan meg kell adni

a felhasznalt javito utakat a teljes megoldéashoz, a végeredmény a kdvetkezo:

Felhasznalt javitd utak:

20/12
/ Ssou—-XxX—oy—t 4

S—>u—>v—ot 12

4/4

(6.13-as 4abra) érétkével.

A maximalis folyam értéke 16. A
Ford-Fulkerson tétel kimondja,
hogy a maximadlis folyam érteke
megegyezik a minimalis vagas

Az ({s,u,x,y}, {v,t}) vagas értéke

16.
Uegras a feladatokhoz!




VI1I. Rendezések

Ebben a fejezetben 5 féle rendezd eljarasrol lesz szo, ezek:

e Beszuro rendezés

o Osszefésiild rendezés
o Kupacrendezés

o Gyorsrendezés

e  Radix rendezés

Mi ezzel az 5 féle eljarassal fogunk foglalkozni. Mindegyiket egy-egy példafeladaton
keresztiil mutatjuk be.

Példa:

Rendezze a kovetkez6 szamsorozatot novekvd sorrendbe beszard-, dsszefésiilé-, kupac-,

majd gyorsrendezést alkalmazval!

Beszuro rendezéssel.

Beszlr6 rendezésnél a balrol szamitott 2. szdmot nézziik eldszor, ezt dsszehasonlitjuk az
elétte 1évd szdmmal. Ha a szam, amit vizsgalunk kisebb, mint ami eldtte van, akkor azok

helyet cserélnek.

Ezutan a 3. helyen 4ll6 szamot vizsgaljuk meg. Szintén 6sszehasonlitgatjuk az eldtte allo
szamokkal, amig nem érkeziink olyanhoz, ami nala nagyobb. Ha ez megtorténik, akkor

megallunk, és beirjuk az altalunk vizsgalt szamot az elé, aminél az kisebb.

Ezutan jon a 4. helyen all6 szam, melyet 6sszehasonlitunk az eldtte allo 3-al, €s az elé irjuk
be, ami mar kisebb néla. Ezt csinaljuk addig, amig végig nem értiink a szamsorozaton. Nem
nehéz kitalalni, hogy ha igy tesziink, akkor minden szam pont a megfeleld helyre keriil, és az

utolsé 1épésben egy novekvo szamsor lesz a szemiink el6tt.

Tulajdonképpen annyit kell csindlni, hogy elindulunk a 2. helyen all6 szdmtdl, majd
egyesével haladunk jobbra, de kdzben az éppen aktudlis szamot beirjuk a szamtdl balra 1évo

részen a helyére.



Tehat a megoldas:

Ez az alap sorrend, ¢€s itt a 2. helyen 1évo
szamot vizsgaljuk eldszor, a kettest.

Az egyes lefutasok utan igy alakul a szamok

sorrendje, és a piros szinnel jelolt szamokat

vizsgaljuk.
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(7.1-es tablazat)

Osszefésiil 6 rendezéssel:

5 2 4 6 1 3
5 2 4 6 1 3
5 2 6 1
2 5 4 1 6 3
2 4 5 1 3 6

(7.1-es abra)

Reméljiik, hogy mindenki latja az dbran, hogy hogyan miikddik, nagyon egyszerii. Az
eredeti szdmsorozatot szétbontogatja felezéssel addig, amig nem lesz minden szdmjegy



»egyedil”, majd szépen egyesiti 1épésenként, mar névekvd sorrendben. Annyit tennék hozza,

hogy amikor paratlan elemszamu tombd6t bont szét az eljaras, akkor a paros szamu tomb kertil
a bal oldalra az 4bran, mig a paratlan elemszamu jobb. Ez l4thato 2. és a 3. sorban.

Kupacrendezéssel:

Ezt is foleg a rajz alapjan érdemes megérteni, de eldtte par szot szoljunk roéla

altalanossagban. A szamokat eldszor rendezetleniil beleirjuk az abran taldlhaté megfeleld

helyre, vagyis:

(7.2-es abra)

Sziild cstcsnak  hivjuk, ami alatt
helyezkednek el még csucsok. Az 1.
csucs a 2. és a 3. csucs sziloje, tehat a 2.
¢és a 3. csucs az 1. cstcs gyermeke. Az 1.
csucs a fa gyokere.

Ahhoz, hogy ezzel az eljarassal novekvd sorrendbe lehessen éllitani a szdmokat, elészor

ugynevezett kupacokat kell kialakitani. Akkor alakult ki a kupac, ha a sziilék mindenhol

nagyobbak a gyermekeiknél. A kupac kialakitasat mindig alulrol kezdjiik el, tehat a kdvetkezd

képpen fog kialakulni:

Most, hogy minden sziil6 nagyobb
a gyermekénél, kezdédhet a
novekvd sorrendbe allitds. Meg
fogja éallapitani az algoritmus
hogy melyik a legnagyobb szam,
¢s azt helyre rakja, itt a 6. helyre
fog keriilni. Utana megkeresi a 2.
legnagyobb szamot, az pedig az 5.
helyre fog kertilni, és igy tovabb.
Nézzik meg, hogy hogyan
torténik.







(7.3-as abra)

Kupacrendezésnél, eldszor beirjuk a szamokat szintfolytonosan, ahogy a feladat megadja. Aztan
kupacca alakitjuk, ugy, hogy minden sziild nagyobb a gyermekénél. Miutan ez megtortént kezdetjiik a
novekvo sorrendbe rakast. Mi latjuk hogy melyik szamnak hova kéne siillyednie, a legnagyobbnak a
legnagyobb sorszdmu helyre. A szamok cserélegetését alulrdl kezdjiik, arrol a helyrdl, ahova
stillyednie kell az aktualis szamnak. Az &brakon nagyon jol latszik, hogy ez a cserélgetés hogyan
torténik meg. Miutdn egy szam besiillyedt a helyére, azutan valészinlileg megsziinik a
kupactulajdonsag (nem igaz mar, hogy a sziilok nagyobbak a gyermekeknél). Ezért ha az aktualis
szamunk a helyén van, helyre kell allitani a kupacot, miel6tt a kovetkezd szamot elkezdenénk
ugyanugy a helyére rakni. Tanulmanyozza az abrakat mindenki. ©



Gyorsrendezessel.

Az 5,2,4,6,1,3 szamsort kell rendezni még mindig, de most gyorsrendezéssel. Az eljaras
elészor szétbontja az alaptombiinket két részre, ugy, hogy valaszt egy szamot, és az annal

kisebbeket a tomb elsd felébe rendezi, a tdle nagyobb vagy egyenldket pedig magatol jobbra.

Ez a bizonyos nevezetes szam legyen a tomb elsé eleme, az 5. Ezutadn hatulrél kezdiink el
egyesével Iépegetni a szamsor eleje felé addig, amig 5-nél kisebb szamot nem taldlunk. A 3
kisebb nala, ez megvan. Most pedig a tomb elejétdl kezdiink egyesével jobbra 1épegetni, amig
talalunk egy olyan szamot ami nagyobb nala vagy egyenld vele (az 5-r6l beszéliink). igy az
elso korben sajat magat taldlja meg igymond, tehat az 5-t valasztottuk. Ezek utan kicseréljiik

az 5-ta 3-al, tehat a (3,2,4,6,1,5) tombhoz jutottunk.

Most hatulrél megylink megint, amig 5-nél kisebb elemet taldlunk, ez az 1 lesz. El5lrol
pedig addig megyiink, amig nagyobb/egyenld szamot taldlunk 5-nél, ez pedig csak a 60s
lehet. Ha ez megvan, az 1-es és a 6-os helyet cserél. igy megkapjuk a (3,2,4,1,6,5) tombot.

Most mar felbonthato két résztombre a tombiink, mivel tobbszor futnia ennek a résznek
nincs értelme. Tehat a (3,2,4,1) és a (6,5) résztombokhoz jutottunk. Egyértelmii, hogy az elsd
4 helyre az elsé tomb elemei fognak keriilni, az utols6 2 helyre pedig a 2. tomb két eleme.
Most kiilon-kiilon a két résztombre kell ismételniink az eljardst, amig egyelemii tdmbdket

nem kapunk.

A (3,2,4,1) —ben a 3-ast valasztjuk ki, amihez viszonyitunk (ez az y). Hatulr6l haladva az
1-es kisebb néla. El6lrdl pedig a 3-nal nagyobb/egyenld rogton a 3 (ilyenkor ugye sajat magat
valasztja), ezek helyet cserélnek, és a (1,2,4,3) —t kapjuk. A (6,5) -n is lefut a vizsgalat, akkor
a két szam helyet cserél, és a (5,6) —t kapjuk.

Ezek utan a (1,2,4,3) két részre bomlik, mivel a tomb elsé felében csak a 3-nal kisebb
szamok vannak, a masodik felében pedig a nagyobb egyenlok. Megkapjuk a (1,2) és a (4,3)
résztomboket, a (5,6) -bol pedig kettd darab egyelemii tomb lesz, az (5) és a (6), igy ezzel

tovabb nem foglalkozunk.

Ez igy folytatddna tovabb, de irdsban csalhatunk, hiszen csak meg kell cserélni a szdmokat
¢s kialakul a helyes sorrend. Szoval, 1étrejon 6 darab egy elemii tomb: (1) (2) (3) (4) (5) (6),

és a sorrend novekvo.



Radix rendezés

Itt nem ezzel a 6 szammal dolgozunk, mert ez a rendezés madsra vald, tobbjegyli

szamok/datumok rendezésére példaul. Egy példan keresztiil tokéletesen érthetdvé valik.

Példa: Rendezziik a kovetkez0 datumokat: 2002.03.24 ; 2004.04.24 ; 2002.03.01 ;
1999.11.11 ; 2012.08.04 ; 1999.01.11.

Radix rendezésnél eldszor a leghatsd szam (itt a nap) szerint tessziik novekvd sorrendbe,
majd egyet balra haladva a kovetkezd szerint lesz novekvé a sorrend (itt a honapok), majd a
legelsd szamjegy szerint allitjuk fel a novekvo sorrendet (itt az évek). Ugyan ez a helyzet ha 3

jegyt szdmokat rendeziink, ha tobb jegytieket akkor pedig csak a 1€pésszam novekszik. Tehat

a feladat:

Alap sorrend 1. 2. 3.
2002.03.24 2002.03.01 1999.01.01 1999.01.01
2004.04.24 1999.01.01 2002.03.01 1999.11.11
2002.03.01 2012.08.04 2002.03.24 2002.03.01
1999.11.11 1999.11.11 2003.04.24 2002.03.24
2012.08.04 2002.03.24 2012.08.04 2003.04.24
1999.01.01 2003.04.24 1999.11.11 2012.08.04

(7.2-es tablazat)
Ha két szam egyenld, akkor az keriil el6rébb, amelyik egyébként is feljebb volt a listaban.

Ugras a feladatokhoz!




VIII. Formalis nyelvek és automatak

Ez talan a legnehezebb rész az egész tantargyban, és nagyon — nagyon felszinesen fogunk
belemenni, mindenképpen csak egy kiegészitd olvasmany funkcidja van a rendes
tankonyvekhez, eldadasokhoz képest (mint az 6sszes eddiginek, de ennek fdleg). A rengeteg
tétel és definicid kozil itt csak azok fognak szerepelni, amik vagy nélkiilozhetetlenek a
feladatmegoldashoz, vagy a minimum, hogy tudni kell. Nem teljesen az anyag elején kezdjiik,

de nem lesz gond.

Grammatika
Definicio: A G = (T, N, S, P) egy grammatika, ahol

e T aterminalis jelek véges nem iires halmaza. Ide tartoznak példaul a kisbettik.

e N anem terminalis jelek, vagy mas néven a nyelvtani jelek halmaza, melyre T N N
# @. Ide tartoznak példaul a nagybetiik.

e S akezddszimbolum, ami egy nem terminalis jel. Az S betiibdl fogjuk ,.kialakitani”
a szavakat.

e P pedig a levezetési szabalyok halmaza. Itt adjuk meg, hogy milyen jelet milyen
jellé lehet atalakitani. P € (T U N)* N(T U N)* x (T U N)*.

Nézziink meg egy grammatikat, legyen G=({a,b},{S}, S, {S—ab | asb})

v

Kezd@szimbdlum

T: Terminalis jelek . .
P: Levezetési szabalyok

N: Nem terminalis jelek

Tehat, mindig az S kezddszimbolumbol indulunk. Azt mondjék a levezetési szabalyaink,
hogy az S betii itt atirhato ab-re, vagy aSb-re. Ha most ab-re irjuk at, akkor nincs tobb
lehetdségiink, mivel azt mar nem tudjak mivé atalakitani. Ha aSh-vé alakitjuk, akkor mint
latjuk megmarad kozépen egy S betii, amit szintén atirhatjuk ab-re, vagy aSb-re tjra. Igy
kaphatunk aabb vagy aaShb szavakat. Ezzel tovabb tudunk jatszani, és akar az a aaaaabbbbb

szOt is levezethetjiik.

Azt mondjuk, hogy egyik szobol a masik kozvetleniil (egy 1épésben levezethetd), ha a

levezetési szabalyok lehetdvé teszik, hogy eljussunk egy szobol kivant szohoz. Ezt igy



jeloljik: a = B. Példaul, a fent grammatikanal az aSb szobol az aaShb sz6 kozvetleniil
levezethetd. Kozvetett (legalabb 2 1épést igényld) levezetés alatt tulajdonképpen azt értjiik,
hogy egyik sz6tol a masikig ugy jutunk el, hogy kiirunk minden 1épést, tehat példaul: aSb <
aaSbb et aaaSbbb el aaaabbbb.

Végiil, a G grammatikdban egy egyik szobdl a masik sz6 levezethetd, ha valamennyi 1€pés

utan eljuthatunk a kivant sz6hoz. Példa, jel6lés: aSb % aaaaSbbbb
Definicio: A G = (T, N, S, P) grammatika altal generalt nyelv az
L(G) :={x ET*|S—;>x}

Vagyis a nyelv az, ami olyan x szavakat tartalmaz, amik levezetheték az S

kezddszimbolumbol.
Definicio: A G; és G, grammatikak ekvivalensek, ha L(G1) = L(G).

Példaul a Gi= ({a}, {S}, S, {S — a| aS}) és G, = ({a}, {S}, S, {S — | Sa}) grammatikik
egyenldk, mivel mindkettd az L(G;) = L(G,) = {a | i € Z.} nyelvet generalja. Azért a' , mivel
amikor az S-t egy a betlivé irjuk at, barmikor is legyen ez a 1épés, valahany szamu a betii lesz
egymas mellett. A hatvany azt jelenti, hogy mennyi a beti van egymas mellett. Tehat a° =

aaaaa.
Tétel: Létezik grammatikaval nem generalhato nyelv.

Chomsky féle nyelvosztdalyok

Chomsky annak idején a generativ nyelvtanokat négy csoportba osztotta a felhasznalt

szabalyok formdja alapjan. Ezek a kovetkezok:

» 0. tipusu nyelvtanok (rekurzive felsorolhato nyelvtanok)
» 1. tipusu nyelvtanok (kirnyezetfiiggd nyelvtanok)

» 2. tipusu nyelvtanok (kornyezetfiiggetlen nyelvtanok)
A szabdlyok alakja lehet

A—«a



Ahol A egy nem terminalis jel, a pedig egy terminalis és nem terminalis jelekbdl

allo szo. Akar tires szo is lehet. (Példaul S — ab | aSb)

» 3. tipusu nyelvtanok (reguldris nyelvtanok)
A szabdlyok alakja lehet
A — aB,
A — a,
A—¢
ahol A, B nem terminalis jelek, a terminalis szimbolum.

,»Vegyik észre, hogy a 0. tipus definicidja magaba foglalja az Osszes tobbit, az 1. tipus
definicioja (legalabbis az (1.) leiras) 2. és 3. tipust, a 2. tipus definicidja a 3. tipust. A
nyelvtanokat tehat ez az osztdlyozas egymast sorban tartalmazd osztalyokba sorolja,

legsziikebb a 3., legtagabb a 0. osztaly.

A nyelvtanok fenti osztalyozasa alapjan a generativ nyelvek is osztalyozhatok: I tipustinak
mondunk egy nyelvet, ha generalhato i tipusi nyelvtannal. Kés6bb latni fogjuk, hogy
hasonléan a nyelvtanok osztalyaihoz, a nyelvek is egymast sorban tartalmaz6 osztalyokat
alkotnak, legsziikebb a 3. tipusu, azaz regularis nyelvek osztalya, legtagabb a 0. tipust, azaz

rekurzive felsorolhat6 nyelvek osztalya.” (...)
Ebbdl lathato, hogy Go © G1 D G2 O Gs.

Chomsky féle hierarchia tétel: Lo D L1 D L; D L.

Véges determinisztikus automatak

Ebben a konyvben csak ezzel a fajta (a legegyszeriibb) automatdval foglalkozunk, ezen
kiviil még 1étezik példaul veremautomata, Turing-gép, amik fontosak. Ezek megtalalhatok az

orai eléadasban, vagy barhol mashol. ©



Sziikségiink lesz arra, hogy tudjunk az adott nyelvhez rajzolni egy azt felismerd automatat.

Regularis nyelvekhez fogunk véges determinisztikus automatat gyartani a késobbiek soran.
Definicio: Az A= (N, T, M, S, F) 6tos egy véges determinisztikus automata, ahol

e N a lehetséges allapotok véges nem iires halmaza; (a feladatokban az élekre keriild
kisbetlik, amik egyik csticsbol a masikba vezetnek)

e T az input abécé, melyre T N N = @; (a nagybetiik, melyek a csiucsok lesznek az
abran)

e M egy ugynevezett atmenetfiiggvény, amely az N X T halmazbol az N-be képezd
parcialis fiiggvény. (Ez fogja meghatarozni, hogy melyik csucsba milyen ¢l megy.
Tulajdonképpen azt mondja meg, hogy az abrdn melyik nagybetiib6l milyen
kisbeti hatasara megyiink at a masik nagybetith6z. Ezért a mondatért szégyellem
magam...)

e S € N akezdéallapot

e F < N avégallapotot halmaza.

Példa_feladat: Legyen L = {(ab?)" |n € N'}. Adjon meg egy L-t generalé 3-as tipusu
grammatikat, ¢és rajzolja fel egy L-t felismerd véges determinisztikus automata

atmenetdiagramjat.

Megoldas: A feladat azt mondja, hogy a nyelviink olyan szavakat generaljon, ami olyan
szavakbol all, ahol az abb résszavakat allnak egymas mellett n-szer (ahanyszor akarjuk).

Példaul tudjon ilyen szavakat eléallitani: abbabbabbabbabb.
Hogyan is alljunk neki kitalalni, hogy ez milyen atirasi szabalyok eredménye lesz?

Ami biztos, hogy az S-bél indulunk. Mivel a kivant szavaink ’a’ betiivel kezdddnek, ezért
az S-t biztos, hogy olyanra kell atirni, amiben van ’a’ betli. Azonban ha S — a szabalyt
adnank meg, akkor itt meg is allna a dolog. Ezért irunk mellé egy nem termindlis jelet is, hogy

tudjuk folytatni a levezetést. Legyen S — aA.

Most mar tovabb lehet fiizni a levezetést, ha az A-t is atirjuk valamire. Mivel az abb-ben a
kovetkez6 betli aminek jonnie kell, az a b. Tehat az A-t kell atirnunk b-re, plusz valamire,
amit6l lehetévé valik, hogy azt is tovabbfiizziik. Gondolom mindenki rajott, hogy a kovetkezd

atirasi szabalyunk ez alapjan az 4 — bB lesz.



Nézziik az abb rész szot Gjra. Addig megvagyunk, hogy ab, és megint egy b beti
kovetkezik. Ezt a kovetkezd féleképen lehet megoldani: a B nem termindlis jelet irjuk at
egyszer b-re. Igy kapunk egy B — b szabalyt, de ha ezt igy hagyjuk akkor a nyelviink csak
egy darab abb szot tudna létrehozni. Hogy lehetne megoldani, hogy egymas utan lehessen

gyartani az abb-ket? Legyen az atirasi szabalyunk B — bC.

Ezek utan a kovetkezd szo valik levezethetévé: abbC. Nem nehéz észrevenni ezek utan,
hogy mit kell csinalni a C-vel. Legyen az atiras C — a4. Most mar képesek vagyunk az abb-t
generalni annyiszor egymas mellé, ahanyszor csak akarjuk, viszont van egy kis gond. A
probléma pedig az, hogy nem allithatd meg sehol sem a szavak létrehozasa. Pont ezért kell a
C atirasat kiegésziteni erre: C — aAd | e. Igy mar a nyelviink rendesen miikodik, és mindig

csak akkor tudjuk megallitani, amikor éppen egy abb-t leirt.

Tehat a grammatika: G = ({a,b,c}; {S,A,B,C}; S; {S —ad, A —» bB, B— bC, C —
ad| 3).

Az automata:

A? atirasi szab.élyokb(')l —
rajzolhatok fel az irdnyitott y
¢lek. A nagybetiikbdl (a
csucsok) a kisbetiik hatasara,
amiket az élekre irunk, megy
at az automata kovetkezd

csucsba/csucsokba.

(8.1-es abra)

Upgrés a feladatokhoz!




IX. Utoszo helyett

Primer kutatasunk sordn problémafelvetésként fogalmaztuk meg, a gazdasadginformatikus
hallgatok szamitastudomany tantargy elsajatitdsaval kapcsolatos nehézségeit. Empirikus
tapasztalat Gitjan megallapitottuk, hogy a k6zos tanulas a team-munka a korrepetacio hallgatok
kozotti alkalmazasa biztositotta a sikeres elsajatitast. fgy vetédott fel benniink a gondolat,
hogy mintegy ,,példatarat” alkotva ,,Puska helyett” készitsiink egy egyszeriisitett nyelvii
mégis problémamegoldast 0sztonzo, tomoritett, a kor igényeihez igazodo példakkal tiizdelt,
sokszinli és modern hangvételli modszertani 6sszegzést.

Kérdoivvel kivantuk felmérni, mintegy tesztelve a hallgatok hajlanddsdgat munkank irant.
Most nézziik meg, hogy milyen hatdsa volt a hallgatokra a segédlet megjelenésének. Eloszor
diagramokkal szemléltetjiik a vizsgak sikerességét. Az els abra azt mutatja, ami ,,anyagunk”
megjelenése eldtti tanuldsi tendencidt, illetve modellt jellemezte, masodik pedig a
tananyagunk alkalmazasnak sikerességére kivanja felhivni a figyelmet a mult —¢és a jelen
egymas ala helyezésével. Mindkét minta 21 {6 tesztverzidkénti megkeresésére iranyult, vagyis
az adott évfolyamon tanuld Osszes gazdasdginformatikus hallgatdé megkérdezésére
torekedtiink. (N=21)

A segédlet elott

N=21 f6

Sikeres vizsga: 1 f6

M Sikertelen vizsga /
nem vizsgazott: 20
fé

Siker aranya: 4,8%
(9.1-es abra)

A segédlet hasznalataval

N=21 f6

Sikeres vizsga: 8 f6

B Sikertelen vizsga / nem
vizsgazott: 13 f6

Siker aranya: 38,1%

(9.2-es abra)



Mint latjuk a sikerességi arany 4,8% volt, ami a segédanyag megjelenése utan 38,1%-ra
nétt. Tehat a 2011/2012-es tanévben 21-b6l 8 hallgatd teljesitette a tantargyat. A plusz 7
sikeres vizsga magyarazhato lehetne esetleg azzal, hogy tobb id6 volt felkésziilni a
dolgozatra, azonban tudnunk kell, hogy annak idején 7 f6 kért télem korrepetacids segitséget
(team munka). Annak idején az akkoriban szerkesztett még ,.félben 1év6” ,,Puska helyett”
cimii segédanyag alapjan késziilink a kollokviumra. A vizsga utdn éreztiik hogy jobb
eredmények sziilettek, ezért Gigy gondoltuk, hogy érdemes mélyebben foglalkozni ezzel a

témaval, majd kérdbivet is készitettiink.

A ,Kkiskonyvvel” kapcsolatosan kitoltott kérdéivek attekintése

Ez 41 ember valaszait és véleményét dolgoztuk fel. Sok olyan kérdést tettiink fel, amiben a
valaszadoknak pontozniuk kellett egy listan, 1-t6l 10-ig (Likert-skala), ahol, az egy a
legkevésbé elégedett, mig a 10 a leginkabb elégedett mértéket tiikkrozte. Nyitott kérdéseket is
alkalmaztunk, melyekben a véleményiiket kellett kifejteni a valaszadé megkérdezetteknek.
Ezeket most roviden, Gsszesitve mutatjuk be, majd kiemeliink par eléremutatd véleményt,

amit a kérddivet kitoltok sajat meglatasaik alapjan osztottak meg veliink.

Abban a részben, amikor a hallgatokat arra kértiik, hogy egy skalan pontozzak a segédlettel
kapcsolatos kérdéseket, nagyon pozitiv visszajelzéseket kaptunk. Egy felsorolasban
szemléltetném, hogy a kiillonbozd szempontoknak hogyan felelt meg a kiskdnyv, pontokban
mérve, amit szdmtani atlaggal szamitoltunk ki és szemléltetni kivanunk a kdvetkezok szerint:

e On a felkésziilésben mennyire timaszkodik a Puska helyett cimii segédanyagra?
Eredmény: 7,5 pont
e On szerint van értelme a segédlet l1étezésének?
Eredmény: 8,5 pont
e Milyen mértékben konnyiti meg a segédanyag a felkésziilést?
Eredmény: 9 pont
Az eredmény Onmagaért beszél.

Megkeértiik a valaszadokat, hogy jellemezzék egy széval a Szamitdstudomany tantargyat.
Erre a kérdésre rengeteg féle valasz érkezett, a ,,felfoghatatlan-t6l a ,,kithivas”-ig rengeteg

alternativat biztositva szdmunkra, de még a ,,Chuck Norris” név is szerepelt listaban.



Ezek utan kovetkeztek a konyv szerkezetére, nyelvezetére €s a benne talalhatéd feladatokra
vonatkoz6 kérdések kovetkeztek. Ezeket is megfelelonek taldltdk a valaszadok, a

kovetkezOkhoz hasonlo valaszokat osztottak meg veliink:

o | Szerkezeti felépitése szinte kivalo, hisz el van benne magyardazva az anyag,
ugyanakkor lehetoség van arra, hogy sajat magunkat ellendrizziik, az adott részek
végen talalhato feladatok megoldasaval. Tovabba a jo felépitéshez még hozzatartozik,
hogy a feladatok megoldasai nem rogton a feladatok utan vannak, hanem a
segédanyag végeén.”

o nyelvezete értheto, nem nyers, hanem hallgato-centrikus, igazan konnyen

befogadhato™

A feladatok szamat tobben kevesellték, de elégedettek voltak a meglévo példakkal. Szinte
minden hallgatonak volt egyéni Gtlete arra, hogy mit lehetne, kellene valtoztatni a segédlettel

kapcsolatban. Ezt a késébbiekben potolni kivanjuk, a tananyag fejlesztése hossza tava célunk.

,JO, hogy a kiilonbozo feladattipusokra van egy-egy példa,
azonban véleményem szerint, ezeket még lehetne tovabbi feladatokkal
boviteni adott feladattipuson beliil, hogy a hallgato be tudja gyakorolni

az adott feladattipus megoldasi vazat.”

Erezhetden jobb eredmények sziilettek, tehat mint a segédlet megjelenése elétt, az a
tesztkérdéiv egyuttal igényfelmérést is hivatott volt szolgalni. Osszefoglaltuk a legfontosabb
eléremutatd javaslatokat, megallapithattuk tehat tézisként, hogy ,, hasznos volt ennek a
segédanyagnak az osszeallitasa, nem csak a sajat felkésziilésiink miatt, de segitséget nyujtott a
szamunkra, és a tobbiek szamadra is.”’Segité szandékkal készitettiik anyagunkat, melyet a
tobbiek véleménye €s a sajat tapasztalatainak alapjan tovabbfejleszteni kivanunk, majd egy
kiforrottabb formdjéban szeretnénk kiadni, esetlegesen elektronikus tananyagként felajanlani

a f6iskolanak.



YNelleklet

X. Feladatmegoldo Program

Mintegy kiegészités képpen gy gondoltuk, hogy jo lenne egy masik megoldas is, ami
segitheti a vizsgakra valo felkésziilést. Azt gondoltuk ki, hogy irunk egy programot egy elore
kivalasztott programozasi nyelv segitségével, mellyel az adott témahoz kapcsoloddan lehetne
feladatokat megoldani. Erre a célra a Visual Basic nevii programozasi nyelvet valasztottuk.

Ezen programozasi nyelv korlatain beliil szeretnénk megvalositani 6tletiinket.

Elképzelésiink szerint a program egy fomentiivel kezdédne, amibdl kiillonb6zd ,,teriiletekre”

ugorhatunk, amik a kovetkezok:

e Becslesi feladatok megoldasa:

o A felhasznal¢ kivalaszthatja, hogy O vagy £ egyenletet szeretne vizsgalni.

o A felhasznal6 szabadon adhatja meg az egyenletekben konstans
szorzdszamokat és az n-ek kitevait.

o A program megallapitja, hogy helyes-e a felhasznald 4ltal megadott
egyenlet, majd indoklast ad, hogy miért helyes vagy miért nem helyes.

o Grafalgoritmusok futtatdsa:

o A felhasznal6 kivalaszthatja, hogy milyen grafon szeretné végrehajtani az
eljarast.
o A felhasznal6 megadhatja a grafok ¢lkapacitésait.

o Rendezo algoritmusok futtatdisa:

o A felhaszndld szabadon adhat meg szdmokat, melyeket a tetszéleges
algoritmus szerint sorba rendez a program.

o Feladatmegoldas formalis nyelvekre:

o Szeretnénk késziteni egy olyan agat is a programba, amelyik képes megadni
egy grammatika alapjdn a hozza tartoz6 nyelvet, vagy a nyelv alapjan a

nyelvhez kapcsolod6 grammatikét.

A programot ugy szeretnénk elkésziteni, hogy késObb fejlesztheté legyen, esetleg Uj

teriiletekkel boviiljenek a feladatmegoldo részek.



XI1. Példatar - Feladatok

Becslések Az 1-4. feladatok forrasa: Tasnadi
1. Igazolja, hogy log, n = O(n)! Attila: S’zd.mlitdxs"lua’.om(in_}f
_ Gazdasaginformatikusoknak,
2. Igazolja, hogy log, n # ©(h)! Bologna — Tankényvsorozat,
3. Igazolja, vagy cafolja, a 2™ = O(2")! Budapest 2006.
4. Igazolja, vagy cafolja, hogy 22" = O(2")!

A kovetkezo feladatok megoldasat egy az egyben az egyik forrasbol vettiik at,
hozzaszolas nélkiil, igy kicsit tobbet kell rajta gondolkodni, de nem baj @
Az alabbi fiiggvényeket rendezze olyan sorozatba, hogy ha fi-t fj koveti a sorban, akkor
fi(n) = O(fj(n)) teljesiiljon.

a. fi(n) =11n?°

_5
. Tam) = \/H; 1000n Az 5-6. feladatok forrasa: Friedl
c. fa(n)=2"°9" Katalin: Kiegészité anyag az
d. fa(n) = 2007n2log n Algoritmuselmélet targyhoz . ;
BME SZIT, 2008 majus 22.
lgaz-e, hogy
a. haf=0(g) és g =0(h), akkor f = O(h)?

b. haf=20(qg) és g=Q(h), akkor f = Q(h)?

Ugras a megoldasokhoz!

Halmazelmélet, igazsagtablak és relaciok

w0 p e

frja fel az A = B logikai miiveletek diszjunktiv normal formajat!

Igazolja igazsagtabla segitségével, hogy A © B=(A=>B) A (B> A)!

Igazolja igazsagtibla segitségével, hogy A © B = (A AB) V (A A B)!

Igazolja igazsagtabla segitségével, hogy f(A,B,C) =(AABAC)V(AABAC)V (A A
B A C), ha f(A,B,C) =,,0,1,0,0,0,1,0,1)”.

Hozza egyszeriibb alakra a kovetkezd halmazalgebrai kifejezést, és az eredményt
ellendrizze igazsagtablaval: (A N B) U (A\B) U (B\ A)!

Hozza egyszeriibb alakra a kovetkez0 halmazalgebrai kifejezést, és az eredményt

ellendrizze igazsagtablaval: A\((A\B) U (A\C))!



7. Legyen A = {1,2,3,4,5,6}! Ertelmezziikk az R € A X A binér relaciot tigy, hogy aRb
akkor és csak akkor all fenn a,b € A esetén, ha (a-b) oszthat6 2-vel.
a. R ekvivalencia reldcio-€?
b. R parciadlis rendezés-e?
C. R teljes rendezés-e?
d. Abrdzolja a G=(A,R) grafot!

A valaszokat indokolja!

8. Legyen A = {2,4,6,8,10,12}! Ertelmezziik az R € A X A binér relacidt ugy, hogy aRb
akkor és csak akkor all fenn a,b € A esetén, ha (a*b) oszthat6 6-al.
A homogén bindris relaciok tulajdonsagai koziil melyekkel rendelkezik a relacionk?

A valaszokat indokolja!

Ugrds a megoldasokhoz!

Grafelmélet és Grafalgoritmusok

1. Jarja be a v csticsbol kiindulva szélességi és mélységi bejards szerint a kovetkez6
grafot: (A feladat forrasa: Tasnadi Attila: Szamitastudomany

gazdasaginformatikusoknak, 54. oldal, Bologna —Tankonyvsorozat, Aula Kiado, 2006)



2. Jarja be a grafot sz¢élességi, majd mélységi bejaras szerint az U csucsbol kiindulva!

()

(A feladat forrasa: Tasnadi Attila:
Szamitastudomany
gazdasaginformatikusoknak, 54.
oldal, Bologna —Tankonyvsorozat,
Aula Kiado, 2006)

3. Jarja be a grafot szélességi, majd mélységi bejaras szerint a V, csucsbdl kiindulva!
(A feladat forrasa: Tasnadi

V7 @
Attila: Szamitastudomany
gazdasaginformatikusoknak,
54. oldal, Bologna -
Tankoényvsorozat, Aula Kiado,

2006)

4. A megadott szomszédsagi lista alapjan rajzolja fel a grafot, majd jarja be a grafot az 1-es

o83

csucsbol szélességi, illetve mélységi bejarassal. Irdnyitott-e a graf? A csiucsokbol indulod
¢leket a szomszédségi listaban vald eléfordulds sorrendjében vegye figyelembe. Adja meg a

grafot szomszédsagi matrixszal is.
1 —>2—>4—>6/
2 — 6/
32/

4 -2 —->55->3/



5 —-2—-56/
6/

5. Hatdrozza meg a minimalis feszitofat Kruskal algoritmusaval! Jelolje a grafon a

kivalasztott éleket, és dokumentalja a kivalasztasuk sorrend;jét.

(A feladat forrasa: Tasnadi Attila:
Szamitastudomany
gazdasaginformatikusoknak, 56.
oldal, Bologna —Tankonyvsorozat,
Aula Kiado, 2006)




6. Hatarozza meg a minimalis feszit6fat Kruskal algoritmusaval! Jelolje a grafon a

kivalasztott éleket, és dokumentalja a kivalasztasuk sorrend;jét.

Vg 4\
y \1 3 Vio
\%/ ’5/— Vs /
2 o/ 10
Vg \2 9 7
A V5\8 18
6 / 2 Vs
D
V3 9
Vi 3 9 8
9
\'b)

7. Hatdrozza meg az alabbi grafban az r csticsbol a graf 0sszes tobbi csucsaba vezetd

legrovidebb utak hosszait Dijkstra algoritmusaval! A 1épéseket dokumentélja tablazatos

formaban.
O O O e ©,
X Z
1
2 5 1
1
t 6
SO 1@
3
2
O 0

2

(A feladat forrasa: Tasnadi Attila:
Szamitastudomany
gazdasaginformatikusoknak, 56.
oldal, Bologna —Tankoényvsorozat,
Aula Kiado, 2006)

8. Hatarozza meg az a csucsbol az Osszes tobbi csticsba vezetd legrovidebb ut hosszat

Dijkstra algoritmusaval! A Iépéseket dokumentalja tablazatos formaban.



2 1

9. Andi, Kati, Mari, Szilvi, Gyuri, Jani, Peti és Zoli egy tancversenyre kivan benevezni. A
lanyok a fiukat és a fitk a lanyokat az alabbi tdblazat alapjan rangsoroljak. Hatdrozzon
meg egy stabil hazasitast A Gale-Shapley algoritmussal, feltéve, hogy a lanyok a

javaslattevok! Ismételje meg az algoritmust, feltéve, hogy a fiuk a javaslattevok. (A feladat



forrasa: Tasnadi Attila: Szamitdstudomany Gazdasaginformatikusoknak, Bologna —

Tankdnyvsorozat, 2006, 56. oldal)

Helyezés | Andi | Kati | Mari | Szilvi | Gyuri |Jani |Peti [ Zoli
1. Zoli Peti Zoli Peti i Andi | Mari | Kati Mari
2 Jani | Zoli |Peti | Gyuri |Kati |Kati |Andi | Szilvi
3. Peti Gyuri | Jani Zoli : Szilvi | Szilvi | Szilvi | Kati
4 Gyuri | Jani Gyuri | Jani : Mari Andi Mari Andi

10. Hatarozza meg a maximalis folyamot és annak értékét az s csucsbol a t csucsba a 0
folyambol kiindulva! frja le a felhasznalt javito utakat! Vagas segitésével igazolja, hogy a
kapott folyam valoban maximalis. (A feladat forrdsa: Tasnadi Attila: Szamitastudomany
gazdasaginformatikusoknak, 56. oldal, Bologna —Tankonyvsorozat, Aula Kiado, 2006)




11. Hatarozza meg az alabbi csucskapacitassal is rendelkezd halozatbeli maximalis folyam
értékét! (Otlet: a csucskapacitassal ellatott csiicsok helyet vezessiink be két csticsot.) (A

feladat forrasa: Tasnadi Attila: Szdmitastudomany Gazdasdginformatikusoknak, Bologna —

Tankonyvsorozat, 2006, 57. oldal)

12. Hatdrozza meg az aldbbi é4bran lathatd haromforrasu és kétnyelds Kkiterjesztett
héloézatbeli maximalis folyam értékét! (Otlet: a forrdsok és a nyelk helyett vezessiink be
egy-egy mesterséges csucsot.) (A feladat forrdsa: Tasnadi Attila: Szadmitastudomany

Gazdasaginformatikusoknak, Bologna — Tankdnyvsorozat, 2006, 57. oldal)

4 2
Sl ) ﬁ
4
1 1
2 4
S2
1
2 2
4 3
S3 > >

Ugras a megoldasokhoz!




Rendezések

Allitsa novekvé sorrendbe beszurd rendezéssel a kovetkezd szamokat: 6,2,1,5,7,4,2.

Osszefésuld rendezéssel allitsa novekvo sorrendbe a kovetkezd szamokat:

91,34,6,5,2,75.

Kupacrendezést alkalmazva allitsa novekvd sorrendbe a kovetkezd szamokat:

16,14,10,8,7,9,3,2,4,1.
Allitsa novekvé sorrendbe gyorsrendezéssel a kovetkezd szdmokat: 5,3,1,8,9,4,3.
Radix rendezés segitségével rakja ndvekvo sorrendbe a kdvetkezo

a. szamokat: 329 ;457 ; 657 ; 839 ;436 ; 720 ; 355.

b. datumokat: 1995.06.07 ; 1996.03.12 ; 1994.03.28 ; 1993.11.07 ; 1995.05.12 ;
1997.06.28 ; 1994.10.15 ; 1995.11.12 ; 1994.12.07.

Legyenek a tomb elemei 16,14,10,8,7,9,3,2,4,1. Rendezze a tombelemeket novekvo

sorrendbe
a. beszurd rendezéssel
b. 0Osszefésuld rendezéssel

C. gyorsrendezéssel!

Ugras a megoldasokhoz!

Formalis nyelvek és automatak

1.

Adjon meg olyan kdrnyezetfiiggetlen grammatikat, ami a kdvetkezd nyelvet generalja:
L={ab'|ie N}

Adjon meg olyan kdrnyezetfiiggd nyelvtant, ami az L = {ab'c | i € N} nyelvet
generalja!

Adjon meg olyan regularis grammatikat, mely az L = {aibj | i,j > 0} nyelvet generalja!
Adjon meg olyan reguléris nyelvtant, ami az L = {a'blc* | i,j,k € N'} nyelvet generalja!
Készitsen hozza véges determinisztikus automatat!

Legyen G := ({a,b}, {S}, S, {S —aa, S — bb, S — aSa, S — bSh}). Hanyadik tipusu a
G nyelvtan? Hatdrozza meg a G altal generalt nyelvet! Adja meg kozvetlen levezetési

lépések sorozataval az abaaba szo levezetését!



6. Legyen L:{(azbs)i | i € N"}. Adjon meg egy L-t generalo 3-tipusti grammatikat, és
egy L-t felismerd véges determinisztikus automata atmenetdiagramjat!

7. Legyen L={x'x | xe{a,b}*}. Adjon meg egy L-t general6 2-tipusii grammatikat!

Ugras a megoldasokhoz!




XI11. Példatar - Megoldasok

Becslések
1. lgazolja, hogy log, n = O(n)!

Az Osszefliggés akkor lehet igaz, ha a log, n < ¢:n megvalosul, tehat keresniink kell
egy megfeleld pozitiv ¢ értéket. Most egy kis trilkk kdvetkezik: minden pozitiv n-re igaz,
hogy log, n < 1 + n, aki nem hiszi, jarjon utdna. © Azért 1 + n, mert igy konnyebb lesz
bizonyitani. Ha ez megvan, felirhatjuk, hogy 1 + n < 2n (ha n > 1). Osszefoglalva az
eddigieket: log, n < 1 + n < 2n. Ebbdl mar talan latszik, hogy a log, n < ¢'n dsszefiiggésnek

eleget tesz a ¢ = 2 konstans, tehat log, n = O(n) valoban igaz.
2. lgazolja, hogy log, n # O()!

Az el6z6 feladatban lathattuk, hogy a log, n = O(n) teljesiil, itt viszont azt latjuk, hogy
a log, n # O(n) osszefiiggés valami miatt nem igaz. Gyanakodhatunk, hogy ez azért van igy,
mert valoszintileg log, n # Q(n).

Hogy log, n = Q(n) fennalljon, sziikség lenne egy olyan C pozitiv valds konstansra, és
egy olyan ng pozitiv egészre (ugye a kiiszobszam, amitdl kezdve nézziik az n-eket... n > ng!),

hogy a c*n < log, n teljesiiljon. Azt kell mondjam, hogy analizisbeli ismereteink miatt kéne

tudnunk erre a valaszt, mégpedig hogy ilyen C érték nem létezik, mivel lim,,_ o, %82 - 0.

Tehat log, n # Q(n), igy log, n # O(n).
3. Igazolja, vagy cafolja, a 2™ = O(2")!

A 2" 161 tudjuk, hogy atirhaté més alakra, tehat 2"'=2-2". Most meg kell vizsgalni,
hogy a 2™ < ¢-2" egyenlétlenség fennall-e valamilyen ¢ érték esetén. Ez az egyenltlenség
viszont teljesiil, ha a ¢=2 (de a ¢ = 3 esetén is teljesiilne). Nagy n-ekre tehat teljesiil 2" =

0(2") egyenléség, ha ¢ = 2.
4. Igazolja, vagy cafolja, hogy 2%" = O(2")!

Alakitsuk 4t a 2%" —t 2" - 2" alakura. fgy mar lathato, hogy semmilyen ¢ esetén sem
teljesiil, hogy 22" < ¢-2". Tehat 2" # O(2").

5. Az alabbi fiiggvényeket rendezze olyan sorba, hogy fi-t fj koveti a sorban, akkor fi(n) =
O(fj(n)) teljesiiljon



fi(n) = 11n 2° f,(n) = 5vn+1000n

fa(n) = 2090 f4(n) = 2007n’logn

megoldas : f,(n) = 5vn + 1000n < 1005n,han > 1 éshan > 2,akkor 1005n
< 2007n%logn, ezért f, = O(f,).

2007
mivellogn < v/n, ezért2007n% logn < 2007n%vn = =TS (11n?%),tehat f, = O(f,)

frjuk at f; — at: plog®n — plogn+logn — (2logmylogn — plogn Ha pn > 6,akkorlogn
> 2,5, és ezért ilyenkor f; (n) = 11n?> < 11n'°8™ = 11f3(n).

tehat a sorrend f,, f,, f;, f5
6 Igaz-e, hogy

(@) haf= 0(g)és g = 0(h),akkor f = O(h)?
(b) haf= Q(g)és g = Q(h),akkor f = Q(h)?

Megoldas:

(a) A feltételek szerint létezik olyan c;, ¢, > 0, ngy, n; szamok, hogy

[f(n)| < c;lg(n)| han = ng és |g(n)| < c;|h(n)|han = n,.

Ezeket 6sszerakva kapjuk, hogy |f(n)| < c;|g(n) < c;cylh(n)han = max(n;n,),
tehat az allitas igaz.

(b)Az el6z6ho6z hasonldan latszik, hogy ez is igaz.



Halmazelmélet, Rendezések, Relaciok

1. Irjafel az A = B logikai miiveletek diszjunktiv normal formajat!

A=B=AVB vagy (AAB)V(AAB)V(AAB)

2. lgazolja igazsagtabla segitségével A © B=(A=>B)A (B> A)!

A 1 1 0 0
B 1 0 1 0
A= B 1 0 1 1
B> A 1 1 0 1
S;BMNBl 0 0
ASB 1 0 0

3. Igazolja igazsagtabla segitségével A & B= (A AB) V (4 A B)!

A 1 1 0 0

B 1 0 1 0
A 0 0 1 1
B 0 1 0 1

AAB 1 0 0

AANB 0 0 0

TA@VMAl . .

B)

A<sB 1 0 0




4. Igazolja igazsagtabla segitségével, hogy f(A,.B,C)=(AABAC)V(AABAC)V(AA
B A C), ha f(A,B,C) =,,(0,1,0,0,0,1,0,1)".

A 1 1 1 1 0 0 0
B 1 1 0 0 1 1 0
C 1 0 1 0 1 0 1
2 0 0 0 0 1 1 1
B 0 0 1 1 0 0 1
C 0 1 0 1 0 1 0
AAB 1 1 0 0 0 0 0
AAB 0 0 0 0 1 1 0
AANB 0 0 0 0 0 0 1
(AABAC)V 0 1 0 0 0 1 0
(ANBAC)

(AABAC)V 0 1 0 0 0 1 0
(ANBAC)V

(AANBAC)

f(A,B,C) 0 1 0 0 0 1 0




5. Hozza egyszerlibb alakra a kovetkezd halmazalgebrai kifejezést, és az eredményt
ellendrizze igazsagtablaval: (A N B) U (A\B) U (B\ A)!
A B

kiindulo llapot,
A és B halmaz

A és B halmaz metsze

u

@ ;‘5 ,a H-Iaz
u

@ o
|l
v

- o

Tehat (A NB) U (A\B)U (B\A)=AUB



6. Hozza egyszeriibb alakra a kdvetkez0 halmazalgebrai kifejezést, és az eredményt

ellendrizze igazsagtablaval: A\((A\B) U (A\C))!

kiinduld allapot, A, B &s C halmazok

(A\B) U (A\C)

A\B halmaz

AN[(A\B)U(ANC)]

Vagyis A\((A\B) U (A\C)) =ANBNC

7. Legyen A = {1,2,3,4,5,6}! Ertelmezziikk az R € A X A binér relaciot gy, hogy aRb
akkor és csak akkor all fenn a,b € A esetén, ha (a-b) oszthato 2-vel.
a. R ekvivalencia relacio-e?
b. R parcialis rendezés-e?
C. R teljes rendezés-e?
d. Abrdzolia a G=(4,R) grafot!
A vélaszokat indokold!
Felirjuk az Osszes olyan parositast, amire igaz, hogy (a-b) oszthatdo 2-vel. Ezek:
(1.1):(2,2);(3,1):(3,3):(4.,2);(4,4):(5.1);(5,3);(5,5):(6,2);(6,4);(6,6):(1,3);(2,4);(1,5):(3,5);(2,6);(
4,6).



A relacio reflexiv, mivel aRa teljesiil minden a € A elemre, vagyis ha sajat magabol
kivonjuk a szamot, akkor 0-t kapunk, a 0-nak pedig végtelen sok osztdja van. A relacid
tranzitiv, mivel ha az aRb és bRc egyidejlileg teljesiil, abbol aRc kovetkezik, vagyis példaul
ha (6,4) és a (4,2) jo, akkor a (6;2) is jo. A relacio tovabba szimmetrikus, mivel a (4,2) és
(2,4) is szerepel, de (3,1) és (1,3) is a felsorolasban hogy van szimmetria esetén.

Ebbdl kovetkezik, hogy a relacio egy ekvivalencia relacid, és nem teljes. Azért nem teljes,
mert pl. (2,5) de az (5,2) sem tesz eleget a feltételnek.

Graf:




8. Legyen A ={2,4,6,8,10,12}! Ertelmezziik az R € A X A binér relaciot ugy, hogy aRb
akkor és csak akkor all fenn a,b € A esetén, ha (a*b) oszthat6 6-al.

A homogén binaris relaciok tulajdonsagai koziil melyekkel rendelkezik a relacionk?
A valaszokat indokold!

Megoldas:  Soroljuk  fel az  Osszes  lehetséges  parositast.  Ezek:
(2,6):(2,12);(4,6);(4,12);(6,2);(6,4);(6,6);(6,8);(6,10);(6,12);(8,6):(8,12);(10,6);(10,12);
(12,2);(12,4);(12,6);(12,8);(12,10);(12,12).

Reflexivitas: Nem teljesiil, mivel nem igaz minden a € A-ra, hogy ha sajat magaval

megszorozzuk, akkor egy 6-tal oszthatd szamot kapunk. Példaul (4,4) nem megfeleld.

Szimmetria: Teljesiil, hogy miért az tulajdonképpen a szorzas miatt van. Tehat ha
vesziink a halmazbdl két szamot (a-t és b-t), és azok szorzata oszthatd 6-tal, akkor
nyilvan ha felcseréljiik ket (b és a), akkor is ugyanazt kapjuk. Tehat (4,6) és (6,4) itt

ugyan azt jelenti, mivel a szorzatuk mindkét esetben 24, ami oszthato 6-al.

Antiszimmetria: A relacié nem antiszimmetrikus, de gondoljuk ezt mindenki kitalalta

mar. ©

Tranzitivitas: A relacido ugye akkor tranzitiv, ha minden a,b,c € A elemekre aRb ¢és
bRc egyidejii teljesiilése esetén aRc kovetkezik. Keressiink olyan helyzetet, ahol ez
nem teljesiil, ha nincs, akkor esélyes hogy tranzitiv. Legyen a=4, b=6, c=8, parositsuk
Oket a feltételnek megfeleléen. aRb = 4R6 jo, bRc = 6R8 szorzata szintén oszthato 6-

tal, viszont az aRc = 4R8 nem oszthato 6-al, tehat a relacid nem tranzitiv.

Teljesség: Nem teljes a relacio, reméljiik lathatd, hogy miért nem az.



Grafelmélet és Grafalgoritmusok

1. Szélességi, majd mélységi bejaras szerint:



2.

Elébb

sz¢lességi,

majd

mélységi

bejaras

szerint:



3. Mélységi, majd sz€lességi bejaras:

() "
(—) @
2

Vv Vv
; 3 _/

2/

4

<<

4. Tranyitott graf:

M¢élységi bejaras szerint a csucsok
sorrendje: 1,2,6,4,5,3.

Szélességi bejaras szerint a
csucsok sorrendje: 1,2,4,6,3,5.



5. Minimalis feszitofa:

C 6 O\ 8 ( )
Ve V< Va A 4 f ’ k a kiva r
graion a Szamok a ivalasztas

2 sorrendjét jelolik.

Osszsuly: 22

6. Minimalis feszitdfa:

Vg \3 7

v A gréafon a szamok a kivalasztés

5
\ sorrendjét jelolik.
[2 2
V3 Osszsuly: 38
S
Vi 8

\'%)



7. Legrovidebb utak

S u

1r 2,1 o,r 1r o, - o, - o, -
2,1 o,r 1r o, - 5,8 0, -
2,r 5r 6,v 4v 2,V
o,r 6,v 4,v 2,V

o,r 3,z 4,v

4.x 4,v

4.v

8. Legrdvidebb utak: Ez egy 30 oszlopos és 29 soros tablazat lesz, akkor jo a megoldas,

ha az utols6 sorban a ( oszlopaban 65,1 ; a ¢ oszlopaban pedig 57,1 szerepel.

9. Andi megkeresi Zolit. Ok ketten dsszeparosithatok. Kati megkeresi Palit. Ok ketten is
Osszeparosithatok. Mari megkeresi Zolit, aki mar Andival van parban, de Zoli jobban
kedveli Marit Andindl, igy Andi Ujra szabad és Mari-Zoli egy 0j paros. Andi ezek utan
Janihoz fordul, aki elfogadja Ot. Szilvi megkeresi Petit, aki elutasitja 6t. Ezek utan
Szilvi megkeresi Gyurit, aki mar elfogadja 6t. Tehat az Andi-Jani, Kati-Peti, Mari-Zoli
¢s Szilvi-Zoli parosok adddnak.

A Gyuri Andit, Jani Marit és Peti Katit megkeresések sikerrel jarnak. Ezek utdn Zoli
megkeresi Marit, aki otthagyja Janit Zoli kedvéért. Most Jani Katindl probalkozik
sikerteleniil. Majd Jani sikerrel jar Szilvinél. Tehat a Gyuri-Andi,Peti-Kati,Zoli-Mari
¢és Jani-Szilvi parosok alakulnak.

Megjegyzés: két kiilonb6z6 stabil parositast kaptunk. Kati-Peti €s Mari-Zoli mindkét
esetben parosok, de a masik két lany illetve fii jobban jart a kezdeményezd
szerepkorben.(Tasnadi  Attila:  Szédmitdstudomany  Gazdasaginformatikusoknak,

Bologna-tankdnyvsorozat, 2006, 207-208. oldal)



10. Halozati folyam:

Felhasznalt javito utak:

s—ou—->Vv—ot 2 Az ({s,x,y,z,u} , {v,t}) vagas
3 értéke 7.

S—>X—>>y—t

S—»>z—oy—t 2

11. A csucskapacitast egy éllel helyettesitve az itt lathato haldzatot kapjuk. Valasszuk a
javito utakat a lent lathatd modon. Ezen javito utakbol adodo folyam értéke 7, amely mar

maximalis értékii, mivel a két t-be mutato ¢l egy 7 értékii vagas.




Felhasznalt javité utak:

SD>U—D VoWt 2
S—>X—oy—t 3
SDU—Z—>VoW—oy—t 1
S—o>X—>z—oy—t 1

12. Felhasznaltuk a feladat irdja altal adott Gtletet, és bevezettiink egy plusz forrast, és egy
plusz nyel6t. Ezt ugy oldottuk meg, hogy a folyam két ,,sz¢élére” berajzoltuk az s és a t
csucsot. Az s csucsbol mend élek kapacitasa 4, 1+2=3, és 2+4=6. Ez azért van igy, mert
példaul az eredeti dbran az s, csticsbol két él indult, egy 2 és egy 1 kapacitasa él. Igy az
altalunk bevezetett s csucsbol 2+1 értékii folyam mehet az s, csucsba. A nyeld esetében pedig
hasonlo a helyzet, a t csticsba 4+4+2=10, és 2 értékii folyamok mehetnek. Ezek utin a

megoldas menete a szokdsos modon torténik, a maximalis folyam pedig 2+8=10 értékdi.

S1

LN,

< 'ﬁ s, 4/2/4

0/2/4/6/7/8
6/2/4/5/6 2/2. y

s A4 L 3RB 50 225




Rendez6 algoritmusok

1. Besz(r6 rendezés:

[ S = BN B =X B °] <)
NN NN N o] N
N 1l o ] e
A Ol oo oo o1 0]l o
g o N~ N N~
O NP
~N NN N NN

Elég annyit csindlni, hogy minden lefutds utan beirjuk a szdmot a megfeleld helyre.

Példaul a 3. sorban az 1-es rogton 2 helyet csuszik balra.

2. Osszefésiild rendezés: 9,1,3,4,6,5,2,7,5.
9,1,3,4,6|52,7,5
9,1,3|4,6] |52 |75
o1|3[ 46|l ]s]2[]7]5
ol 1l 13111416l 111sl 121117115
19]3] |46] | [5]2]|7]5
1,3,9|4,6| [2,5]5,7
1,3,4,6,9(2,5,5,7

1,2,3,45,5,6,7,9



3. Kupacrendezés:

Kupac: 16,14,10,8,7,9,3,2,4,1




4. Gyorsrendezés: 5,3,1,8,9,4,3.

5 3 1 8 9 4 3

3 3 1 8 9 4 5

3 3 1 4 9 8 5

3 3 1 4 9 8 5

1 3 3 4 5 8 9

1 3 3 4 5 8 9

1 3 3 4 5 8 9

1 3 3 4 5 8 9
5. Radix rendezés:

a, Szamok: 329 ; 457 ; 657 ; 839 ; 436 ; 720 ; 355

Alap sorrend 1. 2. 3.
329 720 720 329
457 355 329 355
657 436 436 436
839 457 839 457
436 657 355 657
720 329 457 720
355 839 657 839

b, Evszamokat: 1995.06.07 ; 1996.03.12 ; 1994.03.28 ; 1993.11.07 ; 1995.05.12 ;
1997.06.28 ; 1994.10.15 ; 1995.11.12 ; 1994.12.07.




Alap sorrend 1. 2. 3.
1995.06.07. 1995.06.07. 1996.03.12. 1993.11.07.
1996.03.12. 1993.11.07. 1994.03.28. 1994.03.28.
1994.03.28. 1994.12.07. 1995.05.12. 1994.10.15.
1993.11.07. 1996.03.12. 1995.06.07. 1994.12.07.
1995.05.12. 1995.05.12. 1997.06.28. 1995.05.12.
1997.06.28. 1995.11.12. 1994.10.15. 1995.06.07.
1994.10.15. 1994.10.15. 1993.11.07. 1995.11.12.
1995.11.12. 1994.03.28. 1995.11.12. 1996.03.12.
1994.12.07. 1997.06.28. 1994.12.07. 1997.06.28.
6. A tOmb elemei: 16,14,10,8,7,9,3,2,4,1.
a, Beszurd rendezéssel:
16 14 10 8 7 9 3 2 4 1
14 16 10 8 7 9 3 2 4 1
10 14 16 8 7 9 3 2 4 1
8 10 14 16 7 9 3 2 4 1
7 8 10 14 16 9 3 2 4 1
7 8 9 10 14 16 3 2 4 1
3 7 8 9 10 14 16 2 4 1
2 3 7 8 9 10 14 16 4 1
2 3 4 7 8 9 10 14 16 1
1 2 3 4 7 8 9 10 14 16




b, Osszefésiild rendezéssel:

16 | 14 10
16 | 14 10 7 9
16 | 14 10 8 7 9 2
16 | 14 10
16 14
14 | 16
10 | 14 16 2 3 9
16 | 14 10 1 2
10 14 16




¢, Gyorsrendezéssel: 16,14,10,8,7,9,3,2,4,1.

Most oldjuk meg ugy, hogy vezérelemnek mindig a tomb kozépsd elemét valasztjuk.
Ko6zéps6 alatt azt értem, hogy a tomb elemszadmat elosztjuk kettével, és az eredményben a
szam egész része altal jelolt helyen 1évo szamot vessziik vezérelemnek (vagyis egy 10 elemi
tombben az 5. elem, 5 elemiben a 2. elem, 3 elemiben az 1. elem, 2 elemiben szintén az elso

elem legyen a vezérelem).
Igy, a kévetkez6 a megoldas:
Piros szin jeloli az aktualis tomb/tombok vezérelemeit, dolt betlitipus és nyil pedig a cseréket.

A 6. sorban jon 1étre elszor a felosztas, amikor is a tomb elsé felében (elsé 4 elem) csak azok
a szamok vannak, amik kisebbek mint 7 (ami a legelsé vezérelem), a tomb masik része pedig
a maradék 6 elemet tartalmazza. A résztombokon pedig ugyan igy fut le az eljards, amig nem

kapunk egyelem tomboket, amik mar kiadjak a novekvé sorrendet.



2 1 14 10 8 7 9 3 2 4 16
4 )
3. 1 4 10 8 7 9 3 2 14 16 >fAebe:;fés, ket
t i,
4 1 4 2 8 7 9 3 10 14 16
?
5 1 4 2 3| 7 9 8 10 14 16 /
6 1 3 2| 4| 7] 9 8 10 14 16
7 1] 3 2] 4] 7] 8 | 9] 0] 14| 16
8 1 2 3 4 7 8 9 10 14 16

Az els6 vezérelem az 5. helyen 4allo szam, a 7-es. Hatulrol haladva az elsd nala kisebb
szdm az l-es, mig el6lrol haladva az els6 nala nem kisebb szam a 16-o0s, igy ezek helyet

cserélnek.

Ugyan ezen modszer alapjan cserélgetnek a szamok helyet egymassal, és az 6todik sorban
lesz el6szor két résztombiink. A bal oldaliban a 4 darab 7-nél kisebb szam talalhato, a jobb

oldaliban pedig a 7-nél nagyobbak.

Az 5. sorban a bal oldali résztomb vezéreleme a (4/2=2) 2. helyen all6 4-es, a jobb oldali
tombben pedig a (6/2=3) 3. helye all6 8-as.



A 6. sorban lathato, hogy a bal oldali tombiink két résztombre bomlott, az (1,3,2) és az egy
elemii (4) tombre, igy a négyes véglegesen is a helyére keriilt. Amikor az 5. sorban a 8-as volt
a vezérelem, elindultunk hatulrél annal kisebbet keresni, és ez a 7-es volt, ami a résztomb elso
eleme. Ez azt jelenti, hogy abban a tombben a 7-es a ,,helyén van”, tehat szétbonthato a
(7,9,8,10,14,16) résztomb két tovabbi (7) és (9,8,10,14,16) tombokre. Az (1,3,2) résztdombben
pedig az 1-es lesz a vezérelem, ami az els6 elem, és mivel nem talal maganal kisebbet, ezért 6

a legkisebb, tehat szintén a helyén van, és (1) (3,2) tombok keletkeznek.
fgy 8 1épésbdl ki tud alakulni a novekvé sorrend, ha a megoldas helyes.

A ,,hagyoméanyos” modon pedig (Hornung Tamas tanar Gir megoldésa):

1. |16
t )
2. |1 |16
3. |1 |14 |16
t )
4. |1 |4 |14 |16
T & A T
5. |1 |2 | |14 |16
6. |1 |2 |3 |8 |14 |16
T
7. |1 |2 |3 |4 | |14 |16
8. |1 |2 [3 |4 |7 |9 | |14 |16
1
90. |1 |2 [3 |4 |7 |8 [0 |14 |16
t ¢



Formalis nyelvek és automatak

1. Az L = {a't' | i € N'} nyelvet generalo kornyezetfiiggetlen grammatika: G = ({a,b};
{S}; {S}; {S — asSb| ab}.

2. Nem igazéan volt témdja a konyvnek, de a keresett grammatika a kovetkezd: G =

({ab,c}; {S,AB}; {S}; {S — aSAB| abB, BA — AB, bA — bb, bB — bc, cB — cc}.
3. Akeresett nyelvtan a G = ({a,b}; {S,AB}; {S — a4, 4 — a4 |bB| b, B — bB|b}.

4. Az L = {a'blc*|i,j,k € N*} nyelvet a G = ({a,b,c}; {S,AB,C}; {S}; {S — a4, 4 —
ad|bB, B— bB|cC| ¢, C— cC| ¢} nyelvtan generalja.

a b j
Ab)éc

6. Az L={(a®0®)' | i € N'} nyelvet generalo nyelvtan nagyon hasonld, mint ami a
példafeladat volt, mint minden feladatnal itt is csak azt a logikat kell kovetni. Olyan
grammatikat keresiink, amely az aabbb szavakat ,rakosgatja egymas mellé”. Ilyen
grammatika a G = {a,b,c,d}; {S,A,B,C,D,E}; {S}; {S — a4, A — aB, B — bC, C —bD,
D—bE, E—aA | €}.




7. Az 5-0s ¢és a 7-es feladatok egymas megoldasai. Ez egy 2-es tipusi grammatika.

Levezetés: S — aSa — abSba —abaaba.



XIII. Irodalomjegyzék és ajanlott irodalom

A konyv irdsa soran felhasznalt forrasok, irodalmak:

>
>

Friedl Katalin: Kiegészit6 anyag az Algoritmuselmélet targyhoz 1. 2008.m4jus.22
Hornung Tamas Tanar Ur féle eldadasok a 2011-es Szamitistudomény
tantargyunkhoz, BGF — GKZ:

o Grafok

o Grafalgoritmusok

o Rendezések
Katona — Recski — Szabo: A Szamitastudomany alapja, Typotex, 5. kiadas, Budapest,
2006.
Tasnadi  Attila: Szamitastudomany Gazdasaginformatikusoknak, Bologna —
Tankdnyvsorozat, 2006.

Vajk Istvan: Formalis nyelvek és automatak, oktatasi segédlet, 2007.



XIV. Algoritmusok

(Az algoritmusok forrdsa: Hornung Tamas tanar ur féle Szamitdstudomany eléadasok, BGF-

GKZ, 2011/2012-es tanév)

SZELESSEGI BEJARAS (G, s)
ciklusl vV u € V(G)-re
Szin(u) := FEHER

D(u) := o0
P(u) := NIL
ciklusl vége
fej =1
vég =1
Q(vég) =s

vég :=vég + 1
Szin(s) := SZURKE
D(s):=0
Ciklus2 amig fej =vég
u := Q(fej)
ciklus3 v v € Adj(u)-ra
ha Szin(v)=FEHER
q(vég) :=v
Szin(v) := SZURKE
D(v) :=D(u) +1
P(v):=u
ciklus3 vége
fej:=fej+1
Szin(u) := FEKETE

ciklus2 vége

MELYSEGI BEJARAS(G)
Ciklusl vV u € V(G)-re
szin(u) := FEHER



P(u) := NIL
ciklusl vége
ciklus2 vV u € V(G)-re
ha szin(u) = FEHER
akkor Bejar(u)
elagazas vége

ciklus2 vége

Bejar(u)
Szin(u) := SZURKE
ciklus3 /minden/ u /eleme/ Adj(u)-ra
ha Szin(v) = FEHER
akkor Bejar(v)
elagazas vége

ciklus3 vége

KRUSKAL ALGORITMUSA
bemenet: G osszefiiggd, sulyozott graf, w:E(G) — R sulyfiiggvény.

kimenet: G minimalis feszito faja.
Mff — Kruskal (G, w)
1A=0
2 Ciklus V u € V(G)-re
3 HALMAZT KESziT(u)
4 Ciklus1 vege
5 Rendezziik E éleit w szerint ndvekvo sorrendbe

6 Ciklus2 V(u,v) € E(G)-re a stly szerint névekvo sorrendbe

7 ha HALMAZT_KERES(U) # HALMAZT_KERES(U)
8 akkor A:=A U {(uVv)}
9 HALMAZT_EGYESIT (u,V)

10 elagazas vége



11 Ciklus2 vége

DIJKSTRA ALGORITMUSA

bemenet: G graf, w nemnegativ sulyfiiggvény, s kezd6csucs

kimenet: D(v) = §(s,v), P(v): a v-t a legrovidebb uton megel6z6 csucs (v elddje)

KEZDORTEK(G,S)
1 Ciklus V u € V(G)-re
2 D(u):=o
3  P(u):=NIL
4 ciklus vége

5D(s):=0

KOZELIT(U, V, W)
1 Ha D(v) > D(u) + w(uv) akkor
2 D(v) := D(u)+w(uv)
3 P(Vv):=u

4 elagazas vége

BESZURO RENDEZES(X)
Ciklusl j:= 2-t61 n-ig
y:= X()
i=j-1
Ciklus2 amig >0 és X(1)>y
X(i+1) := X(i)
i=i-1
Ciklus2 vége
X(i):=y
Ciklusl vége

DIKSTRA(G, w, S)

1 KEzZDOERTEK(G, S)

2 S:=0

3 Q:=V(G)

4 Ciklusl amigQ # @

5 u:€ Q, amelyre D(u) = min
6 Q:=Q—{u}

7 S:=Su{u}

8 Ciklus2 v v € Adj(u)-ra

9 KOZELIT(u, v, w)
10 Ciklus2 vége

11 Ciklusl1 vége



XV. Tanari vélemények

Természetesen elkeriilhetetlen volt utdna jarni, hogy mit gondolnak a tanaraink az altalunk
irt dolgozatrol. E célbdl kérdeztilk meg a Budapesti Gazdalkodési Foiskola — Gazdalkodési
Kar Zalaegerszeg két tanarat, Dr. Szatmari Ferenc tanar urat, valamint Hornung Tamas tanar
urat, aki a GKZ-n a szamitastudomany tantargyat oktatja. A kérdéseinkre adott valaszaik a

kovetkezbdek:

Az interju elején a tanar urakat kértiik, hogy fejtsék ki véleményiiket a Puska helyett cimet

viseld dolgozatrol.

Hornung Tamas: A4 dolgozat miifajat tekintve oktatdis segédlet. A 2011-ben indult
gazdasaginformatikai szak szamitastudomany cimii targyahoz késziilt. Célkitiizése, hogy
kozerthetden, a felhasznalohoz kozel allo nyelven magyardzza el a tananyagbol kivalasztott
téemakordket, mutassa be a kapcsolodo mintapéldak és gyakorlofeladatok megoldasat. A
dolgozat ezt a célkitiizést kitiinoen megoldja, és mint a terjedelme is mutatja, a szerzok nagy

munkadt végeztek.

Dr. Szatmari Ferenc: A magam részérdl egészen rendkiviilinek tartom a dolgozatot, és
javaslom hivatalos tananyagsegédletté beemelni a gazdasaginformatikusi oktatdasba.
Rendkiviil jol egészitheti ki az oktatast, ahol soha nincs elegendo ido a teljes mélységii

felzarkoztatasra. Nagyon komoly targyi tudast tiikréz a dolgozat.
A beszélgetés tovabbi részében Hornung Tamas tanar rral készitettlink mélyinterjut.

- Mi volt az els6 dolog, ami eszébe jutott, amikor tudomast szerzett a Puska helyett cimii
dolgozat 1étezésérdl, és témajarol?

- Nagyon pozitivnak tartom, hogy a targy annyira felkeltette a szerzok érdeklodését,
hogy ilyen sok munkat fektettek a tantargy anyaganak feldolgozdasaba. Szamomra
nagyon imponalé hogy vannak olyan hallgatok, akik ennyit foglalkoztak ezzel a
tantarggyal.

- Mint tudjuk, késziil egy feladatmegoldoé program a dolgozathoz, mert tartalmazni fog
részprogramot a kovetkezd témakorokhoz: becslések, grafalgoritmusok, rendezd
algoritmusok, és talan a formalis nyelvek témakorhéz is. Mit gondol a késziild

feladatmegoldd programrol?



- Eldszor is, a becslések azzal fiiggenek ossze, hogy valaki érti-e azokat a fogalmakat,
amiket ott bevezertiink. Ugyanis, ha meg van adva egy polinom, akkor ennek a
nagysagendjét a legnagyobb foku polinom hatarozza meg. Erre jo ralatast adhat a
program, hiszen altala a felhaszndlo megérti akdar az elméletet is, valamint
programozasi szempontbol mindenképpen nagyon érdekes a kérdéses algoritmus. A
grdfalgoritmusok és rendezé eljardsok pedig mindenképpen nagyon sokat segithetnek
a hallgatok felkésziilésében, mivel sajat készitésii feladatokat generalhatnak maguknak,
melyet a program megold.

- Mennyire lehet hasznos a feladatmegoldd program, milyen mértékben segitheti az
oktatast?

- A program segithet a hallgatoknak abban, hogy ellenorizzék a megoldasuk helyességét.
Ezaltal a Puska helyett cimii dolgozat hasznalta interaktivva valik, mert visszajelzést
kapnak a megoldasukrol.

- Szivesen bevenné-e¢ a javasolt tananyagok kozé a hallgatoinak? Esetleg hasznalna-e
mint tananyag, vagy barmilyen formaban?

- A dolgozatban targyalt témakorokben javasolnam a hallgatoknak a felkésziiléshez,

valamint oktatdsi segédlet formdjaban felhasznalhatonak tartom az oktatasban.

Ezek utan megkérdeztik a beszélgetdpartneriinket arrél, hogy mit gondol a dolgozat
jovojérol, valamint mi az, amit javasolna ezzel kapcsolatban, milyen fejlesztéseket ajanlana?
A tanar Ur elmondta, hogy szerinte a jovében érdemes lenne bdviteni a dolgozat altal targyalt
témakoroket, és az ezekhez kapcsolddo feladatok listajat. Jo Gtletnek tartana, ha az anyagot a

hallgatok folyamatosan fejleszthetnék, és sajat maguk hozhatnanak 1étre egy tudasbazist.



XVI. Az altalunk tanult Szamitastudomany tantargyi tematikaja, BGF-GKZ

A tantargy képzési célja:

,» Megismertetni a hallgatokkal a szamitasi folyamatok matematikai vonatkozésait, attekinteni

az informatikéban alkalmazott legfontosabb matematikai eszkdzoket.

Bemutatni az algoritmuselmélet és a grafelméleti alapjait. Bevezetni a hallgatokat az
automatak és formalis nyelvek elméletébe. Ismertetni a kiszamithatosag és bonyolultsag

elméletének elemeit.”

A tananyag tartalma részletesen:

I. Algoritmusok. Grafok

1. Bevezetés

Egyszer( algoritmusok. Miveletigény aszimptotikus vizsgalata.

2. | Logikai, halmazelmélet

Mdiveletek. Azonossagok. Igazsagtabla. Diszjunktiv normal forma. Relaciok.
Ekvivalencia relacio, parcialis rendezés. Flggvények. Szamossagok.

3. Grafok

Fogalmak. Sikbarajzolhatosag. Szinezés. Parositas.

4, | Grafalgoritmusok 1.

Szélességi és mélységi bejaras. Minimalis feszitéfa (Kruskal algoritmusa).

5. | Grafalgoritmusok 2.

Legrovidebb utak (Dijkstra algoritmusa). Maximalis folyam (Ford és Fulkerson
médszere). Kritikus Ut.

0. Rendezések

Beszurod, dsszefésiilé, kupac-, gyorsrendezés. Osszehasonlitd rendezések. Rendezés




linearis id6ben.

7. Adatszerkezetek

Linearis adatszerkezetek, vermek és sorok. Hasitas. Keresofak. Grafok abrazolasa.

Il. Automatak és formalis nyelvek

8. Formalis nyelvek

Nyelvtanok. Chomsky-féle nyelvosztalyok. Regularis nyelvek.

9. | Véges automatak

Nyelvfelismerés véges automatakkal. Mealy- és Moore-automatak.

10. | Kérnyezetfiiggetlen nyelvek

Tulajdonsagok. Veremautomatak.

11. | Turing-gépek.

Nyelvfelismerés Turing-géppel. Rekurziv és rekurzivan felsorolhaté nyelvek.

12. | Kiszamithat6sag és bonyolultsag.

Turing-gépek, mint a szamitas formalis modelljei. Church tézise. Elddnthetetlen
problémak. Algoritmusok id6- és tarigénye. Bonyolultsagi osztalyok. A P és NP
osztalyok. P-teljes és NP-teljes problémak.

(2012/2013-as tanév, BGF-GKZ, Szamitastudomany kurzus, oktat6: Hornung Tamas)




