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Kivonat

A dolgozatban egy véges alaphalmaz részhalmazaibol 4ll6, egy adott tartalmazasi kon-
figuraciot nélkiil6z8 maximalis elemszami halmazrendszereket vizsgalunk. Legyen P egy
véges poset, F pedig [n] részhalmazainak egy rendszere. Azt mondjuk, hogy F tartalmazza
P-t, ha létezik egy f : P — F injektiv leképezés, amire minden a,b € P esetén teljesiil
a <p b= f(a) C f(b). F-et P-mentesnek nevezziik, ha nem tartalmazza P-t. La(n,P)
jeloli az [n] részhalmazaibdl képzett maximalis méretdi P-mentes halmazrendszer az elem-
szaméat. La(n, P) pontos értéke eddig csak néhany P poset esetén volt ismert, sok posetre
csak aszimptotikus becslés van, vagy még az sem.

Felhasznalva egy Burcsi Pétert6l szarmazo technikat, fels becslést adunk La(n, P)-re
minden P esetén. Belatjuk, hogy ha a P véges poset elemszama |P|, leghosszabb lanca
pedig L(P) elembdl all, akkor elég nagy n esetén

|zt |

La(n, P) < Z <?Z> ahol  b(P) = w -1

i=| Rt |

Azaz ha F P-mentes, akkor legfeljebb annyi eleme van, mint az n szerinti b(P) darab leg-
nagyobb binomidlis egyiitthat6 Gsszege.
Ezutan leirunk végtelen sok olyan P posetet, amire a

V-b(P)HJ <Pl < VH(?P)_lJ}

{F C [n] 5

halmazrendszer P-mentes minden n-re. Ezekre éles a fenti becslés, igy megkaptuk La(n, P)
pontos értékét. A kapott tétel kozos altalanositasa Erdds, De Bonis-Katona-Swanepoel és
Griggs-Li-Lu eredményeinek.

Végiil megvizsgalunk néhany olyan problémat, ahol a kizart struktira a tartalmazasi
relaciokon kiviil bizonyos részhalmazok méretének egyenléségét is magaban foglalja.
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1. Bevezetés

Az [n] = {1,2,...,n} véges alaphalmaz részhalmazaibdl allo, valamilyen tartalmazasi konfi-
guraciotol mentes F halmazrendszereket vizsgalunk.

Definicié Legyen P egy véges poset, F pedig az [n] részhalmazaibol 4ll halmazrendszer. Azt
mondjuk, hogy F tartalmazza P-t, ha valamilyen f : P — F injektiv leképezésre teljesiil a < b =
f(a) C f(b) minden a,b € P esetén. Ha F nem tartalmazza P-t, akkor P-mentesnek nevezziik.

Legyen La(n, P) az [n] részhalmazaibol 4116 legnagyobb P-mentes halmazrendszer elemszama.

Ne feledjiik, hogy P-t nem feszitett részposetként keressiik, tehat F elemei tobb relaciot is
teljesithetnek, mint P elemei. A célunk az, hogy meghatéarozzuk La(n, P) értékét minél tobb
poset esetén. Az elsé ilyen jellegi tétel Spernertdl szarmazik, amit Erdds altalanositott.

1.1. Tétel. (Sperner) [11] Legyen F az [n] alaphalmaz részhalmazaibol allo halmazrendszer.
Ha F egyik eleme sem részhalmaza egy mésiknak, akkor

71= () s

1.2. Tétel. (Erdds) [4] Legyen F az [n] alaphalmaz részhalmazaibol all6 halmazrendszer. Ha
nincs F-nek k + 1 olyan eleme, amelyekre A; C A C -+ C Agy1 teljesiil (k < n), akkor |F|
legfeljebb annyi, mint a k legnagyobb n szerinti binomialis egyiitthato Osszege. Ez a korlat nem
javithato, hiszen valaszthatjuk azokat az F' halmazokat, amikre | 2=E+L| < || < |nth=1|

Mivel sok P poset esetén fog a legnagyobb P-mentes halmazrendszer az dsszes n/2-hoz kozeli
méretii részhalmazbol allni, célszert bevezetni a kovetkezé jelolést.

| ntm=1
2

Jelblés X(n,m) = E (n) jeloli az m legnagyobb n szerinti binomiélis egyiitthat6 dssze-
i
Z-:L'rLf'rer+1J

gét.
Fogalmazzuk at az Tételt. Legyen Pyi1 a k + 1 elemd lanc poset. Ekkor

La(n, Pyy1) = E(n, k) (2)

Most bebizonyitjuk az[1.2] Tételt. Nem Erdés eredeti bizonyitasat mutatjuk be, hanem Lubell
lancokat hasznaloé modszerét alkalmazzuk [10].

Bizonyitas (|1.2| Tétel) Lancnak nevezziik az [n] alaphalmaz n + 1 olyan részhalmazabol allo
halmazt, amire Ly C Ly C Ly C -+ C L, és |L;| = i teljestil minden ¢ = 0,1,2,...,n esetén.
Osszesen n! lanc van. Kettds leszamlalast alkalmazunk az olyan (C, F') parokra, ahol C egy lanc,
FeCé FelF.

Egy adott F € F részhalmazon osszesen |F|!(n — |F|)! lanc megy 4t. Tehat a parok szama
> F)in— | F])!
FeF

Egy lanc legfeljebb k darab F-beli elemet tartalmazhat, kiilonben megjelenne egy Pry1 poset.
Tehat legfeljebb k - n! par van. Ez alapjan

S IFMn—|F]) < k-n! (3)

FeF

—_

Y s <k (4)
FeF (IF\)

(\}



Ha | F|-et rogzitettnak tekintjiik, bal oldala akkor minimalis, ha a halmazok mérete a lehetd
legjobban megkozeliti n/2-t. Kivalasztva azt a X(n, k) részhalmazt, amire L"‘T’“‘HJ < |F| <

Ln+12c—1J7

egyenlGséget kapunk. Tehat
La(n, Pyy1) = Z(n, k) (5)
O

Mar sok posetre sikeriilt aszimptotikusan meghatérozni La(n, P) értékét, azonban a pontos
érték csak néhany P esetén ismert (lasd [8] és [9]).

A dolgozatban el6fordulé poseteket a Hasse-diagramjuk segitségével abrazoljuk.
Definici6 A P poset Hasse-diagramja egy olyan abra, melyre igaz, hogy ha a b elem a {6l6tt

all, és Ossze vannak kotve, akkor b fedi a-t, azaz a <, b és nincs olyan c elem, amelyre teljesiil
a<, c<p b

2. A mobdszer alapjai

A célunk az, hogy pontosan meghatarozzuk La(n, P)-t végtelen sok P posetre. Ehhez egy
Burcsi Pétertsl szarmazo technikat hasznalunk, amely ebben a fejezetben keriil bemutatéasra. A
modszer lényege, hogy F-nek nem a lancokkal, hanem tgynevezett vastag lancokkal vett metsze-
teit vizsgaljuk.

Definicié Legyen C : Ly C Ly C Ly C --- C L, egy lanc. A C-hez tartoz6 vastag lanc az a
D= {L(), Ll, ey Ln, Ml, MQ, ey Mnfl} halmaz, ahol Mz = L7;,1 @] (LZJrl\LZ)
Ekkor |MZ‘:|L1|:Z,Z<]:>L1CLJ, LiCMj, M1CL] éSZ+].<]:>M1CM]

{Lo,L1,...,L,}-et a D vastag lanc f6szalanak, a {M;, M, ..., M,_1} halmazt a vastag lanc
mellékszalanak nevezziik. D jeloli az sszes vastag lanc halmazat (|D] = n!).

Li={1,2,3,4} = [n]

Ls ={1,2,3} M3 = {2,3,4}
Ly ={2,3} My = {1,2}
Ly = {2} M, = {3}

Lo=0

1. abra. Az 0 C {2} € {2,3} € {1,2,3} € {1,2,3,4} lanchoz tartoz6 vastag lanc
2.1. Lemma. (Burcsi) [2] Legyen F az [n] részhalmazaibol 4ll6 halmazrendszer (n > 2), és

legyen m pozitiv valos szam. Tegyiik fel, hogy

> IFND[ < 2m - nl (6)
DeD

<) g

Ha m egész és m < n — 1, akkor az alabbi erésebb becslés is igaz:

|F| < X(n,m) (8)

Ekkor



Bizonyitas Elgszor szamoljuk meg azt, hogy hany vastag lanc metsz egy adott F' C [n] halmazt.
() és [n] benne vannak mind az n! vastag lancban. Tegyiik fel, hogy F & {0, [n]}. Ekkor |F|!(n —
|F'|)! vastag lanc tartalmazza F-et a fGszalaban, hiszen ennyi lanc megy at rajta. Most szamoljuk
meg, hany vastag lanc tartalmazza I-et a mellékszaldban. Legyen I = Mg, ekkor |F|-(n—|F|)-
féleképpen vélaszthatjuk meg L|pj-et, mivel ki kell cserélniink M| | egyik elemét egy Gjra. Mg és
L p| egyértelmiien meghatéarozzdk L|p|_i-et és L|p1i-et. Ezutan (|[F| — 1)! illetve (n — [F| —1)!
modon valaszthatjuk meg a f6szal elejét és végét. F-et a mellékszalukban tartalmazo vastag
lancok szama tehat |F|(n — |F|)(|F| — D)!(n — |F| = 1)! = |F|!{(n — |F|)!. Tehat F-et Gsszesen
2|F|l(n — |F|)! vastag lanc tartalmazza.

Legyen ¢t = |F N {0, [n]}|. Alkalmazzunk kettGs leszamlalast a (D, F') parokra, ahol D € D,
FeDé FelF.

tenl+ > 2/F|i(n—|F)! < 2m-nl (9)
FEF\{0,[n]}
1 1
s+ Y —<m (10)

FeF\{0,[n]} (IFI)

Mivel (Ln% J) a legnagyobb n szerinti binomialis egyiitthato, és (Ln72 J) > 2, a kovetkezd
adodik:
L
(Ln/Q j)

Ezzel igazoltuk @—et. Ha m egész, m < n — 1, és |F|-et rogzitettnek tekintjiik, bal oldala
akkor minimalis, ha olyan részhalmazokat valasztunk, amiknek a mérete a lehet6 legkozelebb esik
n/2-héz. %(n,m) ilyen részhalmazt véve, (10)-ben egyenldség all. Ezért | F| < X(n,m), tehat
is igaz. UJ

(11)

Definicio A végtelen vastag lanc egy olyan poset, melynek elemei L;, i € Z és M;, i € Z,
definial6 relaciéi pedig
Z.<j:>L7;CLj, LiCMj, MZCLJ

Ly 5 M,
L My
Ly M,
L4 c "My

2. abra. A végtelen vastag lanc

Tetsz6leges vastag lanc elemeibdl a tartalmazéssal, mint relacidval képzett poset részposete a
végtelen vastag lancnak.

2.2. Lemma. (Burcsi) [2] Legyen m egyész szam, vagy egy egész fele, P pedig egy véges poset.
Tegyiik fel, hogy a végtelen vastag lanc barmely 2m + 1 eleme tartalmazza P-t. Legyen F egy
[n] részhalmazaibol 4ll6 P-mentes halmazrendszer. Ekkor

F<m(,) 12)

Ha m egész és m < n — 1, akkor az alabbi erésebb becslés is igaz:

|F| < X(n,m) (13)



Bizonyitas Mivel a vastag lancok elemeibdl all6 poset részposete a végtelen vastag lancnak,
|F N D| < 2m minden D € D-re. Osszesen n! vastag lanc van, tehat

> |FnD|<2m nl (14)
DeD
A 2] Lemmét hasznalva készen vagyunk. OJ
Megjegyzés Konnyen meggy6z&dhetiink arrél, hogy a végtelen vastag lanc tetszdéleges 5 elemét
kivalasztva, két-két elem pirosra illetve kékre szinezhets gy, hogy a pirosak nagyobbak legyenek

a kékeknél. Tehat ha B jeloli azt a négyelemi posetet, amelyenek definialo relécioi a; < by, a1 <
ba,as < by és as < by (lasd [l abra), akkor a Lemma szerint n > 3 esetén

La(n,B) < ¥(n,2) (15)
(15)-ben egyenlség all, mivel valaszthatjuk az Osszes [n/2] és [n/2+1] elem( részhalmazt. Ezzel

1j bizonyitast nyertiink De Bonis, Katona és Swanepoel tételére, mely szerint La(n, B) = X(n, 2),
ha n > 3. Az eredeti bizonyitas a kdrmodszeren alapszik. [3]

3. Fels6 becslés altalanos posetekre

Az el6z6 fejezetben bemutatott modszer segitségével felsd becslést adunk La(n, P)-re minden
véges P poset esetén. Ezutan leirunk végtelen sok olyan posetet, amire ez a fels§ becslés éles,
meghatarozva ezzel La(n, P) értékét ezekre a posetekre. A 3. és 4. fejezet a szerz6 eredményeit
tartalmazza, amelyek publikalas alatt allnak a Burcsi Péterrel kozos [2] cikkben.

Definicié A P véges poset leghosszabb lancanak a hossza az a legnagyobb L(P) szam, amire
valamely a1, az,...,arp) € P esetén a1 < ag < --- < ar(p) teljesiil.

3. abra. Egy poset, aminek |P| = 10 eleme van, és a leghosszabb ldnca L(P) = 4 hosszi

3.1. Tétel. Legyen P egy véges poset, és legyen F az [n] részhalmazaibol 4116 P-mentes halmaz-
rendszer. Ekkor Pl + L(P)
+ n
Fl< | ————~ -1 16
< (P2 -1) (L) 1o

— 1 egész szam és ”DH'# < n, akkor a kovetkezs erGsebb becslés is igaz:

e (o EEHD ) )

|PLL(P)
Ha [EHLE)

Bizonyitas A Lemmét akarjuk hasznalni m = W — 1-gyel. Tehat elég a kévetkezd
lemmat bizonyitani.

3.2. Lemma. Legyen P egy véges poset. Ekkor a végtelen vastag lanc minden |P| + L(P) — 1
elemii S részposete tartalmazza P-t.



Bizonyitas A lemméat L(P) szerinti indukcioval bizonyitjuk. Ha L(P) = 1, akkor S egy |P|
elemi részposete a végtelen vastag lancnak. Kivalaszthatjuk mindet, igy P-t kapunk, mivel P
elemei kozt nincsenek relaciok. Tegytiik fel, hogy belattuk a lemmat minden olyan véges posetre,
amiben a leghosszabb lanc hossza | — 1, és lassuk be egy olyan P-re, amire L(P) = .

Rendezziik sorba a végtelen vastag lanc elemeit a kdvetkezGképpen:
v L—17 M—la L07 M07 Lla M17 L27 M2 ..

Tegyiik fel, hogy P-nek k minimalis eleme van, és véilasszuk ezeknek S els§ k elemét a fenti
sorrend szerint. Vegyiik észre, hogy S Osszes tovabbi eleme, esetleg egy kivétellel, nagyobb a
végtelen vastag lancban a mar kivalasztott k£ elem mindegyikénél. Ha van ilyen kivétel, tordljiik
azt S-bol. Ezutan S-nek legalabb |P| 4+ L(P) — k — 2 eleme marad, mind nagyobbak annal a
k-nél, amit a minimais elemeknek valasztottunk. Jelolje S ezen elemek halmazat.

Legyen P’ az a poset, ami P-b6l marad a minimélis elemek torlése utdn. Ennek |P'| = |P|—k
eleme van és a leghosszabb lanca L(P') = L(P)—1 hosszi. Az indukcios feltétel szerint S” néhény
eleme P’-t alkot, mivel |S'| > |P|+ L(P) —k —2 = |P'| + L(P’) — 1. Ezekhez az elemekhez
hozzavéve az eredeti k-t, egy P posetet kapunk S elemeibdl. O

Megjegyzés Az eddig ismert legjobb fels6 becslés P-mentes halmazrendszerek elemszamara
altalanos P esetén X (n, |P| — 1) volt. Ez az Tételbsl kovetkezik, mivel P részposete a Pp|
lanc posetnek. Az 1j fels6 korlat megegyezik ezzel a lanc posetek esetén, azonban erésebb minden
més posetre. Ekkor ugyanis L(P) < |P|, tehat

b (n, w — 1) < X(n,|P|-1) (18)
Tovabba elég nagy n-re
('P|+2L(P) - 1) (LnT/l2J> < S(n,|P| - 1) (19)

4. Pontos eredmények

Ebben a fejezetben leirunk végtelen sok olyan posetet, amire La(n, P) pontosan meghataroz-
hato a[3.1] Tétel segitségével.

Definicié Egy P véges posetre jelolje e(P) a legnagyobb m egészt, amire az [n] alaphalmaz
Osszes k. k+1,...,k+m — 1 méretd részhalmazabol 4ll6 halmazrendszer P-mentes minden n és
k esetén.

Végtelen sok P-re belatjuk, hogy La(n, P) = X(n,e(P)), ha n elég nagy. Ezzel megerssitjiik
az alabbi sejtést.

4.1. Sejtés. [1I] Minden P véges posetre
Lan,P) =) | ) (140G /n) (20

Bukh belatta a sejtést minden olyan posetre, aminek a Hasse-diagramja fa. [I]

Vezessiink be egy jelolést a[3.1] Tételben szerepls kifejezésre.

Jelolés
_ P+ L(P)

b(P) 5

1 (21)



4.2. Lemma. Tegyiik fel, hogy egy véges P posetre teljesiil e(P) = b(P) és n > b(P)+ 1. Ekkor

La(n, P) = £(n, e(P)) = S(n, b(P)) (22)

Bizonyitas Alljon F az [n] azon részhalmazaibol, melyeknek a mérete L%J < |F|

L%j Ekkor |F| = 3(n,e(P)) és F P-mentes e(P) definicidja szerint. Méasrészt a (3.1
Tétel szerint egy P-mentes halmazrendszernek legfeljebb X(n, b(P)) eleme lehet. O

IN

Most megadunk néhény egyszerd posetet, amire e(P) = b(P) teljestil.

Definicié (Lasd a4] abrat).

FE az egyelemii poset.

A kovetkezd posetek elemei szintekre oszhatok tugy, hogy a pontosan akkor nagyobb b-nél a
posetben, ha a magasabb szinten van, mint b.

B a pillang6-poset, egy 2 szinti poset, 2 elemmel mindkét szintjén.

D3 a 3-gyémant poset, aminek rendre 1, 3 és 1 eleme van az egyes szintjein.

@ az a poset, aminek rendre 2, 3 és 2 eleme van a szintjein.

R az a poset, aminek rendre 1, 4, 4 és 1 eleme van a szintjein.

S az a poset, aminek rendre 1, 4 és 2 eleme van a szintjein.

S’ az a poset, aminek rendre 2, 4 és 1 eleme van a szintjein.

4. dbra. 7 egyszerd poset, amire e(P) = b(P) teljestil

4.3. Lemma. Minden P € {F, B, D3,Q, R, S, S’} esetén teljesiil e(P) = b(P).

Bizonyitas b(P) egész szam mind a hét fenti posetre. Tegyiik fel, hogy e(P) > b(P) + 1
valamelyik P posetre. Ekkor n > b(P) + 1 esetén lenne egy P-mentes F halmazrendszer, ami [n]
részhalmazaibol all és |F| = E(n,b(P) + 1) > X(n,b(P)), ez pedig ellentmond a Tételnek.
Tehat e(P) < b(P). Belatjuk, hogy minden P € {FE, B, D3,Q, R, S, S’} posetre és n, k egészekre
az [n] alaphalmaz Gsszes k,k + 1,...,k + b(P) — 1 elemid részhalmazabol 4ll6 halmazrendszer
P-mentes. Ebb6l e(P) > b(P) kovetkezik, ami teljessé teszi a bizonyitést.

Az allitas trivialis P = E-re, mivel b(E) = 0.
b(B) = 2. Az Gsszes k és k+ 1 elem( részhalmaz alkotta halmazrendszer B-mentes, mivel két
k 4+ 1 elem( részhalmaznak nem lehet két kiilonb6z6 k elemi metszete.

b(Ds) = 3. Az Gsszes k, k + 1 és k + 2 elemt részhalmaz alkotta halmazrendszer Ds-mentes,
mivel ha az A, B részhalmazokra |B| — |A] < 2, akkor legfeljebb két F' halmazra lesz igaz A C
FcCB.

b(Q) = 4. Tegyiik fel, hogy 7 darab k,k + 1,k + 2 vagy k + 3 méreti részhalmaz Q-t formal.
Ekkor koziiliik lesz 4 az also két szinten, vagy 4 a felsé két szinten. Ok B-t kellene hogy alkossanak,
ami nem lehetséges.



b(R) = 6. Tegyiik fel, hogy 10 darab k < |F| < k + 5 méreti részhalmaz R-et formal.
Legyen A a legkisebb, B a legnagyobb részhalmaz. Legyen U az 5 legkisebb részhalmaz unioja.
A masodik szint 4 halmaza mind részhalmaza U-nak, és legalabb 3 kiilonbozik t6le. Hasonloan,
a harmadik szint 4 részhalmaza tartalmazza U-t és legalabb 3 kiilonbozik t6le. Mivel D3 nem all
el m,m + 1 és m + 2 méretd halmazokbol, |[A| + 6 < |U| + 3 < |B|, ami ellentmondas.

b(S) = 4. Tegyiik fel, hogy 10 darab k,k + 1,k + 2 vagy k + 3 méretd részhalmaz S-et
formal. Legyen V a legfels szint két elemének a metszete, ekkor |V| < k + 2. A kozépsé
szint 4 halmaza mind részhalmaza V-nek, és legalabb 3 kiilonbozik téle. Ez a 3 elem V-vel és
a legkisebb részhalmazzal egyiitt egy Ds-at formal k,k + 1 és k + 2 elemii részhalmazokbol, ez
pedig ellentmondés.

Egy halmazrendszer pontosan akkor S’ mentes, ha az elemei komplementerébdl 4116 halmaz
S-mentes. Ezért e(S") = e(S) > b(S) = b(5’). O

Megadunk harom modszert arra, hogy poseteket épitsiink kisebbekbdl, megtartva az e(P) =
b(P) tulajdonsagot.

Definicié Legyenek P;, P, posetek. Legyen P; @ P» az a poset, ami P;-bdl és Po-bdl tgy kaphato,
hogy feltessziik az a < b relaciot minden a € Py, b € Py-re.

Tegyiik fel, hogy P;-nek van legnagyobb M eleme, Pr-nek pedig legkisebb m eleme. Ekkor
jelolje Py ® Py azt a posetet, ami P;-b6l és P>-bdl gy kaphato, hogy azonositjuk M-et és m-et.
Tovabbéa legyen P1 ® P2 = (Pl\{M}) D (PQ\{m})

4.4. Lemma. Tetszbleges véges posetekre
e(PL®Py)>e(P)+e(P)+1 (23)

Ha P, ® P, és Py ® P, értelmezve vannak, akkor

Bizonyitas Ahhoz, hogy Pj-et talaljunk, legalabb e(P;) + 1 szint kell, P>-héz pedig legalabb
e(Pz) + 1 szint. @ definicidja szerint Py legalso szintje P; legfelss szintje felett van Py & P
tetszdleges elGallitasanal, tehat Py @ P-hoz legaldbb e(Pr) + 1 + e(Ps) + 1 szint kell. P ®
Ps-re ugyanigy érvelhetiink, hozzatéve, hogy P; legfelsd szintje egybeesik P» legalso szintjével.
Hasonloan (Pi\{M?}) és (P2\{m}) elhelyezéséhez legalabb e(P;) illetve e(Py) szint kell, és ezek
a szintek egymas felett kell hogy legyenek. Ez igazolja a P; ® Ps-re felirt becslést.

Megjegyzés A sorban minden esetben egyenlSség 4ll. (Lasd [6]) Most azonban csak az
egyenl6tlenségre lesz sziikségiink.

4.5. Lemma. Tegyiik fel, hogy P; és P, olyan véges posetek, amikre teljesiil e(Py) = b(Py) és
e(Pz) = b(P2). Ekkor
e(PL @ Py) =b(P, @ Py) (26)

Ha P, ® Py és Py ® P értelmezett, akkor
e(P1 ® Py) = b(P ® Py) (27)
e(P1®© Py) =b(P© Py) (28)

Bizonyitas

P& B| = |Pi|+ R, L(PL® P) = L(P

|PL @ Po| = |P1| + |P2| =1, L(P, ® Py) = L(
|P1®P2|—|P1|+|P2|—2 L(P1®P2)= L(P,

A fentiek és (21)) alapjan
e(P1 > PQ) > G(Pl) + G(PQ) +1= b(Pl) + b(PQ) +1= b(P1 S¥) PQ) (29)

) + L( ) és €(P1 D PQ) Z G(Pl) + G(PQ) + 1,
P)+ (PQ)—l és 6(P1®P2) > 6(P1)+6(P2),
)+L(P2)—2€S€(P1@P2)>€(P1)+€(P2)—1



Ha P, ® Py és P ® P, értelmezett, akkor
B(Pl ® Pz) Z E(Pl) + G(Pg) = b(Pl) + b(Pg) = b(Pl ® PQ) (30)
6(P1 ® PQ) Z B(Pl) + e(Pg) —1= b(Pl) + b(Pg) —1= b(Pl O) PQ) (31)

Mar lattuk, hogy e(P) < b(P) minden posetre igaz, ezzel készen vagyunk. [

i

5. abra. Az E,B,D3,Q,R,S és S’ posetekb6l a @, ® és © miiveletekkel felépitett posetek.
P=S5®D3s®B®B, P,=S®D3QR®E és P3=0Q ® D3 ® D3 ® Ds.

A kovetkezd tétel Osszefoglalja az eddig bizonyitottakat.

4.6. Tétel. Legyen P egy véges poset, ami felépithets az F, B, D3, Q, R, S és S’ posetekbdl a
@, ® és © miveletekkel (az[5| dbran lathaté harom példa). Ha n > b(P) + 1, akkor

La(n, P) = X(n,b(P)) = %(n, e(P)) (32)
Bizonyitas A[1.3] és[i.5] Lemmék szerint e(P) = b(P). Ekkor az Lemma bizonyitja a tételt.

Megjegyzés A Tétel kozos altalanositasa Erdds tételének (1.2) Tétel), a B posetre vonat-
kozé tételnek (lasd [3]) és a kovetkezs eredménynek.

4.7. Tétel. Tétel, k=3 eset) Ha n > 2, akkor
La(n, D3) = ¥(n, 3) (33)

5. Tovabbi problémak

Ebben a fejezetben két olyan extremélis problémat vizsgalunk, ahol a kizéart struktira a
tartalmazasi relaciokon kiviil bizonyos részhalmazok méretének egyenl@ségét is magaban foglalja.
Ehhez a Griggs, Li és Lu altal kifejlesztett particids modszert hasznaljuk majd. A modszer
lényege, hogy [n] lancait particionaljuk, majd minden csoportra megnézziik, hogy az ottani lancok
atlagosan hényszor metszik az F halmazrendszert. Ezen szidmok maximuméat véve fels6 becslést
nyeriink F és egy véletlen lanc metszetének varhaté méretére. Innen pedig adodik egy fels6 korlat
|F|-re. A bizonyitésok kulcsa a lancok megfelels csoportositéasa, ez fliggeni fog F-t6l. A particios
modszert felhasznéalva hataroztak meg La(n, P) pontos értékét bizonyos gyéméantposetekere.



Definiciéo A Dy (k > 2) k-gyémant egy k + 2 elem poset, melynek elemei A, By,..., By és C
teljesitik A < B; < C-t minden 1 < i < k-ra.
5.1. Tétel. (Griggs-Li-Lu) [7] Legyen n,k > 2, és legyen m = [logy(k + 2)].

(1) Ha k € [2m~1 —1,2m — (Lmn;%) — 1], akkor

La(n, Dy) = X(n,m) (34)

(2) Ha k € 2™ — ([mw/l2j)72m — 2], akkor

2m —k—1 n
Y (n,m) < La(n, Dy) < (m +1- W) (Ln/%) (35)

Griggs és Li az [5] cikkben a particios modszer tovabbi alkalmazéasait mutatjék be.

Az Tételbe k = 4-et helyettesitve azt kapjuk, hogy La(n, Ds) = X(n, 3). Belatjuk, hogy
ha D, helyett csak az olyan Dj4-et zarjuk ki, ahol a k6zéps6 4 részhalmaz mérete egyenls, akkor
a maximalisan kivalasthato részhalmazok szama 3(n, 3)-r6l X(n,4)-re né.

5.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy F az [n] halmaz részhalmazainak olyan rendszere, amiben nincs 6
olyan részhalmaz, amire A C By, By, B3, By C C és |B1| = |Bz| = |Bs| = |By| teljesiil. Ekkor
|F| < E(n,4).

IA\ _ Bf
(«‘ ) =— Egyenld meletuek
»
ANV
A B,

6. abra. A kizart strukttra az és Tételben.

Bizonyitas Legyen F a feltételeket teljesité halmazrendszer. Csoportositsuk [n] lancait a ko-
vetkezGképpen. Minden A C B A, B € F péarra jelolje Cyp azon lancok halmazét, melyekenek
F-fel vett minimalis, illtve maximélis metszete A, illetve B. Legyen Cjy azokanak a lancoknak
a halmaza, amelyek legfeljebb 1 F-beli halmazt tartalmaznak. Ekkor ave (¢cNF) < 1. Ha

ceCap

|B| — |A] < 3, akkor aye (cNF) < 4. Tegyiik fel, hogy |B| — |A| =t > 4. Ekkor
c AB

t—1 —1
2
ave (cﬂ]—')<2+32(> <243 5 =4 (36)

ceCan =

Tehéat F-nek egy véletlenszertien valasztott lanccal vett metszetének varhatod értéke legfeljebb 4.
Mivel egy adott F' € F halmaz (\;I)_l valoszintiséggel van benne egy véletlen lancban,

5 ()

FeF
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Ha |F|-et rogzitettnak tekintjiik, bal oldala akkor minimalis, ha a halmazok mérete a lehets
legjobban megkézeliti n/2-t. Kivélasztva azt a X(n,4) részhalmazt, amire 252 | < |F| < [2E2 |,
egyenlgséget kapunk. Tehat |F| < X(n,4). O

Megjegyzés A fenti tétel dllitdsa nem javithatd, hiszen nem talalunk 6 halmazt a kért tulaj-
donsaggal, ha a 4 kozéps6 szint 0sszes halmazat valasztjuk.

5.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy F az [n] halmaz részhalmazainak olyan rendszere, amiben nincs
r + t + s olyan részhalmaz, amire Ay, As,..., A, C By C By C --- C By C C1,(5,...,Cy és
|A1] = |As| = - = |A4,], |C1] = |Ca| =+ = |Cy] teljesiil. (r,s,t > 1) Ekkor

|F|§E(n,t+1)+<tn+7}+2J> <W+O<Tl;%m>> .
2

A tétel bizonyitasahoz két lemmaéra lesz sziikségiink. Az els6 egy technikai allitas, ami szerint
az n/2-t6l jelentSsen eltéré mérettd részhalmazok szama elhanyagolhaté. A lemmat bizonyitas
nélkiil k6zoljiik.

5.4. Lemma. [8] Legyen k = 2y/nlogn. Ekkor

SHUREARIES

5.5. Lemma. Tegyiik fel, hogy F az [n] halmaz részhalmazainak olyan rendszere, amiben nincs
s + 1 olyan részhalmaz, amire B C C1,Cy,...Cy és |Ch]| = |Ca] = -+ = |C4| teljesiil. Jelolje Fy
azon F-beli F' elemek halmazat, melyekre § — k < |F| < & + k, ahol k = 2y/nlogn. Ekkor

2
ave (cNFg) <1+ ZS + O(kn™?) (40)

ceCa

Bizonyitas Legyen F egy ilyen halmazrendszer.

Minden A € Fj részhalmazra legyen C'4 azon lancok halmaza, melyeknek A a minimélis kdzos
eleme Fy-val. Jelolje Cy azon lancok halmazat, melyeknek nincs kozos eleme Fp-val. Ekkor

ave (cNFi) =0 (41)

ceCy

Legyen A € Fj tetszGleges részhalmaz, az A-t tartalmazo Fj-beli részhalmazokat jelolje
B1, Bs, ... B;. Ha rogzitjiik egy lanc elejét (-t61 A-ig, akkor annak a valosziniisége, hogy atmegy

B;-n (I g_Tl_‘?l”f . Mivel nincs s darab egyenld méretii halmaz F-ben, ami tartalmazza A-t,
FHk—|F] -1
n—|F| s—1 9 2(s—1) 9
<1 -1 <1 <l4—-—= k
c(é%i(m]:’“)— +(s—1) ;:1 ( ; > < +n_|F|+O(n ) <1+ - +0(kn™%)
(42)
([

Bizonyitas Tétel) Legyen F egy halmazrendszer, ami kielégiti a feltételeket. Legyen
k és Fi ugyanaz, mint az Lemmaban bizonyitasaban. Szinezziik fehérre Fj azon elemeit,
amelyek tartalmaznak r méasik egyenlé mérett Fj-belit, és részhalmazai s masik egyenld méretid
Fi-belinek. Legyenek pirosak Fj azon elmei, amelyek tartalmaznak r masik egyenld méreti
Fi-belit, de nem részhalmazai s mésik egyenlé méretii Fy-belinek. Legyen Fj t&bbi eleme zold.

Ekkor a fehérek halmazaban nem lehet ¢ pontti lanc. A pirosakra alkalmazhato az[5.5] Lemma,
hiszen egyik piros halmaz sem részhalaza s masik egyenld mérett pirosnak. Hasonloéan felirhatd
a lemma a z6ld halmazok komplementerébdl all6 halmazrendszerre is.

ave(cNFp) < t—1 (43)
ave(cNFp) < 14 y +O(kn™?) (44)
weenFy) < 1420 =Y 4 on2) (45)

n
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Adjuk Gssze ezeket a becsléseket.

2(r+s—2)

ave(cNF) <t+1+ + O(kn™?) (46)

Rogzitett | Fi| estén ave(c N Fy) akkor minimalis, ha a halmazok mérete a lehets legkdzelebb
esik n/2-hoz. Ezért

fﬂﬁE(n,h—l)—F(VLﬁhJ) (W—FO(?{;‘%@)) (47)

A kimarad6 halmaz mérete ehhez képest elhanyagolhato:

<) o)

Ezért fennéll a bizonyitandé egyenlGtlenség.

\F| = |Fi| + [F\Fi| < S(n,t+1) + (L"*ZQD (2(”52)+o (j;é@)) (49)
2

n

Az[5.3] Tétel két tekintetben is megjavitja a kovetkezd tételt. Jobb felss korlatot kaptunk
ugyanis, mikoézben csak egy bonyolultabb strukrarat zartunk ki.

5.6. Tétel. (Griggs-Lu) [8] Tegyiik fel, hogy F az [n] halmaz részhalmazainak olyan rendszere,

amiben nincs r + t + s olyan részhalmaz, amire Ay, As,..., A, C By C By C --- C B, C
C1,Cs, ..., 0 teljesiil. (r,s,t > 1) Ekkor

r4s— log(n
F St (Ln+t+2j> <2(t+2)(n+ 2) +o< nﬁi )>> (50)

3

2

Megjegyzés Van olyan F halmazrendszer, ami mentes a fent kizart struktaratol és az elemszama

IF| > S(n,t+1) + <L”£”J) (("”_2) - O(n-2)> (51)

2 n

Valasszuk ki ugyanis a kozépss t+1 szintrél az Osszes részhalmazt. Az alulrol kovetkezs szinten

n
r—1

valasszuk ki a legnagyobb osztalynak megfelels részhalmazokat. Konnyen lathato, hogy ezek koziil
semelyik r-nek sem lesz kozos egyelemi bévitése. Hasonldan jarhatunk el a feliilr6l kévetkezd

minden részhalmazhoz rendeljiik hozza az elemei indexének 6sszegének

—‘—es maradékat, majd

szinten az L’%—‘ -es maradékokat tekintve. (Ez Tran konstrukciojanak egy valtozata. Lasd [12])
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