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Kivonat

A dolgozatban egy tomegkozlekedésbél szarmazé litemezési problémaéval, a vezetd {iteme-
zéssel foglalkozunk. A célunk, hogy egy adott napra elkészitsiik a vezet6k beosztasat a
megadott jaratokhoz. A vezeték munkaidejére alsé és felsé korldtok adottak, tovabbé biz-
tositanunk kell szdmukra egy hosszabb ebédsziinetet. A problémat egészértékili programozasi
feladatként fogalmazzuk meg, melynek megoldésa sordn oszlopgeneraldst alkalmazunk. Az
oszlopgeneralds szubprobléméja eréforras korlatos legrovidebb 1t keresésére vezet vissza,
melynek megoldasdra kétféle médszert dolgozunk Kki.

A feladat megolddsédra kidolgozott két algoritmust implementéljuk, és a BKV menetrend-

jeibdl elkészitett inputokon teszteljiik.



1. Bevezeto

A tomegkozlekedésben gyakran felmeriilnek iitemezési kérdések. A jarmiivezetOk beosztdsai-
nak elkészitése egy Osszetett folyamat része, melyet a probléma bonyolultsidga tobb szinten kell
kezelni. Az els6 szinten helyezkedik el az tigynevezett jarmii litemezési feladat (Vehicle schedul-
ing), melynek sordn a menetrendben szerepl6 utakhoz kell jarmiiveket rendelni. A cél az operativ
koltségek minimalizaldsa, melybe beletartoznak példaul a jarmiivek hasznalatanak koltségei. A
maésodik szinten helyezkedik el az dltalunk vizsgélni kivant vezetd titemezési feladat (Driver sche-
duling). Ekkor rendelkezésre dllnak a jarmi iitemezés sordn elkészitett jaratok. A célunk egy
adott napra, a vezetéket hozzarendelni az egyes jaratokhoz, bizonyos feltételeknek megfelelve.
Tipikus megszoritdsok példaul a vezeték munkaidejére vonatkozo alsé-fels6 korlatok, illetve a
miiszak kdzbe beiktatott sziinetek. Az efféle feltételek orszagonként, teriiletenként valtoznak,
de legtobb esetben biztositani kell a vezetd szamaéra egy hosszabb ebédsziinetet, esetleg tobb,
rovidebb sziinetet. A sziinetek a miiszakot tobb részre vagjak, melyek hosszara szintén bevezet-
hetSk kiilonbo6zé korlatok. A kovetkezo szinten helyezkedik el a vezetd beosztési feladat (Driver
rostering), ahol a vezet6k hosszabb tdvi beosztdsat kell elkésziteni. Az el6z8 szinten elkészitett
napi beosztasokbol kell a vezeték szaméra Osszedllitani néhany hétre elére a munkarendjiiket.
Itt is kiilonféle korlatozasi feltételek lehetnek, mint példaul a heti, havi munkaidére vonatkozo
alsé-fels6 korlatok, vagy az egymast kovetd napokon teljesitendd munkadrak szama.

A dolgozatban tehat a vezetd iitemezéssel fogunk foglalkozni. A 2. fejezet elején egy révid
szakirodalmi attekintést nytdjtunk, majd részletesen ismertetjiik a vizsgalni kivant problémat. A
feladatot egy egészértékili programozasi feladatként fogalmazzuk meg, melynek megoldédsa soran
oszlopgeneraldst alkalmazunk. A kihivast az Uj oszlop legeneraldsa jelenti, mely egy eréforras
korlatos legrovidebb Ut keresésére vezet vissza. Ezzel a probléméval a 3. fejezetben részletesen
foglalkozunk.

A TDK munka 6 célja egy olyan program elkészitése volt, amely az inputként megadott jara-
tokhoz elkésziti az adott feltételeknek megfelelve a vezetOk beosztdsait. Ezért a modellezésen,
és megoldas kidolgozasan tul, 6 eredményeként a megoldds implementaciéit emelném ki. Az
els6 implementacié sordn az egészértékli programozasi feladatot, és az oszlopgenerdlas arazasi
feladatat is egy altaldnos MIP-megoldé segitségével oldottam meg. Egy hatékonyabb algo-
ritmus reményében készitettem el a masodik implementdciét, ahol a 3. fejezetben bemuta-
tott mddszerekkel oldottam meg az arazasi feladatot. A két implementéacié teszteléséhez a
BKYV menetrendjeibdl készitettem input fajlokat. Az implementdciok részletezésérél, a futdsi

eredményekrol, és azok értékelésérol a 4. fejezetben lesz szd.



2. A probléma ismertetése és modellezése

2.1. Attekintés

A buszvezetd litemezés régdta vizsgdlt probléma. A bevezetOben mér emlitettiik, hogy ebben
a feladatban az adott jaratokhoz kell a vezetOket beosztani bizonyos feltételeknek megfelelve.
A feltételekre Wren és Rousseau tobb példét is emlit ([10]), de tipikus megszoritds a vezetk
munkaidejére vonatkozo alsé-fels6 korlat. Rendszeresen felmeriilnek olyan megkotések, melyek a
vezetdk pihendidejére vonatkoznak. T6bbnyire biztositani kell a vezeték szamara egy hosszabb
ebédsziinetet, vagy akar tobb, rovidebb sziinetet is. Ezek a korlatok teriiletenként, orszagonként
valtoznak, és fliggnek tomegkozlekedési vallalattdl is.

A feladat megolddsédra alkalmazhaté tobbek kozott linedris programozés ([4],[11]), evoliicids al-
goritmus ([8]), tabu keresés ([9]) is. A linedris programozdsi modell esetén a megolddsra gyakran

oszlopgeneréldst alkalmaznak ([3]).

2.2. A vizsgalni kivant probléma

Tegyiik fel, hogy van egy kozponti dllomasunk, és a buszok vagy villamosok e kdzponti allomas és
maés allomésok kozott ingdznak a nap folyaméan. Budapesti példanal maradva egy ilyen kozponti
allomés lehet a Mexikoi ut, amely a 3-as és 69-es villamosjaratok végallomésa, vagy akar a Széll
Kalman tér, ami jelenleg az egyik legfontosabb kozlekedési csomdépontja Budapestnek. Tébbek
kozott 14 busz-, és 4 villamosjarat végalloméasa ez.

Tegyiik fel, hogy egy jarmii (tovdbbiakban busz) napi menete abbdl &ll, hogy a kozponti al-
lomdsrél forduldkat teljesit. Egy forduld (workpiece) alatt azt értjiik, hogy elindul a kdézponti
allomasr6l majd bizonyos ut megtétele utan oda visszatér. Tulajdonképpen a forduldk indulési
és érkezési id6pontjai lesznek a problémank inputja. Egy vezetd beosztdsdt tgy adjuk meg,
hogy megmondjuk melyik forduldokat kell teljesitenie. Ez magédban foglalja azt, hogy a vezetdk
kizarolag a kozponti allomédson valthatjak egymaést.

Két forduld kozott persze elképzelheté valamennyi sziinet. Ha ez a sziinet kevesebb, mint a
percet vesz igénybe, akkor dtszdlldsnak nevezziik, ha pedig legalabb e;, legfeljebb e, percig tart,
akkor ebédsziinetnek nevezziik. Més sziinetet nem engediink meg. Egy vezetd beosztasat akkor
nevezziik megengedettnek, ha legalabb L, legfeljebb U 6rat olel fel (melybe beleértjiik a fordulék
teljesitését és a sziineteket is), és pontosan egy ebédsziinetet tartalmaz. Természetesen egy be-
osztas megengedettségéhez az is hozzatartozik, hogy nem szerepelhet benne két olyan forduld,
melyek id6ében fedik egymaést. Az olyan példdinkban, melyek egy teljes nap forduldit tartal-
mazzdk, példaul a kovetkezd korlatokat tekinthetjitk: a = 30 (perc), e; = 30 (perc), e, = 60
(perc), L =7 (6ra), U =9 (6ra).



2.3. A workpiece graf

A feladat modellezése és megoldasa miatt elkészitjiik a kovetkezd irdnyitott grafot. Minden w
fordulénak felvesziink egy irdnyitott w'w” workpiece-élt. Az él hossza a fordulé idStartama lesz.
Ha a w; forduld utdn kozvetleniil elvégezhetd a wo forduld egy atszallas vagy egy ebédsziinet
kozbeiktatdsdval, vagy esetleg sziinet nélkiil, akkor behizzuk a w{wj irdnyitott élt. Ennek az
élnek a hossza a sziinet idétartama lesz, tovabbd ha ez egy ebédsziinetnek felel meg, akkor az élt
ebéd-élnek nevezziik. Miutan ezt minden forduléparra megtettiik, felvesziink egy s és t pontot.
Minden w forduléhoz bekétjik az sw’ és w't éleket, melyeknek hosszuk 0 lesz. A 1. dbran egy
10 fordul6bdl all6 inputbdl készitettiik el a workpiece grafot.

A workpiece graf tehdt egy aciklikus graf, melyben s egyértelmii forras, és t egyértelmii nyel6.

Jegyezziikk meg, hogy minden megengedett beosztasnak megfelel a workpiece grafban egy st

at a kovetkezOképpen. Ha a beosztds sorra a wi,ws, ..., w, fordulokbdl all, akkor létezik az
(s, wh, wf, wh,wy, ... w,wy,t) 4t a grafban. Es ez az tit pontosan ott hasznal ebéd-élt, ahol a

beosztasban ebédsziinet kovetkezik. Hasonlbéan egy st itnak is megfelel egy beosztas, de az mar
korant sem biztos, hogy megengedett. Ennek megfelelen egy st utat megengedettnek neveziink,
ha neki megengedett beosztas felel meg.

Nyilvanvald, hogy ha adottak a forduldk indulési és érkezési id6pontjai, akkor a workpiece graf
egyértelmiien elkészithets. Megjegyezziik tovdbbé, hogy a workpiece graf a stlyokkal és a (work-
piece, ebéd) cimkékkel a probléma szempontjibdl minden fontos adatot tartalmaz (kivéve az L
és U értékeket). A tovdbbiakban ezért nem foglalkozunk a graf elkészitésével, hanem egyszeriien
a gréafot és az L, U értékeket tekintjitk a problémank inputjanak.

Erdemes itt megjegyezni, hogy a megolddsunk a fent lefrt feladatnél altaldnosabb problémék
megoldasara is alkalmas lesz. Ha példaul nem koveteljiik meg, hogy a vezeték csak a kozponti
allomason valthassak egymaést, akkor nem kell a megoldasunkon, hanem elegendé a workpiece
graf elkészitésén véaltoztatni. Ha példaul az A és B végallomasokon is megengediink atszallasokat,
akkor A és B kozotti forduldkkal készitjiik el a grafot. Atszall6- illetve ebéd-éleket kizardlag akkor
hizunk be, ha az atszallas illetve ebédsziinet azonos allomason torténik. Hasonléan hozzavehetok

a modellhez azon forduldk, amikor a gardzsbdl ki, illetve gardzsba visszaviszik a jarmiiveket.

2.4. Az IP-modell

Jelolje w a forduldk szamat, d a megengedett beosztdsok szamat. Jeldlje A az a matrixot, melynek
oszlopai a megengedett beosztdsoknak felelnek meg, sorai pedig a forduléknak, és A;; = 1, ha
a j. beosztds tartalmazza az i. fordulét, 0 egyébként. Tehat A € {0,1}**? a fordulé-beosztés

incidencia matrix. Jelolje z; azt, hogy a j. beosztdshoz rendeliink-e vezetét (z; = 1) vagy sem



(x; =0). Az kovetkezd egészértékil programozasi feladatot irjuk fel:

d
mianj
j=1
Ax > 1 (1)

z>0
x ezl

Rogton kezdjitk néhdny megjegyzéssel a modellel kapcsolatban. Ax > 1 azt jelenti, hogy minden
forduldt szeretnénk legalabb egyszer fedni. Azért nem Az = 1 szerepel, mert szinte biztosan nem
tudunk olyan beosztéast késziteni, ahol minden fordul6é pontosan egyszer lenne fedve. Példdul ha
csak egyetlen buszunk van, akkor erre nagyon konnyi példat adni. Ebbdl mar lathato, hogy
a probléméanknak megfelel6 tokéletes megoldast nem fog garantalni a modell, de ha csak kevés
olyan fordulénk van, amire tébb vezetd is be van osztva, azzal most megelégsziink. Mivel x
nemnegativ, valamint az A métrix 0-1 értéki, ezért £* < 1 minden optimdlis z* megoldasra.
Ezek utan lathato, hogy a célfiiggvény a vezetdk szamét minimalizalja.

Az A métrix elkészitése bonyolult feladat lenne, hiszen minden megengedett beosztést el kellene
késziteniink. Masrészt ha még el is készitenénk, akkor nagy méretli IP-feladathoz jutnank,

melynek kozvetlen megolddsa nem hatékony. Ezért (1)-t oszlopgeneréldssal oldjuk meg.

2.5. Oszlopgeneralas

Nagy méretii IP-feladatokra bevett szokds oszlopgenerdldst alkalmazni ([1]), mely esetiinkben a
kovetkezoképpen néz ki. Elészor kiindulunk egy olyan beosztdsokbdl all6 D matrixbdl, melyek
egyiitt minden fordul6t lefednek, azaz melynek 1étezik megengedett megoldédsa (1)-re. Egy ilyen
D maétrixot akar a megengedett beosztdsok mohd keresésével is elkészithetiink. Mi egy maés
megoldast valasztunk, melyre késobb visszatériink.

Irjuk fel (1) LP-relaxéltjat egy ilyen D métrixra (2) és annak dudlisat (3):
min{z-1: Dz > 1,z >0} (2)

max{y-1:yD <1,y >0} (3)

Tegyiik fel, hogy megoldottuk a relaxdlt problémdt és kaptunk egy (x,y) primdl-dudl meg-
olddsparjat (2)-(3)-nak. Az z-nek megfelel (1) egy megengedett & megoldasa: & = (x,0), ahol z a
D-beli oszlopokhoz tartozik. Ha yA < 1 is teljesiil, akkor (&, y) primél-, illetve dudl-megengedett
megoldasok (2)-(3)-ra, és ezért optimdlis megolddsok (Z-1=x-1=y-1).

Tehat yA < 1 teljesiilését kell ellendrizniink. Az y valéjaban egy koltségfiiggvényt ad a for-
duldkon, és ya < 1 azt jelenti, hogy az a beosztas 6sszkoltsége y szerint legfeljebb 1. Legyen
& az y szerint legdragabb megengedett beosztas koltsége. Ha £ < 1, akkor minden megenge-
dett beosztas koltsége legfeljebb 1, és igy yA < 1 teljesiil. Viszont ha & > 1, akkor yA < 1



nem teljesiil. Ebben az esetben a &-nek megfelel6 megengedett beosztast hozzavessziik D-hez,
és megoldjuk a feladatot most mar az Gj matrixra. Ezt az eljarast folytatjuk amig optimalis
megolddshoz jutunk, vagy mig egy bizonyos iterdcidszamot el nem ériink. Mindkét esetben a
legenerdlt matrixra oldjuk meg az (1) IP-feladatunkat.

A fenti eljaras ismeretében megfigyelhetjiik, hogy a kiindulé D maéatrixnak nem kell feltétleniil
megengedett beosztasokbdl allnia, ezért mi a w x w méretii egységmatrixbdl indulunk ki. Ugyanis
az oszlopgeneralas befejeztével egy optimalis megoldés valdsziniileg mar nem hasznalja a kiinduld
oszlopokat, hiszen ha valamely forduldt lefed egy megengedett beosztas, akkor a forduléonak meg-
felel6 D-beli egységvektort mar nem hasznélja optimélis megoldas. Ahhoz, hogy ezt biztositsuk,
a kezdeti oszlopokra nagyobb silyt adhatunk a célfiiggvényben.

A legf6bb kérdés ezek utéan az, hogyan taldlhatjuk meg a legdragdbb megengedett beosztast.
Ezt nevezziik az oszlopgenerdlas szubproblémaéjanak, vagy masképp drazasi feladatnak. Ehhez
a workpiece grafot fogjuk hasznalni. Az y dudlvaltozdkat fogjuk a megfelelé workpiece-élekre
irni, minden maés élre 0 koltséget {frunk. Ekkor minden megengedett beosztas koltsége y sze-
rint egyenlo a neki megfelel6 megengedett st ut koltségével. Valdjaban nem az y, hanem a —y
értékeket fogjuk az élekre irni, ezért a tovabbiakban a workpiece gréafban legolcs6bb megengedett

st utat keresiink.

2.6. Az erotforras korlatos legrovidebb it

A resource constrained shortest path problémanak tekintsiik a kdvetkezd valtozazat. Adott egy
irdnyitott D = (V, A) graf kitiintetett s,t € V pontokkal. Minden a € A élre adott a ¢,

koltség, valamint az R, = (rl,... r¥) eréforras vektor. Adottak tovabb a Aj,..., A értékek is
(Cas Aiyrt € R). A feladat olyan c szerint legolcsébb P st utat keresni, melyre Z ri < \; fennall
a€P

minden ¢-re, vagyis az it minden eréforrds korlatot teljesit.

A feladat altaldban NP-teljes ([5]). A megoldasi médszerek kozott szerepel példdul a dinamikus
programozds, vagy a cimkézd algoritmus ([6],[7]).

Valéjdban a mi szubproblémdank is megfogalmazhaté eréforras korlétos legrovidebb (legolcsbb)
ut kereséseként. A ¢ koltségfiiggvény értelemszeriien jon az eddigiekbél: ¢, = —yq, ha a
workpiece-él, egyébként pedig 0. Az st Gt megengedettségéhez két dolog sziikséges. Egyrészt
az Osszhosszanak L és U korlatok kozé kell esnie, tehdt minden a élen lesz egy rl értékiink,
amely az él hosszat jeloli. Mdsrészt az st itnak pontosan 1 ebéd-élt kell tartalmaznia, ezért min-
den a élen lesz egy r2 értékiink tigy, hogy r2 = 1, ha a ebéd-¢l, és 0 kiilonben. Ezek utdn olyan

legolesobb P st utat kell kerestink, mely teljesiti a kovetkezoket: L < Z rl<U, Z r2=1. A
acP acP
kovetkezo fejezetben ennek a feladatnak a megoldasdval foglalkozunk.



3. Az eroforras korlatos legrovidebb 1t probléma

Ebben a fejezetben az er6forras korlatos legréovidebb it (RCSP) megoldédsaval foglalkozunk. A
probléma inputja az el6z6 szakaszban leirt workpiece graf, valamint ennek élein a ¢ koltségfiigg-
vény, az (r!,r?) eréforras vektor. Inputként kapjuk még az Ly, Lo, Uy, Uy eréforrés korldtokat is.
Az r! érték az él hosszét jeloli, az r? értéke pedig az ebéd-éleken 1, méashol 0.

A megoldés implementdldsa sordn Beasley és Christofides cikkét ([2]) kovetjitk. A cikkben leirt
modellt tobb helyen le tudjuk egyszerisiteni, és hatékonyabb megoldasokat tudunk alkalmazni,
ugyanis az input grafunk nagyon specidlis. Ezt helyenként ki is hangsilyozzuk. A megoldés
sordn az (RCSP) feladatot egészértékii programozési feladatként fogalmazzuk meg. Bizonyos
egyenlGtlenségeket relaxalva korldtok nélkiili legolecsobb 1t keresésére vezet a probléma, melyet
mar kénnyedén meg tudunk oldani. Az igy kapott lagrange alsé korldt maximalizdsara szubgra-
diens médszert alkalmazunk, mely utdn az (RCSP) feladat optimélis megolddsdat Branch and

Bound algoritmussal hatarozzuk meg.

3.1. Egészértékii programozasi modell

A graf minden ij elére bevezetiink egy x;; valtozét. Azt szeretnénk, hogy z;; értéke 1 legyen, ha
az optimalis Ut tartalmazza az ij élt, kiilonben 0. Az (RCSP) feladat a kdvetkezéképp irhaté fel

egészértékli programként:

min E CijTij

ijEA
Li< ) rhay <Ux k=12
ijEA
Z Tij = Z zj; VjeV —{st} (RCSP)
it ijEA i JIEA
Z Tsj = 1
j: sjEA

Ti5 € {0, 1} Vij e A

Az utols6 harom egyenl6tlenség biztositja, hogy x 0-1 értékii legyen, és az 1 értéki élek st-utat
hatarozzanak meg. Itt fontos kiemelniink, hogy a graf aciklikus, kiillonben az 1 stilyu élek st sétat
alkothatndnak, s6t ettél diszjunkt koroket is adhatndnak. Az elsé feltétel biztositja az eréforras
korlatok teljesiilését, és ezek utdn lathatd, hogy a célfiiggény valéban a legolcsdbb erdforras

korlatos ut koltségét adja.

3.2. Lagrange-relaxacio

Relaxaljuk (RCSP) els6 feltételét. Legyenek s, > 0 (k = 1,2) az alsé korlatokhoz tartozéd
lagrange multiplikdtorok, ¢, > 0 (k = 1,2) pedig a fels6 korldtokhoz tartozék. A lagrange alsé



korlat programunk (LLBP) ebbél az alabbi lesz:

2

2
min Z <Cij + Z(tk — sk)rfj> Tij + Z(SkLk —t.Uk)
k=1

ijEA k=1
Z Tij = Z Zji VjEV—{S,t}
it 1jEA i JIEA (LLBP)
Y. @ =1
j: sjeA

Tij € {0, ].} Vij e A

Az (LLBP) feladat nem maés, mint egy legrovidebb st Ut keresése a C' koltségfiiggvény szerint,
ahol

2
Cij = cij + > (ty — Sk)’l"fj
k=1

A legolesébb 1t a grafunkban kdnnyen szamolhatd, nincs sziikség semmilyen specidlis legolesébb
ut keresd algoritmusra. Jelolje ugyanis ds(v) a legrovidebb sv it koltségét. Ekkor a cstcsok egy
topologikus sorrendjében haladva (ds(s) = 0) az aktudlis v csticsra: ds(v) = min{ds(u) + Cyy :
uv € A}.

3.3. Szubgradiens algoritmus

A Lagrange-relaxaci6 tulajdonsdgai alapjan barmilyen s, ¢, > 0 multiplikdtorok mellett (LLBP)
optimumanak értéke als6 becslés (RCSP) optimumaénak értékére. Az alsé becslés maximalizdldsa
érdekében szubgradiens médszert fogunk alkalmazni. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket. Ziax
jeldlje az eddig talalt legnagyobb Lagrange als6 korldtot, Zyp pedig az eddig talalt legjobb fels§
korldtot (RCSP) optimuméra. Zyp kezd6értékét példaul ugy allithatjuk be, hogy a grafban
keresiink egy megengedett st utat, és ennek koltségét adjuk Zyp-nak (az eredeti koltség szerint).

Biax jelolje az iteracidk maximalis szamat.

(i) Inicializdljuk a multiplikdtorokat: s = 0 = tx (k = 1,2). Zmax értékét —oo-nek inicia-
lizéljuk, a B iteraci6 szamlalo értékét O-ra allitjuk.
(ii) Megoldjuk (LLBP)-t az aktudlis multiplikdtorokkal, a megoldast jelolje X. A Zpp alsé

korlatot az alabbi kifejezés adja:

2
Zig = ), CiyXij+ > (sklk — teUs)
ijeA k=1

(iii) Ha Z1p > Zmax, akkor Zpax értékét Zpp-re allitjuk.

(iv) Ha X megengedett megoldds (RCSP) feladatra és ¢ szerinti koltsége kisebb mint Zyg,

akkor Zyp-nek ezt az értéket adjuk.

(v) Ha Ziyax = Zus, akkor ledllunk, mert Zyp optimaélis.
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(vi) Kiszdmoljuk a szubgradienseket:

Gk:Lk_‘%:Arijij k=1,2

)

Hy = -U,+ '%:ATZXM k=1,2
)

(vil) A T 1épéshosszt a kovetkez8képp definidljuk:

T:

> ((Gr)? + (Hy)?)

7(Zys — Z1B)
2
=1

ahol 0 < 7 < 2 érték.
(viii) Frissitjik a multiplikdtorokat:

s = max{0,s; + TGy} k=12
tx :max{O,tk+THk} k=1,2

(ix) B-t eggyel megnoveljiikk. Ha B < Bpax, akkor akkor a (ii) lépéssel folytatjuk.

Az implementacié sordn a szubgrandiens algoritmust még ki fogjuk egésziteni, mert Z,.x és Zup
értékén kivill mast is fel fogunk hasznalni még. Példaul szikségiink lesz a Zy.x-hoz tartozéd
megoldasra. Ezt az (iii) 1épésben tudjuk frissiteni Zyp-hez hasonléan.

Ha a szubgradiens mddszer nem optimdlis megoldassal tér vissza (tehdt nem az (v) 1épésben
all le), akkor (RCSP) optimélis megolddsdnak kiszdmoldsara Branch and Bound algoritmust

alkalmazunk, ahol a Z,,.x-hoz tartozé C{}“"‘X koltségekkel szamolunk tovabb.

3.4. Redukcios tesztek

Lehet&ség van a workpiece graf méretének csokkentésére, és ezaltal az algoritmus futdsi idejének
a csokkentésére az alabbiakban bemutatott tesztek segytségével.

A kovetkezd két tesztet a Lagrange-relaxicié utdn, a Branch and Bound el6tt kell elvégezniink.
Jeldlje D;; az optimum értékét annak az (LLBP) feladatnak, ahol ¢ a forrds, és j a nyeld. Mivel
a grafunk aciklikus (valéjdban annyi is elég lenne, hogy nem tartalmaz negativ kort), ezért D;;
egyenld a C™2* koltségfliggvény szerinti legrovidebb ¢j Ut hosszaval, melyhez még hozza kell
adnunk az aldbbi kifejezés értékét: 22: (s Ly — txUg), ahol sy és ty, a szubgradiens mddszerben a
Zmax-hoz tartozé multiplikatorok. Ckgllszerﬁ ezért a szubgradiens algoritmus sordn a (iii) 1épésben
eltarolni a Zopp = 22: (skLi — txUy) eltolt értéket. A D;; értékeket a szubgradiens algoritmus
végeztével, a Cj7* lft'):l%ségekkel szamoljuk. Ezt ismét tehetjiik ugy, hogy topologikus sorrendben
haladva az ¢ csticstél kezdve minden j csticsra meghatarozzuk a legrovidebb ¢ 1t koltségét, de

most iigyelniink kell arra, hogy csak azokat a kj éleket vizsgdljuk, ahol k az ¢ utdn kovetkezik a
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topologikus sorrendben.

Ezek utan minden olyan 4 cstics torélhetd a grafbol, melyre teljesiil az alabbi:
Dgi+ Dy — Zorr > ZUB (TEST 1)

Ha egy 7 cstuicson keresztiil nem vezet olyan st at, melynek koltsége legfeljebb ZU B, akkor azt
torolhetjiikk a grafbél. A (TEST 1) olyan csicsokat zdr ki, melyekre ez teljesiil, ugyanis egy i-n
keresztiil vezeto st Ut koltségére alsé becslés, ha a legolcsébb si és it utak koltségét osszeadjuk.
Ezek koltségét pedig a Lagrange alsé korldtokkal becsiilve kapjuk (TEST 1)-t.
Teljesen hasonl6 gondolatmenet alapjan minden olyan 75 él torélheto a grafbdl, melyre a kovet-
kez6 fennall:

Dy + Cij +Djy — Zorr > ZUB (TEST 2)

3.5. Branch and Bound

Mint korabban emlitettiik, ha a szubgradiens médszer nem szolgaltat optimélis megoldast az
(RCSP) feladatra, akkor elvégezziik a leirt teszteket, és Branch and Bound algoritmust alkalma-
zunk az optimum megtaldlasara.

A T fat készitsiik el a kovetkezdképpen. Vegyiink fel egy gyokértpontot, mely s-nek felel meg.
Ezutdn minden sv € A élre a grafbdl felvesziink s-hez egy gyereket, és azt mondjuk, hogy az
a gyerek v-nek felel meg. Ugyanezt megesinaljuk az Gj pontokkal is amig lehet. Ekkor a fa
minden levele ¢t-nek felel meg és a faban minden gyokér-levél ut egyértelmilen megfelel a graf
egy st utjanak. A Branch and Bound soréan lényegében ezen a fan végziink mélységi bejarast, és
minden pontban kiszdmolunk az odavezet6 1t optimalis befejezésére egy alsé korlatot.

Ha a fa egy olyan pontjaban vagyunk épp, amely a graf egy ¢ pontjanak felel meg, akkor a fadban
a gyokértol idaig vezetd it megfelel a grafban egy si itnak. Jelolje ennek C™®* szerinti koltségét
W, az tton eddig felhasznélt eréforrdst By (k = 1,2). Jelolje Rfj azt, hogy az i csticsbdl mennyi
a lehetd legkevesebb mennyiség a k. erdforrasbdl amit a j csiicsba elvihetiink. Ezek alapjan,
minden olyan csicsot kikiiszobolhetiink az aktudlis részfabdl, mely olyan j-nek felel meg, melyre

ij € A és az aldbbi teljesiil valamely k esetén:
By + 1} + Rf, > Uy, (TEST 3)

Ez ugyanis azt jelenti, hogy az sj utat barhogy egészitjiik ki st uttd, meg fogja sérteni valamely
er6forras-korlatot.
Megemlitjiik, hogy az Rfj értékeket elég egyszer kiszamolni az Branch and Bound kezdete el6tt.
Ez ugyanolyan technikaval torténhet, amelyet mar parszor felvazoltunk.
Az aktudlis részfiban minden olyan csucs kizarhatd, mely olyan j csicsnak felel meg, melyre
ij € A és az alabbi teljesiil:

W + Dyj + Dy — Zowr > ZuB (TEST 4)
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Ebben a tesztben a (TEST 2)-h6z hasonléan alulrdl becsiiljik az olyan st utak koltségét, melyek
az 1j élt hasznaljdk, de most Ugy, hogy az utat harom részre osztjuk.

A Branch and Bound soran akkor 1éphetiink vissza egy 4 csiicsbdl, ha Z15 > Zyp teljesiil, vagy
ha minden j gyerekét vagy bejartuk, vagy kikiiszoboltik az el6z6 tesztek valamelyikével. Az

eljaras végén megkapjuk (RCSP) optimadlis értékét, és az optimadlis utat is visszanyerhetjiik.
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4. A megoldas implementacidja, tesztelése

Az input menetrendeket a BKV menetrendjeibdl készitettiik el, hogy minél valdsigszeriibbek
legyenek az adatok. A megoldédst két kiillonb6z6 médon implementaltuk. Mindkét esetben egy
input fajlt készitettiink szamukra, mellyel az adott program dolgozhat. Ezek 1ényegében a work-
piece gréafot tartalmazzak, a program szaméra megfeleld formatumban. A két implementéacié
kozti legfontosabb kiilénbség az drazédsi probléma megoldasaban van. Az I. Algoritmus esetén
az arazdsi problémat egy altalanos MIP megoldéval oldottuk meg, mig a II. Algoritmus esetén
az el6zo fejezetben bemutatott Branch and Bound algoritmussal oldottuk meg ezt a problémat.
Mindkét esetben az oszlopgenerdlas végeztével, a generdlt métrix-szal oldottuk meg az (1) IP-
feladatot.

A megoldédsok tesztelését és a két megoldas Osszehasonlitdsat 4 input fajl alapjan végeztiik el.
A 1. tabldzat tartalmazza, hogy az egyes esetekben mekkora volt a workpiece graf mérete.
A TI. Algoritmusnal megvizsgdltuk azt is, hogy a 3.5 szakaszban leirt tesztek mennyire tették
hatékonyabba a Branch and Bound algoritmust.

A tesztelést 1.86 GHz-es Intel Pentium Dual CPU T2390 processzorral; Windows 7 operécids

rendszeren végeztiik.

4.1. 1. Algoritmus

Az 1. Algoritmust az Xpress Mosel programozdsi nyelven implementaltuk. Felépitettiik a (2)-es
LP-feladatot, majd elkészitettiik az oszlopgeneralas kédjat. Az arazasi feladat megoldésa itt
MIP solverrel tortént.

4.2. II. Algoritmus

A II. Algoritmust C++ nyelven implementaltuk, a lemon konyvtar', és az XPRESS C++ prog-
ramkonyvtdr felhasznédldsdval. Utébbi segitségével felépitettiik a (2)-es LP-feladatot, és imp-
lementéltuk az oszlopgenerdlas algoritmusat. Az arazasi feladat megoldasa a 3. szakaszban

bemutatott mddszerekkel tortént.

4.3. Tesztelés kisebb inputon

Kisebb inputon 15-30 fordulébél 4116 menetrendet értiink. Az A Input esetében ez az érték 19. A
menetrend 3 villamos délel6tti forduldit tartalmazza, ezért ebben az esetben L = 3 (éra), U = 4
(6ra), a = 15 (perc), ¢; = 15 (perc), e, = 50 (perc) korldtokkal készitettiik el a workpiece grafot.
A futtatds sordn legfeljebb 200 4j oszlop generalast engedélyeztiik.

Mindkét algoritmust 6tszor-6tszor lefuttatva szamoltuk ki az atlagos futasi idoket, melyek az osz-

lopgenerdlds idétartamat mérték. A 2. tdbldzat tartalmazza az atlagos futdsi idéket, a megoldas

Thttp://lemon.cs.elte.hu/trac/lemon
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soran generalt 1j oszlopok szdmat, a megtalalt LP-optimumot illetve az egészértékii egészértékii
optimum értéket.

A B Input 4 busz 30 forduléjdt tartalmazza. Ebben az esetben is az el6zé a korlatokkal készitettiik
el workpiece grafot. A két fenti, és tovabbi tesztek alapjan azt a kovetkeztetést vonhatjuk le,
hogy a II. Algoritmus esetén rovidebb ideig tart az oszlopgeneralds folyamata, akar 7-8-szor
kevesebb id6 alatt eléri az LP-optimumot, mint az 1. Algoritmus. Az 1j oszlopok szdmédban
jelentés kiilonbség nincsen. A B Input esetén viszont figyeljiik meg, hogy a II. Algoritmus eléri
az LP-optimumot, de a legenerélt oszlopokbdl nem tud ennyi vezetovel megengedett iitemezést
késziteni. Ez természetes jelenség, hiszen az LP-optimum és az IP-optimum nem feltétleniil esik
egybe. A két példan ugyan az I. Algoritmusnal megegyezik az LP-optimum és az egészértékii
optimum, de a nagyobb példdkon majd latni fogjuk, hogy itt sem fog egybe esni mindig a két
érték. A 2. a) dbran ldthatéak a C Input fordul6i. A b) illetve ¢) dbrdkon a II. illetve az I.

Algoritmus &dltal adott megoldasok szerepelnek.

4.4. Tesztelés nagyobb inputon

A C Input 6 villamos napi menetét tartalmazza, mely 86 fordulét jelent. Az L =7 (6ra), U =9
(6ra), a = 30 (perc), e, = 30 (perc), e, = 60 (perc) korlatokkal elkészitett workpiece graffal
futtattuk az algoritmusokat. A futtatas soran legfeljebb 400 1ij oszlop generaldst engedélyeztiik.
A futési eredményeket a 4. tabldzat tartalmazza.

A D Input 6 busz napi fordul6it tartalmazza. Az elézé korldtokkal elkészitett workpiece grafnak
most mar tébb mint 200 csiicsa és kozel 1000 éle van. A futdsi eredmények a 5. tablazatban
talalhatoak.

Mindkét Gsszehasonlitdsban azt kaptuk, hogy az I. Algoritmus kevesebb oszlop generdlasdval
taldlta meg az LP-optimumot, de a II. Algoritmus jelentésen révidebb idé alatt. Ez tovabbi,
hasonlé méretii teszteken is megfigyelhetd volt.

A 3. abréan lathatéak a C Input forduldi. A 4. illetve 5. dbran pedig az I. illetve a II. Algoritmus
altal adott megoldasok lathatoak.

4.5. A Branch and Bound algoritmusban szerepl6 tesztek

A 3.5 szakaszban két tesztet is készitettiink a Branch and Bound algoritmus hatékonyabba
tételének érdekében. A (TEST 3) és (TEST 4) tesztek kizértak bizonyos csicsokat, és ezdltal
a Branch and Bound soran egyes részfakat kihagyhattunk a vizsgédlat alél. Most megnézziik
mennyire sziikségesek ezek a tesztek.

Lefuttattuk a II. Algoritmust az egyes inputokon gy, hogy valamely tesztet kikapcsoltuk. Meg-
néztiik, hogy az oszlopgenerdlas mennyi id6 alatt futott le, tovabba azt, hogy az oszlopgenerdlas
soran mennyi volt a legtobb cstics, amit egy Branch and Bound soran bejartunk, illetve az sszes

Branch and Bound soran hény csicsot jartunk be. Megjegyezziik, hogy a tesztek be illetve
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kikapcsoldsa ugyanazt a futast eredményezik, hiszen pontosan azért hagytunk ki egy pontot a
Branch and Bound sorédn, mivel az a részfa nem szolgaltathatott j optiméalis megoldést. A futdsi
eredményeket a 6. tablazat tartalmazza. A négy nagyobb sor a négy inputnak felel meg. Ezeken
beliil 3-3 sor szerepel. Az els6ben a futdsi idéket tiintettiik fel (mdsodpercben), a masodikban
azt, hogy mennyi volt a legtobb csics amit egy Branch and Bound soran bejartunk. Végiil a
harmadik sorba az 6sszes Branch and Bound &ltal bejart csticsok 6sszszamét irtuk. Az oszlopok
azoknak a futdsoknak felelnek meg, amikor az egyes tesztek be voltak kapcsolva. Példaul a {3,4}
fejlécii oszlop annak a futtatdsnak felel meg, ahol mind a (TEST 3), mind a (TEST 4) be volt
kapcsolva (ez az alapértelmezett).

A futdsi id6ben a kis példdkon (A,B) nem jelentkezett nagy eltérés, azonban a bejart csiicsok
szadmaban mar itt is komoly kiilénbségek mutatkoztak. A B Inputndl példdul volt olyan drazési
probléma, amikor a Branch and Bound legaldbb hétszer annyi csicsot jart be, ha (TEST 3) ki
volt kapcsolva. Az input méretének novekedésével az elézé jelenség még drasztikusabb lett. A C
és D Inputndl (TEST 4) hidnydban még lefutott az algoritmus, de a D Inputndl ekkor 1.077.458
helyett 164.734.731 cstcsot vizsgaltunk at, és ez koriilbeliil hét és félszer tobb id6t vett igénybe,
mintha minden teszt be lett volna kapcsolva. Ha (TEST 3)-t kikapcsoltuk, akkor pedig koriilbeliil
a 174. oszlop generildsa utan kifogytunk a memoriabol.

Itt egyértelmiien levonhatjuk a kévetkeztetést, miszerint a hasonlé tesztek elengedhetetlenek egy

hatékony Branch and Bound algoritmus készitéséhez.

4.6. Konklizid

A II. Algoritmust tehat abban a reményben készitettiik, hogy az arazasi feladatra hatékonyabb,
gyorsabb megolddst adjunk. A hatékonysdgot a Brach and Bound sorédn szerettiik volna elérni.
Ugyanis a 3.5. szakaszban bemutatott mddszer esetén egy-egy Branch and Bound cstcsnal
mar nem végeztiik 6sszetett szamitasokat, hiszen itt a szubgradiens algoritmus altal kiszamitott
értékekkel végeztiink el teszteket. Ezzel szemben egy IP megoldasa soran alkalmazott Branch
and Bound médszernél, a csicsokban egy-egy LP feladatot kell megoldani.

A fenti eredmények azt mutatjdk, hogy megérte az Gsszetettebb algoritmust elkésziteni. Termé-
szetesen most csak 4 input tesztelését irtuk le, de megjegyezziik, hogy az algoritmusok futisa
nagyban fiigg a graf struktirajatol. A 3. dbrén ldthato struktira (a fordulék kozel azonos menet-
idejliek, és periddikussdg is felfedezhetd az induldsi id6kben) pedig jellemzd azokra a workpiece

grafokra, melyeket az ugyanazon utvonalat teljesito jaratokra készitiink el.
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5. C)sszefoglalés, kitekintés

A dolgozatban ismertettiink egy vezetd iitemezési problémat. F6 célként az tliztiik ki, hogy
a probléma megoldasara programot készitsiink. Ehhez a problémat egészértékli programozasi
feladatként fogalmaztuk meg. A feladat mérete miatt a megoldast oszlopgenerdlas segitségével
végeztiik el. Az drazési feladat egy erdforras korlatos legrovidebb 1t keresésére vezetett vissza,
melyet els6 esetben Branch and Bound algoritmussal kerestiink meg, masodszor pedig egy altala-
nos MIP megoldé segitségével. Kiilonboz6 adatokon 6sszehasonlitottuk a két implementalt algo-
ritmus futasidejét, és megoldasait. Végiil a mésodik algoritmusndl megvizsgéaltuk, hogy a Branch
and Bound soran hasznélt bizonyos tesztek mennyire novelik az algoritmus hatékonysagat.

Az altalunk vizsgén feladat egy nagyon széleskorii problémakor egy kis szelete. A feladat szémos
tovabbfejlesztést, kutatast kinal. Példaul lathattuk, hogy a modell megolddsiaban eléfordult
az, hogy egy forduléra két vezet6t is beosztottunk. Felvetédhet az Otlet, hogy esetleg tulérat
megengedve a vezetOknek ez kikiiszobolheto. Egy masik természetesen felvetés lehet az, hogy
olyan beosztasokat készitsiink, ahol a vezetéknek lehetSleg minél kevesebbszer kelljen jarmiivet
véltaniuk. Erdekes kérdés, hogy vajon bele lehet-e épiteni ezt a feltételt valahogy a célfiiggvénybe.

Léathatjuk tehat, hogy szamos 1ij irdnyban haladhatunk tovabb, ezen az igazan sokrétii teriileten.
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Figgelék

Tablazatok

Fordulék szama,

Csucsok szama

Elek szdma

A Input
B Input
C Input
D Input

19
30
86
105

39
61
173
211

100
185
728
963

1. tdblazat. Az egyes inputokhoz tartozé workpiece gréfok adatai

Atlagos futési ido Uj oszlopok szama OPTpp OPTip
I. Algoritmus 0,8 méasodperc 19 7 7
I1. Algoritmus 0,1 mésodperc 17 7 7

2. tabldzat. Futdsi eredmények (A Input)

Atlagos futéasi ido I’Jj oszlopok szama OPTpp OPTip
I. Algoritmus 2,1 mésodperc 36 10 10
IT. Algoritmus 0,3 masodperc 38 10 11

3. tablazat. Futdsi eredmények (B Input)

Atlagos futési ido Uj oszlopok szama OPTyp OPTip
I. Algoritmus 131,2 masodperc 124 11 13
IT. Algoritmus | 36,6 masodperc 170 11 13

4. tédbldzat. Futdsi eredmények (C Input)

Atlagos futéasi ido I’Jj oszlopok szama OPTpp OPTip
I. Algoritmus 794,5 méasodperc 310 13,125 14
IT. Algoritmus | 165,2 masodperc 374 13,125 14

5. tablazat. Futdsi eredmények (D Input)
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| B4 | By | o0 ]

Futési id6 (mésodperc) 0,11 0,12 0,19 0,12
A Input Max cstcs (darab) 462 539 1677 | 2607
Osszes cstics (darab) 3102 5688 9273 | 24638
Futési id6 0,26 0,27 0,39 0,25
B Input Max cstics 880 1039 5571 | 13515
Osszes cstics 6440 22551 22780 | 97632
Futasi id6 36,6 85,8 NA | NA
C Input Max csucs || 398509 1052606 NA NA
Osszes cstics || 1444458 | 55941925 NA NA
Futasi id6 39,6 295,2 NA | NA
D Input Max cstics || 214651 2049527 NA NA
Osszes cstics || 1077458 | 164734731 | NA | NA

6. tabldzat. Futési eredmények (Tesztek)
Abrak

09:13 10:13 11:13 12:13 13:13 14:13
1 2 3 4 5

(a) 09:23 10:23 11:23 12:23 13:23 14:23
6 7 8 9 10

(b)

1. dbra. A workpiece graf készitése 10 fordul6bdl, a = 30, ¢; = 30, e, = 60 korlatokkal. A

kékes-zold élek az ebéd-éleket jelolik, a vastag narancssargak pedig az atszallasokat.
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ST 2 3 4 5 6 7
69-01 } 1 i i i
09/10:13 11:13  12:13
9 10 11 12
69-02 L L |
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13 6 17 18 19
69-03 | ) ; } i
(c)
05:06  06:06 07:00  08:03  09:03 _ 10:03  11:03 _ 12:03
1 2 3 4 5 . 6 . 7 .
69-01 } ! ! ! ! 4 i i
0y:13 10:13  11:13  12:13
0 11 12
69-02 ' } ' !

09:23 10:23 11:23 12:23
16 17 18 19

05:26  06:26 o\e% 08:
13 14 15 , .
69-03 | L

2. dbra. a) Az A Inputban szerepld fordulék. A b) illetve ¢) dbrén a II. Algoritmus illetve az I.

Algoritmus altal adott beosztasok lathatok 7 vezetdvel.
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3. dbra. A C Inputban szerepl6 fordulék.
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