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Kivonat

Az arnyéktétel (Kruskal-Katona-tétel) arra ad véalaszt, hogy ha adott k ele-
mi halmazoknak egy rendszere, akkor legalabb hany k£ — 1 elemd halmaz van,
amely részhalmaza valamelyik & elemii halmaznak (ezek alkotjak a halmaz-
rendszer arnyékat). Nevezziik egy halmazrendszer mélyarnyékanak az arnyék-
ban szereplé halmazok koziil azokat, amelyeket egynél tobb k elemi halmaz
is tartalmaz részhalmazként. Ebben a dolgozatban als6 és fels§ becsléseket
adunk a halmazrendszer maximalis méretére a mélyarnyéka méretének a fligg-
vényében, ha a k elemi halmazok egy adott n elemszdmu halmaz elemeibdl

allnak.

1. Az arnyéktétel

Legyen A egy halmazrendszer, ami pozitiv egészek k elemti halmazaibol all. Az A
halmazrendszer darnyékanak nevezzik, és AA-val jeloljik azon k—1 elem halmazok
Osszességét, amelyeket megkaphatunk A valamely halmazabol egy szam elhagyésa-

val, azaz a kovetkezd halmazt:
{B:|Bl|=k—1¢é3dJAcA: BC A}.

Az arnyéktétel a kovetkezd kérdésre ad valaszt: ha adott | A| = m, legalabb hany
halmazbol all AA?

ElGszor bevezetiink néhany fogalmat. Ha k egy pozitiv egész szam, akkor a pozi-
tiv egészek k elembdl all6 halmazain a kovetkezéképpen definialjuk a kolexikografikus
rendezést: ha A és B két k elemi halmaz, legyen A < B, ha max (AAB) € B.

Jeloljiik Sy.(m)-mel az els6 m darab k elemd halmaz &altal alkotott halmazt ezen

rendezés szerint. Az m-edik halmazt felirhatjuk ilyen alakban:
{at - (t_ 1)70'15_ (t_z)v"'vataat-i-l +17at+2+17"'7ak+1}'

Ekkor Sy(m)-et a kovetkezs alakban irhatjuk:

k

U{Au{ai+1+1,...,ak+1}|A€ (kz])}

1=t

Ebbdl kovetkezik a kovetkezd ismert lemma: Minden m és k pozitiv egész szamra m

felirhato k-binomiélis alakban, azaz m = (aé“) +...+ (0?) alakban, ahol a > ... >
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a; >t > 1, és a felirds egyértelmii.
Konnyen lathato, hogy ekkor

k

ASk(m):U{Au{ai+1+1,...,ak+1}|A€ (Z,[“_"]l)},

i=t
és |AS(m)] = (™) + ...+ ()

1. tétel (Arnyéktétel, Kruskal-Katona-tétel, [1, 2|). Ham > 1, k > 1 és A egy
m kilonbozé k elemd halmazbdl dllé rendszer, akkor |AA| > |ASi(m)|. Mdshogy
fogalmazva, ha m = (%) + ...+ (%) k-binomidlis alakban, akkor |AA| > (™) +
().

Ennek a tételnek egy egyszertibben megfogalmazhato, kicsit gyengébb valtozata

a kovetkezd:

2. tétel (Az arnyéktétel Lovész-féle véltozata, [8]). Irjuk fel | A| = m-et (}) alakban,
ahol x pozitiv valds szam. Ekkor |AAl > (7).

3. észrevétel. Az arnyéktétel kérdésfelvetésével természetesen ekvivalens, és eseten-
ként célszerd azt vizsgalni, hogy adott egy halmazrendszer arnyékidnak a mérete,
akkor legfeljebb hany halmazbol allhat az eredeti rendszer. Az arnyéktétellel ek-
vivalens, hogy ha |[AA] = (%) + ...+ (“/*) (k — 1)-binomialis alakban, akkor

k-1 ¢
Al < () + ...+ (94)). Ugyanis kiilonbozs m-ckre |ASy(m)| csak egy modon
lehet egyenls: ha m = (%) + ...+ (%) + (%), akkor |AS,(m)| = |ASk(m)|, ahol

A= (@) b ()4 () 1 m

2. Mélyarnyékok

Legyenek k < n pozitiv egészek, X = {1,2,...n}, és legyen A C ()k() Katona
Gyula a kovetkezd kérdést vetette fel: Nevezziik az A halmazrendszer mélydarnyé-
kanak, és jeloljiik T A-val AA azon elemeit, amelyek legalabb két A-beli halmazbol

megkaphatok egy szam elhagyasaval, azaz a kovetkezd halmazt:
{BZ‘B|:]€—1éSE|A1,A2€A:A17£A27 éSBCAl,BCAQ}

Ha adott |A| = m, legalabb hany halmazbol all TA? A tovabbiakban erre adunk

néhany becslést.



Eszrevétel. Ttt mar szamit az X alaphalmaz mérete: elég nagy n mellett (pl. disz-

junkt halmazokbdl all6 halmazrendszerrel) a valasz mindig 0.

Az el6z6 kérdés helyett altalaban azt érdemes vizsgélni, hogy ha tudjuk, hogy
|TA| < p, akkor legfeljebb hany halmazboél allhat A; jeloljik ezt my, i (p)-vel (ha

(S (kz))

4. Allitas. Tegyiik fel, hogy k > 2 és u > ("_1). Legyen p — (Z:;) = (b’“ ) +

k-2 k1
o+ (") (k= 1)-binomidlis alakban. Ekkor myx(p) > (721) + (%) +... + (lﬁll)

Konstrukcio. Olyan A és T A = C halmazrendszereket adunk meg, amelyekben
benne van az 6sszes olyan k, ill. £ — 1 elemi halmaz, amely tartalmazza az 1-et, és
az ilyen tulajdonsagi halmazrendszerek kozott a kolexikografikus rendezés szerint a
legkisebbek. Az Sy (u — (Z:;))-beli halmazok minden eleméhez adjunk hozza 1-

et, és legyen a kapott halmazrendszer D. Legyen C = {{1} uc:Ce (Xk\_{;})} upD.

Hasonléan S ((kbfl) +...+ (btjl))—ban a halmazok minden eleméhez adjunk hozza

1-et, és legyen a kapott halmazrendszer B. Legyen A = {{1} UA:Ae (Xk\ﬁ}) } uB.
Blkor TA = C, €] = s, és | 4] = (=) + (%) + ...+ (%), -

t

Ebben a konstrukcioban minden C' € (k)_(l) \ TA halmaz részhalmaza egy olyan
A-beli halmaznak ({1} U C-nek), amelynek minden més k& — 1 elemi részhalmaza
benne van T.A-ban. Ennek az elvnek az alapjan egy olyan fels§ becslést kapunk,

ami legtobbszor nem éles, viszont hasonléan mozog az elébbi alsé becsléshez.

5. Allitas. Legyen p = (™) + ...+ (**) (k — 1)-binomidlis alakban. Ekkor

() < (1) =+ )+ ().

Bizonyitds. A azon halmazai, amelyeknek minden k& — 1 elemi részhalmaza benne
van a mélyarnyékban, egy olyan rendszert alkotnak, amelynek az arnyéka legfeljebb
1 elemi, tehat az arnyéktétel és a 3. észrevétel alapjan legfeljebb (“,f) +...+ (‘;f:ll)
halmazbol all. Masrészt azon (k)f 1)—beli halmazok szama, amelyek nincsenek benne
T A-ban, pontosan (kfl) — u, és ezek mindegyike legfeljebb egy A-beli halmaznak

része. ]

Mint lattuk, A szétvilaszthato két részre, ahol az egyik résznek az drnyéka
részhalmaza Y. A-nak. Igy nem megleps, hogy a mélyarnyék vizsgalatanal fel le-
het hasznalni olyan eszkozoket, amik az arnyéktétel bizonyitasahoz is hasznalhatok.

Vezessiik be a A= {A € A: A{A} C TA} jelolést.



A felsd becslés és a konstrukcié kozotti kiillonbség abbol adodik, hogy a konst-
rukcibban mig az 1-et nem tartalmazé halmazok koziil a kolexikografikus rendezés
szerinti néhany legkisebbet valasztottuk ki, az 1-est tartalmaz6 halmazokkal egyiitt
ez mar nem teljesiil, igy ’.Z(’ kisebb, mint az arnyéktétel altal adott fels6 becslés.
Ha |AJ-t tekintjiik adottnak, akkor a 4. allitas konstrukciojaban tehat a mélyarnyék
legfeljebb annyival nagyobb az 5. &llitas megforditasa altal adott als6 becslésnél,

ahany (k)fl)-beli halmazban szerepel az 1-es, tehat (Z:;)—vel.

6. észrevétel. Ha Y. A-ban benne van az Osszes k — 1 elemii halmaz, ami tartalmazza
az l-et, akkor ha a (k)fl) \ TA-beli halmazokhoz hozzavessziik az 1-et, kiillonb6zs
halmazokat kapunk, amelyeknek a tobbi k£ — 1 elemii részhalmaza benne van T.A-
ban. Tehat A akkor a legnagyobb, amikor A a legnagyobb, azaz az arnyéktételbdl
kovetkezik, hogy a 4. allitas konstrukcidéja maximalis méretii az ilyen tulajdonsagu

halmazrendszerek kozott adott o mellett.

3. Pontos eredmények specialis halmazrendszerekre

7. észrevétel. Tegylik fel, hogy — ellentétben a 4. allitas konstrukciojaval — bizonyos,
az T A-n kiviili £ — 1 elemt halmazokrél tudjuk, hogy nem tartalmazza Gket olyan
A-beli k elemi halmaz, amelynek az Osszes tobbi & — 1 elemii részhalmaza benne
van T A-ban. Tegyiik fel, hogy (k)_(l) \ T A feloszthat6 olyan diszjunkt Xy, Xs. .. &)
méretd, diszjunkt halmazrendszerekre, amelyekre minden AX;-beli halmaz csak olyan
A-beli halmazoknak részhalmaza, amelyeknek legalabb i darab k — 1 elemt részhal-

maza van T A-n kiviil. Ekkor

4\ Szk:’{AEA\/T:M{A}\TA:iH _

1 1 | Ao | Xl
_ - S PR il .
2. AAVTA S 2 g Ml ey
CEA{ANTA Cex;
e 1<ich

A balra tolas miveletet Erdds, Ko és Rado vezette be [3]|-ban.

Definici6. Legyen A € (1:) tetszbleges halmazrendszer, és legyen 7,7 € N, i > 7.

Az S;; balra tolas mtivelet minden 4-beli halmazban kicseréli i-t j-vel, ha ez nem



csokkenti a halmaz méretét, és nem eredményez szintén A-ban 1é6v6 halmazt:

Si(A) = A\{i}U{j} ,haicAésjg¢A
’ | A kiilonben 7

Sii(A) ,ha S;(A) ¢ A
Sii(A) = ) 2 5y(4) ¢ tAe A
A ,ha SZ]<A)EA

8. lemma (Katona [4]). Ha S;; egy balra tolds, akkor AS;;(A) C Si;(AA). Ebbsl
kézvetlenil kovetkezik, hogy |AS;;(A)| < |AA|.

Bizonyitds. Legyen |C] = k —1 és C € AS;;(A). Ekkor valamely B € S;;(A)-ra
C CB.

e Ha B € A, akkor két eset lehetséges:
— Hai e C C B, akkor B € Aés S;;(C) C S;;(B) € A. Azaz S;;(C) € AA,
tehat C € SZ](A.A)
—HaBe A dei¢ C,akkor C € AA, és C = 5;;(C) miatt C' € S;;(AA).
e Ha B ¢ A, akkor valamely A € A-ra B = 5,;;(A). Ekkor i € A, j ¢ A, és
jJEB,i ¢ B.
— Haj € C, akkor C\{j}U{i} C A. Azaz C = S;;(C\{j}U{i}) € S;;(AA).
— Ha j ¢ C, akkor C' = A\ {i} = 5;;(A\ {i}) € S;;(AA). O

Az arnyéktételnek tobb bizonyitésa ismert balra tolasok és véltozataik segitsé-

gével (Frankl [5], Daykin [6], Ahlswede et al. [7]).

9. tétel. Ha k = 3, akkor azon A halmazrendszerek kézil, amelyekre | JTYA = X

teljesiil, adott u > n — 1 mellett |A| a 4. dllitds konstrukcidja esetén maximdlis.

Bizonyitas. Tegytik fel el6szor, hogy az T A halmaz, mint élek altal alkotott graf

Osszefliggd.

Legyen kezdetben B = fT, és C = T A. Ekkor AB C C. Ha B-re balra tolas
miiveleteket alkalmazunk, az arnyéka nem né. Ugy modositjuk tobb lépésben B-t és
C-t, hogy a AB C C mellett az [ JC = X feltétel is minden lépés utéan teljesiiljon; |C|
nem nd, és |B| nem valtozik. Azt fogjuk elérni, hogy C-ben minden {1,i} par benne

legyen (ahol i € X \ {1}). Ekkor a 6. észrevételhez hasonloan érvelve azt kapjuk,
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hogy ha a kapott B-hez hozzéavessziik az 1-et tartalmazd haromelemid halmazokat,
akkor az igy keletkezs A’ halmazrendszer mélyarnyéka a kapott C vagy annak egy
részhalmaza; [A'\ Bl > [((*)\C| > [((5) \ TA| > ’A\JZ(’, tehat |A'| > |Al.
Azok koziil a halmazrendszerek koziil pedig, amelyeknek a mélyarnyéka az Gsszes

{1, i} part tartalmazza, a 6. észrevétel szerint a 4. allitas konstrukcidja maximalis.

A B = A, ¢ C=TA allapotbol indulva S;, balra tolasokat (i € X \ {1}) szeret-
nénk alkalmazni B-re; parhuzamosan C-t C' := C\ ABUA (.5;1(B))-vel helyettesitjiik.
Ez a mitvelet |B|-t nem valtoztatja, |C|-t nem noveli, és a AB\ C tartalmazast meg-
tartja. Ha {1,i} € C, akkor C Osszefiiggésége is megmarad, hiszen ez az él a balra
tolas utan is megmarad, és ha egy pont C-ben 6ssze van kotve i-vel, akkor C’-ben is

egy komponensben van vele.

Ha kezdetben a AB, mint élhalmaz &ltal alkotott graf nem Osszefiiggd, akkor
a komponensei kozott C \ AB-beli élek haladnak (mivel feltettiik, hogy kezdetben
C = T A 6sszefiiggs); legfeljebb 1-gyel kevesebb, mint AB komponenseinek a szama.
Ezeket helyettesitjiik az 1-et nem tartalmazo komponensek egy-egy pontjat az 1-gyel

Osszekots élekkel, a B-re és C-re el6irt tulajdonsagokat megtartva.

Mindaddig, amig nem minden {1,i} € C, C Osszefiiggésége miatt létezik olyan
i € X\ {1}, amelyre {1,i} € C, de a C gratban van olyan j szomszédja, ami 2
tavolsagra van az 1-t6l. Ha egy ilyen i-re az S;; balra tolast alkalmazzuk B-re,
és ennek megfeleléen modositjuk C-t, akkor az 1 fokszaméat noveljiik. Ugyanis (a
C \ AB-beli élek elsbbi helyettesitése utan) {1,5} ¢ C csak gy lehetséges, hogy
J1 ¢ B € B, amelyre {i,j} C B; ekkor B\ {i} U {1} € S;1(B), tehat {1,j} € C'.
Ezt a lépést ismételve olyan B-t és C-t kapunk, hogy Vi € X \ {1} : {1,:} € C.

Tegyiik fel most, hogy a T.A graf nem 0Osszefiiggs, és a komponenseinek cstics-
halmazai X7,...,X; (ahol U;:1Xj = X és |Xq|,...,|Xi| > 2). Legyen Alx, =
{Aec A: ACX;}. Az TA kiilénb6z6 komponensei kézotti élek csak olyan A-beli
héarmasban lehetnek benne, amelyben legalabb két ilyen él benne van, tehat a 7.

észrevétel szerint

l
A<l vy 3 (1)
j=1

1< <j2<

Feltehets, hogy X, olyan, hogy ’T (A’X)’ = NHCeTA:CC Xy} > | X
(Ilyen X; van, mert T.A nem Osszefiiggs, és legalabb n — 1 éle van.) Legyen
{z,y} € T <A‘ X2> olyan él, amelyet elhagyva T <A‘ X2> Osszefiiggd marad. Ha
A-bol elhagyjuk az {z,y}-t tartalmaz6 harmasokat, akkor az (1) becslés értéke az
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Al ,~beli, {z, y}-t tartalmaz6 harmasok szdméval, azaz legfeljebb | X5| — 2-vel csck-
ken, |TA| pedig legalabb 1-gyel csokken.
Legyen z € X, és A= A‘ ¥ Y A‘ y,- PBzutdn a bizonyitds elsé részében lefrt

lépéseket alkalmazzuk az X; U X, halmazon (z-t az 1-gyel azonositva) B = A-ra
és C = TAU {{z, 2} }-re. Az igy kapott |C| csak eggyel nagyobb, mint ‘T.A , |Bl-t

nem valtoztattuk, viszont elértiik, hogy 2z a C-ben &ssze legyen kdtve X; U Xy Gsszes

tobbi pontjaval. Tehat ha B-hez hozzavessziik az 6sszes X1 U Xs-beli, 2-t tartalmazo
harmast, a kapott halmaz mélyarnyéka része C-nek. Azaz az (1) becslés értékét
21 X4] - | Xa|-vel noveltiik. |X;| > 2 miatt ez biztosan nagyobb, mint | X,| — 2, és az
X, és X, komponenseket egyesitettiik. Ezt ismételve T A-t nem novelve elérhetjiik,
hogy T A 0Osszefiiggs legyen; az (1) becslésben ekkor egyenlgség all fenn, tehat | Al

nem csokkent. O

Eszrevétel. A tétel nem feltétleniil igaz az (JYTA = X feltétel nélkiil. Legyen pl.
W= (";1) Ekkor ha a mélyarnyéknak az els6 n—1 pozitiv egészbdl alkothato parokat
valasztjuk, akkor a legnagyobb A tartalmazza az elsé n — 1 szambol alkothaté Gsszes
hérmast, és ["T_lj db harmast, ami tartalmazza az n szamot. Ha a mélyarnyékbol
kivessziik az {n — 2,n — 1} élt, és helyette az {1,n}-t vessziik be, akkor A-ban az
{n—2,n—1} élt eddig tartalmazo legalabb n — 3 db harmasbol csak egy maradhat,
az n pedig n — 2 db harmasban szerepelhet, tehat altalaban csokken a harmasok

szama.

Eszrevétel. A tétel nem altalanosithato konnyen k > 4-re. A feltétel kézenfekvd
altalanositésa lenne, hogy AT A = (k)—(z) Ennél egy erdsebb feltétel az, hogy a 4.
allitas konstrukcidjahoz hasonléan minden ( k)_( 1) \ T A-beli halmaz kiegészithets egy
olyan k elemi halmazzé, amelynek minden més k£ — 1 elemt részhalmaza benne van
T A-ban — azaz (miutan sziikség esetén hozzavesziink néhany k elemi halmazt ugy,
hogy YT A-t nem néveljik) |A| = )./T‘qt (,"))—ITA|. (Ak=3esetben: az T A grafban
bamely két pont tavolsaga legfeljebb 2.) Az e feltételt teljesité halmazrendszerek
kozott mar igaz, hogy a 4. allitas konstrukcidja maximalis méretd. S6t, az el6bbi
feltételt elég az 1-et tartalmazd (k)_(l) \ TA-beli halmazokra feltenni. (A k = 3
esetben: az TA grafban minden pont legfeljebb 2 tavolsagra van az 1-t6l.)

Bizonyitds. Legyen kezdetben ismét B = A ésC=TA. Legyen B’ = S;;(B) (ahol
i € X \{1}); legyen C' := C\ ABU AB’. Lattuk, hogy ha i € X \ {1}, akkor
AS;1(B) € Sii (AB). Legyen 1 € D € (X)) \ C, és tegyiik fel, hogy € X \ D-re
D U {x}-nek az 6sszes D-t6l kiilonb6z6 k — 1 elemii részhalmaza benne van C-ben.
Tegyiik fel, hogy D € (k)fl) \ C’, de D U {x}-nek valamelyik D-t6l kiilonb6z6 k — 1
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elemt részhalmaza (C-t6l eltérGen) C’-ben mar nincs benne. Ez csak a D\ {1} U{z}

lehet. (Nevezziik az ilyen D halmazokat ,problémasnak”.)

Ekkor van olyan B € B, amelyre D\ {1} U{z} C B. Tehat D\ {1} U{z} € AB.
Masrészt tudjuk, hogy D\ {i} U{z} € C.

e Ha D\{i}U{z} € AB: Ekkor D\{1}U{z} € S;; (AB). Masrészt D\{1}U{z} ¢
AS;(B) CC'. Tehat |AB'| < |AB| -1, igy |C'| < |C| — 1.

e Ha D\ {i} U {z} ¢ AB: Ekkor B\ {i} U{1l} € S;1(B), tehat D \ {i} U
{z} € AS; (B). Emiatt, és mert C'\ AB" C C \ AB, mig |AB'| < |AB],
IC'\ AB'| < |C\ AB| — 1, azaz |C'| < |C] — 1.

Egy D\{i}U{z}, ill. D\ {1} U{z} halmazt nem kaphatunk meg egy masik ,problé-
mas” Dy halmazbol ilyen modon, hiszen DU{z }-nek a tobbi k—1 elemd részhalmaza
benne van C-ben, azaz nem ,probléméas”. Tehat |C’| legalabb a ,problémas” halma-
zok szaméval kisebb, mint |C|, igy ha ezeket hozzavessziik C’-hoz, akkor is legfeljebb
akkora marad, mint C. Helyettesitsiik B-t B'-vel, és C-t az igy kapott C’-vel. Ekkor
|B| nem valtozik, |C| nem ng, a AB C C tartalmazas megmarad, és tovabbra is
fennall, hogy 1 € D € (k)fl) \ C esetén valamely © € X \ D-re D U{z}-nek az 6sszes
D-t6l kiilonb6z6 k£ — 1 elemi részhalmaza benne van C-ben. Ezt a 1épést ismételve
olyan B-t és C-t kapunk, hogy VD € ()2\_{3}) :DU{1} € C. Ebbdl a 6. észrevételhez

hasonldéan megint kévetkezik az allitas. O

4. A Johnson-becslés altalanositasa mélyarnyékkal

Legyenek n, k pozitiv egész szamok, k < n. Egy n bitbdl allo (binaris) kodszo
silyanak nevezziik a benne szereplé 1-es bitek szaméat. Egy n bites k konstans stlyt

kod olyan kodszavaknak egy halmaza, amelyben az 6sszes kodszo stlya k.

Két kodszo tavolsaga azoknak a pozicidknak a szédma, amelyeken a két szoban
kiilonbozo bit all. A(n, d, k)-val (ill. altalaban w saly mellett A(n, d, w)-vel) jeldljiik,
hogy legfeljebb hany kodszobol allhat egy n bites, £ stlyi kod, amelyben barmely két
kodszo tavolsiaga legalabb d. Mivel két azonos silyt kod tévolsaga paros, a kérdés
2 | d > 4-re érdekes. A(n,d, k)-ra sok fels6 becslés és konstrukeci6 ismert. Egy
egyszert, de (kiilonosen a k = 4 esetben) jol hasznalhato fels§ becslés a Johnson-

becslés.



10. tétel (Johnson-becslés konstans stlyu kodokra, Johnson [9]). Ha 2k < d, akkor
nyilvanvaléan A(n,d, k) = 1. Ha 2k > d,

o222t | =t 18 ]

Bizonyitds. k-ra vonatkozo teljes indukciot hasznalunk, és minden ¢ poziciéra meg-
nézzik, hogy hany olyan kodszo lehet, amelyben az ¢. bit 1-es. Ha kihagyjuk az
1. bitet azokbdl a kddszavakbol, amelyekben ott 1-es all, akkor n — 1 bites, k — 1
salyd kodot kapunk, amelyben tovabbra is barmely két kodszo tavolsaga legalabb d.

Tehat ezek szama az indukcios feltevés alapjan legfeljebb

) |

ill. 1, ha k < {gw, azaz ha 2k < d + 2. Az eredeti kddban az n bit mindegyike

legfeljebb ennyi kddszoban lehet 1-es, és minden kédszoban k darab 1-es van, ebbdl
adodik az allitas. O

Vegyiik észre, hogy m,, x(0) = A(n,4,k). A p > 0 eseteket is vizsgalhatjuk a
Johnson-becsléshez hasonlban, és ilyen moédon adunk egy fels6 becslést, ami kis p-re

jobb, mint az 5. allitdsban adott becslés.

Tetsz6leges H halmazrendszerre vezessiik be a kévetkezs jellést:
H ={H\{i}:ic HcH}.

Legyen az A!, ..., A" halmazok mélyarnyékanak mérete rendre iy ..., t,. Min-
den i € X-re TA' = (YA)', ugyhogy

o, = (k= D). (2)

Masrészt A® egy n — 1 méretii alaphalmazon értelmezett, k — 1 méretd halmazokbol

all6 halmazrendszer, tehét
1< 1
Al =+ YAl < Z D Mk () (3)
=1 =1

mp1(0) =1, és my () = n, ha p > 0. A k = 2 esetben, ha p > 0, |A| akkor

maximalis, ha A tartalmazza a mélyarnyékanak az elemeibdl alkothato 6sszes part,

9



valamint X \ T A elemeihez egy-egy olyan part, amelynek méasik tagja a mélyarnyék-
nak egy tetszéleges eleme. Ekkor m, () = (4) +n—p= @ +n Hapu=0,A4
diszjunkt pérokbol 4ll, tehat m,, »(0) = |2].

11. Allitas. Ha k > 3, akkor

st < Pl 2 R G ) 2 (5] -0).

Bizonyitds. Vizsgaljuk a k = 3 esetet. Feltehetjiik, hogy valamely l-re puq, ..., >
0, és 41 = ... = p, = 0. Ekkor (3)-bol

a3 (B4 ) von 5] - 32 (2570 1 5] 3] -

-3 (452 ) a3
[3]

— 7—nek az [1,n — 1] intervallumban egyetlen nullhelye van,

7

3 , [3] 1
fr ) =

el6tte a derivalt negativ és utana pozitiv, tehat a kifejezés maximuma 1-ben és

n — 1-ben lehet. Ezek koziil 1-ben a nagyobb: [2] — 1, tehét (2)-bol

1412 35 ([5] = 1) e [3] =[] -2 ([5] <)
) < 03] 415 (5] 1)

Végiil k > 3 esetén (3)-bol és (2)-bsl indukcioval kiovetkezik az allitas (annak

koszonhetSen, hogy a becslés elséfoku, konnyen):

n— (n—k )) % i
|A|§,€Z< : (k—1)- .+.%4( H””%il(m_l)):
_(n(n_1)...(n—k+4))-(%M%J)Hﬁqq_1), O
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