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A telepiilésméretek eloszlasi viszonya; hamis hatvanytorvény?

(Size distribution of settlements, A false power-law?)

CZALLER LASZLO

Absztrakt

A telepiilésméretek eloszldsanak kutatdsa szamos olyan kérdést vet fel, melynek
egyarant léteznek elméleti és statisztikai-modszertani vonzatai. Az illeszkedésvizsgalatok
kapcsan felmeriil6 problémak gyakorlati kezelésére is tobbféle megoldas ismert, viszont ezek
fliggvényében az eredmények is kiilonféleképpen interpretdlandok. Ebben a tanulmanyban két
olyan problémat jarok korbe, melyek preciz megolddsa a rang-nagysag koncepciot, illetve a
telepiilésméretek hatvanytorvény-jellegét is megkérddjelezik. Az elsé komoly problémat a
vizsgalati alapegységek megvalasztdsa jelenti, illetve annak eldontése, hogy mely egységeket
vonjuk be az elemzésbe. Az utdbbi kérdés kiilondsen fontos, hiszen a telepiilésméretek
eloszlasanak vizsgalata tradicionalisan csak az eloszlas ,,fels6 farok™ részére, azaz a varosokra
terjed ki. A telepiilések teljes korét lefedd vizsgalatok azonban mar egyre inkabb elvetik a
Pareto-eloszlast, ami arra enged kovetkeztetni, hogy a telepiilésméretek eloszlasa csupan egy
hamis hatvanytérvény, ami sok esetben mas eloszlasokat takar.

Ennek felderitésére el0szor a Pareto-eloszlas illeszkedését vizsgallom Magyarorszag €s
az Amerikai Egyesiilt Allamok telepiiléseinek teljes korén, illetve kiilonbozd
népességkiiszobok alkalmazasaval kialakitott valtozd elemszamu mintdkon nem-parametrikus
tesztek segitségével. Eredményeim szerint a Pareto-eloszlds alkalmatlan a varosméretek
eloszlasi viszonyainak modellezésére, legjobb illeszkedését olyan népességkiiszob mellett
mutatja, melybe mar szamos kisebb kozség is beleesik. A vizsgélat masodik felében a Pareto-
eloszlast egy bizonyos koriilmények kozott igen hasonld lefutdst eredményezd
eloszlastipussal, a lognormadlis eloszldssal hasonlitom Ossze. A vizsgalat alapjat képezd
likelihood-arany tesztek eredményei mindkét orszag esetén arra engednek kovetkeztetni, hogy
a Pareto-eloszlas ¢és a lognormalis eloszlds magas népess€gkiiszobok mellett hasonloan
kozeliti a telepiilésméretek eloszlasat, egyre alacsonyabb népességkiiszobok alkalmazasaval,
illetve a telepiiléshdlozat egészén viszont mar a lognormalis modell alkalmasabb a jelenség

kozelitésére.
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Bevezetés

A telepiilések lakossagszammal kozelitett méretének nagymértéki eltérései régota
foglalkoztatjdk a tarsadalom térbeli szervezddésével foglalkoz6 tudomanyok képviseldit,
melyben kétség kiviil nagy szerepe van annak is, hogy a térbeli kérdések kozgazdasagi
féaramba torténd integralodasa az elmult évtizedekben igencsak felgyorsult. Ismét eldtérbe
keriiltek a teoretikus varosgazdasagtan azon kérdései, melyek a telepiilések fejlodésének, €s
méretbeli sokszintiségének kutatdsahoz kétddnek.

Az egyik legtobbet vizsgalt kérdés a telepiilések méret szerinti eloszlasahoz kotédik,
melynek kapcsan mindmaig igen elterjedt az a megkdzelités, miszerint bizonyos jol
kortilhatarolt térbeli keretek kozott a telepililések méretének eloszlasa Pareto-eloszlassal
kozelithetd, azaz egyfajta hatvanytorvény szerint alakul. A maéra klasszikussa valt koncepcio
annak ellenére uralja a foldrajzi és kozgazdasagi irodalmat, hogy az elmult bo két évtizedben
szamos olyan empirikus vizsgalat latott napvilagot, ami megkérddjelezi a Pareto-eloszlas
alkalmassagat, nem beszélve azokrdl az illeszkedésvizsgalatok lefolytatasahoz kothetd
alapvetd problémakrol, melyek igencsak megnehezitik az eredmények értelmezését,
Osszehasonlitdsat. A telepiilésméretekre torténd fiiggvényillesztés két legnehezebben
kezelhetd problémaja a vizsgalati alapegységek megvalasztasa, illetve annak meghatarozasa,
hogy hol csonkoljuk az eloszlast, azaz milyen népességkiiszob felett vagy alatt vizsgaljuk a
megfigyelési egységeket. Mindezen nehézségek gyakorlati kezelése statisztikai modszerekkel
lehetséges, azonban a nehézséget éppen az okozza, hogy ezek a problémak nem csupan
madszertani jellegliek, hanem komoly elméleti vonzatai is vannak. Szorosan kothetd hozzajuk
példaul a varosok definicids probléméja, melynek felolddsa azért lenne kiilondsen fontos,
mert a fliggvényillesztés soran az eloszlast a rendszerint csonkoljak, igy csupan az eloszlas
»felsd farok” része keriil a vizsgalatba.  Sok esetben pedig ennek eredményeibdl
kovetkeztetnek a funkciondlis varosok eloszldsi viszonyaira, holott a varosok
népességkiiszobokkel torténd lehataroldsa meglehetdsen pontatlan €s onkényes, rdadasul a
vizsgalatok igen érzékenyek a csonkolasi értékek meghatarozésara.

A telepiilésméretek eloszlasanak hatvanytorvény-jellegét kritizalok szerint a klasszikus
modell a csupan a legnagyobb vérosokra illeszkedik, amint lejjebb haladunk a telepiiléslejton,
a Pareto-eloszlas alakparaméterének értéke csokken, és az eloszlas illeszkedése romlik. A
telepiilések szélesebb korére kiterjesztett vizsgalatok kapcsan tehat mas eloszldsok is szoba
johetnek, mint a kiilonbozd tipusti exponencidlis eloszlasok (Laherrere—Sornette 1998,

Malacarne et al 2001), a lognormalis eloszlas (Eeckhout 2004), vagy az elézdek
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kombinalasaval 1étrehozott 0sszetett eloszlasok (Reed — Jorgensen 2004, Giesen et al. 2010,
Ioannides — Skouras 2012). A véarosméretek eloszlasanak témajat érintd eddigi legélénkebb
tudomanyos vita a Pareto- és a lognormalis eloszlasok illeszkedésé vel kapcsolatos (Eeckhout
2004, 2009, Levy 2009, Malevergne et al. 2011, Bee et al. 2011), melynek a fent emlitett
problémak fontos sarokkovei.

A Pareto- és a kiilonféle konkurens eloszlasok nagyon hasonlé viselkedése, illetve az
illeszkedés josaganak érzékenysége a csonkolasi értékre azt sugallja, hogy a telepiilések méret
ellentétben nem nevezhetd ,,er0s”, azaz az eloszlas egészére érvényes hatvanytorvénynek,
legfeljebb ,,gyenge”, vagy ,.,hamis” hatvanytorvénynek. Az utdbbi két jelzd arra utal, hogy a
vizsgalt jelenség lefutdsat tekintve igen hasonld a hatvanytorvényekhez, de mas eloszlast,
példaul nyujtott exponencialis, lognormalis vagy egyéb Osszetett eloszlast takar (Perline 2005).

Jelen dolgozatomban azt a kérdést jarom korbe, hogy milyen kdvetkeztetések vonhatok
le a fliggvényillesztések eredményeib6l annak fiiggvényében, hogy a legnagyobb
telepiiléseknek (varosoknak), avagy a telepiiléshalozat egészének eloszlasat szeretnénk
kozeliteni, illetve hogy a megfigyelési egységek €s a csonkolas problémdjat elméleti, avagy
pusztan statisztikai szempontok alapjan kivanjuk megoldani. Ennek érdekében két eltérd
méretli orszag, Magyarorszag és az Amerikai Egyesiilt Allamok péld4jan vizsgalom a Pareto-
eloszlas illeszkedését kiilonféle népességkiiszObok beiktatdsadval, majd a teljes
telepiiléshalozaton. Ezt kdvetden a klasszikus modellt a lognormalis eloszlassal hasonlitom
Ossze. Az illeszkedési vizsgalatokat és a modellek kdzvetlen dsszehasonlitasat egy olyan nem-
parametrikus €s parametrikus tesztekbdl allo algoritmus szerint végzem el, melyet Clauset és
szerzOtarsai (2009) javasoltak a természetben €s tarsadalomban eléforduld vélt vagy valos
hatvanytorvények tesztelésére, s melyet mindeddig tudomasom szerint még nem hasznaltak a
telepiilésméretek eloszlasanak vizsgélatara.

A dolgozat felépitése mindezek alapjan a kdvetkezd logikat koveti; az elsé €s masodik
fejezetben a telepililésméretek eloszlasanak klasszikus hatvanytorvény-megkozelitését, illetve
azon elvi és modszertani problémakat foglalom Ossze, melyek az egész telepiiléshalozat
vizsgalatanak sziikségességét, illetve mas eloszlasok megfontolasat pedzegetik. A harmadik
fejezetben az empirikus vizsgalatok elvégzésére keriil sor: eldszor a Pareto-eloszlés tesztelését,
majd a rivalis eloszlasok 0Osszehasonlité vizsgalatat végzem el, melyet kdvetden a fobb

kovetkeztetéseket, illetve a vizsgalatom elméleti hozzajaruldsait foglalom 6ssze.



1. A telepiilésméretek eloszlasa

A teleplilésméretek eloszlasi viszonyainak leirdsdra vonatkozd els6 torekvések
Auerbach (1913) és Singer (1936) nevéhez kothetok, akik szerint adott orszag telepiiléseinek
mérete egyfajta hatvanytorvény, a Pareto-eloszlds szerint alakul, melynek eloszlas- ¢és

strtiségfiiggvénye az (1) és (2) egyenletetekkel irhato fel,

F,(x|a,k) :1_(90, (1),
£ (x| k) = j’jj ),

ahol x az egyes telepiilések népességét jeloli, o a Pareto-kitevonek is nevezett alakparaméter,
k pedig a vizsgélatba bevont legkisebb telepiilés népessége, azaz egy olyan skalaparaméter,
amely alatt a valdszinliségi valtoz6 nem vehet fel értékeket. A Pareto-eloszlds egyik
jellegzetessége, hogy a telepiilések méretét és rangjat, azaz a méret szerint vett rangsorban
elfoglalt helyét log-log dbran feltlintetve kozel egyenes vonalat kapunk.

A Pareto-eloszlés egyik kitlintetett formdja a Zipf-térvény (vagy rang-nagysag szabaly),
melynek érvényesiilése esetén a kitevo értéke o = /. Ez a sziiken értelmezett torvényszeriiség
azonban korantsem nevezhetd altalanosnak a vilag orszagaiban. A Zipf-térvény
érvényesiilésével foglalkozo tobb orszagra kiterjesztett tanulmanyok eredményei mind azt
bizonyitjak, hogy bar az egységnyi Pareto-kitevé szamos orszagban alkalmas a legnagyobb
telepiilések eloszlasanak leirdsara, azonban a kivételek szama tul magas ahhoz, hogy a Zipf-
torvényt egy altalanos szabalyszerliségnek tekinthessiik (Rosen — Resnick 1980, Soo 2005,
Czaller 2012). Mindazonaltal ezek az eredmények is szigort fenntartasokkal kezelenddk,
hiszen ahogy a késdbbiekben latni fogjuk, a Pareto-kitevok értéke igen érzékeny arra, hogy a
skalaparamétert milyen népességszamban hatarozzuk meg.

Az empirikus tények és a paraméterek becslésénél felmeriild modszertani nehézségek
ellenére a foldrajzi és kozgazdasagi irodalom mindmaig paradigmaként tekint a Zipf-
torvényre, mint a (legnagyobb) telepiilések eloszlasat igen jol kozelitd modellre. A
népszeriiség oka abban keresendd, hogy a Zipf-torvény egy matematikailag egyszeriien
felirhato és interpretalhatd fliggvényformat takar, rdadasul mindeddig nem sikeriilt kielégitd
magyardzatot taldlni arra, hogy tobb orszagban és eltérd idopontokban a varosok méret
szerinti rangsora miért hasonlit kisértetiesen az egységnyi kitevojii Pareto-eloszlas lefutasara.
Az egyszerliség és a magyarazatok hidnya pedig egyiitt kivételes figyelemfelkeltd hatassal bir,

s mar onmagaban érdekessé teszi a varosok eloszlasanak alakuldsat (Benguigui — Blumenfeld-
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Liberthal 2011). Krugman (1996) példaul a Zipf-torvényt olyan misztikus szabalyszeriiségnek
nevezi, melynek kapcsan minden eddigi jol felépitett kozgazdasadgi modell cs6dét mondott,
Fujita ¢és szerzétarsai (1999) valamint Gabaix (1999) pedig nemes egyszerliséggel
megdobbentd szabalyszerliségnek nevezik a koncepciot. Tovabb arnyalja a képet az is, hogy a
kiilonb6zé hatvanytérvények, s koztik a Pareto-eloszlas igen gyakran megfigyelt
eloszlastipusok mind a természetben, mind a tarsadalom komplex rendszereiben (Newman
2005). Azok a tarsadalmi torvényszeriiségek pedig, melyek a természetben tapasztalt
jelenségekkel valamilyen modon analdgiat mutatnak, altalaban nagy figyelmet kapnak,
mikdzben a tudomanyos identitds erdsitését is szolgaljak. A Pareto-eloszlas népszeriisége
mogott megbuvo masik ok a praktikussagi tényez6. Mivel az eloszlasfiiggvény kezelhetd
szamu paramétert tartalmaz, képlete egyszeri €s jol interpretalhatd, bizonyos megkotések
mellett eldall sztochasztikus folyamatok végeredményeképpen (Gabaix 1999), igy tehat
alkalmassa valik arra, hogy a térbeliséget vizsgdld kozgazdasdgi modellek alapjaként
szolgdljon. Nem beszélve arrdl, hogy a Pareto-kitevd ¢értéke egyfajta urbanizacids
mérdszamnak is felfoghatd, hiszen adott orszag telepiiléshalozatanak koncentraltsagarol is
biztosit némi informéciot (Cheshire 1999). Minél alacsonyabb a kitevd értéke, a vizsgalatba
vont telepiiléshaldzat a népesség tekintetében annal koncentraltabb, illetve minél magasabb az
érték, a halozat annal kiegyenlitettebb.

Miel6tt azonban a Pareto-kitevok értekébdl barmilyen kovetkeztetést levonnank,
figyelembe kell venni azt, hogy az egyes orszdgokban a kozigazgatasi térfelosztds nem
mindenhol azonos kritériumok alapjan van megszervezve, igy egyrészt az
Osszehasonlithatosag is nehézkessé valik, masrészt a vizsgalatok a legtobbszor nem terjednek
ki a telepiiléshalozat egészére, hanem rendszerint csak a varosokra, ami szamos problémat

general.

2. A méreteloszlasok vizsgalatanak f6bb elméleti problémai

A telepiilések méreteloszlasanak elemzése Osszetettebb megkozelitést igényel, mint a
természetben megfigyelhetd legtobb jelenségek azonos jellegli vizsgélata. A tarsadalmi
jelenségek kapcsan ugyanis folyton belebotlunk a definicidos problémakba, melyek sok
esetben nehezen atléphetd korlatokat allitanak a vizsgalati lehetdségek elé. Ahogy a
jovedelemegyenldtlenségek kapcsan jogos problémaként meriil fel az, hogy az alapegységek

az egyének, vagy a haztartasok legyenek-e, vagy hogyan értelmezziik a jovedelem fogalmat,



ugy a telepiilésméretek kapcsan is megjelennek olyan kérdések, minthogy milyen térbeli
keretek kozott vizsgalddunk, vagy egyaltalan mi az elemzésiink targya, alapeleme.

A telepiiléshdlozatok kapcsdn 3+1 némileg konnyen elhatarolhatd problémakdrt
nevezhetiink meg. Az elsé annak a térrésznek a meghatarozasahoz kotddik, melyen beliil
vizsgaljuk a telepiilésként vagy varosként definialt teriileti egységeinket. A masodik az
alapegységek megvalasztdsaval, ehhez szorosan kapcsolodva a harmadik pedig az eloszlas
csonkoléasaval kapcsolatos. A negyedik probléma az idébeliséghez fiiz6dik, mely foként akkor
all fent, amikor idoben dinamikus vizsgalatokat végziink. Ekkor ugyanis egyarant figyelmi
kell a térbeli keretek esetleges modosulasara épplgy, ahogy az alapegységek szamanak és
kiterjedésének valtozasaira. A kovetkezokben részletesebbem a masodik €s a harmadik
problémat bontom ki, hiszen ahogy a tapasztalat mutatja, az illeszkedésvizsgalatok kapcsan

ezek tlinnek a legnehezebben kezelhetd kérdéseknek.

2.1. A vizsgalati alapegységek meghatarozasa

A térbeli folyamatok elemzésének végkimenetelére minden esetben ranyomjak
bélyegiiket a térfelosztds sajatossagai, illetve a vizsgdlat megfigyelési egységeinek
megvalasztasa. Ez a két gyakorlati nehézség a telepiilésméretek eloszlasa kapcsan is felmertil,
ugyanakkor a térfelosztasi és a modosito teriileti egység probléméknal joval tovabb mutat.' A
vizsgalatok célja egészen pontosan a fOldrajzi térben megjelend népességkoncentraciok
eloszlasi viszonyainak felderitése, amelyhez nem elég pusztan felosztanunk a teret, azt is meg
kell hataroznunk, hogy mely egységek nevezhetdk ténylegesen koncentracionak.

A népességi gocokat reprezentald alapegységek megvalasztidsa korantsem egyszerii
feladat, ugyanis az egyes kozigazgatasi egységek, illetve a kozigazgatdsi hatarokkal nem
feltétleniil konzisztens nagyvarosi agglomeraciok vizsgalata kapcsan eltérd eredmények
varhatok. Rosen és Resnick (1980), majd késébb Soo (2005) és Nitsch (2005) tobb orszagra
kiterjedé elemzésiikben ravilagitottak arra, hogy a tobb telepiilés Osszevonasaval 1étrehozott
agglomeraciok méret szerinti eloszlasa joval koncentraltabb, mint a kozigazgatasi egységeke,
tehat az egyes metropoliszok vonzaskorzetébe tartozd szuburban térségek nagysaga
erdteljesen befolyasolja a Pareto-kitevd értékét. Brakman et al. (2001) az Amerikai Egyesiilt

Allamok varosi térségeinek eltéré beosztasa kapcsan hasonlé eredményre jutott.

" A tarsadalmi tér vizsgalata kapcsan felmeriil§ statisztikai dilemmakrél lisd Dusek (2004) tanulményat, a
modosithato teriileti egység problémajardl részletesebben Openshaw (1984) munkajat.
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A vérosi agglomeracidok létrehozasa azonban nem mindenhol lehetséges, illetve sok
helyen értelmetlen. Tipikusan ilyenek a kisebb teriiletti, illetve a ritkan lakott orszagok, ahol
csak néhany nagyobb agglomeracido hozhato létre kisebb egységek Osszevonasaval, igy
ezekben az esetekben a megfigyelések elemszama sokszor nem elégséges a vizsgalatok
lefolytatasara. Mindezek alapjan a kozigazgatasi hatdrokra vald hagyatkozas éaltalanos a
méreteloszlasok vizsgalatdban, ami sok esetben megfeleld kereteket biztosit, azonban a
varosfejlodés elérehaladott szakaszaban 1évo fejlett orszagok esetén torz képet mutathat.
Kosmopoulou ¢és szerzdtarsai (2007) ramutattak arra, hogy évtizedekkel ezelétt az
adminisztrativ teleptliléshatarok még alkalmasak voltak a legnagyobb vérosok eloszlasi
viszonyainak vizsgalatara, azonban napjainkban ez a beosztds mar nem allja meg a helyét. A
vandorlas koltségeinek csokkenésével ugyanis a szuburbanizacié és az ’urban sprawl’
jelensége jelentdsen megnovelte a népességagglomeraciok valddi foldrajzi kiterjedését,
melyek mar jocskan atlépik az adminisztrativ hatarokat (Kosmopoulou et al. 2007). A
méreteloszlasok elemzésékor tehat mindenképp szerencsésebb, ha olyan lehatarolast
valasztunk, ami funkciondlis egységek, illetve valds gazdasagfoldrajzi szervezddés alapjan
1étrejtt nagy agglomeraciok méretét és kiterjedését jol kozelitik (Cheshire 1999).

Ennek érdekében tobb kisérlet is sziiletett arra, hogy a telepiilési szintlinél részletesebb
bontasu adatok aggregalasaval hozzanak létre olyan magas népsiiriiségii korzeteket,” melyek
fliggetlenek a kozigazgatdsi hataroktol (Duranton 2005, Rozenfeld et al 2011). Az egyik
legkomolyabb ilyen jellegli munka Rozenfeld és munkacsoportjanak (2011) nevéhez kothetd,
akik az Amerikai Egyesiilt Allamok és Nagy-Britannia egészét lefedé nagy térbeli
részletességli adatait gy aggregaltdk, hogy figyelembe vették a szomszédos egységek
népsiirlisegét, ami egy bizonyos szintet meg kellett, hogy haladjon, illetve az 6sszevonas utan
szamolt k6z0s népsiirliséget soha nem engedték egy bizonyos elére meghatarozott érték ala
csokkenni. Az igy kapott kompakt népességklaszterek legnagyobb eldnye, hogy tetszélegesen
jol kozeliti a népességkoncentracidk valodi foldrajzi kiterjedését, azonban attol fiiggden, hogy
a népsuriiségi paramétert milyen értékben hatdrozzuk meg, egyfeldl komoly teret enged a
szubjektiv megitélésnek, masrészt nem fedi le feltétleniil a teljes teret. A szerzok a klasszikus
modell szerint megbecsiilték a Pareto-kitevd értékét az igy kapott klaszterekre, ami a Zipf-

torvénynek megfelelden egyhez kozeli értéket vett fel.

* Ezen megéllapitas kapcsan széles a szakmai konszenzus, ami az eloszlasok vizsgalataban meglehetésén ritka
jelenségnek szamit.

? Ilyen nagy felbontasu teriileti beosztasok példaul a népszamlalasi korzetek, a telektombok, vagy a postai
korzetek.



A megfigyelési egységek képzésének egy masik érdekes megkozelitése Holmes €s Lee
(2010) munkdjanak gyiimolcse. A két szerzd ugy fiiggetlenitette az elemzést a kdzigazgatasi
hatarok karosan befolyasolo hatasatol, hogy az Egyesiilt Allamok teriiletét 6x6 kilométeres
celldkra osztotta fel, majd ezeknek vizsgalta az eloszlasat. Eredményeik azonban nem
meglepd moddon nem voltak alkalmasak a Zipf-térvény kimutatasara, hiszen 36
négyzetkilométeren fizikai képtelenség annyi lakost Osszezsufolni, amennyi kellene ahhoz,
hogy a legnagyobb egységek megfelelden simuljanak az egységnyi kitevojii Pareto-
eloszlashoz.

Ezek az eredmények arra engednek kovetkeztetni, miszerint a megfigyelési egységek
megvalasztisa jelentds hatast gyakorol a becslések végkimenetére, tovabba azt sugalljak,
hogy a Zipf-torvény azon felosztasok esetén érvényesiil, melyek a lehetd legjobban kozelitik a
népesség valos foldrajzi koncentralodasanak kiterjedését. Az ilyen megallapitasok azonban
mégsem fogadhatoak el altalanos érvényli igazsagként, ugyanis az is fontos kérdésként meriil
fel, hogy milyen szelekcids kritériumok alapjan hatarozzuk meg azt, hogy mi szamit
népességkoncentracionak. Jogos kérdést vet fel példaul, hogy egy 100 fos kozséget érdemes-e
egy vizsgalatba vonni egy millidos metropolisszal, mely a népességszambeli eltérés mellett
gazdasagi szerkezetében, a foldhasznositds vagy a kulturdlis tényezdk jellegében, illetve a

kozigazgatasi funkciok meglétében is 1ényeges kiilonbségeket mutat.

2.2. Az eloszlas csonkolasa

Az elemzés alanyainak megvalasztdsdhoz szorosan kotddd csonkoldsi probléma az
eloszlasvizsgalatok neuralgikus pontja, ahogy arra a fenti példa is egyértelmiien rdmutat. Ha
nem a teljes sokasagot kivanjuk vizsgalni, minden esetben meg kell hataroznunk egy olyan
also értékhatart, mely felett valoban beszélhetiink a népesség ,.koncentracigjardl”. Cheshire
(1999) harom olyan egymadssal dsszefiiggésben 1évo szelekcios kritériumot nevez meg, ami
alkalmas lehet a probléma megoldasara. Az elsé és masodik allandd népességkiiszobok, vagy
elemszdmok meghatarozasat, a harmadik pedig az Ossznépesség bizonyos hdnyadanak
bevonasat jelenti. Az elsé két modszer szoros kapcsolatban all egymassal, hiszen minél
magasabb értékben hatdrozzuk meg a népességkiiszobot, az elemszam annal kisebb lesz,
illetve minél tobb telepiilést vonunk be az elemzésbe, értelemszertien az alsdé népességkorlat
érteke csokken. Hasonlo logikéval a harmadik megoldas is Osszefliggésbe hozhaté az elsd
kettével, éppen ezért barmely modszert is alkalmazzuk, az eloszlast valamilyen értéknél

csonkolni kell.
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Az eloszlasok csonkolasanak gyakorlata a kezdetek ota fontos eleme a méreteloszlasok
vizsgalatanak, ami az adatok elérhetdségével, illetve a kutatdoi kérdésfeltevéssel is
Osszefiiggésbe hozhato. Auerbach (1913) példaul az 1910-es németorszagi népszamlalasi
adatok alapjan szamolt, de csak a 100.000 lakosnal népesebb 94 varos példajan mutatta be az
eloszlas hatvanytorvény-jellegét. Mondanivaloja megerdsitése végett bar megismételte a
vizsgalatot 481 telepiilésre is, de igy is elhagyta a megfigyelések tobb mint 90%-at. Singer
(1936) kifejezetten a varosok eloszlasi viszonyainak alakulasat tanulményozta valtozo
népességkiiszobok mellett, melynek eredményeibdl hét orszag urbanizaltsaganak fokarol vont
le kovetkeztetéseket.* A késbbiekben altalanossa valt az a gyakorlat, hogy a vizsgalatokat
csak a varosokra végezték el, azaz a teljes telepiiléshalozat eloszlasanak legfelsd tartomanya
kertiilt csak gorcso ala. Ennek ellenére nem létezik konszenzus még egy-egy orszag kapcsan se
arrol, hogy milyen népességi érték alatt kell csonkolni az adatsort (Gabaix — loannides 2004).

A kiiszobértékek megvalasztasanak kérdése azért kritikus jelentdségli, mert egyrészt
szoros kapcsolatban all a népességkoncentraciok — vagy varosok — méret szerint torténd
meghatdrozasaval is, radadasul elég erdteljes hatassal van az illesztett fliggvények
paraméterértékeinek alakuldsara. A Pareto-eloszlas alakparaméterére iranyuld vizsgélatok
tanulsaga szerint példaul minél alacsonyabb értéknél torténik az eloszlas csonkolasa, anndl
alacsonyabb Pareto-kitevoket kapunk (Parr 1976, Guérin-Pace 1995, Eeckhout 2004), tovabba
alacsony vizsgélati elemszamnal egy-egy megfigyelési egység elhagyasa komoly valtozasokat
idéz el6 a kitevd értékében, ami megbizhatatlanna teszi a becslést. Ez a probléma egyes
szerzOk szerint a Zipf-torvény szigort megkotéseinek indokoltsagat is kétségbe vonja
(Benguigui — Blumenfeld-Liberthal 2011). Szdmos tanulméany emellett rdmutat arra is, hogy a
Pareto-eloszlas illeszkedése a csonkolasi erték csokkentésével egyiitt romlik (Parr — Suzuki
1973, Malecki 1980, Guérin-Pace 1995). Malecki (1980) amerikai példan megmutatta, hogy a
telepiilések népességének ¢és rangjanak logaritmusara felirt regressziok magyarazott
varianciaja egyre csokken, ahogy a népességkiiszobok értékét csokkentjiik. Hasonld modszert
alkalmazva Guérin-Pace (1995) arra a kovetkeztetésre jutott, hogy alacsony kiiszobértékeknél
a Pareto-eloszlasnal megfigyelhetd linedris kapcsolat a méret és rang kozott torzul, a

fliggvény lefutasaban némi konkavitas is megfigyelhetd.’

* Valosziniisithetd, hogy H. W. Singer volt az els6 kutat6, aki a magyar varoshalozat Pareto-eloszlasat vizsgalta
1933-as népességadatok alapjan!

> Ezek az eredmények jol szemléltetik a csonkolassal kapcsolatos problémat, azonban meg kell jegyezni, hogy az
OLS-becsléssel torténd kitevobecslés, illetve az illeszkedés josaganak determindacios egyiitthatoval torténd
mérése komoly modszertani hibakat hordoz magéaban. Errdl lasd részletesebben Gabaix — loannides (2004), és
Nishiyama et al. (2008) tanulmanyait.
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Mivel a Pareto-eloszlas megfeleld illeszkedése az elméleti megfontoldsok alapjan
rogzitett csonkolasi értékek mellett nem biztosithato, valamint az alakparaméter értékének
bizonytalansaga is elég nagy, ezért érdemes lehet a telepiilések teljes korére elvégezni a
fliggvényillesztést, vagy olyan statisztikai kritériumokat keresni a csonkolasi érték
megallapitdsara, mely alapjan biztosithatdé a jo illeszkedés. Eeckhout (2004) azonos
megfontolasok alapjan szakitva az addigi gyakorlattal, az Amerikai Egyesiilt Allamok 6sszes
telepiilésére elvégezte az illeszkedési vizsgalatot, melynek eredményei a Pareto-eloszlas
helyett lognormalis eloszlast tamasztottak ala, ami felveti annak a gyanujat, miszerint a
telepiilésméretek eloszladsanak felsd tartomanyaban megfigyelt Pareto-eloszlas csak latszat.

A csonkolési probléma tehat nem pusztan elméleti gyokerii, hanem komoly statisztikai
vonzatai is vannak. A hatvanytorvények vizsgélatakor ugyanis a csonkolés bevett szokés, ami
mas jelenségek esetén is sokszor ad hoc jelleggel, vagy log-log abrakrol torténd vizualis
meggy0zddéssel torténik. Perline (2005) ezzel kapcsolatban felhivja a figyelmet arra, hogy az
eloszlasok csonkoldsa komoly informacidveszteséggel jar, €s magaban hordozza annak a
veszelyét, hogy bizonyos jelenségek kapcsan rogton hatvanytorvényekrdl kezdiink beszélni,
holott mas értéknél torténd csonkolas esetén, vagy az eloszlas teljes egészén vizsgalodva a
hatvanytérvények hipotézise elvetendd mas eloszlastipusok javéara. Perline ezeket a
hatvanytorvényeket a ,gyenge”, vagy ,hamis” jelzokkel illeti, utalva arra, hogy a
hatvanytorvény-jelleg érzékeny a csonkoldsra, illetve mas tipustu, de hasonld lefutasu
eloszlasokat takar. Ez a telepiilések vizsgalata kapcsan is igy van, fliggetleniil a definicids és
egyéb elméleti problémaktol. Ha tehat a telepiilések eloszlasat akarjuk vizsgalni, nem
feltétlentil hagyatkozhatunk a kis telepiiléseket szisztematikusan kihagyo, kisebb mintakon
végzett elemzésekre, ha viszont kifejezetten a legnagyobb vérosok eloszlasara vagyunk
kivancsiak, a vizsgalatba vonandd egységeket a lehetd legnagyobb koriiltekintéssel kell

indokolni, hogy a kapott eloszlas valoban arra vonatkozzon, amire szeretnénk vonatkoztatni.

3. A telepiilésméretek eloszlasanak empirikus vizsgalata

Az empirikus elemzések alkalmaval mindegyik fent emlitett problémat fontos szem
el6tt tartani, illetve a vizsgéalat kérdésfeltevéseivel Gsszhangban kezelni. A kdvetkezdkben
Magyarorszag és a mindeddig legtobbet elemzett orszag, az Amerikai Egyesiilt Allamok
telepiiléshalozatat vizsgadlom kiilonféle népességkiiszobok mentén torténd csonkolds mellett.
Vizsgalatom kettds célt szolgdl: Az egyik cél a két orszag telepiilés-méreteloszlasanak

deskriptiv jellemzése, illetve annak a hipotézisnek az igazolasa, hogy a Pareto-eloszlas nem
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feltétlentil alkalmas a teljes telepiiléshalozat modellezésére, de még a varosok eloszlasanak
jellemzésére sem.

Az orszagok megvalasztasa teljesen tudatos. Magyarorszag egy kis teriiletli, kevés
valodi varosi agglomeracioval jellemezhetd orszag, mely torténelmi fejlodése soran tobb
hatarvaltozast és allamberendezkedést megtapasztalt, mig az Amerikai Egyesiilt Allamok egy
nagy teriiletli, tobbpolusi orszdg, ahol a mai piacgazdasagi szerkezet tobb mint egy
¢vszazados zavartalan fejlédés eredménye. A két orszag tehat tobb tekintetben egymaés
ellentéte, ami a telepiiléshaldzat eloszlasi viszonyaira is hatassal van, ugyanakkor leszogezem,
hogy a vizsgalat nem Osszehasonlito jellegii. az eredmények a két orszag sajat kontextusaban
értelmezendok.

Az empirikus elemzés soran foként a Clauset €s szerzétarsai (2009) altal kifejezetten a
hatvanytorvények tesztelésére javasolt becslési és modellszelekcids eljardsokra hagyatkozom,
melyek matematikai részleteit csak a modszerek megértéshez sziikséges mértékig ko6zlom a

tanulmanyon beliil, a mélyebb részleteket a fliggelék tartalmazza.

3.1. Adatok és definiciok

A vizsgalat térbeli keretei értelemszeriien a két orszag jelenlegi hatarai,® a megfigyelési
egységeket pedig a két orszdg kozigazgatasi térfelosztasanak legkisebb szintjei.
Magyarorszag esetében ez 3152 darab telepiiléseket jelenti, az USA esetében pedig a ,,places”,
névvel ellatott 29313 lakott helységet, melyek lehetnek kozigazgatasi jogallassal, €és helyi
onkormanyzattal rendelkezd teriileti egységek, vagy statisztikai célbol 1étrehozott,
tigynevezett CDP-k, (Census Designated Places)’ (US Census Bureau 2010).

Az adatok mindkét esetben 2010-re vonatkoznak, igy az iddbeliség probléméajatol

eltekinthetiink. Az évszamvalasztasbol fakadéan az Egyesiilt Allamokra vonatkoz6 adatok a

® Esetinkben az orszighatirok, mint térbeli keretek azért téinnek realisnak, mert ezeken beliil mind
Magyarorszag, mind pedig az Amerikai Egyesiilt Allamok tekintetében egységes, funkcionalis
telepiilésrendszerekrdl beszélhetiink. Az orszaghatarok teriileti keretként valo felfogasa azokban az esetekben
viszont semmiképp sem megfeleld, ahol a vizsgalat targyat képezd orszag telepiilései és mas orszagok
telepiilései kozott a vandorlasban, kereskedelemben megnyilvanulod interakciok intenzitasa az orszagon beliili
szinthez hasonl6. Ezekben az esetekben az orszdghatdroknal tdgabb keretet érdemes megszabni hasonloan
azokhoz az esetekhez, amikor egy adott orszag nemrég szakadt le az anyaorszagrél. Ilyenkor ugyanis a
telepiilésrendszer kevésbé tekinthetd fejlodésében kompaktnak, tobb szalon kotédik az anyaorszag haldzatahoz.
Példaként szolgal erre Koszovd, vagy Montenegrd esete. Bar a szakirodalomban féként az orszagokra torténnek
becslések, de az utdbbi idében tobb tanulmany is megjelent, ami szubnacionalis szinteken (Giesen — Suedekum
2011, Garmestani et al 2008), vagy az imént vazolt megfontolasokbol az orszagosnal tagabb keretek kozott
vizsgalodik (Dimou — Schaffar 2009).

7 A Census Designated Place nevii egységek olyan jogallas nélkiili teriileteknek szdmitanak, melyek nem
tartoznak egyik dnkormanyzathoz sem. A CDP-k létrehozasa és megsziintetése allamonként van szabalyozva. A
2010-ben szamuk 9794 volt, azaz majdnem az Osszes helység egyharmada. A legutobbi népszamlalas alapjan
ezek lakossagszama 38,5 millio fo.
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legutobbi népszamlalas eredménytablaibol szarmaznak, ® a hazai telepiiléshalozat adatai
viszont a 2001-es népszamlalasbol tovabbvezetett, a KSH Helységnévtaraban kozzétett
adatok.

A magyar telepiilések ¢és amerikai helységek hasznalatat az indokolja, hogy egyfeldl
tartalmilag analégnak mondhatok, illetve ez volt az egyetlen olyan vizsgalati szempontbol
racionalisnak mondhat6 felosztds, amihez hozza tudtam jutni, illetve ami lefedi az orszagok

teljes teriiletét.

3.2. A Pareto-eloszlas illeszkedésének vizsgalata

Vizsgalatunk els6 1épéseként a Pareto-kitevd értékét becsiiljiik meg a két orszagra
valtozo népességkiiszobok mentén toérténd csonkitissal. A becsléshez a maximum likelihood

modszert (MLE) alkalmazom, melynek képlete

&= n/iln(%j 3),

ahol ¢ a kitevo becsiilt értéke, x; az i-edik telepiilés népessége, k pedig a vizsgalatba bevont
legkisebb telepiilés népessége, n pedig az elemszam.’ Az MLE legfébb elénye, hogy
egyszer(l, s emellett az alakparaméterre aszimptotikusan torzitatlan és konzisztens becslést ad
(Newman 2005, Clauset et al. 2009). A kiilonb6zé népességi kiiszobok mellett szamolt
Pareto-kitevOk értékét az 1. abra mutatja. Magyarorszag esetében az lathatd, hogy a Pareto-
kitevok értéke a 10.000 fonél nagyobb kiiszobértékek esetén koriilbeliil 1,2 és 1,4 kozott
ingadozik, 6000 fdig kismértékben csokken, 6000 és 1400 {6 kozott 1ényegében 1,1-es érték
kortl stagnal, majd az 1400 fonél kisebb kiiszobértékek esetén a kitevd meredeken kezd
csokkenni, az egész telepiiléshalozat bevonasaval az érték 0,23. Az Egyesiilt Allamok esetén
50.000 6 feletti kiiszoboknél a kitevd 1,5 és 1,25 kozott fluktual, majd szintén meredek
csokkenésbe kezd.

Ha tovéabb vizsgaljuk az abrékat, feltiinhet, hogy mindkét orszag esetén elvileg minden
tovabbi nélkiil megoldhat6 igy a csonkitds, hogy kozel egységnyi Pareto-kitevét tudjunk
becsililni. Magyarorszadg esetében példaul, ha a népességkiiszobot k = 1139 {onél, azaz
Homokszentgyorgy kozség népességénél rogzitjiik, és a becslést az elsé 71261 telepiilésre
végezziik el, MLE modszert alkalmazva a kitevore a = 0,999995 értéket kapunk, amivel
lényegében teljesitjiik a Zipf-tdrvényben foglalt kritériumot, bar kétséges, hogy a kiiszobérték

¥ Elérhet: http://2010.census.gov/2010census/data/
® A Pareto-kitevé becsléfiiggvényének a levezetését a fiiggelék ,,A” része tartalmazza.
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meghatarozasara tudnank-e érdemi indokkal szolgalni. Ugyanez eljatszhato az Egyesiilt
Allamok esetében is: ha a kiiszobérték a rangsor 4116. helyén 4ll6 Pennsylvania allambeli
Lititz nevil telepiilés 9369 f0s népességével azonos, a becsiilt értékiink o = 0,9997.

Természetesen ismét felmertil a kielégité indoklas kérdése.

1. abra: A Pareto-kitevok valtozasa kiilonb6z6 kiiszobértékek mellett Magyarorszagon ¢és az
Amerikai Egyesiilt Allamokban
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Megjegyzés: A bal oldali abran Magyarorszag, a jobb oldalin pedig az USA lathato.

Az eredményekbdl lathatd, hogy a Pareto-eloszlas alakparamétereinek becslése koriil
igen nagy a bizonytalansag, azonban ez a fliggvény illeszkedésér6l még nem mond semmit.
Ennek federitését Kolmogorov-Smirnov tesztek segitségével végezziikk el, mely elég
kozkedvelt probanak szamit az illeszkedésvizsgalatokban. Az eljaras 1ényege, hogy az MLE
modszerrel nyert alakparaméter segitségével megadunk az adatsorra egy olyan elméleti
Pareto-eloszlasfiiggvényt, mely elvileg a legjobban illeszkedik az adatokra, majd ezt az
elméleti fliggvényt hasonlitjuk az adatsor tapasztalati eloszlasfliggvényéhez. Képletszeriien a
kovetkezdképpen fest:

D =sup| F(x)—P(x)| 4

Xk
A (4) egyenletben F(x) jeloli a k értékét meghaladd megfigyelési egységek tapasztalati
eloszlasat, P(x) pedig a legjobban illeszkedd Pareto-eloszlast jelenti, ugyanezen megfigyelési
egységekre. A tesztstatisztika értéke a két eloszlasfiiggvény kozti eltérések abszolut értékének
szuprémuma, tehat 1ényegében a legnagyobb eltérés szamértéke. Ertelemszeriien minél kisebb
a tesztstatisztika értéke, annal jobb az elméleti eloszlas illeszkedése az adatsorra.
A két orszagra eltérd népességkiiszobok mellett kiszamolt Kolmogorov-Smirnov

tesztstatisztikdkat a 2. és 3. abrék foglaljak O6ssze. A 2. dbra ,,A” részében lathatd, hogy
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Magyarorszag esetében a legjobb illeszkedés nem a magas kiiszobértékeknél varhatd, hanem
1501-nél, ami egész pontosan Acsa kozség népessége. A legjobb illeszkedés tehat az
elvartakkal ellentétben nem a legnagyobb varosokra a legjobb, de nem is a telepiilések teljes
korére, hiszen ha 1500-nal kisebb értéken csonkitunk, az illeszkedés eldszér moderaltan, majd

600 alatt meredeken kezd romlani.

2. abra: A Kolmogorov-Smirnov tesztek értékei valtozo kiiszobértékek mellett
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Az Egyesiilt Allamok hasonld képet mutat, kisebb ingadozasok mellett az elemszam
csOkkentésével az illeszkedés javul. A tesztstatisztika minimumét akkor kapjuk, ha a

kiiszobértéket 47299 foben, azaz a Michigan allambeli Roseville varos lakossdgszamaban
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hatarozzuk meg. Ennél alacsonyabb minimumeértékeknél az illeszkedés tovabb romlik, 1000
6 alatt rohamos mértékben. Az USA esetében tehat a Pareto-eloszlas legjobb illeszkedése az

els6 849 varos esetén varhato.

3. abra: A Kolmogorov-Smirnov tesztek értékei valtozo kiiszobértékek mellett az Amerikai

Egyesiilt Allamokban
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A valtozd népességkiiszobok mellett kalkulalt tesztstatisztikdkbol levonhatd legfobb
kovetkeztetés az, hogy minél tobb elemet vonunk be a vizsgalatba, a Pareto-eloszlas
illeszkedése eldszor javul, majd egyre rosszabb lesz. Ez 6sszhangban van az eddigi empirikus
tapasztalatokkal, azonban a tesztek onmagukban nem tudositanak arrdl, hogy a Pareto-

eloszlas valdban leirja-e az adataink eloszlasat. A Kolmogorov-Smirnov teszt egyik
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legnagyobb technikai eldnye azonban az, hogy értékeinek segitségével ellendrizhetd a Pareto-
eloszlas hipotézise is. A tesztstatisztika eloszlasanak kvantilisei erre lehetdséget kinalnak,
azonban ezek meghatarozasanal fokozott figyelemmel kell eljarni. A Kolmogorov-Smirnov-
proba eloszlasara készitett eredeti tablazatok ugyanis csak abban az esetben alkalmazhatok, ha
a két vizsgalt eloszlas fiiggetlen egymastol (Goldstein et al 2004). Esetiinkben ez a helyzet
nem 4all fenn, ugyanis az eljards folyamdn az adatsorbol becsiiljik az elméleti
eloszlasfiiggvénylink paraméterét, igy a becsiilt paraméter értéke, s ebbdl fakaddan az elméleti
eloszlafliggvény alakja fligg az adatsort6l. Ha ebben a helyzetben az eredeti tdblazatok
értékeire hagyatkoznank, a hipotézisvizsgalatok masodfaju hibajanak valoszinlisége megnodne,
hiszen a Pareto-eloszlas nullhipotézisét esetleg olyan esetekben is elfogadnank, amikor nem
lenne indokolt. Ennek elkeriilése végett a teszt kvantiliseinek Gjrabecslése javasolt, melynek
tobb mddja is 1étezik (Goldstein et al. 2004, Clauset et al. 2009, van Zyl 2011).

Az egyik legkézenfekvobb megoldds a p-értékek meghatarozasara a Monte Carlo
szimulaci6 alkalmazasa, melynek Iényege, hogy nagyszamu szimulalt Pareto-eloszlasu
mintara egyenként alkalmazzuk a tesztstatisztikat, majd megvizsgaljuk, hogy azok milyen
aranyban haladjdk meg az adatsorunkra szamolt értéket. Ez az ardny pedig megadja az
altalunk keresett p-értéket, melynek 0,05-nél (0,1-nél) magasabb értékei esetén 5%-os (10%-
os) szignifikanciaszint mellett elfogadhatjuk a Pareto-eloszlas nullhipotézisét (Clauset et al
2009).

A Monte Carlo moddszerrel kalkulalt p-értékeket néhany elméleti és statisztikai
szempontbol kiemelt kiiszobérték mellett szamoltam ki, ezeknek Osszefoglalasa az 1. és 2.
tablazatban talalhato. Mindkeét orszag esetén megprobaltam tobb olyan mesterséges népesseégi
kiiszobot meghatarozni, melyek valtozd definiciok mellett alkalmasak lehetnek a varosok
korének lefedésére. Magyarorszag esetében a kozponti funkcidk megléte alapjan a 20.000,
vagy 10.000 f8s alsé népességkorlat allja meg a helyét leginkabb, ennél kisebb kiiszobok
megadasanak indoka az, hogy igy szamos kisebb varosi jogallasu telepiilés is bekeriilhet a
vizsgalatba. Az Egyesiilt Allamok esetén a megfigyelési egységek értékei kozott tobb
nagysagrendnyi eltérés tapasztalhato, igy itt értelemszertien mas kiiszoboket alkalmaztam. A
200.000 és 100.000 f6s népességkorlatok lefedik a legnagyobb varosok korét. Az ennél kisebb
kiiszobok pedig a kozép és kisvarosok bevondsat szolgaljak. Mindkét orszag esetében
mellékeltem tovabba azt a kiiszobértéket, amely mellett a Pareto-kitevd becsiilt értéke a
legkozelebb esik 1-hez, illetve ahol a legkisebb a Kolmogorov-Smirnov tesztstatisztika értéke

minimalis. Ezzel a két népességkiiszobbel kivaldan tudjuk tesztelni, hogy ott, ahol elméletileg
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érvényesiil a Zipf-torvény, illetve ahol az illeszkedés a legjobb, valéban beszélhetiink-e

Pareto-eloszlasrol.

1. tablazat: A Pareto-eloszlés illeszkedése valtozo kiiszobértékek mellett a magyar

telepiiléshalozatra

Népességkiiszob (f6) Elemszam (db) Pareto-kitevd KS-teszt p-érték
20000 61 1,279 0,096 0,000
10000 144 1,241 0,049 0,000
5000 277 1,082 0,065 0,000
2000 759 1,102 0,026 0,042
1000 1394 0,971 0,071 0,000
1501 (Legjobb illeszkedés) 1037 1,095 0,018 0,389
1139 (Pareto-kitevo értéke = 1) 1262 1,000 0,065 0,000
12 (Teljes telepiiléshalozat) 3152 0,233 0,366 0,000

Magyarorszag esetén csak egy kiiszobérték mellett fogadhaté el a Pareto-eloszlas
nullhipotézise, ez pedig a Kolmogorov-Smirnov teszt alapjan legjobb illeszkedést biztositd
érték.'” Itt a Pareto-kitevd értéke 1-hez kozeli, de a vizsgalatba vont 1394 telepiilés nem
csupan varosokat, hanem szamos kozséget is magaba foglal, tehat nem allithatjuk, hogy ez az
illeszkedés csak a legnagyobb agglomeraciokra lenne érvényes. Ugyanakkor a teljes
telepiiléshalozatra egyaltalan nem illeszkedik a Pareto-eloszlds, ezért az egészen biztosan
alkalmatlan a teljes hazai halozat, illetve a varosok méreteloszlasanak modellezésére. Mi tobb,
a Zipf-torvény érvényesiilését sem tdmaszthatjuk al4, hiszen annal a csonkolasi értéknél sem
fogadhatjuk el a Pareto-eloszlast, amely mellett a kitevd értékét 1-nek becsiiltiik. Statisztikai
értelemben ez azt jelenti, hogy az eloszlas illeszkedése a csonkoldsra szélsdségesen érzékeny,
ami elveti annak lehetdségét, hogy a hazai telepiiléshalozatot valddi hatvanytorvényként
definialjuk.

Az Egyesiilt Allamok telepiiléshalozata a magyarhoz képest eltéré eredményeket
produkal, ami nem meglepd, tekintettel a hazaindl kilencszer nagyobb elemszdmra és a
tekintélyes méretbeli kiilonbségekre. Az elsd és legfontosabb levonhatd kovetkeztetés
azonban mégis nagyon hasonld6 Az amerikai telepiilésméretek eloszlasa is érzékeny a
csonkoldsra, az egész haldzat nem irhatd le Pareto-eloszlassal, illetve a harom legkisebb

mesterségesen megadott kiiszobérték esetén sem tdmaszthatjuk ald a hatvanytorvényt,

' Ertelemszerien a legjobb illeszkedés sem jelenti minden esetben, hogy a Pareto-eloszlis hipotézise
elfogadhatd. Az 1990-es népszamlalas adatain megismételve az elemzést példaul azt kapjuk, hogy a legjobb
illeszkedés mellett a p-érték 0,05-hdz igen kozeli értéket vesz, tehat 5%-os szignifikanciaszint mellett a hipotézis
elvetésének éppen a hataran van. Ez ismét el6térbe hozza az idGbeliség problémajat, tudniillik nem mindegy,
melyik évre végezziik el az elemzést.
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ugyanugy, ahogy a legnagyobb telepiiléseket tomoritd 200.000 f6s népességkiiszob mellett
sem. A Zipf-tovény szintén nem igazolhatd, ugyanakkor a legjobb illeszkedést nyu;jto, és az
ahhoz igen kozel 1évé 50.000 fos kiiszobértékek esetén a hipotézis elfogadhatd, tehat a nagy
¢s kozepes varosok bizonyos korére illeszkedik a Pareto-modell. Ezzel parhuzamosan viszont
annak a kérdése tovabbra is fennall, hogy beszélhetiink-e valodi, erds hatvanytorvényrol.
Mivel a legkiilonb6zobb csonkolasi paraméterek koziil csak kettd (egymashoz igen kozeli)
esetén sikeriilt igazolni a hatvanytorvény-jelleget, ezért itt is erés a gyanu arra, hogy az
amerikai telepiilések eloszlasa kapcsan is inkabb hamis hatvanytorvényt talalunk.

A hamis hatvanytorvények valojaban olyan egyéb eloszlasokat takarnak, melyek
lefutdsa bizonyos tartomanyban nagyon hasonldé a hatvanytorvényekére. Ilyen eloszlasok
lehetnek tobbek kozott a nyujtott exponencidlis, lognormalis, ,,Pareto-végzddési”

exponencialis, vagy egyéb Osszetett eloszlasok.

2. tablazat: A Pareto-eloszlas illeszkedése valtozo kiiszobértékek mellett az amerikai

telepiiléshalozatra

Népességkiiszob (£6) Elemszam (db) Pareto-kitevd  KS-teszt  p-érték
200000 109 1,442 0,069 0,000
100000 282 1,397 0,034 0,030
50000 779 1,416 0,021 0,321
20000 2123 1,182 0,040 0,002
10000 3937 1,021 0,055 0,000
5000 6455 0,870 0,064 0,000
2000 10976 0,718 0,072 0,000
47299  (Legjobb illeszkedés) 849 1,427 0,018 0,601
9369 (Pareto-kitevé értéke = 1) 4115 1,000 0,064 0,000
1 (Teljes telepiiléshalozat) 29312 1,408 0,408 0,000

3.3. A Pareto- és lognormalis modellek dsszehasonlitasa

Az illeszkedés érzékenysége és az alakparaméterek becslése koriili bizonytalansag
kapcsan az elmult évtizedekben tobb fliggvényforma is teritékre keriilt, mint a
telepiilésméretek eloszlasat legjobban kozelité modell. Parr és Suzuki (1973) mar egészen
koran felhivta a figyelmet arra, hogy az eloszlasok felsd tartomdnyaban észlelheté Pareto-
végzddés nem zarja ki mas eloszlasok, példaul lognormalis eloszlas hasonlo illeszkedését.
Hsing (1990) a Pareto-eloszlas tesztelésére a Box-Cox transzformacié alkalmazasat ajanlotta,
mellyel elvetette a szoban forgd eloszlds hipotézisét. Alperovich és Deutsch (1995)

nemzetkdzi adatokon alkalmazta a modszert, mely szintén megcafolta a Pareto-eloszlas
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alkalmassagat. Cameron (1990) alternativ modellként a Weibull-eloszlast ajanlotta, Laherrere
¢s Sornette (1998) pedig tobb természeti és tarsadalmi jelenség, koztiik a telepiilések
méreteloszlasa kapcsan ramutatott, hogy a nyujtott exponencialis eloszlas sok esetben jobban
simul az adatokra, mint a hatvanytérvények. Eeckhout (2004, 2009) ugy talélta, hogy a
telepiilések teljes korére a lognormalis modell a Paretondl jobban illeszkedik, azonban késdbb
tobb szerzd is ramutatott, hogy a lognormalis modell a legnagyobb megfigyelési egységekre
kevésbé simul rd, az eloszlas legfelsd tartomanyaban a Pareto-modell jobban alkalmazhatd
(Levy 2009, Bee et al. 2010, Malevergne et al. 2011, loannides — Overman 2012).
Ugyanakkor ezek a vizsgalatok az eloszlas csonkoldsa nélkiil, a telepiiléshalozat egészére
vonatkoztak. Ahhoz viszont, hogy a telepiilések hamis hatvanytorvény-jellegének gyanujat
cafolhassuk, vagy megerdsithessiik, meg kell gy6zddniink egyéb modellek illeszkedésérdl is.
Mivel a hatvanytorvények lefutdsa bizonyos koriilmények kozott sokszor Osszetéveszthetd a
lognormalis eloszldséval, ezért ezt a két modellt hasonlitom Gssze a két orszag telepiiléseinek

példajan. A lognormalis eloszlas striségfiiggvényét az (6) egyenlet mutatja,
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melynek u €s o paraméterei az atlagot €s a szorast mutatjadk. A Pareto- ¢és a lognormalis
stiriiségfiiggvények alapvetéen elég kiilonbozoek, viszont hasonlova véalnak, ha a
logaritmikusan transzformalt adatsor szorasa kelléen nagy értéket vesz fel. Ennek

szemléltetésére tekintsiik a Pareto- (2) és lognormalis (6) stirliségfliggvények logaritmusait:

Infexlak)=Ina+ank-(a+lnx (7)
2
hlfL(X'/uao-):—lnx-i‘hl\/zﬁo-_(ln;;Zm:
(Inx)’ ’ ®)
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ad o 20

Ha a szoras (o) értéke elég magas a lognormalis stirtiségfiiggvényben, akkor azon tagok
értéke, melyek a szorasnégyzetet tartalmazzak a nevezdben, elég kicsivé valnak ahhoz, hogy
az eloszlas nagy terjedelmében a (7) egyenlethez hasonloan logaritmikus skalazasu ébran
linearisnak hassanak (Mitzenmacher 2003). Ez a hasonlosag azonban nem feltétlentil jelenti,
hogy a két eloszlas azonos mddon illeszkedik az adatokra. Ennek illusztralasara az ismertetett
két orszag telepiiléshalozatat hasznalom fel, de az dsszehasonlitd vizsgalatot nem csupan az
Osszes telepiilésre, hanem kiilonboz6 kiiszobértékek segitségével kialakitott kisebb
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sokasagokra is elvégzem. Ehhez azonban a lognormalis eloszlasfiiggvény némi atalakitasra
szorul, ugyanis a széles korben alkalmazott kétparaméteres lognormalis eloszlasfiiggvény a
Pareto-eloszlassal ellentétben nem operal kiiszobértékkel, ami a csonkolt kisebb elemszamu
mintak esetén jelentds torzulast eredményezhet a becsiilt atlagban és szorasban (Warren 2007).

Mivel jelen esetben az adatsorunk kis értékeit tavolitjuk el, azaz balrdl csonkitunk, a (6)

szamu striségfiiggvény a kdvetkezOképpen modosul:

! (Inx — z)°

x\/ﬁ(l —@(lnk‘/‘n exp(_ 20"

o

|, (x| n,0,k) = ] Jh<x<oo  (7)

t 2
ahol d)(t):% J.exp(—%jdt a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye. Ezzel az
T —o0

atalakitassal a Pareto-eloszlas és a lognormalis eloszlas Osszehasonlithatéva valik, akar
csonkoljuk az adatsort valamilyen & népességkiiszobnél, akar nem. A csonkolt lognormalis
eloszlas MLE paraméterei nem adhatok meg analitikusan, azokat a likelihood-fliggvény
numerikus maximalizalasaval szamithatjuk ki. Az igy kapott paraméterek segitségével pedig
mar megoldhatova valt a csonkolt lognormalis gorbék illesztése, illetve a modellek kdzvetlen
Osszehasonlitasa.

A Pareto- és lognormalis eloszldsok 0Osszehasonlitasara kézenfekvd modszer a
likelihood-arény tesztek alkalmazasa (Clauset et al. 2009). Ehhez eldszor az egyes modellek
log-likelihood fliggvényének az értékeit (In L; és In L,) szamitjuk ki, melyeket aztan kivonunk
egymasbol ##=(InL, —InL,) A kilénbség elbjele azt adja meg, hogy melyik modell
alkalmasabb a vizsgalt jelenség leirdsara. Ha az érték pozitiv, akkor az elsé modellt
preferalhatjuk, ha negativ, akkor a mésodikat. Ha a kiilonbség 0, vagy ahhoz nagyon kozeli
értek, akkor nincs kiilonbség a két modell kozott. Mivel a log-likelihood értékek
kiilonbségének az elemszam (n) és szoras (o) segitségével normalizalt értéke, azaz
11*1/2(1nL1 —InL,)/o normal eloszlast kovet, konnyedén tesztelhetdé az a nullhipotézis,

miszerint a log-likelihood értékek kiilonbsége 0, azaz a két modell hasonldan teljesit a
jelenség leirasaban (Vuong 1989)."

A kordbban ismertetett kiiszobértékek mellett szamolt log-likelihood értékeket, ezek
kiilonbségét, valamint a megfeleld p-értékeket a 3. és 4. tablazat foglalja 0ssze a két orszagra

kiilon-kiilon. A magyar telepiilések esetén a lognormalis és Pareto-eloszlasok egyediil a

""" A logaritmikus transzformacié tulajdonsigai miatt ez a modszer ekvivalens azzal, mintha a likelihood-
fiiggvény értékek aranyat szamoltuk volna ki.
"2 A teszt matematikai részleteit lasd a fiiggelék ,,B” részében.
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megfeleléen alacsonyan meghuzott kiiszobértékek mellett kiilonboztethetdek meg, magas

népességkiiszobok mentén torténd csonkolds esetén a log-likelihood értékekben észlelhetd

minimalis eltérések statisztikai fluktudcidk hatasait tiikrozik. Alacsony kiiszobértékek mellett,

illetve azok nélkiil a log-likelihood értékek negativ eldjele a masodik, azaz a lognormalis

modellt hozza ki gydztesen. Az eredmények kapcsan talan a leginkdbb meglepd az, hogy

azzal a kiiszobértékkel szamolva, amellyel kordbban a Kolmogorov-Smirnov teszt alapjan

elfogadtuk a Pareto-eloszlast, mint potencidlis modellt, sem tudtunk a lognormalis

alternativanal hatdsosabbnak lenni. A hazai telepiiléshalozat eloszldsa ezek alapjan tehat

semmiképp sem tekinthetd Paretonak, inkdbb hamis hatvanytérvényként definialhato, hiszen

l1étezik olyan egyéb modell is, ami nagyon hasonldan, sot, egyes esetekben jobban kozeliti a

meéreteloszlast.

3. tablazat: A Pareto- ¢s lognormalis eloszlasok 6sszehasonlito vizsgalatanak eredményei

Magyarorszag esetén

Log likelihood Log likelihood Log-likelihood

Népessegkiiszob (6) (Pareto) (Lognormalis) kiilonbség p-ertek
20000 -697,776 -697,770 -0,001 0,965
15000 -1011,084 -1010,735 -0,035 0,112
10000 -1555,143 -1555,050 -0,090 0,839
5000 -2870,475 -2868,717 -0,276 0,381
2000 -7143,583 -7143,450 -0,130 0,793
1501 (Legjobb Pareto illeszkedés) -9473,699 -9473,477 -0,220 0,721
1139 (Pareto-kitevé értéke = 1) -11405,848 -11399,214 -6,634 0,059
12 (Teljes telepiiléshalozat) -29069,505 -26724,907 -2344,598 0,000

4. tablazat: A Pareto- és lognormalis eloszlasok dsszehasonlitd vizsgalatanak eredményei az
Amerikai Egyesiilt Allamok esetén

Log likelihood Log likelithood Log-likelihood

Népességkiiszob (10) (Pareto) (Lognormalis) kiilonbség p-érték
200000 -1475,127 -1475,087 -0,040 0,872
100000 -3636,058 -3635,959 -0,099 0,803
50000 -9486,390 -9486,268 -0,121 0,807
20000 -24589,499 -24573,461 -16,038 0,005
10000 -43972,966 -43911,347 -61,619 0,000
5000 -69748,235 -69575,777 -172,458 0,000
2000 -113321,600 -112915,672 -405,928 0,000
47299 (Legjobb Pareto illeszkedés)  -10280,877 -10280,878 0,002 0,997
9369 (Pareto-kitevo értéke = 1) -45887,394 -45812,784 -74,609 0,000
1 (Teljes telepiiléshalozat) -294963,016 -267425,186 -27537,831 0,000
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Az Egyesiilt Allamok helységeit vizsgalva is hasonld kovetkeztetésekre juthatunk, mint
a hazai telepiilések esetében. Az eredmények Osszességében itt is azt mutatjak, a telepiilések
eloszlési viszonyait magas kiiszobértékek mellett a csonkolt lognormalis eloszlas hasonloan
hatékonyan képes kozeliteni, mint a Pareto-eloszlas, a 20.000 fénél alacsonyabb
népességkiiszobok mellett pedig joval akkuratusabb. Ez természetesen nem jelenti azt, hogy a
lognormalis eloszlas kozelitené a legjobban a jelenséget, azonban egyértelmiien ravilagit arra,
hogy a telepiilésméretek eloszlasa egy hamis hatvanytorvény, mely valdjdban valamilyen

egyéb Osszetett eloszlast kovet.

4. Elméleti kovetkeztetések

A varosfejlodéssel kapcsolatos kutatasok mindeddig nem tudtdk egyértelmiien
azonositani azokat a tényezoket, melyek a telepiiléshdlozatok egészének eloszldsi viszonyait
meghataroznak szdmos olyan sztochasztikus modell keriilt kidolgozasra (Gabaix 1999, Blank
— Solomon 2000, Benguigui — Blumenfeld-Liberthal 2007), mely a telepiilések fejlodésének
folyamatat az eloszlas felsd tartoményaban bizonyos hanyadara bizonyos megkotések mellett
képes magyarazni.

Ioannides és Skouras (2012) ugyanakkor megjegyzi, hogy ezek a modellek nem veszik
szamitasba annak lehetdségét, hogy a telepiilések fejlodését méretkategorianként mas €s mas,
telepiilésenként eltérd jelentdségli tényezOk befolyasoljak. Eltérd fejlodési palyakat generalhat
példaul szektoridlis specializacid, mely a telepiilések méretét is meghatdrozza (Black —
Henderson 2003, Abdel-Rahman — Anas 2004). Henderson (1974) szerint a ndvekedést a
tudas és technologia hatékonyabb 4gazaton beliili &ramlasabol, a munkaerdpiac egyesitésébol,
illetve a méretgazdasdgossagbol fakadd eldnyok serkentik, melyek jellemzden
agazatspecifikusak. Az empirikus vizsgalatok emellett ravilagitanak arra is, hogy azok a
varosok, melyeknek agazati szerkezetére a specializacid jellemzd, rendszerint kisebbek és
lassabb litemben ndvekednek, mint azok, melyeknek szolgaltato és ipari szektora is egyarant
diverzifikalt (Glaeser et al. 1992). Abdel-Rahman ¢s Fujita (1990) szerint a kiilso
méretgazdasagossag mértéke, mely az emelt szintli szolgaltatasok iranti ipari keresletbdl,
illetve a szolgaltatd szektor ndvekvd mérethozadékabol szarmazik, az egyik legfontosabb
tényezdje az ipari koncentrdloddsnak, melynek varosndvekedést serkentd dinamikdja

varosonként eltérd. Megemlitendd tovabba a vallalatok menedzsment és termeld funkcidinak
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egyre eroteljesebben érzékelhetd teriileti szétvaldsa, mely szintén ranyomja bélyegét a
varosfejlodés litemére (Duranton — Puga 2005).

Ezek a folyamatok loannides és Skouras (2012) allitasa szerint olyan bonyolult dsszetett
eloszlasokat eredményeznek, melyek lefutasa bizonyos kiiszobértékeknél valtozik. Az érvelés
alapjan a telepiiléshalozat eloszlasanak felso, kifejezetten varosokat tartalmazo tartoméanyaban
a Pareto-eloszlas jol illeszkedik, mig az eloszlas teste, mely kisvarosokat és kozségeket, azaz
féleg ruralis tereket foglal magéba, egyéb eloszlassal irhatd le. Jelen tanulmany eredményei
azonban kétségbe vonjak, hogy a gazdasagi tényezok hatdsai egyértelmiien kothetdek
lennének egy-egy jol meghatarozott eloszlashoz. A legnagyobb hazai varosokra ugyanis
rendre el kellett vetni a Pareto-eloszlas nullhipotézisét az illeszkedésvizsgalatok alkalmaval,
tovabba a telepiilések azon kore, amire érvényes lett volna a széban forgd eloszlas, mar nem
kizardlag varosokat, hanem kozségeket is tartalmazott, melyeknél kétséges, hogy ugyanazok a
tényezOk jelolnék ki a fejlddési palyakat, mint a févaros, vagy a nagyobb regionalis
kdzpontok esetében.

Az Egyesiilt Allamok kapcsan hasonldé gondolatok fogalmazodhatnak meg benniink a
vizsgalat eredményeit latva, ugyanis ebben az esetben az 50.000 fonél népesebb varosokra
illeszkedik jol a Pareto-eloszlas, ugyanakkor ennél a kiiszobértéknél szamos tobb tizezres
lakossagszami kozépvaros indokolatlanul ki van zarva a vizsgalatbol. Ez ismét elveti annak
lehetdségét, hogy a Pareto-eloszlast kifejezetten a varosi terekre alkalmazzuk, hiszen ha csak
a metropoliszokra vizsgalddunk, nem megfeleld az illeszkedés, ha a kozépvarosokat is
beemeljiik a mintaba, akkor sem. Az eloszlasok telepiiléstipusokhoz vald hozzakapcsolasanak
koncepcioja tehat atgondolando.

Vizsgalataink egy masik fontos elméleti kovetkeztetése az, hogy erdsen kétségbe
vonhatdé mindenfajta tobb orszdgot magaba foglalo empirikus vizsgalat eredménye, ugyanis
azon feliil, hogy a Pareto-kitevok értéke szamos kiils6 hatasra érzékeny, egyaltalan nem biztos,
hogy a becsiilt kitevovel egy megfeleléen jol illeszkedd Pareto-eloszlast definialunk. A
kitevok becslése — illetve azok ,,varosodasi indexként” torténd alkalmazasa — érvényét veszti,

ha a telepiilések méretének eloszlasat megfelelden kozeliteni képtelen modellt definidlnak.
Osszefoglalas

A telepiilésméretek eloszlasanak vizsgalata tobb olyan probléma is felszinre keriil, mely

kozvetleniil befolyasolja a vizsgalatok végeredményeit. ElIméleti szempontbol komoly kérdést
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vet fel az, hogy a vizsgalatok megfigyelési egységeit miben allapitjuk meg, illetve, hogy
milyen népességi kiiszobérték mentén csonkoljuk az eloszlast. Magyarorszag és az Amerikai
Egyesiilt Allamok telepiiléshalozatanak példajan végzett vizsgalatok szamos szerzd korabbi
eredményeivel 0sszhangban azt tdmasztjak ala, miszerint a Pareto-kitevok értéke érzékeny a
népességkiiszobok megvalasztasara, ez pedig lehetéséget kinal arra, hogy az eredményeket a
kivant cél érdekében a kutatok szabadon mddositsak. Egy mésik kardinalis — habar az adatok
elérhetéségének szempontjabol talan konnyebben megvalaszolhaté — kérdés a vizsgalati
idépontok megvalasztasaval kapcsolatos. Ekkor ugyanis nem csak a kdzigazgatasi hatarok
valtozasara, hanem a vizsgalatba keriilo teleptilések korére is figyelni kell. A telepiiléshalozat
idében folyamatosan atalakul, igy akarmilyen eljarassal szamolunk, a kapott eredmények
mindenképpen eltéréek lesznek. Az idébeliség és a vizsgalt sokasdg megvalasztasa tehat
alapvetden aldakndzza a Zipf-térvény ,.egyetemes” érvényesiilésének lehetdségét az egyes
orszagokban.

Technikai szempontbol kozelitve a hatvanytorvény-koncepcidé szintén tobb ponton
tamadhat6, hiszen ahogy a két orszag kozigazgatasi térfelosztasanak legalacsonyabb szintjén
végzett elemzésiink eredményei egyértelmiien rdmutatnak, a Pareto-eloszlas illeszkedése nem
feltétleniil a legnagyobb varosokra a legjobb, hanem a telepiilések egy olyan szélesebb korére,
ami mar kozségeket is magaba foglal, vagy nem fedi le kielégitd mértékben a varosok korét.
Az eloszlasokkal kapcsolatos orszagos vizsgalédasok kapcsan tehat a funkciondlis
nagyvarosok kitiintetett kezelése nem feltétleniil indokolt. Masrészt megmutathato az is, hogy
a kiillonb6z6 kiiszobértékek mentén csonkolt lognormalis eloszlas hasonléan, bizonyos
korilmények kozott pedig kifejezetten jobban modellezi a méreteloszldsokat, mint a
klasszikus Pareto. Igy a telepiilések kapcsan Perline (2005) terminusat hasznilva hamis
Pareto-eloszlasrol beszélhetiink csupan, ami cafolja a varosméretek eloszlasanak
hatvanytorvény-jellegét, legalabbis orszagos 1éptékekben, az altalunk valasztott megfigyelési
egységekre vonatkoztatva.

A vizsgédlat eredményei megkérddjelezik a Pareto-eloszlds egyeduralmat a
véarosgazdasagi szakirodalomban, valamint tovabbi kérdéseket vetnek fel azzal kapcsolatban
is, hogy a tobb orszéagra kiterjedd nemzetkdzi elemzések eredményei mennyire tekinthetdek
relevansnak. A telepiilésméretek eloszlasara megfeleléen illeszked6 — valdsziniisithetéen
valamilyen 0sszetett — modell, valamint az eloszlas lefutasat befolyasold gazdasagi tényezdk
kilétét tovabbra is a homaly fedi, azonban jelen tanulmany a meglepd eredmények miatt

komoly adalékul szolgalhat a téma tovabbi kutatdsahoz.
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Fiiggelék

Al)

A Pareto-kitevé alakparaméterének maximum likelihood becslésofiiggvénye Czaller
(2012) alapjan a kovetkezoképpen adhatd meg: a fiiggetlen, X ~ P(/) (e, k) (x,,X5,0...Xy)
minta likelihoodja a kovetkez6 alakot 6lti:

N ak®
P(x|a,k)=]]—5 (F.1)
i=1 X

i

ahol k& a korabbiakban megszokott modon x; hipotetikusan felvehetd legkisebb értéke:
x2k=0, és k=min(x,). Mivel a logaritmusfliiggvény szigoran monoton novo, ezért a
maximumhely meghatarozésa egyenértékii a loglikelihood-fiiggvény maximumhelyének

meghatarozasaval. Ennek érdekében a (F.1) egyenletet logaritmikusan transzformalva

lnL:InP(x|a,k):iln{aka] (F.2)

a+l
i=1 i

N
=nla+nalnk—(a+1)) Inx,
i=1
majd a szerint differencidlva

olnL n N
— =—+nlhnk-)) Inx. F.3
e " Z ; (F.3)

adodik. A derivaltat 0-val egyenlévé téve, majd az egyenletet a-ra rendezve, egyszeriisitve

adodik a becsléfiiggvénye:
Yo (x
a= n/Zln(;lj (F.4.)
1

B.)

Vuong (1989) ¢és Clauset et al. (2009) alapjan a Vuong-féle likelihood-arany teszt a
kovetkezOképpen irhat6 fel: legyen a két 6sszehasonlitandd modelliink likelihoodja

L :le(xi) L, :HPZ(xi)
i=1 i=1 (F.5),
illetve, ezek ardnyanak logaritmusa
l[1 n
R=In| = |=2 [In py(x)=In p, (x,)] (F.6),
2 i=l
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ahol In p,(x;) az egyes x; értekekre szamolt log-likelihood a j-edig modell szerint.
Ahogy n —w, R ~N(u,0) no’varianciaval, ahol o az egyes [In p,(x,)—In p,(x,)]

kifejezések varianciaja, amely a mintabol becsiilhetd:
1 1 2 1 n 2
P ;Z[ln pi(x;)—Inp, (xi)] - {—Z(lnpl (x,)-Inp, (xl,))} (F.7).
=l i=1

Annak valésziniisége pedig, hogy a log-likelihood értékek kiilonbsége egyenld, vagy
nagyobb az altalunk megfigyelt R abszolut értékénél, megadhato a kdvetkezo egyenlettel:

*‘R‘ [2 0 [2
1 - - R|
P(t>2|R) = —— ‘ no dl‘-l-' motdt |=1-e F.8
( | |) /2 2 [W € ‘R‘e J Up( /—J ( )

R T
ahol erf | | = 2 Ie” dt Az erf (z) figgvény a Gauss-féle hibafiiggvényre utal.
U\/E \/; IR| Jod2n
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