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Bevezetés

Jelen dolgozatom az el6z6 TDK dolgozatom [1] kiegészitése, valamint az abban leirt
szamitasi modszerek tovabbfejlesztése. Ezen dolgozat legfébb célja szintén a monotektikus
rendszerek optimalizalasa, térfogati és feliileti fazisatalakulasuk modellezése, viszont azok a
szamitasi modszerek, amivel egy monotektikus rendszer kdélcsonhatasi energiait meg lehet
hatarozni, pontositasra keriiltek.

Jelen munkdm 6t nagyobb fejezetre oszthatd. Az elsé fejezetben a kétalkotos
monotektikus rendszerek fazisdiagramjat, kialakuldsanak termodinamikai feltételeit, valamint
az ezeket leir6 matematikai egyenleteket szeretném bemutatni. A dolgozat masodik
fejezetében egy nem is olyan régen felfedezett jelenségrol, a feliileti fazisatalakuldsrol
(roviden SPT, az angol Surface Phase Transition roviditése) fogok szot ejteni. Itt részletezni
fogom a feliileti fazisatalakulds termodinamikai hatterét, azok matematikai egyenleteit,
valamint ennek a természeti jelenségnek - akdr az iparban is felhasznalhato - jelentdségét. A
dolgozatom harmadik fejezetében egy nem régiben felfedezett, ij természeti torvényt, a
termodinamika IV. fotételét mutatom be. Szot ejtek ennek jelentdségérdl, matematikai
megfogalmazasarol, valamint arr6l, hogyan befolyédsolja a fazisdiagramok abrajat, ha nem
vesszilk figyelembe a IV. f6tételt. Az negyedik fejezetben az optimalizalast és az
ujraoptimalizalast fogom targyalni. Szintén részletezem ennek jelent6ségét, a matematikai
megfogalmazasat, valamint sz6 lesz az optimalizalashoz felhasznalt program, a Solver
felépitésérdl és annak alkalmazasarol. Az otodik és egyben utolsé fejezetben az altalam
vizsgalt Ga-Tl monotektikus rendszerre fogom alkalmazni az el6z6 fejezetekben leirt
szamitasi modszereket. Bemutatom az ujraoptimalizalt Ga-Tl rendszer szamitott és IV.
fotételt kovetd kolcsonhatasi  energiatagjait, amikbdl modellezhetd a rendszer

keverhetetlenségi teriilete és feliileti fazisatalakulasi vonala.

1. Monotektikus rendszerek

A monotektikus 6tvozetek olyan rendszerek, melyekben a komponensek még olvadék
(nem fémes rendszerek esetében folyadék) allapotukban sem oldjdk egymast egy bizonyos
homérseklet alatt. Ez a bizonyos hdmérséklet a rendszer kritikus hémérséklete (az 1. 4bran:
Tc). Ennek értelmében a kritikus homérséklet felett a rendszer egy homogén egyfazisu

olvadékka valik, mig ezen homérséklet alatt, de a monotektikus homérséklet felett (az 1.



abran: Ty) a rendszer egy heterogén, egymadssal termodinamikailag egyenstlyban 1évo

kétfazist olvadékot alkot. Ezt a részt a fazisdiagramon oldhatatlansagi teriiletnek nevezziik.
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1.1. abra: Egy kétalkotés monotektikus 6tvozet [2]

(Jelen dolgozat témaja is foképp csak erre az oldhatatlansagi teriiletre koncentralddik.) Ezen
oldhatatlansagi teriilet 1étrejottének az oka az, hogy a komponensek az olvadékfazison beliil is
»taszitjdk” egymdst, azaz a parkolcsonhatdsi energiavaltozasuk pozitiv. Mindezt

matematikailag megfogalmazva [3]:

1
Q, :HAB—E(HAA+HBB)>O (1.1)

ahol Q, a parkdlcsonhatasi energiavaltozas folyadék-, ill. olvadékfazisban (mértékegysége:

Jimol), Hyy pedig az X és Y komponensek kozotti parkolesonhatasi energia (mértékegysége:
J/imol). Ez a parkdlesonhatasi energiavaltozas homérsékletfiiggd, és elvben végtelen nagy
homérsékleten a 0-hoz tart. Ez a IV. f6tétel [3] kovetkezménye, amit majd a 3. fejezetben
részletesebben fogok targyalni. Az olvadékfazis integralis Gibbs-energidjat az 0Osszetétel
fliggvényében az 1.2 4dbra mutatja egy allanddo homérsékleten, ami a monotektikus €s a
kritikus hémérséklet kozott van. A fazisdiagramok modellezéséhez leggyakrabban a Redlich-
Kister polinommal moddositott regularis oldatmodellt szoktdk hasznalni, amit a

kovetkezéképpen lehet kiszamitani [4]:

G, =G} +RT[xg Inx, +(1—xB)In(l—xB)]+xB(1—xB)Zn:(1—2xB)i L, (1.2)



ahol G, az olvadékfizis standard molaris Gibbs-energija J/mol-ban, R az egyetemes

gazallandé (R = 8,314 J/molK), T a hémérséklet K-ben, xg a B komponens moltortje, L;

pedig az i-edik kolcsonhatasi energia tag (err6l bdvebben a 3. fejezetben lesz sz0).
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1.2. abra: Az olvadékfazis integralis Gibbs-energiaja (folytonos vonal) a B-komponens
moltortjének fiiggvényében allandd hdmérséketen a monotektikus rendszerek oldhatatlansagi

tertileténél, xp(1) €s Xp(2) az egymassal egyensulyt tartd olvadékok Osszetételét jelzi

Az 1.2 abran jol lathatd, hogy az olvadékfazis integralis Gibbs-energiaja (folytonos vonal) az
X €s az xpp) moltortek kozott nagyobb, mint az Xxpuy) €s az xpp) Osszetételll
olvadékfazisokbol allo keverék (szaggatott vonal). Ez azt jelenti, hogy ezen a hdmérsékleten a
rendszer két, egymassal egyenstulyban 1évé olvadékfazisbol fog éllni, ugyanis a természet
mindig a kisebb Gibbs-energidji allapotot preferalja. Ennek az egyensulynak a
termodinamikai megfogalmazasa az, hogy a komponensek (A és B) parcialis Gibbs-energidja
mind az egyik, mind a masik olvadékfazisban meg kell egyezzen. Ezt matematikailag

megfogalmazva [3]:

Gam =Gau (1.3)
Gem = Gruy (1.4)
Az egyes parcialis Gibbs-energidkat kibontva kapjuk a kovetkezo egyenleteket:
Gaw@) =Gy + RTINX gy +AGR o (15)
Gewy = Gy + RTINXg) +AGE (1.6)

ahol G?

i) aZ 1 komponens (A vagy B) standard Gibbs-energidja a @ fazisban (I vagy I,)

J/mol mértékegységgel, R az egyetemes gazallanddo (R = 8,314 J/molK), T az abszolut



hémérséklet kelvinben, X;,, az i komponens (A vagy B) moltortje a ® fazisban (I; vagy I»),
AG iE(q)) pedig a parcialis tobblet (vagy excess) Gibbs-energia J/mol-ban. Az utdbbi parcialis

tobblet Gibbs-energia tagot komponensenként a kovetkez6képpen szamolhatjuk ki [3]:

: : OAGy
AG‘A(<1>) =AG, ~Xp@) . (1.7)
B(®)
OAG;
B(®)

E
ahol OAG,

3 az olvadék integralis Gibbs-energidjanak a B komponens moltortje szerinti
Xg(0)

parcialis differencial-hanyadosa. Ezek az egyenletek mind felhasznalhatéak a monotektikus
rendszerek oldhatatlansagi teriiletének ujraoptimalizalasara, amit a 4. fejezetben fogok
bemutatni.

A monotektikus Otvozeteket az iparban elOszeretettel hasznaljak fel a kiilonleges
tulajdonsagaik miatt pl. nagyhdmérsékletii szupravezetoként vagy csapagyfémként. Ezeket a
monotektikus 6tvozeteket azonban szemcsékkel stabilizalt emulzidként hasznaljak fel, amiket
az irodalom Pickering-emulzioknak nevez. Ezek az emulziok annal jobb tulajdonsaguak,
minél kisebbek és homogénebbek a benniik 1évé diszpergalt fazisok méretei. Példaképpen
emlitem, hogy ezeknek a nagyhOmérsékletli emulzidknak az eldallitasara és vizsgalatara Dr.

A monotektikus rendszerek el6térbe keriilésének azonban nemcsak az eldbb emlitett
tények az okai. Az monotektikus fazisdiagramokon ugyanis van még egy egyensulyi vonal,
amit eddig nem tiintettek fel azokon. Ez a feliileti fazisatalakulas (SPT) vonala, amit mar
Chan [6] is megfigyelt 1977-ben a kisérletei alatt. Az SPT-vonalnak egyenleteken alapuld
szamitasat azonban csak 2005-ben Dr. Kaptay Gyorgy irta le [7]. A feliileti fazisatalakulast a

kovetkezd fejezet targyalja részletesebben.

2. A feliileti fazisatalakulas (Surface Phase Transition - SPT)

2.1. A feliileti fazisatalakulas termodinamikdja

A feliileti fazisatalakulas tehat egy nem régiben felfedezett természeti jelenség [1].
Kisérletileg nehéz kimutatni, mert nagyon kicsi térfogati koncentracional jelenik meg ez a
feliileten végbemend valtozas (lasd 2.1 &bra). Szintén a kis térfogati koncentracié miatt a

matematikai modellezésénél is nehéz észrevenni, ugyanis ez a feliileti fazisatalakulés kb. 0,01

6



moltort érték alatt jelenik meg. Kialakulasanak az a feltétele, hogy egyrészt a két komponens
egymast erésen taszitsa, masrészt pedig legyen nagy a kiilonbség az egyes komponensek
feliileti fesziiltségei kozott. Ugy is fogalmazhatunk, hogy az egyik komponensnek feliiletaktiv
komponensként kell viselkednie. Egy adott koncentracional a kisebb feliileti fesziiltségii
komponens a nagyobb feliileti fesziiltségli komponens hatarfeliiletére fog kiszegregalodni, igy
képezve azon egy feliiletaktiv komponensbdl igen dis nanométer vastagsagu réteget. Ennek a
nanohértyénak a kiépl'ilése nem fokozatosan, hanem ugrésszerﬁen jelenik meg. Ha a kis
kezd hizni, és végiil mar térfogati fazissa fog atalakulni, belépve ezzel a fazisdiagramon az

oldhatatlansagi teriiletbe (lasd 2.1 4bra).
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2.1. abra. A feliileti fazisatalakulas tartomanya [3]

2.2. A feliileti fazisatalakulds modellezése

A feliileti fazisatalakulas modellezése abbol az alapfeltevésb6l indul ki, hogy a
fazistérfogat feliiletén vald6 megjelenésével egyensulyi dallapot fog kialakulni az
allapothatarozok allando értéken tartasa mellett [1]. Ez azt jelenti, hogy a kisebb feliileti
fesziiltségli komponensben gazdag nanoréteg nem fog aramlani a térfogati fazis feliiletén,
azaz semmilyen makroszkopikus mozgas vagy aramlas nem johet 1étre a rendszerben. Ebbdl
az kovetkezik, hogy Marangoni aramlas sem lehetséges, tehat mind a két komponens parcialis
feliileti fesziiltségének meg kell egyezni. Ezt matematikailag a kdvetkezoképpen fejezhetjiik
ki [8]:



Ca@) =Ob@) = Co (2.1)
ahol o4, az i komponens (A vagy B) parcidlis feliileti fesziiltsége a @ fazisban
(mértékegysége: J/m?), 6, pedig az oldat integralis feliileti fesziiltsége (mértékegysége:
JIm®). Ez az egyenlet a Butler-egyenletnek, amit még szokas anti-Marangoni egyenletnek is
nevezni az el6bb emlitett kritériumok miatt. A parcialis feliileti fesziiltséget pedig
kiszamithatjuk mint a komponens parcialis feliileti energiatdbblete és molaris feliiletének
hanyadosat:

AG

1) (2.2)
Oj(a)

Gi)

*

ahol AG, ) =G4y —Gjo azaz a feliileti atomok ¢és a térfogati atomok Gibbs-energidjanak

a kiilonbsége vagy roviden a szegregacio altali Gibbs-energia valtozasa (mértékegysége:
J/mol), »;,, pedig az i komponens (A vagy B) molaris feliilete (mértékegysége: m?/mol). A

molaris feliiletet a kovetkezéképpen szamolhatunk ki [3]:

1 2
0y = NAVa (2.3)

ahol f egy geometriai allando (fémek esetén f =~ 1,06), Nay az Avogadro-szam (Nay =
6,022%10%° mol™), Vy pedig a komponens moléris térfogata (mértékegysége: m>/mol). A
térfogati atomok parcialis Gibbs-energiajat leirhatjuk

Gty =Gy +RTINA, (2.4)
egyenlettel, a feliileti atomok parciélis Gibbs-energidjat pedig a

Gty =Giay T RTINa; (2.5)

egyenlettel, ahol G?(CD) az 1 komponens térfogati, mig G?(’ZD) a feliileti standard Gibbs-

energiaja a ® fazisban (mértékegysége J), R az egyetemes gazallandé (R=8,314 J/(molK)), T

az abszolut homerseklet kelvinben, a;,) pedig a térfogati, mig a;,, a felileti atomok

aktivitasa (nincs mértékegységiik). Az aktivitds nem mas, mint a feliileti (vagy térfogati)
koncentraciok és a feliileti (vagy térfogati) aktivitasi tényezé szorzata, ahol az aktivitasi

tényezot a kovetkezOképpen szamolhatjuk ki (nincs mértékegysége):

AG

y=exp( sl J (2.6)



ahol AGiE(cD) az i komponens (A vagy B) excess (vagy tobblet) Gibbs-energiaja a @ fazisban

(mértékegysége: J/mol). Ha a (2.2) - (2.5) egyenleteket mindkét komponensre kiszamolva
behelyettesitjiik a (2.1) egyenletbe, akkor a kdvetkez6 dsszefiiggést kapjuk:

* *
0 RT An@) 0 R Ap()

(2.7)
Op@)  Aa@) Ogw) g

ahol G?(q)) i komponens (A vagy B) standard parcialis feliileti fesziiltsége (mértékegysége:

J/Im?). Analitikai megoldasa a (2.7) egyenletnek ltalaban nincs a feliileti koncentraciora, csak
ha az oldatot idealisnak tekintjiik. A feliileti fesziiltség feliileti koncentraciotol valo fiiggését a
kovetkezOképpen lehet meghatarozni: A (2.7) egyenletet elészor egy oldalra rendezziik, majd
az adott hdmérsékletnél és térfogati koncentracional megnézziik pl. egy tablazatkezeldvel,
hogy melyik feliileti koncentracional lesz ez 0-val egyenld. (A tablazatkezeld kerekitési hibai
miatt sosem kapunk pontosan nullét, ezért megoldasnak csak az ahhoz legkdzelebbi eredmény
fogadjuk el). Ezutan a kapott feliileti koncentraciot visszahelyettesitjiik az (2.7) egyenletnek
akar a bal, akar a jobb oldalaba ¢és megkapjuk adott hdémérsékleten és térfogati
koncentracional a rendszer feliileti fesziiltségét. A kovetkezOkben abrakon fogom illusztralni,
hogy a parcidlis és ezzel egyiitt az integralis feliileti fesziiltség hogyan valtozik a térfogati és a
feliileti koncentracio fliggvényében. A 2.2. ¢és 2.6. abrakon lathatd, hogy a Butler-egyenletnek
altalaban egy megoldasa van.
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2.2. abra. A Butler-egyenlet egy megoldéssal (X*B =0,0806; o =0 =06 =0,9891 J/mz)



Van azonban egy nagyon sziik tartomany, amin beliil harom megoldas is van, ezeket mutatja a
2.3., 2.4. és a 2.5. abra. A harom megoldas koziil viszont csak egynek van fizikai értelme,
méghozza annak, amelyiknek legkisebb a Gibbs-energidja, azaz mindig a kisebb feliileti
fesziiltséglinek. A 2.3. abran lathatjuk, hogy ennél az esetnél az egyenletnek 3 matematikai

megoldasa is van, viszont csak egy, a bal sz¢éls6 megoldasnak van fizikai értelme.

T=2800K, xg=32%10"
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2.3. 4dbra. A Butler-egyenlet harom kiilonb6z6 megoldassal, amik koziil csak egynek van

fizikai értelme (itt a bal oldalinak: X'g= 0,1169; oo =0g =0 =0,9855 J/mz)

A 2.4. abran latjuk azt az esetet, amikor a rendszerben a két parcialis feliileti fesziiltségi érték
is megegyezik, rdadasul ezek mind alacsonyabban helyezkednek el a kozépsd 3.
metszésponttol. Ez azt jelenti, hogy adott homérsékleten a kisebb feliileti fesziiltségii
alacsonyabb értékrdl hirtelen felugrik egy joval magasabb értékre. Ezért lesz ez a jelenség egy
elsOrendd hatarfeliileti fazisatalakulas. Ezekél a koncentracioknal és homérsékleti értékeknél,
ahol hasonldéan megugrik a feliileti koncentracio értéke, megkapjuk az SPT-vonal egy-egy
pontjat. Az 2.5. és a 2.6. abra azt illusztrallja, hogy a koncentracid tovabbnovelésével a
feliileti koncentracio is ndvekszik €s ezzel egyiitt természetesen csokken a rendszer feliileti

fesziiltsége.

10



T=2800 K, xg=3.71*10"
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2.4. abra. Az SPT-vonal egy pontja (X g1 = 0,1544; X g2 = 0,8456; 6 = 05 = 6 = 0,9826 J/m?)

T=800K,xg=4,1%10"
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2.5. ébra. Az SPT-vonal egyik pontjahoz tartoz6 koncentracidjatol magasabb Osszetétel esetén
kialakult feliileti fesziiltségi €s koncentracid-érték. A hdrom matematikai megoldas koziil itt is

csak egynek van fizikai értelme (x g = 0,8663; 64 = 05 = 6 = 0,9735 J/m?)
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T=2800K, xg=3*10"
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2.6. 4bra. A Butler-egyenlet egy megoldassal (x g = 0,8946; 6a = o = 6 = 0,9551 J/m?)

2.3. A feliileti fazisatalakulds felhasznalasa, jelentosége

A tudomanyos korokben kozismert az a természeti torvény, miszerint minden folyadék
feliileti fesziiltsége a homérséklet ndvelésével csokken, azaz a feliileti fesziiltség hdmérsékleti
koefficiense negativ. Ezt az in. E6tvos-szabaly, melyet E6tvos Lorand magyar fizikusrol
neveztek el, aki ezt a természeti torvényt felismerte és kisérletekkel igazolta is. Az a
felismerés is téle szdrmazik, hogy a feliileti fesziiltég a kritikus ponton 0-va valik. Az E6tvos-

szabaly matematikai alakja:

2
V3

m

=k(T,-T) (2.7)
ahol y a folyadék (fémek esetén olvadék) feliileti fesziiltsége (mértékegysége: N/m vagy
JIm?), Vy a folyadék molaris térfogata (mértékegysége: m°/mol), T a folyadék kritikus
hémérséklete kelvinben, k pedig az un. E6tvés-allandd, melynek értéke k = 2,1*107 J/(K
mol??) [9].

A természetben az egykomponensii folyadékoknal nem talalunk kivételt az E6tvos-
szabaly alol. Kétkomponensii rendszerek esetében azonban lehetéség nyilik arra, hogy
megvaltoztassuk a feliileti fesziiltség homérsékleti koefficiensét. Ez viszont csak akkor
lehetséges, - a tudomény mai allasa szerint - ha ez a két komponens egymassal monotektikus
rendszert alkot, és a koncentracidtartomany nagyon kicsi a kisebb feliileti fesziiltségl
komponensre nézve. Ebben az esetben viszont nem torténik mas, mint az elézéekben targyalt

feliileti fazisatalakulas. Vannak olyan esetek, amikor ezt ki is szeretnénk hasznalni. Erre jo
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példa az ivhegesztés [10]. Ennél a miiveletnél ugyanis a hegesztdelektroda végpontjanal a
legmagasabb a homérséklet, ezért itt lesz a legalacsonyabb a feliileti fesziiltség. A Kisebb
feliileti fesziiltségli rész viszont igyekszik szétteriilni a nagyobb feliileti fesziiltségii részen. Ez
az un. Marangoni-aramlas. A hegesztési varrat emiatt lesz kifelé szélesedd alaki és nem
befelé mélyiild, ami egyébként jobb kotési szilardsagot eredményezne. Viszont ha egy olyan
anyagot (fluxot) szoérunk a hegeszteni kivant részekre, amely termikusan disszocial és a beldle
felszabaduld oxigén reagal az acéllal és igy az monotektikus Otvozetet képez az olvadt
alapanyaggal, és raadasul még az SPT-tartomanyon beliil is talalhato a koncentracioja, akkor
a Marangoni-aramlas megfordul és mély hegesztési varratot kapunk. A 2.7 abran lathato
acélminta esetén megfigyelhetd, hogy fluxszal segitett hegesztés esetén kb. 3-szor mélyebb

varratot kaphatunk, mint flux nélkiili esetben.

2.7. dbra: Egy acélminta hegesztési varratai flux nélkiil (felsd abra) és fluxszal vald

rasegités esetén (also abra) [10]

Az SPT-tartomany feliileti fesziiltségének pozitiv homérsékleti koefficiense
termodinamikailag a kovetkezOképpen magyarazhato: a hatarfeliiletre kiszegregalddott
atomok egy viszonylag rendezett allapotba keriilnek, mivel a térfogati atomokhoz képest
kisebb a koordinacidos szamuk, igy azok kevesebb kohézios kotéssel rendelkeznek,
energetikailag kedvezdtlenebb allapotban vannak, ezért arra térekednek, hogy minél tobb
szomszédos atommal alakitsanak ki kohézids kotéseket. Ennek a rendezett allapotnak a
kialakitasa pedig azzal jar, hogy a rendszer konfiguracids entropiaja lecsokken. A hdmérséklet
novelésével azonban az entrdpia is novekszik, mivel a természet ezt az allapotot preferalja.
Emiatt viszont a komponensek oldhatosaga is megné, igy a Kiszegregalt komponensekbdl

alkotott nanoréteg fokozatosan visszaoldodik a térfogati fazisba, igy novelve annak feliileti
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fesziiltségét a hdmérséklet novekedésével, hiszen a feliilet egyre gazdagabb lesz a nagyobb
feliileti fesziiltségli komponensben. A fazisdiagram SPT-tartomadnyanak és a Marangoni-

aramlasnak az Osszefiiggését a 2.8. dbra illusztralja

1400

T
1200 A A - AL
1 fazisl olvadék | T ‘\'
1000 =
% 800
= a0 SPT vonal 1 fazisd olvadék
L — + nanoréteq
400 Ea'.zisﬂ olvadék |—
200

-—

\\Hj// : ff

i \

—<0 .0
T ﬁ" S

2.8. abra. A SPT-tartomany és a Marangoni-aramlas kapcsolata [2]

3. A termodinamika V. fotétele

A termodinamikaban 2004-ig 6sszesen 4 kiilonbozo fotételrdl tudtunk (ha a 0. fotételt
is idevessziik), ami az eddig tapasztalt fizikai és kémiai jelenségekre egyforman igaz. Ezeket
az allitasokat azért nevezziik fétételeknek, mert bebizonyitani 6ket teljes mértékig nem lehet,
csak elfogadni tudjuk Oket. A teljes mértékli bebizonyitds azért nem lehetséges, mert
egyrészrél minden egyes természeti jelenségrol be kellene bizonyitani, hogy az adott f6tétel ra
is érvényes, masrészrol pedig van olyan fététel, aminek kisérleti koriilményei elérhetetlenek
(ilyen pl. a III. f6tétel, ami a O K-re vonatkozik).

Nézziik meg, milyen termodinamikai fétételeket ismeriink:

- 0. fotétel: Ha egy A rendszer termodinamikailag egyenstlyban van B rendszerrel és B is
egyensulyban van C-vel, akkor A is egyensulyban van C-vel.
- 1. fotétel: EQy rendszer belsé energiajanak megvaltozasa egyenld a rendszerrel kozolt ho

(rendezetlen energiakozl€s), valamint a rendszeren végzett munka (rendezett energiakozlés)
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Osszegével. Kovetkezményei: az energia kiilonb6z6 formai atalakithatéak egymasba, valamint
orokmozg6 nem létezik.
- 2. fotétel: Spontan csak olyan folyamatok mennek végbe a természetben, ahol az entrépia
(rendezetlenség) novekszik.
- 3. foététel (Nernst-tétel): 0 K-en az abszolut tiszta kristalyracs entropiaja 0.

A IV. fotétel kimondasa elétt nézzik meg, mi vezetett e természeti torvény
felfedezéséhez. Egy kétkomponensii reélis oldatban az oldodast kisérd tobblet (excess) Gibbs-

energiat a kovetkezoképpen irhatjuk fel:
AG§ = AH, —TAS;, (3.1)
alakban, ahol AG] a @ fazis oldodési tobblet Gibbs-energiaja, AH, a ® fazis oldodasi

entalpiavaltozasa és AS; a @ fazis oldodasi tobblet entropia valtozasa jouleban, valamint a T
a rendszer homérséklete kelvinben mérve. Elséként Lupis és Elliot fedezték fel azt az
Osszefiiggést, hogy szilard és folyékony fémes rendszereknél AH, és AS} eléjele azonos, és
hogy az oldddasi tobblet entropia-valtozas és az oldodasi entalpiavaltozas kozott az alabbi
Osszefiiggés 1étezik [11]:

AH,

Ts

ASE = (32)

ahol t,= 3000 K. Ezt az sszefiiggést a 3.1 abra illusztralja, ahol minden egyes pont egy-egy

kétkomponensii rendszert jelol. Lathato, hogy ez az dsszefliggés kozelitdleg jol reprezentalja a

meért adatokat.

-5 -50 -25 D 25
kJimol

3.1. abra: Kétkomponensii szilard és olvadék allapoti fémotvozetek oldodasi tobblet entropia-

valtozasa az oldodasi entalpia-valtozas fiiggvényében (Xg = 0,5). Pontok: kétkomponensii

rendszerek, szaggatott vonal: az (3.2) egyenlettel szamitott egyenes [3]
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Ha az (3.2) egyenletet behelyettesitjiik az (3.1) egyenletbe, akkor a kovetkezd Osszefiiggést
kapjuk:

AGE = AH{l—Ij (3.3)
TS

Ha ezt az Osszefiiggést egy koordinata-rendszerben abrazoljuk, akkor a AH, eldjelétol
fiiggben pozitiv vagy negativ meredekségli egyenest kapunk, amit az 1.2. dbra mutat. Ha a
AH,, pozitiv értékii, akkor AG 3000 K alatt szintén pozitiv értékii lesz, azaz az oldatban
1év8 komponensek egymast taszitani fogjak, ha pedig AH,, negativ értékii, akkor AG 3000

K alatt szintén negativ értékii, tehat a komponensek most vonzani fogjak egymast.

— 30 =
2 15
s = |mnzés‘?
,ﬂ.(_rq, -7
D T T —__--'|'-.‘_-
1000 EDUU___f"- 3000 T--.__ 4000
L= |taszit:'|s?|
15 S
230 =27
T K

3.2. dbra. Két oldat tobblet Gibbs-energiajanak hoémérsékletfiiggése. A pontok mért értékeket
jelolnek [3]

Az 3.2. abrardl leolvashato, hogy a t, = 3000 K felett az oldddasi tobblet Gibbs-energia

eléjelet valt, ami azt jelentené, hogy az atomi kdlcsonhatasok (vonzas vagy taszitas) is
megfordulnak. A 3.2 abrarol az is latszik, hogy az tobblet Gibbs-energia ,,végtelen” nagy
homérsékleten ,,végtelen” pozitiv, vagy ,végtelen” negativ lesz. Ez utdbbi észrevételt
vizsgaljuk meg egy kicsit tiizetesebben.
Ha visszatekintlink az (1.2) egyenletre, akkor jol lathatd, hogy egy fazis integralis
Gibbs-energiaja harom f6 tagbol all:
- a standard integralis Gibbs-energia tag:
G?p = (1_XB)Gg(¢) +XBGg(d>) (3.4)

ahol G°

i@ az 1 komponens (A vagy B) standard Gibbs-energidgja a @ fazisban

(mértékegysége: J/mol), ami csak a hdmérseklettdl fiigg.

- az idedlis oldat kialakulasat kiséré Gibbs-energia valtozas:
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AGY = RT[Xg Inxg +(1—x5)In(L—xy)] (3.5)
ahol R az egyetemes gazallando (R = 8,314 J/molK), T az abszolut hdmérséklet kelvinben. Ez
a tag azt irja le, hogy az adott komponensekbdl kialakult ideélis oldat (mikroszopikus elegy)
Gibbs-energiaja mennyivel tér el a komponensekbdl allo standard keveréktdl
(makroszkopikus elegy). Ideélis az oldat, ha kialakulasat nem kiséri entalpiavaltozas, azaz ez
esetben csak az oldodasbol szarmazo entropiavaltozast kell figyelembe venni.

- tobblet (excess) Gibbs-energia valtozas:
AG =Xg(1—Xg)> (1-2X5) Ly, (3.6)
i=0

ahol L, az i-edik kolcsonhatasi energiatag a @ fazisban (mértékegysége: J/mol), ami fligg

a homérséklettél. Ez a tag az irja le, hogy a komponensek az adott fazisban milyen
kolcsonhatdsban vannak egymadssal. A konnyebb elképzelhetdség kedvéért a 3.3 4bran egy
szemléletes képet lathatunk a Gibbs-energiat leir6 tagokrol.

| A+B standard kevergk |

|
fazis ahégiiﬂ
Gos) AG,
tiszta B /
fazis AG=0
Gg(qa)

idedlis A-B
oldat
Gr’d

&

3.3. abra: Az integralis Gibbs-energiat felépitd tagok szemléltetése [3]

Itt most leginkabb a tobblet Gibbs-energiara vagyunk kivancsiak, hiszen - amint az el6bb volt
rola sz6 - ez a tag felel6s a komponensek kozti kélcsonhatas leirasaért. A komponensek kozti
kolesonhatas legfobbképpen elektromos jellegli, hiszen az atomok illetve a molekulak kozti
kotések kialakuldsaért az elektronok és a protonok elektromos mezeje a felelés. A
legegyszeriibb esetet véve képzeljiik el két atomot. Tételezziik fel azt is, hogy a koztiik 1évo
kolcsonhatds tisztan a tdvolsdg masodik hatvanyaval forditottan ardnyos. Ha most

elképzeljiik, hogy noveljiik a hémérsékletet, akkor az atomok hdmozgasa megnd és egyre

17



nagyobb amplitudéval fognak rezegni az egyensulyi pontjuk koriil. Ezaltal megné a két atom
kozti tavolsag, igy a koztiik 1évo kolcsonhatas lecsokken. Ha ezt a gondolatmenetet kovetjiik,
akkor végtelen nagy homérsékleten az atomok kozti tdvolsag elvben végtelen nagy lesz, és
igy a koztiik 1évé kolcsonhatas viszont zérus. Ha ezt a gondolatmenetet alkalmazzuk a
kétalkotds fémes rendszerekre is, akkor a komponenseik kozti kolcsonhatasokat leiro tobblet
Gibbs-energiara, valamint az abban 1évé kdlcsonhatasi energiatagra a kovetkezd kikotést
tehetjik [3]:

lim, ., AGE =0 (3.8)

T—ow

lim.,, Ly =0 (3.9)
Mivel a zérus értékének a megkozelitése aszimptotikus a hémérséklet novelésével, a

kolcsonhatds homérséklet szerinti derivaltja is zérushoz tart, ezért a kovetkezd kikotés is

érvényes:
: dAG;
lim =0 3.10
Tow dT ( )
lim ILa, =0 (3.11)
AT '

Szamos olyan egyenlet 1étezik, amely eleget tesz a (3.8) - (3.11) kikotéseknek, azonban ezek

koziil csak kettd jelent meg az irodalomban [12]:

T

AGg =AHy 8 ™ (3.12)

T

AGE = (AH,, o —TASF)e ™ (3.13)
ahol AH, .« a ® fazis oldodasi entalpiavaltozasa 0 kelvinen J/mol-ban, t, a @ fazisra

jellemzé hémérséklet kelvinben, ASF pedig az tobblet entropia-valtozas J/molK-ben. Ezen

egyenleteknek megfelelé kolcsonhatasi energiatagok a kovetkezéek [12-13]:

T

Loi =ho,€ o (3.14)
_T

Lcl),i = (hq>,i _Tscb,i)e o (3.15)

Lathato, hogy a (3.13) és a (3.15) egyenlet felvehet 0 értéket is véges hémérsékleti értéken.
Az eléz6 TDK dolgozatomban [1] elvetettem annak a lehetOségét, hogy egy tobblet Gibbs-
energiat leiro egyenlet véges T értéknél zEro értéket vegyen fel. Mostanaban azonban kidertilt,
hogy vannak olyan rendszerek, ahol a (3.15) egyenlet irja le jobban a kdlcsonhatasi értékeket.

Ennek az lehet a magyarazata, hogy a rendszerekben 1évd atomok, molekuldk és ionok kozti
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fizikai és kémiai kolcsonhatasok bonyolultak, ezért azok leirasara nem elég a (3.14) egyenlet
[13].

Miért is fontos ez, hogy ismerjiik a IV. fotételt? Fazisdiagramok szédmitasanal és
modellezésénél az (1.2) egyenletet hasznaljadk fel, ami tartalmazza a kolcsOnhatasi
energiatagokat is. Ha ezen energiatagokat rosszul extrapolaljak a hdmérséklet fiiggvényében,
akkor megeshet az, hogy nagyobb homérsékleteken nem fogunk kapni helyes eredményt (lasd
pl. a Calphad-miihibat, ahol inverz oldhatatlansagi teriilet 1ép fel [14]). A tobblet Gibbs-
hasznaljak, annak ellenére, hogy hibas szamitdsi eredményeket okoz magasabb
hémérsékleteken.

A 1V. fotétel kimondva tehat a kovetkezOképpen hangzik [3]: ,,Minden realis oldat
(konstans nyomdason ¢és 0sszetétel mellett) a hdmérséklet novelésével az idedlis allapot felé
tart, amit azonban csak aszimptotikusan, a végtelen homérsékleten ér el.” Ez az allitas azért
fotétel, mert ugyanugy nem bizonyithatd, mint a korabbi f&tételek, de magasabb
hémérsékleten végzett kisérleti adatok igazoljak helyességét.

A kovetkez6 fejezetben az optimalizalas és az ujraoptimalizalast fogom bemutatni a

Ga-TI rendszeren.

4. Fazisdiagramok optimalizalasa és ujraoptimalizalasa

4.1. Mi az optimalizalas?

Tegyiik fel, hogy egy altalunk kivalasztott kétalkotos rendszer fazisdiagramjat akarjuk
megszerkeszteni [1]. Ebben az esetben sziikségiink lesz kisérleti adatokra, amiket
felhasznalunk a szamitasainkhoz. Ezek az adatok viszont mindig hordoznak magukkal
egyfajta bizonytalansagot és hibat, aminek sok kiilonbozd oka lehet: nem teljesen tiszta minta,
pontatlan mérdkésziilék, a kornyezeti hatdsok, stb. Egy szoval teljesen hibatlan mérés és
kisérlet nincs, legfeljebb valamilyen mértékig pontos, ezért fontos a kisérleti adatoknak
egymassal vald Osszevetése €s a pontatlanabbak kiszlirése. Célunk a minél pontosabb adatok
meghatarozasa, illetve a mérési adatokbdl a valddi értékek kozelitése, kiszamitdsa. Ezt
nevezziik optimalizalasnak. Ezt a ,,szlirést” Ggy tudjuk megtenni, ha el6szor kivalasztjuk az
erre alkalmas, lehetd legoptimalisabb modelliinket, ami a kisérleti adatokat a lehet6 legjobban
reprezentalja. Fontos tudni, hogy egy modell akkor a legoptimalisabb, ha minimalis

paraméterrel lesz képes maximalis pontossagu szamitasokra [3]. Azonban ha van egy
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modelliink, ami a legegyszeriibb — azaz minimalis paramétert tartalmaz —, az még nem
garancia arra, hogy maximalis lesz a pontossaga. A masik szélsdséges eset az, amikor a
modelliink maximalis pontossagli, de olyan sok anyagi mindségtdl fliggd paramétert
tartalmaz, hogy tal bonyolult lesz vele a szamitasokat elvégezni. E két eset kozott meg kell
megtaldlni azt az optimalisat, amit még konnyl kezelni és egyben hatékony is. Miutan
kivélasztottuk a szdmunkra megfelelé modellt, akkor a kovetkezd 1épés az anyagi mindségtol
fiiggd paramétereinek kiszamitasa, amik segitségével mar pontosabb szamitasokat is el tudunk

végezni.
4.2. Az optimalizalas matematikai megfogalmazasa

Az optimalizalas célja tehat a kisérleti adatok egyfajta ,,szlirése”, ,,atlagolasa”, amivel
a valodi értékeket pontosabban meg tudjuk kozeliteni az altalunk kivalasztott modell
segitségével [1]. Tegyiik fel, hogy a 4.1 abran lathato kisérleti adatokat akarjuk optimalizalni.
Ez most annyit jelent, hogy keresni kell egy olyan optimalis gorbét (pontosabban fliggvényt),
ami minden mérési adatot a legjobban kozelit. Ennek a problémanak a matematikai
megoldasat el6szor Gauss irta le és a legkisebb négyzetek elvének nevezte. Matematikailag ez

a kovetkezoképpen néz ki, ha n db kiilonb6z6 adatunk van:
> € —f(x;) 32— min (4.1)
i=1

ahol y, a vizsgalt adathalmaz értékei, ami az X; értékével f fliggvénykapcsolatban van.
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4.1. dbra. Az optimalizalas illusztralasdhoz. Az adatokat legjobban kozelité harmadfokt

polinom ¢és a kozelités mértéke (korrelacios egyiitthatd négyzete)
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Legjobb esetben, ha tudjuk a x; és az y; kozotti fliggvénykapcsolatot, ami egy n-edfoku
polinom, akkor a meghatarozando6 ismeretlen egyiitthatok szerint derivalva a 4.1 kifejezést és
azt 0-val egyenl6vé téve kapunk egy n+1 egyenletbdl allo n+1 ismeretlenes egyenletrendszert,
ami konnyen megoldhatd Gauss-eliminacioval vagy akar a Cramer-szaballyal is. A 4.1. 4dbra
mutatja, hogy ha a kisérleti adatok egy harmadfoka polinom szerint helyezkednének el, akkor
mi lenne a fliggvény egyenlete és a kozelités mértéke, azaz a korrelacids egyiitthatoja. Ha
viszont nem tudjuk, hogy hanyadfoka polinommal optimalizaljunk, akkor figyelembe kell
venni azt is, hogy maganak a fokszamnak is van egy optimuma, ami alatt még ,,nem elég
pontos”, és ami felett mar ,,tal pontos” kozelitést ad a kisérleti adatokra. Mindkét széls6séges

esetet a 4.2. és a 4.3. dbra mutatja be az el6z06 kisérleti adathalmazon.
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4.2. abra. A kisérleti adatok ,,nem elég pontos” optimalizalasanak illusztralasa
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4.3. abra. A kisérleti adatok ,,tal pontos” optimalizalasanak illusztralasa
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A ,,nem elég pontos” kifejezésen azt értem, hogy a fiiggvényre nézve a kisérleti adatoknak
nagy a szérdsa, a ,,til pontos” kifejezésen pedig azt, hogy a fliggvény minden egyes kisérleti
ponton athalad. Az optimalizaldsnak viszont nem ez a célja, hanem az, hogy a kisérleti
adathalmazbol a varhato értékeket a lehetd legjobban megkozelitsiik. Természetesen ebben az
a nehéz, hogy a valddi értékeket pontosan senki nem ismeri, mert mindig van egy olyan
befolyasold tényezd, ami a pontos értékének meghatdrozdsit nem teszi lehetové. Ennek
ellenére viszont az nem kizarhatd, hogy az optimalizalast kovetden a mérési adatok pont egy
polinom-fiiggvényen helyezkednek el, de ennek kicsi a valdszinlisége és felesleges is erre
torekedni, hiszen a fokszdm ndvelésével a polinom egyiitthatdinak a szdma is ndvekedni fog,

amivel nehezebb lesz szamolni.

5. A Ga-Tl rendszer ujraoptimalizalasa

A Ga-Tl rendszer ujraoptimalizalasaval az a célom, hogy meghatarozzam az
olvadékallapotbeli komponensek kolcsonhatasi energidit, amiknek a felhasznalasaval ki lehet
szamitani a rendszer oldhatatlansagi teriiletét, valamint a feliileti fazisatalakuldsi vonalat.
Ahhoz, hogy a kolcsonhatdsi energidkat meghatidrozhassuk, fel kell irni egy egyenletet,
amibdl ki lehet nyerni ezeket az adatokat.

Az 1. fejezetben mar emlitettem, hogy a monotektikus rendszerek oldhatatlansagi
teriileténél a két kétkomponensli olvadékfazis akkor van egymadssal egyensulyban, ha a
benniik 1évé komponensek parcialis Gibbs-energiai mindkét fazisban megegyeznek. Ezt a
feltételt irja le az (1.3) €s az (1.4) egyenlet. Mindkét egyenletet rendezziik a baloldalukra, igy
a kovetkez6 egyenleteket kapjuk:

1-x
RTIn——® + AG},, ~AGL, =0

1—Xggz (5.1)
Xgay E E
X B(12) '

A AGLy . AGL,. valamint a AGg, és AGg, parcidlis tobblet Gibbs-energiakat

kiszamithatjuk az (1.7) és az (1.8) egyenletek segitségével:

AG R0y = Xaa) Z (L= 2X g(gy) [+ 2i = 2(1+ 1) X g L o (5.3)
i=0
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AGg g = Z (1—2X g0 Y ML-2(2+ )X gy +(5+ 4i)x§(¢) —2(1+ i)x?é@) L, (54
i=0

Fontos megemliteni, hogy az egyenleteknél az A jeloli a galliumot, B pedig a talliumot. Az
L, kolcsonhatasi energiatagokat a (3.14) egyenletnek megfelel6 alakban keresem, azaz a
szamitdsaim a h,, és a t,, értékeinek meghatdrozasara koncentralédik. Ez az alakja a
kolcsonhatdsi energianak figyelembe veszi a IV. fotételt, igy magasabb homérsékleti
értékeken is a kisérleti eredményekkel 0sszeegyeztetheté eredményeket fog adni. A h,, és a
T, paraméterek értékeit meghatarozhatjuk ugy, hogy olyan kisérleti adatokat hasznalunk fel,

amik a Ga-TI rendszer oldhatatlansagi teriiletére vonatkoznak. Ilyen adatokat talaltam a [15]

hivatkozasban. Az 1., 2. és 3. tablazatok mutatjak, hogy milyen mérési adatokat hasznaltam
fel.

1. tablazat: Predel kisérleti adatai a Ga-TI rendszer oldhatatlansagi teriiletérdl (hdmérséklet -

T1 koncentraci6 parok) [16]

T K] x(Tl) T [K] x(Tl)

612 0,0273 844 0,503
643 0,0335 839 0,563
681 0,0472 832 0,609
724 0,0655 825 0,6465
753 0,0813 810 0,702
776 0,1 793 0,748
796 0,114 768 0,796
818 0,149 719 0,853
844 0,204 687 0,887
847 0,256 639 0,913
846 0,403 608 0,936

- Tl koncentracio parok) [17]

2. tdblazat: Yatsenko kisérleti adatai a Ga-TI rendszer oldhatatlanségi teriiletérdl (hdmérséklet

T K] x(TI) T K] x(TI)
715 0,0511 840 0,599
835 0,164 837 0,671
851 0,279 781 0,78
852 0,428 723 0,86
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3.tablazat: Spengler kisérleti adata a Ga-TI rendszer oldhatatlansagi teriiletérél (hémérséklet -

T1 koncentracio par) [18]

TIK] x(Tl)
573,15 0,957

Ezekre a hémérséklet-koncentracié parokra eldszor egy ,.kiatlagold” polinomot fektettem a

Microsoft Excel tablazatkezeldjében talalhato bévitmény, a Solverrel segitségével.

5.1 A Solver

A programnak az a mikodési elve [1], hogy a feltételek figyelembevételével kivalassza a
megoldasok koziil a legkedvezdbbet [19]. A matematikdnak az az aga, amelyik az ilyen
problémak megoldasaval foglalkozik, az operacidkutatds. A Solver meniijét a 5.1 abra

mutatja.

Solver paraméterek @
Célcella: ? Megoldas
Legyen OMax @ Mn () Erték: 0
Madosuld cellak:

DEITEESTT B Ajdnlat
Korlgtozd feltételek: Bealiitas
Hozzdadas
Szerkesztés
Alaphelyzet
e Tirlés
Sigo

5.1. abra. A Solver meniije

A célcellanal megadhatjuk, hogy melyik az a fiiggvény, amelyiket optimalizalni szeretnénk.
Ehhez a célcella alatta 1év0 radidgombok koziil a ,,Min” feliratit kell valasztanunk, hiszen a
minimalis eltérést keressiik a szamitott és a mért adatok kozott. A modositd cellaknal
megadhatjuk, melyek azok a paraméterek melyeket valtoztatni szeretnénk addig, amig a
célfiiggvény el nem éri a kivant értékét (optimalizalds esetén a minimumat). Korlatozo
feltételeket most még nem fogunk hasznalni, csak késobb, amikor a kdolcsonhatasi
paramétereket fogjuk meghatarozni. Fontos még megismerniink a ,,Beallitads” meniipontjat,
mert itt adhatjuk meg a programnak, hogy milyen mddszerrel érje el a célfliggvényiink
minimumat. Ezek koziil legfontosabb a menii alsd részén 1évé bedllitasok. A kozelitést

érdemes kvadratikusra allitani, ha a probléma nem lineéris, tehat pl. az optimalizalasnal. A
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,Differencidk” beallitasanal akkor valasszuk a ,,Centralis” radidégombot, ha a program kozli,
hogy tovabb mar nem tud javitani a megoldason, azaz ha még pontosabb szamitast szeretnénk
elvégeztetni a Solverrel. Végiil fontos még megemliteniink a , Keresés” beallitast, ahol a
Newton-modszerrel kevesebb 1épésbdl is eljuthatunk a végeredményhez. Tovabbi informaciot
a Solver stgdjaban vagy a [19] hivatkozasban olvashatunk. Megallapithatjuk tehat, hogy ez a

bévitmény optimalizalasra kivaldan alkalmas.

F |
Solver bedllitasok =5
Max. idé: R | masodperc
Pontossag: 0,000001 Modell betdltése. ..
Tirés: 5 % Modell mentése. ..
Konvergencdia: 0,00001 S0gd
Linedris modell feltételezése Nagysagrendek felismerése
Nemnegativ feltételezése Kijelzés lépésenként
Kazelités Differenciak Keresés
Erintd Haladd @ Newton
@ Kvadratikus @ Centralis Konjugalt
W

5.2. ébra. A Solver ,,Beallitds” meniije

5.2 A Ga-Tl rendszer modellezése és osszevetese a kiséerleti adatokkal

A kisérleti adatokat az optimalizdlasdhoz betaplaltam Oket a tébldzatkezelObe, majd
megkerestem a Solver segitségével azokat az polinom-egyiitthatokat, melyekkel a

fliggvényem a legjobban kozeliti dket, azaz:

n 2

Z(Ti —f (Xq;)) —min (5.5)

i=1 ’
ahol T, és Xy;; a kisérleti adatok hémérsékleti értékei ¢és az azokhoz tartozo TI-

koncentraciok, f, pedig az k-adfokti polinom. A fokszam meghatarozasat elészor k = 4
értekre vizsgaltam, de a k = 6 fokszamig a polinom nem mutatott olyan kozelitést, mint a k =
7 esetében. A k = 8 értéknél viszont nagymértékli valtozast mar nem lattam az eldz6hoz
képest, ezért egy hetedfoki polinommal optimalizaltam a kisérleti adatokat, aminek az
egylitthatoit az 4. tablazat mutatja, magat a polinomot ¢és a kisérleti adatokat az 5.3 4bra

mutatja.

25



4. tablazat. A homérséklet-koncentracio értékparokat legjobban kozelitd hetedfoku polinom

egylitthatoi
a0 505,2412392 a4 -217862,282
al 5035,319463 a5 254094,3591
a2 -31543,516 a6 -158751,478
a3 108385,1931 a7 40625,95076

900

850

800

& Predel

750 \ B Yatsenko
700 Spengler
650 f \ Kritikus
r \ pont
600 *

550 T T T T 1
0 0,2 0 0,6 0,8 1

TIK]

A (T

5.3. dbra: A Ga-TI rendszer kisérleti adatai (pontok), valamint a hetedfokt polinom (folytonos

vonal)

Miutdn meghataroztam a legjobban kozelitd filiggvény paramétereit, ezutan mar a
figgvényértékekkel szdmoltam tovabb, hiszen feltehetden ezek kozelitik meg legjobban a
valos értéket. Ezek utdn az optimalizalas kovetkezik, amibdl mar ki tudjuk nyerni a
kolcsonhatési energiak paramétereit.

Az (5.1) és (5.2) egyenletnél az Xgy,, €s az Xg(, koncentraciok egymastol nem
fliggetlenek, Oket a homérsékleti érték ,koti Ossze”, ugyanis Xgq,) €s az Xg(, azt mutatja
olvadék) tart egymassal egyensulyt. Adott, de a kritikus hémérséklethez tartoz6 koncentracio-

érték alatti Xg,, koncentraciohoz tartozd Xg, értékét ugy hataroztam meg, hogy a
kiszamitott hetedfokd fliggvénybe behelyettesitettem Xg ), majd a fliggvény helyettesitési

értekéhez legkdzelebb allo, a kritikus hdmérséklet feletti homérsekleti értékeket kerestem meg

¢s olvastam le a hozza tartozo Xg, €rtéket. Az igy meghatarozott hdmerseklet-koncentracio

parokat az 5. tablazat mutatja
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5. tablazat: A hetedfokt polinommal , kiatlagolt” hémérséklet-koncentracid parok

T K] x(T1,11) x(T1,12) T K] x(T1,12) x(T1,12)
600 0,022 0,941 838,5 0,19 0,581
690 0,05 0,881 843 0,213 0,539
743 0,074 0,832 846 0,238 0,502
780 0,098 0,782 847,7 0,262 0,474
803 0,12 0,736 848,8 0,286 0,45
820 0,143 0,684 849,5 0,31 0,428
831 0,166 0,632 850 0,34 0,402
850,1928511| 0,372 0,372

Ezek utan mar csak a kolcsonhatdsi energidk paramétereinek a meghatarozasa van
hatra. Ehhez az (5.1) és a (5.2) egyenletek baloldalat négyzetre emeljiik, majd minden egyes
rendelkezésiinkre all6 adathdrmast (T-Xg - X5, ) behelyettesitiink ezekbe az egyenletekbe
¢és ezeket Osszegezziik. Ezzel egy olyan négyzetosszeget kapunk, aminek a legoptimalisabb
esetben zérus az értéke. Igy tehat ez lesz a célfiiggvényiink, ami most mar csak h io € Tio
paraméterektdl fligg. Az egyenletet a Solver segitségével tehat célfliggvényként, a

paramétereket pedig modosuld értékekként kezelem. Ebben az esetben megadhatunk két

korlatozé feltételt is, ami Ugy szol, hogy a kritikus pontndl az olvadék integralis Gibbs-

energidjanak moltdrt szerinti masodik ¢és harmadik differencialhanyadosa  zérus.
Matematikailag ezt megfogalmazva [2]:
d’G RT d’AG,
5 ® = > * =0 (5.6)
X5y Xa@) L= Xs@))  Xg
d°G, RT(2Xgq) -1 d°AG;
3 = 2 2 3 = (57)
dXB(d:-) XB(cD) (1_ XB(<I>)) dXB(d))

A Solverrel val6 optimalizalast L,, kolcsonhatasi energiatagig néztem meg, de mar az L,

tagnal is jo egyezést mutattak a kisérleti adatokkal a szadmitasok. Az kolcsonhatasi energiatag

hio és T, értékeit a 6. tablazat mutatja.

6. tablazat: Kolcsonhatasi energiatagok paraméterértékei L, tagig szamolva

i 0 1 2 3
h(i) 17283,88544 | 1535,672971 | 2203,901093 | 1003,498347
tau(i) 8688,895692 | 6118,35892 |3250,014663 | 7950,327925
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A kolcsonhatési energiak matematikai alakjai tehat a kovetkezo:

L,, =17283,89 - exp(—T/8688,9) (5.8)
L,, =1535,67 - exp(~T/6118,36) (5.9)
L,, = 2203,9-exp(~T /3250 ,01) (5.10)
L,, =1003 5-exp(~T /7950 ,33) (5.11)

Ezekkel az ujraoptimalizalt kolcsonhatasi energiatagokkal lemodelleztem a Ga-TI rendszer
oldhatatlansagi teriiletének gorbéjét (5.4 abra), az oldodasi entalpiavaltozast a Tl-koncenrtacio
fiiggvényében 923 K-en (5.5 abra), a tallium parcialis tobblet Gibbs-energiajat a hdmérséklet
fliggvényében (5.6 €s 5.7 abrak), valamint a gallium és tallium aktivitasat a Tl-koncentracio
fliggvényében 1000 K-en. Lathato, hogy a kisérleti adatokkal nagyon jol egyeznek a modellel

szamitott értékek.

900

830

800

750

TIK]

700

650
600 -1{ \\‘——
550

0 0.2 04 0.6 0.8 1
x(Tl)

5.4. abra: A Ga-TI rendszer oldhatatlansagi teriiletének a modellezése. Pontok: a hetedfoka

polinommal , kiatlagolt” értékek, folytonos vonal: Ujraoptimalizélassal szdmitott gorbe

6000

5000

4000 i ——

3000

2000 / \

1000 / \

0 0,2 04 0,6 08 1
x(T1)

AH (J/mol)

5.5. abra: A Ga-Tl rendszer oldodasi entalpiajanak Tl-koncentracio szerinti fliggése. Pontok:
Predel kalorimetrias mérései 923 K-en [16], folytonos vonal: az ujraoptimalizalt kdlcsonhatasi

energiatagokkal szamitott gorbe
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5.6. abra: A Tl parcialis tobblet Gibbs-energiaja a hdémérséklet fliggvényében kiilonbozo TI-
koncentraciokon a Ga-Tl rendszerben. Pontok: Mastromarino géznyomas méréseibdl szamolt

adatok [20], folytonos vonalak: az Gjraoptimalizalt k6lcsonhatasi energiatagokkal szamitott

gorbe
20000
*e * oo * *
15000
10000 i
2 —
= X X
t 2000 X X X X
< L
—
0 r—r—r— B 4 \ A 1
600 700 800 900 1000 1100
-5000
TIK]

5.7. abra: A Tl parcialis tobblet Gibbs-energidja a hdmérséklet fliggvényében kiilonboz6 TI-
koncentraciokon a Ga-Tl rendszerben. Pontok: Danilin elektromotoros méréseibdl szamitott
adatok [21], folytonos vonalak: az Gjraoptimalizalt kélcsonhatasi energiatagokkal szamitott

gorbe
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5.8. abra: A gallium és a tallium aktivitasa a Tl-koncentracio fiiggvényében 1000 K-en. Kék
pontok: Krawczyk elektromotoros méréseibdl szamitott adatok [22], piros pontok:
Mastromarino géznyomas méréseibdl szamitott adatok [19], vonalak: az Gjraoptimalizalt

kolcsonhatasi energiatagokkal szamitott gorbe

A Ga-TI rendszer feliileti fazisatalakulasi vonalat a [2] hivatkozasban talalhatd algoritmus
szerint szamitd program segitségével modelleztem le. A szamitashoz felhasznalt egyenetek a
2. fejezetben taldlhatdbak meg. A 5.9 é&bran lathat6, hogy a modellel szamitott értékek,

valamint a mérési adatok egymassal nagyon jol korrelalnak.

Ga-TlI

TIK
N\
D

i

/ IO
L 450
™ /
— 356
|
-6 -5 -4 -3 -2 -1 o

log X(TI)

5.9. abra: A Ga-Tl rendszer. Pontok: mérési adatok [23], piros vonal: a modellezéssel

szamitott SPT-vonal
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Ezek utan szeretném a kovetkezé abrakon bemutatni, hogy a kolcsonhatasi
energiatagok linedris és exponencidlis extrapolacidja a hémérséklet fiiggvényében hogyan
befolyasolja a Ga-Tl rendszer olvadék fazisanak Gibbs-energidjat. A kovetkezd abrakon az
alabbi linearisan extrapolalt kolcsonhatdsi energiatagok tagokat hasznaltam fel a

szamitasaimhoz [2]:

L,, =15460 ,67 +0,61255863 - T (5.12)
L,, =1550,8555 —0,65678765 - T (5.13)
L,, =1966 550 +0,4753241 - T (5.14)

A 5.10. abran lathat6, hogy a linearis és az exponencialis - tehat a IV. fotételnek

megfelel - extrapolacié 700 K-en szignifikans kiilonbséget nem mutat. Ebbdl az kovetkezik,

crer

felhasznalhatjuk modellezésre.

T=700K
4500

4000

3500 / \

oo | \

o |/ \

1000 / \
500 / \

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
x(TI)

exponencialis

linearis

AGE(J/mol)

5.10. ébra: A Ga-TI rendszer olvadék fazisanak tobblet (excess) Gibbs-energiaja a TI-

cre

energiatagokkal szamitva

A kétféle extapolacié azonban a hémérséklet novekedésével szignifikans eltéréseket

mutat. Ezt 4brazolja a 5.11. és a 5.12. é&bra. Lathatdé, hogy a 1000 K-en a kétféle

crc

kiilonbség relative kicsi. Azonban ha a 5.12. abrat tekintjilk meg, akkor jol lathatd, hogy
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magasabb hodmérsékleten (10000 K) a kétféle extrapolacioban jelentds kiilonbség lathato.

A 5.13. abra a Ga-Tl rendszer olvadék fazisanak homérsékletfiiggését mutatja
ekvimolaris Osszetétel esetén. Az abrardl leolvashatd, hogy az oldhatatlansagi teriilet
homérsékleti intervallumaban nem szamottevé a kiilonbség a kétféle extrapolacid hatasa
kozott. Viszont a monotektikus homérséklet alatt, de foleg a kritikus homérséklet felett a
kétféle extrapolacié hatdsa nem elhanyagolhat6, magasabb homérsékleten az exponencialis

extrapolacioju kolcsonhatasi energiatagok mutatnak realisabb képet.

T=1000K

4500
4000

3500 /\\

3000 /// \\\\

2500 exponencidlis

oo / \\ ——linedris

1000 / \
500 / \

. o\

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
x(Tl)

AGE (J/mol)

5.11. ébra: A Ga-TI rendszer olvadék fazisanak tobblet (excess) Gibbs-energiaja a TI-

crer

energiatagokkal szamitva
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5.12. abra: A Ga-Tl rendszer olvadék fazisanak tobblet (excess) Gibbs-energiaja a TI-
koncentracio fiiggvényében 10000 K-en kiillonbozo extrapolacidju kolcsonhatasi

energiatagokkal szamitva
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5.13. ébra: A Ga-Tl rendszer olvadék fazisanak tobblet (excess) Gibbs-energidja a
hémérséklet fliggvényében x1; = 0,5 moltort értéken. Ty: monotektikus hdmérséklet, Tc:

kritikus homérséklet
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Osszefoglalas

Az els6 fejezetben szot emlitettem a monotektikus rendszerekrdl, azon beliil is
leginkabb az oldhatatlansagi teriilet termodinamikai feltételeit targyaltam részletesebben. A
masodik fejezetben a nem régiben felfedezett feliileti fazisatalakulasrél irtam, melynek
kialakulasa csak monotektikus rendszerekben lehetséges. Részleteztem a SPT termodinamikai
hatterét, valamint ennek a jelenségnek az iparban is felhasznalhat6 kiilonleges tulajdonsagat.
A harmadik fejezetben szintén egy 01j természeti torvényrdl volt szd, aminek ismerete fontos a
fazisdiagramok modellezésénél, ugyanis ha nem vessziik figyelembe, akkor akar a mérési
eredményeknek ellentmond6 adatokat szamolhatunk Ki. A negyedik fejezetben részleteztem
az optimalizalast, valamint az Gjraoptimalizalast, amit alkalmaztam is a Ga-TI rendszerre. A
rendszer olvadékfazisbeli kolcsonhatasi energiatagjait a IV. f6tételnek megfeleléen
hatdroztam meg, ezzel magasabb homérsékleti tartomanyon sem lesznek a kisérleti adatokkal
ellentmond6 szamitasok. Az is bemutatasra kerilt, hogy a Ga-Tl rendszer ujonnan
meghatarozott kolcsonhatasi energiaival torténé modellezése milyen jol reprezentalja a

kiillonbozo kisérleti adatokat.
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