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1. Bevezetés

A naptevékenység számszer¶ jellemzésére Wolf 1859-ben bevezette a napfolt-

relatívszámot, és a meg�gyelési adatokat alapul véve sikerült rekonstruálni a rela-

tívszámokat egészen a XVII. század elejéig. Ábrzázolva a napfoltszámokat a napte-

vékenység ciklikus viselkedése �gyelhet® meg, melynek tanulmányozása során Wald-

meier 1935-ben felismerte a ciklusok felfutási ideje és amplitúdója közt fennálló

inverz korrelációt. A felfutás meredekségének függvényében ábrázolva a ciklusok

maximum értékeit még egyértelm¶bben észrevehet®, hogy az er®sebb ciklusoknak

rövidebb a felfutási ideje (Cameron és Schüssler, 2008).

A napciklusokra Mininni és mtsai. (2000) van der Pol-oszcillátort, Lopes és Pas-

sos (2008) pedig van der Pol�Du�ng-oszcillátort illesztettek, mint egyszer¶ modellt.

Munkám során azt vizsgáltam, hogy a van der Pol-oszcillátor egyes paramétereit

külön-külön, illetve együtt, véletlenszer¶en változtatva a kapott oszcillátor-modellek

teljesítik-e a Waldmeier-e�ektust, valamint a napciklusok más meg�gyelt jellemz®it.

Emellett tanulmányoztam az egyidej¶leg több paraméterében perturbált van der

Pol�Du�ng-oszcillátor viselkedését is az említett szempontok szerint.

Kutatásom célja megismerni, hogy a perturbációt jellemz®, általam de�niált id®ál-

landók és amplitúdók függvényében az oszcillátorok mely esetekben mutatják együt-

tesen az elvárt jellemz®ket. Ezáltal a napfoltciklus több tulajdonságával jól egyez®,

egyszer¶ modellhez juthatok. Emellett a modellben használt és a napdinamó együtt-

hatói közti kapcsolat segítségével a dinamó-paraméterek értékére a kés®bbiekben

megszorítások adhatók.

1



2. Elméleti áttekintés

2.1. A Nap rétegeinek rövid áttekintése

A Nap belseje négy tartományra osztható a bennük zajló folyamatok szerint. A

Nap energiatermelése a magban zajlik, mely a sugár 25%-áig terjed. Itt történik az

energiatermelés 99%-a fúziós reakció révén. Ennek során hidrogénatomok alakulnak

héliummá, a tömegkülönbség pedig energia formájában szabadul fel. A keletke-

zett energia gamma- és röntgen-sugárzás útján a radiatív zónán, valamint konvektív

energiatranszporttal a konvektív zónán át jut a felszínre.

1. ábra. A képen egy a Nap fotoszféráján meg�gyelhet® napfoltcsoport látható.

Az egyes foltok közepén a sötét umbra, körülötte a penumbra látszik. A felvé-

tel Kitt Peak-en készült a National Science Foundation McMath-Pierce teleszkópjával.

(http://www.noao.edu/outreach/press/pr01/mp.html - letöltés: 2011. szeptember 8.)

A fotoszférából származik a Nap sugárzásának dönt® hányada. Nagyon vékony

réteg, néhány száz kilométer vastag. A réteg alá optikai eszközökkel nem láthatunk

be az anyag opacitása miatt. A fotoszféra jelenségei közé tartoznak a napfoltok.

A 6000K-es fotoszféra felett helyezkedik el a kromoszféra, mely sugárzásának leg-

nagyobb részét a hidrogén Balmer-sorozatának Hα vonala adja. A réteg szintén jól

meg�gyelhet® az ionizált kálcium (CaII) H- és K-vonalában. A 20000K h®mérsék-

let¶ kromoszféra, és az igen forró korona között egy vékony tartomány, az átmeneti

réteg található. A korona már a szigorú értelemben vett naplégkör legküls® része,

mely sokáig csak a napfogyatkozások során volt meg�gyelhet®, napjainkban azonban

már vizsgálható a koronográf és az ¶reszközök segítségével.

A Nap légkörében a napszél egy kifelé tartó áramlás, ahol a részecskék h®moz-

gásának sebessége már meghaladja a szökési sebességet.
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2.2. A napfoltok

A napfoltokról (1. ábra) már 2000 évvel ezel®tt is készültek feljegyzések, ám az

els® tudományos meg�gyeléseket Galilei végezte az 1600-as években. Azt, hogy a

napfoltokban er®s mágneses tér található, George E. Hale mutatta ki 1908-ban.

A napfoltok közepe sötétebb, ezt umbrának nevezzük, a küls®, világosabb rész

a penumbra, mely sugárirányú szálakból áll. A mágneses tér az umbrában közel

mer®leges a felszínre, er®ssége pedig meg tudja akadályozni a konvekciós mozgást. Ez

a befagyás tételének következménye, miszerint az anyag nem metszheti a mágneses

er®vonalakat. A felszínre ezáltal kevesebb energia jut, így az umbrában 2000 fokkal

alacsonyabb h®mérséklet észlelhet®. Ezzel szemben a penumbrában a mágneses tér

szétterül, és mivel a mágneses tér gyengébb, lehetnek konvekciós mozgások (Kálmán,

1999).

2.2.1. A napfolt-relatívszám

A napmeg�gyeléseket alapul véve Wolf (1859) bevezette a napfolt-relatívszámot,

hogy a naptevékenységet számszer¶en jellemezni tudja. Habár nem �zikai mennyi-

ség, máig ez a domináns paraméter a naptevékenység jellemzésében. Ennek oka,

hogy a napfolt-relatívszámok alkotják a leghosszabb, egységes adatsort a napakti-

vitás változásának meg�gyelésében, így ennek segítségével lehet hosszú id®szakra

vonatkozó vizsgálatokat végezni. A hagyományos defníció:

Rw = k(10g + f), (1)

g - a foltcsoportok száma

f - a napkorongon meg�gyelhet® foltok száma

k - az észlelés körülményeit®l függ® korrekciós tényez® (m¶szerparaméterek, meg-

�gyelés helye, számlálási eljárás részletei).

Wolf 1700-ig visszamen®leg feldolgozta a rendelkezésére álló napmeg�gyelési ada-

tokat, hogy rekonstruálhassa a naptevékenység menetét. Kés®bb J. Eddy az 1700

el®tti napfoltmeg�gyeléseket is összegy¶jtötte, így egészen Galileiig, az 1610-es éve-

kig sikerült is meghatároznia a napfolt-relatívszámot.

Mivel Rw jelent®s �uktuációkat mutat napi és havi id®skálán (ld. 2. ábra), szo-

kás éves átlagértéket megadni a hosszabb id®skálájú változások vizsgálatára, ez a

simított havi átlag (napfoltszám). Ezt 13 hónapra számolják a havi átlagos napfolt-

számokból úgy, hogy az els® és az utolsó hónapra vonatkozó értékeket 0.5 súllyal
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veszik �gyelembe:

R =
1

24

(
Rm,−6 + 2

i=5∑
i=−5

Rm,i +Rm,6

)
, (2)

Rm,i az aktuális hónaptól számított, i. naptári hónapra vonatkozó átlagos Rw érték

(Petrovay, 2010).

2. ábra. Az ábra a napfoltszámadatokat mutatja a 23. napciklusból és a 24. elejér®l.
A sárga görbe a napi, a kék a havi átlagot, a piros pedig a simított havi átlagot jelzik
� a pontozott és a szaggatott piros görbék két különböz® eljárással készített el®rejelzést
mutatnak. A napfoltszám adatok legmegbízhatóbb forrása a Solar In�uences Data Analysis

Center (http://sidc.oma.be/index.php - letöltés: 2012. november 1.).
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3. ábra. Az ábrán simított havi átlag, R � zöld görbe �, és a GSN (Group Sunspot Num-
ber), RG változása látható � fekete görbe. (A GSN egy másik indikátora a naptevékenység
változásainak, részletesen: Petrovay 2010, 1.2. fejezet)

4. ábra. R, napfoltszámok változása az 1749-2009-ig terjed® id®szakra a ciklusok szokásos
számozásával (Petrovay, 2010).
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2.3. A napciklus változásai és a Waldmeier-e�ektus

A 4. ábrán észrevehet®, hogy a ciklusok hossza és amplitudója igen szabálytalan.

A minimumtól minimumig eltelt id® átlagossan 11.02±1.2 év, a napfoltszám értékek

maximuma 113±40 lehet. A ciklusok felfutási ideje rövidebb (3-4 év) a lecsengési

id®szaknál (7-8 év), az aszimmetria mértéke korrelál a ciklus amplitúdójával.

Ezt az összefüggést el®ször Waldmeier (1935) fogalmazta meg, miszerint a felfutási

id® inverz korrelációt mutat az adott ciklusban meg�gyelhet® maximális napfolt-

szám értékével � a lecsengés id®tartamára ez nem érvényes. Az, hogy az er®sebb

ciklusok esetében gyorsabb a felfutás még látványosabban mutatkozik, ha a mere-

dekséget ábrázoljuk a maximális napfoltszám függvényében � 5. ábra, (Cameron és

Schüssler, 2008). A korreláció a felfutási meredekség és a maximum napfoltszám

között közel lineáris, r ∼ 0.85 korrelációs együtthatóval. Fontos továbbá, hogy

a Waldmeier-szabály a felfutási id®t �gyelembe véve csak a napfoltszámok esetén

jelentkezik. A felfutási meredekséggel az e�ektus azonban más naptevékenységet

jellemz® mennyiségen is kimutatható, pl. a napfoltcsoportok számán (GSN) � ld.

még a 3. fejezetben.

Inverz korreláció tapasztalható még a ciklus amplitudója, és a megel®z® ciklus

lecsengési ideje között (Hathaway és mtsai., 1994), ami a Waldmeier e�ektus követ-

kezményeként értelmezhet®.

5. ábra. A felfutási meredekség (balra) és a lecsengési meredekség (jobbra) a ciklusampli-

túdó függvényében ábrázolva � Wolf-féle napfoltszám adatok alapján. Meg�gyelhet®, hogy

a felfutás meredeksége, és a ciklus amplitúdója között sokkal nagyobb a korreláció, mint a

lecsengés esetében (Cameron és Schüssler, 2008).
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A 3. ábrán a közel 11 éves periódusokon kívül több napfolt-cikluson át tartó

változás is jelentkezik. A 20. század közepét®l meg�gyelhet® fokozott napaktivitás

Modern-maximumként ismert. Ezzel szemben több mérsékelten aktív id®szak is

észrevehet®: a Dalton-minimum (5, 6 és 7-es ciklusok ) és a Gleissberg-minimum (12-

16 ciklusok). A 3. ábrán, 1640 és 1705 között meg�gyelhet®, jelent®sen lecsökkent

aktivitási id®szak a Maunder-minimum.

Ezt a nagy id®skálájú változást tanulmányozta munkatársaival Usoskin (2007),

a napfoltszámok több évezredre visszanyúló rekonstrukciójával1. A f®maximumok

és f®minimumok el®fordulását vizsgálta munkatársaival, a napfoltszámok általuk

kapott eloszlását a 6. ábra mutatja. Az eloszlás Gauss-görbével közelíthet®, ám

mind a f®maximumokat, mind a f®minimumokat illet®en többlet tapasztalható a

normális eloszláshoz képest. Ez arra utal, hogy ezek a periódusok speciális fázisai

a napdinamó m¶ködésének, nem pedig véletlen �uktuációk. Azt is kimutatták,

hogy a nagy maximumok, illetve minimumok bekövetkezése nem periodikus, inkább

kaotikus folyamat, mely megnehezíti a naptevékenység el®rejelezhet®ségét.

6. ábra. A napfoltszámok gyakoriságeloszlása 11 000 éves id®skálán (Usoskin és mtsai.,

2007). A d®lt vonallal jelölt részek az 1610 óta meg�gyelt adatokat jelölik. Az eloszlás

Gauss-görbével közelíthet® � átlaga 31, szórása pedig 30 �, ugyanakkor mind a kis, mind

a nagy napfoltszámokat tekintve többlet �gyelhet® meg.

1A 14C izotópra vonatkozó adatsorok segítségével végezték a rekonstrukciót, 10 éves átlagolással.
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2.4. A napdinamó

A Nap mágneses terét a belsejében m¶köd® mágneses dinamó hozza létre. A

viselkedését leíró modell létrehozása során �gyelembe kell venni például a következ®

meg�gyelési jelenségeket:

1. A napfolt-ciklus 11 éves változását.
2. A pillangódiagramot, amit úgy kapunk, ha ábrázoljuk a napfoltcsoportok szé-

lesség szerinti eloszlását � 7. ábra. Az új ciklus foltjai el®ször a 25◦-30◦

szélességen jelennek meg, majd a foltok átlagos szélessége csökken: a ciklus
utolsó foltjai az 5◦-10◦ körüli szélességeken �gyelhet®k meg.

3. A Hale-féle polaritásszabályt, és vele összefüggésben a 22 éves mágneses cik-
lust. A Hale-szabály szerint:

• a foltcsoportok vezet® és követ® része ellentétes polaritású foltokat tar-
talmaz;

• egy adott ciklusban az egyik (pl. az északi) félgömbön mindig egy adott
polaritás a vezet® (pl. az északi) a másik félgömbön pedig a másik;

• a következ® 11 éves ciklusban a polaritásviszonyok megfordulnak.

A napdinamó-modellekben egyre fontosabb szerep jut a di�erenciális rotáció2

mellett a Nap meridionális cirkulációjának, mely az egyenlít®re mer®leges síkban

történ® áramlás. A felszínen az egyenlít®t®l a pólus felé tart, a Nap belsejében

visszafordul, és ott egy a pólustól az egyenlít® felé tartó áramlás alakul ki. Jelent®-

sége közvetett módon van, ugyanis a pillangódiagram kialakulásában nagy valószí-

n¶séggel a cirkuláció játszik szerepet.

A legáltalánosabban elfogadott dinamómodell az α−Ω modell, melynek alapjait

Parker (1955) fektette le klasszikus cikkével. A modell szerint a toroidális (egyenlí-

t®vel párhuzamos) és a poloidális (egyenlít®re mer®leges) mágneses térkomponensek

alakulnak egymásba. Az α-e�ektus a poloidális mágneses térkomponens létrejötté-

ért felel, míg az Ω-e�ektus, amely a di�erenciális rotáció következménye, a toroidális

mágneses teret generálja.

A jelenlegi dinamómodellek (Petrovay, 2000) az átlagtér közelítésen alapulnak,

melyben csatolt di�erenciálegyenlet rendszer írja le a nagy skálájú mágneses tér

toroidális és poloidális komponenseinek változását.

Legegyszer¶bb esetben, amikor a turbulencia homogén és izotróp � l, a turbulencia

skálája kisebb, mint L, az átlagtér jellemz® léptéke �, a dinamó egyenlet az alábbi

2A Nap felszíni forgási sebessége változik a szélességgel, azaz di�erenciálisan rotál.
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alakban írható fel:

∂B

∂t
= ∇× (U×B+ αB)−∇× (ηT ×∇B), (3)

B � átlagos mágneses tér,

U � nagylépték¶ áramlás sebessége,

ηT � mágneses di�úzivitás

α � paraméter

Egyszer¶sítés után (Petrovay, 2000) a (3) összefüggésb®l az alábbi, klasszikus

α− Ω dinamóegyenleteket kapjuk:

∂A

∂t
= αB − (Uc · ∇)A− (∇ ·Uc)A+ ηT∇2A (4)

∂B

∂t
= Ω

∂A

∂x
− (Uc · ∇)B − (∇ ·Uc)B + ηT∇2B, (5)

B és A a toroidális (φ irányú) komponense a mágneses térnek illetve a vektor-

potenciálnak,

Uc � meridionális cirkulációt,

Ω(r, ϑ) � szögsebességpro�l, mely a di�erenciális rotációt jellemzi,

r, ϑ, φ � a gömbi polárkoordináták.

7. ábra. A kiterjesztett pillangódiagram: a napfoltcsoportok, és poláris fáklyák � foltcso-

port környezetében látható fényesebb képz®dmények � id®, és szélesség szerinti eloszlását

mutatja. A napfoltok az egyenlít®, a fáklyák a pólusok felé vándorolnak az id® múlásával.
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2.5. Oszcillátorok

Ha egy testet rugóra akasztunk, majd függ®leges irányban kitérítjük, két széls®

érték között harmonikus rezg®mozgást fog végezni. Általános esetben fellép egy se-

bességgel arányos csillapító er® is, minek következtében a mozgás energia-utánpótlás

nélkül megsz¶nik. Az ilyen rendszer mozgásegyenlete:

mẍ = −Dx− kẋ, (6)

ahol D a rugóállandó és k a csillapítási tényez®.

Bevezeteve a 2β = k
m
, id®beli csillapítási együtthatót és ω2

0 = D
m
, csillapítatlan

harmonikus rezgés körfrekvenciáját az egyenlet az alábbi alakban írható fel:

ẍ+ 2βẋ+ ω2
0x = 0, (7)

melynek megoldását x(t) = A(t) sin(ωt + φ) alakban keressük. A(t) id®függvény

meghatározásához képezzük x(t) els® és második deriváltját, majd visszahelyette-

sítjük a dinamikai egyenletbe. Ezek után A(t)-re exponenciális id®függvény adódik,

vagyis a mozgást leíró függvény:

x(t) = A0e
−βt sin(ωt+ φ). (8)

Eszerint a csillapodó rezgés amplitúdója id®ben exponenciálisan csökken annál gyor-

sabban, minél nagyobb β, csillapítási együttható értéke � reciproka τ = 1
β
a lecsen-

gési vagy relaxációs id®.

Ahhoz, hogy a rezgés a csillapítás ellenére is fennmaradjon, a testet periodikus

er®vel gerjeszteni kell. Ekkor a dinamikai egyenlet kiegészül a rezgést fenntartó

periodikus er®vel:

ẍ+ 2βẋ+ ω2
0x = a0 sin(ωt), (9)

ahol ω a gerjeszt® er® körfrekvenciája, a0 pedig a gerjeszt® er® amplitúdója m-el

normálva. A kényszermozgás frekvenciája a rezgés kezdetét®l egy bizonyos id® után

megegyezik a kényszerít® mozgás frekvenciájával.
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Du�ng-oszcillátor

A Du�ng-oszcillátor egy példája a nemlineáris rugalmasságú, periodikus er®vel

gerjesztett rendszereknek (Kanamaru, 2008):

ẍ+ δẋ+ βx+ αx3 = γ cosωt, (10)

ahol a csillapítás δ ≥ 0.

Ez az oszcillátor � a van der Pol-oszcillátorhoz hasonlóan � a káosz leírásának egy-

szer¶ modelljeként ismert (abban at esetben, ha β < 0).

Van der Pol-oszcillátor

A van der Pol-oszcillátor egy nemlineáris csillapítású oszcillátor, melyet az alábbi

másodrend¶ di�erenciálegyenlet ír le (Kanamaru, 2007):

ẍ− ε(1− x2)ẋ+ x = 0, (11)

ahol ε > 0 a csillapítás paramétere.

Kis csillapítás esetén (ε ≪ 1) a fenti, (11) egyenletet az y = ε
(
x− x3

3

)
− ẋ

transzformáció segítségével az alábbi alakra hozható:

ẋ = ε

(
x− x3

3

)
− y, (12)

ẏ = x. (13)

Abban az esetben, ha ε = 0, a rendszer viselkedése az x = A cos(t+ φ),

y = A sin(t + φ) egyenletekkel írható le. Hogy megkapjuk a közelít® megoldást kis

ε-ra, új változókat vezetünk be: u = x cos t+y sin t, v = −x sin t+y cos t. Ezeket be-

helyettesítve a (12,13) egyenletekbe u̇ = ε
8
u [4− (u2 + v2)] és v̇ = ε

8
v [4− (u2 + v2)]

adódik. r =
√
u2 + v2 átalakítással a kapott di�erenciálegyenlet r = 2 mellett stabil

egyensúlyra vezet kis ε esetén:

ṙ =
ε

8
r(4− r2). (14)

Kis csillapítás mellett tapasztalható viselkedésre a 8. ábra mutat példát.
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8. ábra. A rendszer kitérés-id® diagramja kis, ε = 0.1 csillapítás esetén, x(0) = 0.5 és

y(0) = 0 kezdeti értékekkel.

Nagy csillapításra (ε ≫ 1) a (11) egyentetet az ún. Liénard-transzformációval

(y = x− x3

3
− ẋ

ε
) célszer¶ új alakra hozni:

ẋ = ε

(
x− x3

3
− y

)
, (15)

ẏ =
x

ε
. (16)

Amikor a rendszer távol van az y = x − x3

3
görbét®l, a (15,16) egyenletekb®l az

|ẋ| ≫ |ẏ| = O
(
1
ε

)
kifejezés adódik � ekkor vízszintes irányú, gyors mozgás jellemz®.

Amikor a rendszer belép arra a szakaszra, ahol |x − x3

3
− y| = O

(
1
ε2

)
, lassan halad

végig a görbén, végül kilép a tartományból. Erre a viselkedésre mutat példát az

alábbi, 9. ábra.

9. ábra. A rendszer kitérés-id® diagramja nagy, ε = 10 csillapítás esetén, x(0) = 0.5 és

y(0) = 0 kezdeti értékekkel.
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2.6. A Nap mint oszcillátor

A dinamóprobléma további egyszer¶sítése során a megoldásban csak az id®füg-

gést vesszük �gyelembe, a térbeli változást elhanyagoljuk. A (4,5) egyenletekben

megjelen® térbeli deriváltakat ∇ ∼ 1
L
-el közelítjük, majd a kapott Uc

L
és ηT

L2 tagokat
1
τ
-val helyettesítjük, ahol τ karakterisztikus id®skála. Az így felírható egyenletek:

Ȧ = αB − A

τ
(17)

Ḃ =
Ω

L
A− B

τ
. (18)

A két egyenletet összevonva:

B̈ =
D − 1

τ 2
B − 2

τ
Ḃ (19)

kifejezést kapjuk, melyben D = αΩτ2

L
a dinamószám.

D < 1 esetén a (19) egyenlet egy csillapított, lineáris oszcillátort ír le.

D > 1-re az eredményeknek nincs oszcillátor jelleg¶ alakja.

Számos módja van annak, hogy az oszcillátor-modellt kiterjesszük úgy, hogy

periodikus, vagy kvázi-periodikus viselkedést kapjunk. Az egyik közelítésben nemli-

nearitást viszünk a rendszerbe: D = D0[1− f(B)]-t feltételezve, ahol f(B = 0) = 0

és f ≥ 0. Ekkor a (19) egyenlet nemlineáris oszcillátort ír le:

B̈ =
D0 − 1

τ 2
B − 2

τ
Ḃ − D0 − 1

τ 2
Bf(B). (20)

A legáltalánosabb esetben a csillapító mechanizmust jellemz® tagot f(B) függvény-

ben másodfokúnak feltételezzük, ekkor a (20) egyenlet Du�ng-oszcillátort ír le

(Kanamaru, 2008). A (4,5) egyenletekb®l kiindulva, általánosabb esetre van der

Pol � Du�ng-oszcillátort kapunk (Lopes és Passos, 2008), mely a paraméterek bi-

zonyos értékei esetén van der Pol-oszcillátorra egyszer¶södik (Kanamaru, 2007).

2.6.1. A napciklus oszcillátor-modellje � Mininni és társai

Mininni és munkatársai (2000) cikkükben a napciklus egyszer¶ modelljét írták le

a napi napfoltszám adatokat felhasználva 1816 és 2000 közötti id®szakból. Munkájuk

13



során az oszcillátor (11) egyenletét az alábbi formában írták fel:

ẍ = −ω2x− µ(3ξx2 − 1)ẋ. (21)

Az egyenletben szerepl® konstansok:

ω � frekvencia,

µ � aszimmetria paraméter,

ξ � nemlinearitás.

Az egyenletben szerepl® konstansok meghatározásához el®ször a napfoltszám ada-

tokból létrehoztak egy B(t) ∼
√
RSSN adatsort, melyre ezután � a négyzetes hiba

minimalizálásával � illesztették ẍ-t ω, ξ, és µ paraméterek variálásával. Az így

kapott konstansok:

ω = 0.2993 µ = 0.2044 ξ = 0.0102.

Azt találták, hogy a legjobban illeszked® van der Pol-oszcillátor megfelel® modell

B adatsor id®beli változásának leírásához. A napciklusok amplitúdójában és id®tar-

tamában fellép® változásokat ξ paraméter változtatásán keresztül vették �gyelembe

az alábbi módon:

ξ = ξ0 + rξs, (22)

ahol:

ξ0 � konstans,

ξs � zérus átlagú, Gauss-eloszlású érték,

r � dimenziótlan paraméter, az rms értéke ξ sztochasztikus részének.

A 10. ábra mutatja B adatsor, illetve a felírt egyenletek 150 évre kiszámított

értékeit r = 0.02 mellett. A vizsgálat során ξs-t véletlenszer¶en változtatták 30

naponként.

Az egyenletrendszer segítségével ilyen módon leírható a napciklusok néhány jel-

legzetes tulajdonsága � pl. a maximumok alakja. Továbbá a kapott modellt össze-

vetve a meg�gyelt adatsorral, három fontos átlagparaméterrel és azok szórásával jól

egyez® értékeket kaptak � 1. táblázat. Ezek a periódusid®, a maximális napfoltszám,

illetve a felfutási id®.

Ezen tulajdonságokon kívül más meg�gyelési tények, pl. a Waldmeier-e�ektus

teljesülését már nem vizsgálták.
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Periódusid® ∗ [év] Felfutási id® [év] Maximum értéke

B(t) adatsor 21.4 ± 1.6 4.2 ± 0.4 113 ± 40
Van der Pol 21.4 ± 0.8 4.3 ± 0.4 152 ± 38
∗ A 22 éves mágneses ciklusra.

1. táblázat. A napi napfoltszám adatok és a Van der Pol-oszcillátor átlagértékeinek, és

azok szórásának összehasonlítása. (Mininni és mtsai., 2000)

10. ábra. Napfoltszám adatokból nyert, mágneses térrel arányos B(t) adatsor (fekete

görbe) és a sztochasztikus van der Pol-oszcillátor (sárga görbe) � Mininni és mtsai. (2000)

2.6.2. A napciklus oszcillátor-modellje � Lopes és Passos

Lopes és Passos (2008) a napfoltciklus id®beli változását vizsgálták az 1750. . . 2008

id®szak napfoltszám adatainak felhasználásával. Munkájuk során az α−Ω dinamó-

modell egyenleteit el®ször az alábbi, egyszer¶sített formára alakították:

ẍ = −ω2x− µ(3ξx2 − 1)ẋ+ λx3, (23)

λ a Du�ng paraméter.

Az egyenlet egy nemlineáris, van der Pol�Du�ng-oszcillátort ír le. Ez a dinamikai

rendszer sztochasztikus, ugyanakkor ciklikus viselkedést mutat, akárcsak a napcik-

lus. Az egyenletben szerepl® paraméterek, µ, ω, ξ és λ id®ben lassan változnak a
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plazma állapotától függ®en. Ennek megfelelel®en Lopes és Passos azzal a feltevés-

sel éltek, hogy minden egyes mágneses ciklus a (23) egyenlet egy megoldása, adott

paraméterértékek mellett.

Munkájuk során el®ször létrehozták a simított B(t) adatsort a napfoltszám ada-

tokból, majd a teljes id®sort ∼22 éves mágneses ciklusokra osztották fel. Ezt köve-

t®en a felírt modellt külön-külön illesztették mindegyik ciklusra, melynek eredmé-

nyét a 11. ábra mutatja. Az illesztések során µ, ω és ξ paramétereket határozták

meg, λ-t azonban elhanyagolták, mivel értékei legalább két nagyságrenddel kiseb-

bek voltak a többi együtthatóknál. A cikkben leírt, 11 mágneses ciklusra illeszett

paraméterek átlaga és szórása:

ω = 0.3001± 0.0205,

µ = 0.1578± 0.0469,

ξ = 0.0154± 0.0079.

Az átlagértékek jó közelítéssel egyeznek a Mininni és társai (2000) által meghatáro-

zott konstansokkal.

11. ábra. A sötét vonal mutatja a mágneses ciklusonkénti illesztés eredményét, a szürke

görbe pedig a B(t) adatsort.
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3. A Waldmeier-e�ektus jelent®sége

A naptevékenység változásai irányítják az ¶rid®járás jelenségeit, vagyis a Föld

körüli térségben számos folyamatot, ezért fontos ismernünk annak hosszú és rövid

id®skálájú változásait. Napjainkban tehát a kutatások egyik központi területe a

napfoltciklusok er®sségének el®rejelzése. Emellett, ha megfelel®en el®re tudnánk

jelezni a naptevékenység alakulását, akkor a dinamómodelleket illet®en is további

megszorításokat nyerhetnénk.

A nap aktivitásának el®rejelzése például úgynevezett �prekurzorok� segítségével kí-

sérelhet® meg. Ezek az éppen aktuális ciklus lecseng® fázisában vagy a napfoltmi-

nimumban mérhet® �zikai tulajdonságok, melyek a következ® ciklus er®ssége között

mutatnak korrelációt.

Amint azt a 2.3. fejezetben már összefoglaltam, az egyes napfoltciklusok aszim-

metrikusak, a felfutási id®szak rövidebb, valamint Waldmeier-e�ektus szerint az

er®sebb ciklusokra meredekebb növekedés jellemz®. Emellett fontos tudni, hogy az

egyes ciklusok átfedik egymást: az új ciklusok foltjai már megjelennek magasabb

szélességeken, amikor még az el®z® ciklus foltjai jelen vannak az egyenlít®höz kö-

zelebbi régiókban. Az átfedés id®tartama 2-3 év. Ezt a jelenséget �gyelembe kell

12. ábra. Az ábrák a ciklus-amplitúdótól függ® napfoltminimum eltolódás illusztrációi

(Cameron és Schüssler, 2007). Balra a soron következ® ciklus hatása, jobbra a megel®z®

ciklus hatása látható.
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venni minden el®rejelzési metódus esetén, hiszen az átfedés mértéke más és más

az egymást követ® ciklusok er®sségét®l függ®en, amint ezt a 12. ábra szemlélteti

(Cameron és Schüssler, 2007).

Az ábrán a pontvonalak jelölik az individuális ciklusokat, a folytonos kék, vala-

mint a szaggatott narancs görbék pedig az egymást követ® ciklusok összegét mutat-

ják. Az ábra bal oldalán meg�gyelhet®, hogy amennyiben er®sebb ciklus következik,

annak a gyorsabb felfutás miatt a napfoltminimum id®pontja (M1) hamarabb be-

következik. Ezzel szemben amikor gyengébb periódus következik, a lassabb felfutás

okán a minimum (M2) kés®bb következik be. Eszerint a napciklus minimumának

id®pontja a soron következ® ciklus amplitúdójának függvényében eltolódik. A jobb

oldalon ugyanígy meg�gyelhet® a minimum id®pontjának eltolódása a megel®z® cik-

lus hatására. Az el®rejelzésben a következ® ciklus hatása a dönt®bb, mivel az éppen

induló ciklus felfutása és amplitúdója közt áll fenn kapcsolat.

A minimum id®pontjának ilyen, amplitúdó függ® eltolódása a Waldmeier-e�ektus

következménye (Cameron és Schüssler, 2007). A soron következ® ciklus amplitúdója

ezek alapján megbecsülhet® már néhány évvel a minimum bekövetkezése után.

Cameron és Schüssler (2008) kimutatták, hogy a ciklusok kezdeti szakaszában ta-

pasztalható növekedési meredekség, és a bekövetkez® maximális amplitúdó közt er®s

korreláció mutatható ki � mely korreláció nem jellemz® a ciklusok lecsengési mere-

deksége esetében. A vizsgált id®szakokat úgy választották meg, hogy a ciklusok

közti átfedés hatása minimális legyen. A vizsgálatokat több, napaktivitást jellemz®

indikátor esetén is elvégezték.

Eredményeik a 13. ábrán láthatók. Meg�gyelhet®, hogy a Waldmeier-e�ektus min-

den vizsgált indikátor esetében jelentkezik.
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13. ábra. Balra a felfutási meredekség, jobbra pedig a lecsengési meredekség látható a

napciklusok amplitúdóinak függvényében ábrázolva, a naptevékenységet jellemz® három

indikátor esetére (Cameron és Schüssler, 2008). A fels®sor a Wolf-féle napfoltszámokra, a

középs® a napfoltcsoportokra, míg az alsó a foltterületekre vonatkozó eredményeket mu-

tatják. r az egyes indikátorokkal meghatározott korrelációs együtthatók értéke.
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Munkám célja a Mininni és mtsai. (2000) illetve Lopes és Passos (2008) által a

napfoltciklusra illesztett van der Pol- illetve van der Pol�Du�ng-oszcillátorok visel-

kedésének megismerése. Ez egy egyszer¶ modell, mely a (4,5) dinamó egyenletek

egyszer¶sítése során adódik. Véletlenszer¶ zavart adva az oszcillátor együtthatói-

hoz, 2000 év hosszú id®sorokat generáltam, majd az alapján vizsgáltam ®ket, hogy

teljesítik-e a Waldmeier-szabályt. Emellett egy további fontos szempont volt az is,

hogy a ciklusok lecsengési meredeksége és amplitúdója közt ne legyen szigni�káns

korreláció, mivel ez a naptevékenység esetében sem áll fenn (Cameron és Schüssler,

2008).

Kutatásom eredményeként egy olyan modell adódott, mellyel egyszer¶en szimu-

lálható a napfoltciklus több ismert jellegzetessége. Emellett, ha ismert az oszcil-

látor egyenletében szerepl® együtthatók és a dinamóparaméterek kapcsolata, akkor

a napdinamó paramétereire becslés adható. Ezek eredményeként pedig a modell a

napfoltciklus el®rejelezhet®ségében nyújthat segítséget.
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4. A van der Pol-oszcillátor vizsgálata

Munkám során el®ször a van der Pol-oszcillátort tanulmányoztam:

ẍ = −ω2x− µ[ξx2 − 1]ẋ. (24)

Az egyes paraméterek:

ω, frekvencia � a ciklusok hosszát de�niálja,

µ, csillapítás � az aszimmetriát jellemzi,

ξ, nemlinearitás � a ciklusok amplitúdóját szabályozza.

4.1. A vizsgálat szempontjai

Az fenti egyenletb®l adódó x(t) függvény a toroidális mágneses térkomponenssel

arányos. Ez, és a napfoltszámok között az SSN = xn(t) összefüggés áll fenn, ahol

n lehetséges értékei: 1, 1.5 és 2 (Bracewell, 1988; Mininni és mtsai., 2000), melyeket

sorra felhasználtam kutatásomban.

Az oszcillátor-paraméterek kezdeti értékének a Mininni és mtsai. (2000) által, n = 2

mellett illesztett konstansokat választottam:

ω0 = 0.2993 µ0 = 0.2044 ξ0 = 0.0102.

A Monte Carlo-szimulációk során egyes paramétereket véletlenszer¶en változtattam

és azt vizsgáltam, hogy ily módon a modell közelíti-e a napfoltciklus (3. ábra) meg-

�gyelt tulajdonságait:

TN
∼= 11.02 év az egyes ciklusok átlagos hossza;

rmsT,N ∼= 11 % a ciklushosszak szórása;

rmsA,N
∼= 25 . . . 30 % az amplitúdók szórása,

Kmer,fel,N
∼= 0.8 . . . 0.9 korreláció a felszálló ág meredeksége és a ciklus maxi-

muma közt (Waldmeier-szabály);

Kmer,le,N
∼= 0.11 . . . 0.35 korreláció a leszálló ág meredeksége és a ciklus maxi-

muma közt.

Ezek alapján az oszcillátor jellemz®ire az alábbi feltételeket szabtam:

Kmer,fel,vdP > 0.8, |Kmer,le,vdP | < 0.5,

10% < rmsT,vdP < 20%, 10% < rmsA,vdP < 30%.
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A legfontosabb kitérium a Waldmeier-szabály teljesülése.

A ciklusok felszálló és lecseng® ágának meredekségét az alábbi összefüggéssel

de�niáltam:

Mi =
0.6xmax,i − 0.3xmax,i

t0.6,i − t0.3,i
,

ahol:
xmax,i − az i. ciklus maximuma;

t0.6,i, t0.3,i − azok az id®pontok, ahol x(t) függvény értéke xmax,i 60%-ával, illetve

30%-ával egyezik meg.

4.2. A perturbáció de�niálása

A van der Pol-oszcillátor (24) egyenletében szerepl® paraméterek közül µ, csil-

lapításhoz és ξ nemlinearitáshoz adtam véletlenszer¶ variációt különféle eljárások

szerint. Magát a zajt az alábbi két módszerrel de�niáltam.

Az egyik esetben a zaj értékét konstansnak tartottam egy el®re de�niált, Tcorr korre-

lációs ideig, melynek értékét 1 és 20 év között változtattam. Az aktuális oszcillátor-

paraméter változása tehát d(t) = ∆ · R alakban, lépcs®-függvény szerint történik,

ahol R Gauss-eloszlású, véletlen számot jelöl; ∆ pedig a perturbáció nagyságát jel-

lemz® bemeneti paraméter.

A másik esetben folytonosan változó, Ornstein�Uhlenbeck-folyamatnak megfelel®

(Longtin, 2010) zajt írtam fel a következ® összefüggéssel:

d(t) = d(t− dt)−Kd(t− dt)dt+∆ ·R
√
dt, (25)

ahol K a relaxációs konstans � a korrelációs id® reciproka.

Az oszcillátor általam szabályozott bemeneti paraméterei (∆;Tcorr), illetve (∆;K).

Az egyes modell típusok � ld. alább � viselkedését ezen értékek változása szerint

vizsgáltam.

Ezen perturbációkat additívan

µ(t) = µ0 + d(t) ill. ξ(t) = ξ0 + d(t), (26)

és multiplikatívan

µ(t) = µ0e
d(t) ill. ξ(t) = ξ0e

d(t) (27)
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használtam fel. Bizonyos µ(t) és ξ(t)mellett a modellben el®fordultak instabilitások.

Ennek elkerülése érdekében korlátozásokat vezettem be ezek értékére.

Additív zajra:

0 < µ(t) < 2µ0, 0 < ξ(t) < 2ξ0, (28)

valamint multiplikatív zajra:

0.1µ0 < µ(t) < 10µ0, 0.1ξ0 < ξ(t) < 10ξ0. (29)

Az oszcillátor viselkedését tehát külön vizsgáltam aszerint, hogy az id®függ®

paraméter ξ vagy µ, vagyis a (24) egyenlet az alábbi módokon írható:

ẍ = −ω2
0x− µ(t)

[
ξ0x

2 − 1
]
ẋ, (30)

ẍ = −ω2
0x− µ0

[
ξ(t)x2 − 1

]
ẋ. (31)

Egy további lépésben az eddig külön variált oszcillátor paramétereket egyidej¶leg

változtattam:

ẍ = −ω2
0x− µ(t)

[
ξ(t)x2 − 1

]
ẋ. (32)

Az együtthatók közt a dinamó egyenlet alapján kapcsolat van (Lopes és Passos,

2008), melyet a modellezés során �gyelembe vettem:

ξ(t) =
Cξ

µ(t)
, ahol Cξ = ξ0 · µ0 = 0.002. (33)

Az itt tárgyalt módszereket sorra felhasználva azt tapasztaltam, hogy a legkedvez®bb

az, ha µ(t) függvényt határozom meg el®ször, folytonos, multiplikatív perturbációval,

majd ebb®l számítom ξ(t) paramétert. Az együtthatók együttes változása esetén az

alábbi határokat állítottam be:

0.1µ0 < µ(t) < 10µ0, 0.75ξ0 < ξ(t) < 100ξ0. (34)

Annak érdekében, hogy az oszcillátor-modellek viselkedését statisztikailag vizs-

gálni tudjam, az oszcillátorok kitérés-id® diagramját 2000 évre számoltam ki a fent

leírt perturbációkkal, SSN = xn(t) alkalmazásával n = 1, 1.5 és 2 mellett.
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4.3. Eredmények áttekintése

Az egyes eljárásokkal kiszámított xn(t) függvényeket a 4.1. fejezetben leírt szem-

pontok szerint elemeztem. A továbbiakban a kapott eredményeket foglalom össze.

4.3.1. A perturbált paraméter µ

Abban az esetben, amikor a van der Pol-oszcillátor egyenletét a (30) kifejezés

szerint írtam fel, a modell csak közelít®leg mutatta a 4.1. fejezetben leírt, napfolt-

ciklushoz hasonló tulajdonságokat. Bár számos (∆;Tcorr), (∆;K) bemeneti paramé-

ter mellett teljesült a Waldmeier-e�ektus, a többi jellegzetességgel együttesen nem

mutatkozott a szimulációk során.

4.3.2. A perturbált paraméter ξ

Amikor az id®függ® paraméter ξ, vagyis az oszcillátor egyenlet (31) összefüggés

szerinti formáját használtam, a modell számos esetben mutatta együttesen az elvárt,

napcikluséhoz hasonló jellegzetességet. A legkedvez®bb eljárásnak a multiplikatív

zaj használata bizonyult, mind folytonos, mind lépcs®s perturbáció esetén.

A 14. ábrán egy példa látható az oszcillátor egyenlet megoldása során alkal-

mazott bemeneti paramétertér alakulására. Itt ξ(t) lépcs®függvény szerint, mul-

tiplikatívan változik, az oszcillátor kitérését SSN = x2(t) alapján számítottam.

A Waldmeier-e�ektus minden értékpár esetén teljesül. Emellett több esetben is,

Tcorr ∼ 2 − 4 éves korrelációs id®k mellett a napciklushoz hasonló jellegzetességek

együttesen jelen vannak. A bekarikázott pont ∆ = 0.44, Tcorr = 2 év értékpár-

hoz tartozik. Az ezekkel kiszámolt kitérés-id® függvény, valamint ξ(t) a 15. áb-

rán látható. Meg�gyelhet®, hogy ξ(t) függvényben fellép® nagyobb értékek csökke-

nést okoznak az oszcillátor amplitúdójában, például az 1100 év utáni ciklusokban.

Ugyanakkor x2(t)-ben el®forduló er®sebb periódusok, például az 1050 és 1100 kö-

zötti id®szakban ξ(t) kisebb értékei következében adódnak. A modell és a napciklus

jellemz®inek összehasonlítása a 2. táblázatban olvasható, a Waldmeier-e�ektust a

16. ábra mutatja.

Megvizsgáltam továbbá ezen oszcillátor viselkedését 11 000 év hosszú id®skálán

is. Az eredményül kapott ciklus-amplitúdók és a periódusid®k eloszlását a 17-18.

ábrák mutatják.
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14. ábra. A szimulációk során

használt paramétertér alakulása ξ

lépcs®függvény szerinti, multipli-

katív perturbációjakor, n = 2 ese-

tén. A csillagok a Waldmeier-

e�ektus teljesülését jelölik, míg

a zöld pontok azon bemeneti

paraméter párokat, melyekre a

napciklust közelít® jellegzetessé-

gek együttesen teljesülnek � ld.

4.1. fejezet.

15. ábra. Az ábra egy 300 éves intervallumot mutat példaként a nemlinearitás paramé-

terében (ξ) véletlenszer¶en perturbált van der Pol-oszcillátor viselkedésére. A zajt a 14.

ábrán bekarikázott ponthoz tartozó, ∆ = 0.44, Tcorr = 2 év értékek jellemzik. A fels® panel

mutatja ξ(t) paraméter id®beli változását, míg az alsó az oszcillátor x2(t) viselkedését.
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2. táblázat. A táblázat a 15. ábrán látható oszcillátor-modell és a napciklus jellemz®it

hasonlítja össze. A modell tulajdonságait a 2000 évre kiszámított x2(t) függvény tulajdon-

ságai alapján határoztam meg.
Kmer,fel Kmer,le T rmsT rmsA

[év] [%] [%]

Napfoltciklus 0.85 0.35 11.02 11 30
van der Pol-oszcillátor 0.84 -0.49 10.92 10 20

16. ábra. Az ábra a Waldmeier-

e�ektust szemlélteti a 15. ábrán lát-

ható oszcillátor-modell esetére. A cik-

lusok felfutási meredeksége és maxi-

muma közt fennálló korreláció közel li-

neáris, a korrelációs együttható értéke

0.84. Az e�ektus a napciklus esetére az

5. ábra bal oldalán látható.

A 17. ábra mutatja az oszcillátor amplitúdó-eloszlását ∆ = 0.44, Tcorr = 2 év

paraméterpár. Az Usoskin és társai (2007) által kapott, 6. ábrán látható eloszlás-

hoz hasonlóan többlet tapasztalható nagy oszcillátor amplitúdóknál, azonban a kis

kitérések oldalán hiány látszik az illesztett Gauss-görbéhez képest. Ennek oka, hogy

az oszcillátor nem produkál Maunder-minimumhoz hasonló f®minimumokat.

Munkám során azt tapasztaltam, hogy a modellben el®fordulnak 20-30 éves, vagy

még hosszabb, úgynevezett szuperciklusok is, ezét az amplitúdók eloszlása mellett a

ciklushosszak eloszlását is tanulmányoztam. A 18. ábra a periódushosszak eloszlását

mutatja az iménti esetre. Látszik, hogy a 11 000 év hosszan futtatott szimuláció

során a ciklusok jellemz®en 8-14 év id®tartamúak, ennél hosszabb periódusok pedig

csak néhány esetben fordulnak el®.
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17. ábra. A 14. ábrán karikával jelölt tulajdonságú van der Pol-oszcillátor ciklus-amplitúdó

eloszlása, 11 000 éves szimulációt futtatva � jellege a 6. ábrán látható, Usoskin és mtsai.

(2007) által kapott eredménnyel összehasonlítható. Az adatokra illesztett Gauss-görbe

paraméterei: µ = 367.28, σ = 76.56, A = 117.38.

18. ábra. A 14. ábrán karikával jelölt tulajdonságú van der Pol-oszcillátor ciklushossz

eloszlása, 11 000 éves szimulációt futtatva. Az adatokra illesztett Gauss-görbe paraméterei:

µ = 10.85 év, σ = 1.29 év, A = 103.56.
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4.3.3. µ és ξ paraméterek együttes perturbációja

Miután megvizsgáltam a van der Pol�oszcillátor viselkedését úgy, hogy külön-

külön perturbáltam a csillapítás (µ) és nemlinearitás paraméterét (ξ), a következ®

lépésben ezek együttes hatását vizsgáltam � a (32) egyenlet szerint.

A (4,5) dinamó egyenletek egyszer¶sítése során az adódik, hogy ezek a paraméterek

egymástól nem függetlenül változnak (Lopes és Passos, 2008). A köztük lév® kap-

csolatot a (33) összefüggéssel vettem �gyelembe.

A részletes vizsgálatokat itt SSN = xn(t), n = 1.5 esetére végeztem el, mert így

kaptam a napcikluséhoz leginkább hasonló amplitúdókat.

Az alábbi, 19. ábrán látható, hogy a korábbi, 14. ábrán bemutatott esethez hason-

lóan most is 5 évnél rövidebb korrelációs id®k mellett adódnak kedvez® tulajdonságú

modellek. A zaj amplitúdóját jellemz®, ∆ értéke sem tér el jelent®sen a korábbi pa-

ramétertérben tapasztalt kedvez® esetekét®l.

A 20. ábrán egy példa látható a modell viselkedésére. Meg�gyelhet®, hogy µ(t)

nagyobb értékei hatására az oszcillátor ciklusaira er®sebb aszimmetria jellemz®, pl.

650 és 660 évek között. A nemlinearitás paraméter, ξ(t) nagy értékei amplitúdó

csökkenést okoznak, ahogy az 690 és 710 között �gyelhet® meg. A bemutatott

modell tulajdonságai a 3. táblázatban olvashatók.

19. ábra. Az x-tengelyen a szto-

chasztikus perturbáció relaxációs

paramétere (lent), illetve az ennek

megfelel® korrelációs id® (fent) lát-

ható. A csillagok a Waldmeier-

e�ektus teljesülését jelölik, míg a

pontok azon bemeneti paraméter

párokat, melyekre a napciklust kö-

zelít® jellegzetességek együttesen

teljesülnek � ld. 4.1. fejezet. A

további pontokban a Waldmeier-

szabály nem teljesül.
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20. ábra. Az ábra egy 300 éves intervallumot mutat példaként a két paraméterében

perturbált van der Pol-oszcillátor viselkedésére. A zajt a 19. ábrán bekarikázott ponthoz

tartozó, ∆ = 0.6, K = 0.2 értékek jellemzik. A fels® panel mutatja ξ(t), a középs® µ(t)

paraméterek id®beli változását, míg az alsó az oszcillátor x1.5(t) viselkedését.

3. táblázat. A 20. ábrán látható oszcillátor-modell és a napciklus jellemz®it összehasonlító

táblázat. A modell tulajdonságait a 2000 évre kiszámított x1.5(t) függvény tulajdonságai

alapján határoztam meg.
Kmer,fel Kmer,le T rmsT rmsA

[év] [%] [%]

Napfoltciklus 0.85 0.35 11.02 11 30
van der Pol-oszcillátor 0.83 -0.40 11.24 10.12 29.43

A 11 000 év hosszan futtatott szimuláció eredményeképp Gauss-függvénnyel köze-

líthet® amplitúdó, és periódusid® eloszlást kaptam. A görbe tulajdonságai a ciklus-

maximumok eloszlása esetén: µA = 83.35, σA = 25.89, AA = 105.08. A ciklus-

hosszak eloszlására illeszthet® Gauss-függvény jellemz®i: µT = 10.54, σT = 0.98,

AT = 119.73.

A korábbi eloszlással ellentétben (17. ábra) itt a nagy amplitúdók oldalán sem

tapasztalható többlet.
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5. A van der Pol�Du�ng-oszcillátor vizsgálata

A van der Pol�Du�ng-oszcillátor egyenlete az el®z® fejezetben felírt (24) össze-

függést kiegészítve kapható:

ẍ = −ω2
0x− µ(t)[ξ(t)x2 − 1]ẋ+ λ(t)x3, (35)

ahol λ a Du�ng-paraméter.

A kifejezés az oszcillátor egyenlet kézen fekv® általánosítása, másodrend¶ korrekci-

ókat bevezetve a csillapításba (ξ) és a frekvenciába (λ). Emellett a (4,5) dinamó

egyenletek egyszer¶sítésével is ez a típusú oszcillátor adódik. Az el®sz® fejezetben

vizsgált, van der Pol-oszcillátor a Du�ng-tag elhanyagolásával kapható.

5.1. Az alkalmazott módszer

Ellentétben a korábban tárgyalt, van der Pol-oszcillátort leíró (24) egyenlettel,

a (35) kifejezés együtthatóit egyidej¶leg variáltam. A kezdeti értékeket továbbra is

a Mininni és társai (2000) által illesztett paraméterekkel de�niáltam:

ω0 = 0.2993, µ0 = 0.2044, ξ0 = 0.0102, a Du�ng-paramétert λ0 = 5 · 10−5-

nek választottam. A µ(t), ξ(t) és λ(t) értékei nem függetlenek, a köztük fennálló

kapcsolatok a dinamó egyenlet egyszer¶sítése során adódnak (Lopes és Passos, 2008):

ξ(t) =
Cξ

µ(t)
és λ(t) = Cλ

µ(t)

2
, (36)

ahol a konstansok értéke:

Cξ = ξ0 · µ0 = 0.002, Cλ = 2
λ0

µ0

= 0.0005.

Ezeket az oszcillátor paramétereket µ(t) id®függvény alapján határoztam meg, me-

lyet folytonos, multiplikatív perturbációval de�niáltam � 4.2. fejezet. A paraméterek

az alábbi határok között változhatnak:

0.1µ0 < µ(t) < 10µ0, 0.75ξ0 < ξ(t) < 100ξ0, 0 < λ(t) < 2λ0. (37)

A részletes vizsgálatokat itt SSN = xn(t), n = 1.5 esetére végeztem el, mert így

kaptam a napcikluséhoz leginkább hasonló amplitúdókat. A szimulációkat ez esetben

is 2000 évre futtattam. Az oszcillátornak továbbra is a 4.1. fejezetben leírtaknak

kell eleget tennie.

30



5.2. Eredmények áttekintése

A van der Pol�Du�ng-oszcillátor vizsgálata során a Du�ng-paraméter értéke

alapján két esetet különítettem el: λ = λ0, illetve λ = λ(t).

5.2.1. Konstans Du�ng-paraméter

Az alábbi, 21. ábra mutatja a perturbációt jellemz® paramétertér alakulását

abban az esetben, amikor a van der Pol�Du�ng-oszcillátor egyenletében µ(t) és

ξ(t) az id® függvényében változnak, a Du�ng-paraméter viszont konstans érték¶.

Látható, hogy a korábbi, 19. ábrán szemléltetett esethez képest jóval több olyan

eset adódik, amikor a modell együttesen mutatja az elvárt tulajdonságokat.

Az oszcillátor viselkedésére a 22. ábrán látható egy példa, ennek tulajdonságait a

4. táblázatban foglaltam össze.

A 11 000 évre futtatott szimuláció során azt tapasztaltam, hogy a jellemz® pe-

riódusid®k 8 és 18 év közé esnek � az eloszlást jellemz® Gauss-görbe tulajdonságai:

µT = 11.70, σT = 1.28, AT = 128.83. Az amplitúdók eloszlását közelít® Gauss-

függvény: µA = 81.98, σA = 29.21, AA = 76.40.

21. ábra. Az x-tengelyen a szto-

chasztikus perturbáció relaxációs

paramétere (lent), illetve az ennek

megfelel® korrelációs id® (fent) lát-

ható. A csillagok a Waldmeier-

e�ektus teljesülését jelölik, míg a

zöld pontok azon (K, ∆) párokat,

melyekre a napciklus viselkedését

közelít® tulajdonságok együttesen

teljesülnek � ld. 4.1. fejezet. A kis

'×'-ek esetén a Waldmeier-e�ektus

nem teljesül.
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22. ábra. Az ábra egy 300 éves intervallumot mutat példaként a két paraméterében

perturbált van der Pol�Du�ng-oszcillátor viselkedésére. A zajt a 21. ábrán bekarikázott

ponthoz tartozó, ∆ = 0.4, K = 0.15 értékek jellemzik. A fels® panel mutatja ξ(t), a

középs® µ(t) paraméterek id®beli változását, míg az alsó az oszcillátor x1.5(t) viselkedését.

4. táblázat. A 22. ábrán látható oszcillátor-modell és a napciklus jellemz®it összehasonlító

táblázat. A modell tulajdonságait a 2000 évre kiszámított x1.5(t) függvény tulajdonságai

alapján határoztam meg.
Kmer,fel Kmer,le T rmsT rmsA

[év] [%] [%]

Napfoltciklus 0.85 0.35 11.02 11 30
van der Pol�Du�ng-oszcillátor 0.92 -0.32 12.30 11.37 25.76
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5.2.2. Id®ben változó Du�ng-paraméter

Ha mindhárom együttható, µ, ξ és λ is id®függ®, akkor a paramétertérben min-

den, a perturbációt jellemz® id®állandó esetére adódik kedvez® tulajdonságú oszcil-

látormodell, ahogy az a 23. ábrán látható. Összehasonlítva az eddigi módszerek

során kapott paraméterterekkel elmondható, hogy ebben az esetben adódik a leg-

több olyan modell, melyekre teljesülnek a 4.1. fejezetben tárgyalt elvárások.

Az oszcillátor viselkedésére a 24. ábrán látható egy példa, melynek tulajdonságai

az 5. táblázatban olvashatók.

A periódusid®k és az amplitúdók eloszlása a 11 000 éves szimuláció után az

alábbi tulajdonságú Gauss-eloszlásokkal közelíthet®. A ciklus-maximumok eloszlása

esetén: µA = 85.26, σA = 26.24, AA = 71.83, illetve a ciklushosszakra: µT = 10.83,

σT = 2.05, AT = 173.06

23. ábra. Az x-tengelyen a szto-

chasztikus perturbáció relaxációs

paramétere (lent), illetve az ennek

megfelel® korrelációs id® (fent) lát-

ható. A csillagok a Waldmeier-

e�ektus teljesülését jelölik, míg a

zöld pontok azon (K, ∆) párokat,

melyekre a napciklus viselkedését

közelít® tulajdonságok együttesen

teljesülnek � ld. 4.1. fejezet. A kis

'×'-ek esetén a Waldmeier-e�ektus

nem teljesül.
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24. ábra. Az ábra egy 300 éves intervallumot mutat példaként a három paraméterében

perturbált van der Pol�Du�ng-oszcillátor viselkedésére. A zajt a 23. ábrán bekarikázott

pont, ∆ = 0.3, K = 0.1 értékek jellemzi. A fels® panel mutatja ξ(t) id®beli változását,

alatta λ(t) és µ(t) függvények láthatók. Az oszcillátor kitérés-id® diagramja az alsó panelen

látható � x1.5(t).

5. táblázat. A 24. ábrán látható oszcillátor-modell és a napciklus jellemz®it összehasonlító

táblázat. A modell tulajdonságait a 2000 évre kiszámított x1.5(t) függvény tulajdonságai

alapján határoztam meg.
Kmer,fel Kmer,le T rmsT rmsA

[év] [%] [%]

Napfoltciklus 0.85 0.35 11.02 11 30
van der Pol�Du�ng-oszcillátor 0.92 -0.32 12.63 16.00 26.70
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6. Összegzés

Munkám során a van der Pol-oszcillátor paramétereit külön-külön, illetve együt-

tesen, véletlenszer¶en perturbáltam eltér® módszerekkel és az így adódó oszcillátor-

modellek tulajdonságait hasonlítottam össze a napciklus meg�gyelt jellemz®ivel.

Azt vizsgáltam, hogy van-e olyan módszer, illetve petrurbáló paraméter, mellyel

az oszcillátor-modell a napfoltciklushoz hasonló jellegzetességeket mutat. A model-

lekt®l leginkább elvárt tulajdonság a Waldmeier-e�ektus teljesülése volt.

A napfoltciklus és az oszcillátor kitérés-id® függvénye közt többféle kapcsolat

de�niálható: SSN = xn(t), n = 1, 1.5 2. Abban az esetben, amikor csak egy

paraméterhez adtam véletlenszer¶ zajt, mindhárom de�níciót felhasználtam vizsgá-

lataim során. A szimulációkat minden esetben 2000 évre futtattam le.

Kapott eredményeim szerint a nemlinearitás paramétert, ξ(t)-t multiplikatívan per-

turbálva (ld. 4.2. fejezet) adódik a napciklus tulajdonságait leginkább közelít®

modell � a többi együttható értékét konstansnak de�niálva. Más módszereket hasz-

nálva nem, vagy csak néhány alkalommal tapasztaltam az elvárt tulajdonságok (ld.

4.1. fejezet) együttes teljesülését.

A több paraméterében perturbált van der Pol- és van der Pol�Du�ng-oszcillátor

tanulmányozásakor az aszimmetria paraméter, µ(t) folytonos, multiplikatív pertur-

bációjából kiindulva de�niáltam ξ(t), illetve λ(t) értékeit. Az oszcillátorok xn(t)

id®függvényét n = 1.5 esetén vizsgáltam részletesen.

Feltérképeztem a perturbációt jellemz® paraméterteret a Waldmeier-e�ektus és

a további tulajdonságok teljesülése alapján. Eredményeim azt mutatják, hogy a

modell számos esetben visszaadja a Waldmeier-szabályt és a többi elvárt jellemz®t.

Ezek alapján elmondható, hogy modellemmel a napciklus viselkedését jól szimulál-

ható adatsor hozható létre. Emellett a további kutatások során, a dinamó egyen-

letben szerepl®, és az oszcillátor együtthatói közti megfeleltetés alapján a dinamó

paramétereinek értékére megszorítások tehet®k.
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