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1. Bevezetés

A Neptunuszon tuili objektumok (TNO-k) tanulmédnyozasa egy fontos, élénk kutatasi
teriilet. Ezt tobb, a csillagdszatban alapvetd kérdés megvélaszoldsa motivdlja. A Naprend-
szer Neptunuszon tili régidjanak megismerése kulcsot adhat a Naprendszer eredetéhez, a
kiils6 bolygdk keletkezéséhez fiz6d6 kérdésekhez. A belsé Naprendszer fejlodésének és
a foldi élet kialakuldasdnak megértéséhez is kozelebb juthatunk ezen kis égitestek vizs-
gdlataval: az ebbdl a régiobol a Fold pélydjat metszd pélydra fejlodd iistokosok dltal
viz juthat a bolygdra. A vizsgélatok az égitestek keletkezésére, fizikai tulajdonsigaira
¢€s dinamikdjara irdnyulnak. Figyelmemet az utébbi teriiletre 6sszpontositottam. Célom a
7/3 ardnyi kozépmozgés rezonancia megismerése, melyhez tobb TNO is kot6dik.

A rezondns TNO-k a Kuiper-ovbeli objektumok egy csoportjdhoz tartoznak. Rezo-
nancidjuk a Neptunusszal abban rejlik, hogy a TNO és a széban forgd oridsbolygd re-
lativ helyzetei periodikusan ismétlédnek, ezéltal a kis perturbacidk feler6sodnek. 10000
éves id6skdlan a Neptunusz perturbdlé hatdsa viszonylag nagy, ~ 1% amplitiddji osz-
cillaciokat idéz eld a pédlydjukban. A Pluto volt az elsd ismert rezondns TNO (1965)
(Davies et al., 2008). Az 1990-es évek kozepétdl az ismert TNO-k szdma nagymértékben
ndtt, mas ardnyu rezonancidkat is felfedeztek. Egyre bizonyosabbd valt, hogy a Neptunu-
szon tuli régid szerkezete igen komplex. A jelenleg foly6 kutatdsok mar adnak becslése-
ket az egyes rezondns populdciok méretére, a palyaelemek (példaul excentricitas, inkli-
nacio) eloszlasira. Az Eotvos Lordnd Tudomanyegyetem Csillagdaszati Tanszékének égi
mechanika kutatocsoportja — melynek keretein beliil valésult meg a TDK dolgozatomban
leirt kutatas is — vizsgdlatokat folytatott a kaotikus és reguldris trajektoridk megjelenésé-
vel kapcsolatban, valamint az egyes kozépmozgds ardnyokra feltartdk a fél nagytengely-
excentricitds sikon azokat a régidkat, ahol rezonancia esete llhat fenn (Erdi et al., 2012).
Mivel egyre tobb Neptunuszon tuli objektumot katalogizalnak, a modellek Osszevetése
valos égitestekkel j6 fokmérdje lehet a modell helyességének, pontossdganak. Ez szolgélt
munkdm kiindulépontjaként, melyben a kivélasztott 7/3 rezonancidnal taldlhaté TNO-k
kozott kerestem a szakirodalomban eddig még nem ismert librdld6 TNO-kat. Az emlitett
vizsgalat adta az otletet, hogy a jelenséget dltaldnosan is szemiigyre vegyem. Arra keres-
tem a valaszt, vajon hova kell a palya mentén elhelyezni az objektumot, hogy a rezonan-
cidt indikalo kritikus paraméter (rezonanciavaltozo) librdljon. A kutatds tulajdonképpen
a rezonancia megjelenése és a kezdeti palyaelemek kozotti kapcsolat feltarasara irdnyul.
Ezt a kérdéskort kordbban senki sem vizsgélta. A tanszéki kutatécsoport mar végzett sza-
mitdsokat a 7/4 rezonancidra, én a 7/3 ardnyu rezonancidval kezdtem el foglalkozni.
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Kutatasom céljai az alabbiak voltak:

(a) Uj libralé6 TNO-k datalasa a 7/3 rezonancianal
(b) A kezdeti pédlyaelemek és a rezonancia megjelenése kozti 0sszefiiggések keresése
(c) A rezonanciavaltoz6 kozépértékének vizsgalata

(d) A valos és fiktiv testekre kapott eredmények 0sszevetése

Dolgozatom 2. fejezetében bemutatom a kozépmozgds rezonancidkat. Ezt kovetden
ismertetem a haszndlt modellt és modszereket. A 4. és 5. fejezetekben a valés TNO-kra,
illetve a fiktiv prébatestekre végzett numerikus szimuldciét és annak eredményeit fejtem

ki. Végiil értékelem és 6sszefoglalom a kapott eredményeket.

2. Kozépmozgas rezonanciak

2.1. Kozépmozgas rezonanciak

Két test akkor van k6zépmozgds rezonancidban, ha kozépmozgdsaik ardnya jo koze-
litéssel felirhat6 kis egész szamok hanyadosaként:
n _p+gq
— =, (1)
n p
ahol p és ¢ relativ primek.

A rezonancia erossége. A rezonancia rendjét ¢ jeloli. Mivel a rezonancia er0ssége a
rend novekedésével csokken, legfontosabbak az alacsony rendili rezonancidk (¢ = 1, 2).
Azonban a magasabb rend(i rezonancidk is fontossa valhatnak. Példaul a 13/8 és 8/5 aré-
nyu rezonancidk befolyasolhatjdk a Vénusz és a Fold mozgdsat (Bazso et al., 2010).

E. W. Thommes (Thommes, 2005) kutatdsai azt mutatjak, hogy a magasabb rendii re-
zonancidk (5/2, 7/4, 9/5) bolygérendszerek keletkezésére is hatdssal lehetnek. Tovab-
ba szamos TNO librdl ilyen rezonancidkban (5/2, 7/3, 7/4, 9/5) (Chiang et al., 2003;
Emel’ Yanenko & Kiseleva, 2008; Gladman, Marsden & Vanlaerhoven, 2008). A maga-
sabb rendi rezonancidk nagy excentricitdsokra kivaltképp jelentdsek, ugyanis a perturba-
ci6 az e g-ik hatvanyéval ardnyos, ezdltal nagy e nagy e?-t von maga utdn. Mint ismeretes,

a TNO-k egy része nagy e-vel rendelkezik.



Belso és kiils6 rezonanciak. Megkiilonboztetiink bels és kiilsé rezonancidkat. E16bbi
akkor all fenn, ha a rezonanciaban 1évo test palydjanak fél nagytengelye a Naphoz ké-
pest nézve kisebb, mint a mozgésat perturbal6 égitesté. Utdbbi ennek ellenkezbje, azaz a

perturbalé égitest palydjanak fél nagytengelye a kisebb.

2.2. A 7/3 rezonancia

sz 7z

Az altalam vdlasztott rezonancia 7/3 ardnyu kiils6 rezonancia. Az itt jelen 1év6 TNO
populdcié méretét 4000-re becsiilik (Gladman et al., 2012). Ez egy eddig kevéssé vizsgalt
rezonancia, mivel negyedrendd, rdadasul a ra jellemzd fél nagytengely (a,) 52 és 54 AU
kozé esik, ami az erGs 2/1 ardnyu (45 AU < a, S 50 AU) rezonancién tdl taldlhatd. Az
el6z6 alfejezetben irt érveken kiviil azért is érdemes ezt a rezonancidt feltérképezni, mert
az itt megfigyelt TNO-k tobbsége az eddigi vizsgdlatok alapjan librdl, azaz a jelenség

remekiil tetten érhetd ennél a rezonancianal.



3. Modell és modszerek

3.1. Mozgasegyenletek

A viélasztott rezonancia vizsgdlata sordan gravitacios hattest-problémdval kozelitettem
arendszert. A hat test a Nap, a TNO és a négy oridsbolyg6 (Jupiter, Szaturnusz, Urdnusz,
Neptunusz). A kézetbolygokat igy vettem figyelembe, hogy tomegiiket a Napéhoz adtam.

Jelolje az égitesteket Py, Ps, . . ., Py, tomegiiket pedig mq, mo, . .., mg. Legyen tovéab-
bia P (t = 1,2,...,6) test O, inerciarendszerben vett helyvektora r; = (x4, Yi, i)
Most a hattest-probléma azon esetével allunk szemben, amikor az egyik test (legyen ez
Py) joval nagyobb tomegii a tobbinél. Ebbdl kifolydlag P;-k (1 = 2,3, ...,6) mozgdsat
érdemes P;-hez, azaz a Naphoz viszonyitva vizsgélni. Ehhez célszer(i az alabbi vektorok

bevezetése (1. abra):

/
ry=rI3 =T — I, (2a)
!/
r; =TIy =rj— Iy, (2b)
/ ’
Ijj =Tj —Tj =I; — T (2¢)

1. dbra. A probléma sematikus dbrdja €s az alkalmazott jelolések.



A vektorok hossza:

r= Il = oty 2 Ga)

4 / 72 ’2 12

= Il = e 2 (3b)
ry = gl = /(2 = 22+ () — )2 + () — 2)2. (3¢)

Vezessiik be az RR; perturbacios fiiggvényt:

6 ro o o
1 T,x; + Y.y, + 2.2
R= kS mj<—— LTI T ) @)
=2 j

T'ij T
JF#i
ahol k£ a Gauss-féle gravitacids allandé.

Ekkor komponensenként kiirva a mozgasegyenletek:

Y i s aRz
TR 5
T; + rfxl o (5a)
-, i+ OR; .
yz_i_%y’l:—,’ 222,3,,6 (Sb)
; y;
" Hi aRZ
K O 5
z + 7*;321 o7 (5¢)
ahol
i = kQ(m/@ + mz) (6)

A p; felirasaban szerepld m'® a bels6 bolygok tomegével megnovelt naptomeg.

A (5a)-(5b)-(5¢) egyenletek tehat a P; tomegpontok mozgasat adjak meg P, koriil Py
ésatobbi P; (j = 2,3,...,6,7 # 1) test egyiittes hatdsat figyelembe véve. P;-k hatdsa
P;-re az R; perturbacios fliggvényen keresztiil jelenik meg. Az I?;-ben a zargjel elsd tagja
(%j) adja meg Pj-nek Pj-re gyakorolt kbzvetlen hatdsat. A zdrdjelben szerepld masodik
tag pedig P; kozvetett hatdsat irja le, hiszen P; befolydsolja a Nap inerciarendszerbeli

mozgasat.



A mozgdsegyenletek numerikus integrdldsat a valtozé 1€péskozt lehetdvé tevd be-
agyazott Runge-Kutta-Dormand 7(6) (Dormand & Prince, 1978) integréitorral végeztem.
A modszer részletei megtaldlhatéak a nevezett cikkben. A kezdeti értékek az égitestek

hely- és sebességkoordindtai a valasztott epochara.

3.2. A rezonanciavaltozo

Kiilsd rezonancia esetén definidljuk az aldbbi # rezonanciavaltozot:

0= (p+q)Ar — pAy — quwr, (7)

ahol Ay és Ay a TNO és a Neptunusz kozepes palyamenti hosszisagai, o a TNO perihé-
liumhosszusaga. Ebbdl az latszik, hogy a Neptunusz palya mentén elfoglalt helye a J2000
ekliptikus referenciatengelyhez képest nézve kapcsolatban dll a TNO Ay adott idSpont-
beli helyzetével és a TNO wr perihélimhelyzetével. Rezonancia esetén a perturbacids
fliggvény sorfejtésében a #-tdl és annak tobbszoroseitdl fiiggd tagok domindlnak. Ezek
reprezentéljdk a perturbacios fiiggvény rezondns részét. Ha a rezonanciavaltozé nem vesz
fel minden értéket 0° és 360° kozott, akkor azt mondjuk, hogy 6 libral. Valés TNO-k
esetében 6 legtobbszor 180° koriil oszcilldl (librdl) valamilyen amplitidéval. Emiatt a
rezonans TNO-k kifejezés mellett szokas a libral6 TNO-k hasznélata is.

A rezonanciavaltozé a két égitest egyiittdllasainak helyzetét is leirja (ekkor Ay = A\y),
amikor is egymdashoz legkozelebb vannak, ezéltal a perturbacios fiiggvény rezonéns része

megadja a legnagyobb perturbiciokat.

Szimmetrikus és aszimmetrikus libracié. Szimmetrikus libraciérél beszéliink, amikor
a rezonanciavaltozé értéke 0° vagy 180° koriil libral. Vannak emellett olyan kiils6 rezo-
nancidk is, ahol 1éteznek tigynevezett aszimmetrikus libracidk. Ekkor a kritikus paraméter
értéke nem 180° koriil oszcillal (Beaugé, 1994).



4. Rezonans TNO-K keresése

4.1. Adatok és modellezés

Az IAU Minor Planet Center (Minor Planet Center) adatbazisabol az 52 és 54 AU
kozotti tartomanybdl gydjtottem ki a TNO-kat; ezek lehetnek 7/3 ardnyt rezonanciaban
a Neptunusszal. Az adatbazisban szerepld 1070 objektum koziil 16 darab volt ebben a
fél nagytengely intervallumban.

A modellezéshez sziikséges kezdeti feltételeket az 6ridsbolygdkra a JPL HORIZONS
rendszerbdl (JPL HORIZONS System) vettem, mely a legiijabb DE405 efemeriszen ala-

pul. A hasznalt tomegértékeket az 1. tabldzat tartalmazza.

Bolygé Tomeg [M)]
Jupiter 0.00095479194
Szaturnusz | 0.0002858860
Uranusz | 0.00004366244
Neptunusz | 0.00005151389

1. tdblazat. A modellezésben hasznalt oridsbolygé tomegek.

A TNO-kndl nem kozvetleniil a kezdeti hely- és sebességkoordinatdkat adtam meg,
hanem az adott epochdra vonatkozé palyaelemeket, melyekbdl a program efemerisz sza-

mitdssal generdlta a kezdeti feltételeket. A hasznélt palyaelemrendszer:
a fél nagytengely
e  excentricitas
1 palyahajlas
2 felszallé6 csom6 hossza
w  pericentrum argumentuma
M kozépanomédlia

A pélyaelemek 15 esetben a K129U (2012.09.30. 0" UTC), 1 esetben a K125D epo-
chara (2012.05.13. 0" UTC) voltak megadva. Ezt a kezdéfeltételek megadasakor kellett
figyelembe venni, hogy az Osszes égitest kezdeti hely- és sebességkoordinatdi azonos

epochdra legyenek felirva.



A programmal az integréldst el6szor 50000 évre végeztem el. Ez az id6tartam elegen-
dbnek bizonyult arra, hogy megallapithassuk: a rezonanciavdltozo libral-e vagy cirkulal.
Librdl6 TNO esetén az integrdlast 1 millié évre is elvégeztem. Hasonloképp jartam el
akkor is, ha a kritikus paraméter természete nehezen eldonthetdnek bizonyult.

Rezonancia akkor 4ll fenn, ha # nem vesz fel minden lehetséges értéket 0° és 360°
kozott, ezért a libracid felismeréséhez 6 idSbeli (¢) alakuldsat kell megnézni. Ezenkiviil a
rezonanciavaltozé [(7)], illetve a kozépanomadlia definicidjabol kdvetkezben a jelenséget
a kozepes palyamenti hosszisdgok kiilonbségeinek (A — Ay) és a TNO kézépanomalia-

janak (M) a kapcsolatat vizsgalva is hasznos tanulményozni:
MT = )\T — wr. (8)

Ha wp-t (7)-(8)-bdl kikiiszoboljiik, akkor egyszerlisités és kis atrendezés utan a ko-
vetkez6t kapjuk:
0
A=Ay == — LMy ©
p D

Egyiittdlaskor A\ = Ay igy ennek centrumait is megtudhatjuk, az

My — 9+2[q- 180 (10)

Osszefiiggésbdl, ahol [ € Z7.

4.2. Eredmények

A vizsgdlt 16 objektum kozott 7 rezondns TNO-t taldltam. A librdl6 égitesteket és
azok kezdeti palyaelemeit a K129U epochara a 2. tabl4zat tartalmazza.

A szamitdsok eredményeinek szemléltetésére készitettem egy olyan dbraegyiittest,
amely bemutatja a rezonanciavaltozé (0) és a TNO fél nagytengelyének (ar) idSbeli (1)
alakulésat, ezenkiviil felfesti a Neptunusz és a TNO kozepes palyamenti hosszisdgainak
kiilonbsége (A — An) és a TNO kozépanomalidja (M) kozotti kapesolatot, valamint a
TNO Neptunuszhoz képesti relativ helyzetét. Utobbi két esetben sdvos szerkezet rajzolo-
dik ki, a sdvok szélessége a libraciés amplitidotdl fiigg. A 2. dbra a 2001 XT254 nevi
librdl6 TNO-ra kapott eredményeket mutatja. A 3. dbra az 1995 TLS jeld, nem librdlé
TNO-t mutatja.
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Név a [AU] e i [°] 0] w [°] M [°]
2002 GX32 | 52.8029681 | 0.3733647 | 13.95458 | 28.22019 | 185.54101 | 14.89989
2001 XT254 | 532546714 | 0.3258986 | 0.51652 | 359.5953 | 132.55788 | 357.29861
1999 CV118 | 53.030588 | 0.2935225 | 5.47158 | 305.59712 | 147.935 | 28.50254
2004 DJ71 | 53.2108262 | 0.384632 | 11.29708 | 101.5641 | 55.9626 | 357.1005
2002 CZ248 | 53.322004 | 0.3927595 | 5.46411 | 135.17166 | 311.06979 | 29.07985
2008 CT190 | 52.8715311 | 0.3439232 | 38.82686 | 103.59491 | 47.3634 | 0.925
2010 FE49 | 53.5910107 | 0.3728093 | 11.71745 | 57.90047 | 131.01231 7.53766

2. tablazat. A libral6 TNO-k és azok kezdeti palyaelemei a K129U epochara: a fél nagy-
tengely , e excentricitds, ¢ inklindcid, () felszall6 csomd hossza, w pericentrum argumen-
tuma, M kozépanomalia.

54

53.5

53

N

o

o
a, [AU]

52.5

300

2. abra. A 2001 XT254 jelti librdld6 TNO-ra kapott eredmények szemléltetése. 6 a rezo-
nanciavaltozo, ¢ az id6, ar a TNO fél nagytengelye, Ay a Neptunusz kézepes palyamenti
hosszisaga, (A\r — Ay) a TNO és a Neptunusz kozepes palyamenti hosszisaganak kii-
16nbsége, My a TNO kozépanomélidja.
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3. dbra. A 1995 TLS8 jeld, nem libralé6 TNO-ra kapott eredmények szemléltetése. ¢ a rezo-
nanciavaltozo, ¢ az id6, ar a TNO fél nagytengelye, Ay a Neptunusz kozepes palyamenti
hosszisaga, (A\p — Ax) a TNO és a Neptunusz kozepes pdlyamenti hosszisdganak kii-

lonbsége, M7 a TNO kozépanomalidja.
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5. A 7/3 rezonancia feltérképezése

A konkrét égitestek vizsgélata felvetette azt a kérdéskort, hogy a libracié kialakula-
sa a 7/3 rezonancidban milyen feltételekhez kotddik. Numerikus szimuldcidval 0,41 ex-
centricitds értékig vizsgéltam a jelenséget, mivel a taldlt TNO-k is nagy excentricitdssal
(e = 0,3 — 0,4) librdlnak.

5.1. Modellezés

A (52)-(5b)-(5¢) mozgasegyenleteket a Runge-Kutta-Dormand 7(6) médszerrel integ-

//////

mar elegendéen hosszinak bizonyult a libraci6é kimutatdsdhoz.

A kezdeti feltételeket a K129U (2012.09.30. 0" UTC) epochéra adtam meg. Az 6ri-
asbolygokra itt is a JPL HORIZONS rendszerbdl (JPL HORIZONS System) szarmazd
adatokat adtam meg és a 4. fejezetben ismertetett tomegeket haszndltam.

A proébatestek pélyaelemeit (a, e, 2, 2, w, M) a kovetkez6képp valasztottam meg.

2 és i A pélyaelemek szdmabol kifolydlag a teljes paraméterkészlet lefedése

rendkiviil idGigényes lenne, igy érdemes az {2 = 0 és ¢ = 0 egyszertsitést bevezetni.
M és w  Elééllitdsukra véletlenszdm-generatort hasznaltam.

a és e A félnagytengely és az excentricitds esetében sziikség volt egy olyan
1épéskoz megvilasztisdara, ami az Osszefliggések jellegét az egyes kezdShelyekre
jol demonstrélja. Ehhez a-t el6szor Aa = 0,05 AU, e-t Ae = 0,01-dal véltoztat-
tam. Ezutan futtatdsok alapjan a fél nagytengelyt 52 és 54 AU kozott Aa = 0,1
AU értékkel valtoztattam, az excentricitast pedig 0,1 és 0,41 kozott Ae = 0,04
értékkel.
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Egy kivdlasztott (a, ) parra 5000 kezdGhelyrdl inditottam el a fiktiv TNO-t. A 4. dbra
5000 véletlenszam-generdtorral vélasztott M, és wy értéket tikkroz. A pontok az Mywy
sikot homogén moddon toltik ki. Mivel e két paraméter 0sszege a kdzepes palyamenti
hosszisag (A\g = wo + M), ezért levonhatjuk a kovetkeztetést, hogy ennyi kezdShely jol
lefedi az égitest palyajat.

ago] o e
300 [
250 -

200

o, [

150
100

50 [

0 50 100 150 200 250 300 350
M, [°]

4. dbra. 5000 véletlenszam-generatorral vdlasztott
My és wq abrazolasa.

5.2. Eredmények

11 kiilonb6zd e és 21 kiilonbozd a értékre vizsgédltam azt, hogy mikor alakulhat ki
libracié. Ez 0sszesen 231 futtatdst jelent, mindegyikben 5000 prébatestet szimuldlva. A
libraciéra vonatkozé Osszefiiggéseket az alabbi parok dbrazoldsdval tartam fel: libracios
amplitido- g, 0.-\g (ahol 6, a rezonanciavaltoz6 kozépértéke) és wy-M,. Erre egy példa
az 5. 4bran lathato.

A libréci6 lehetséges helyeinek megkeresése végett egy kivélasztott excentricitasra a
fél nagytengely mentén végigmentem a rezonancian, majd dbrazoltam az amplitdd6-Ag
kapcsolatot. A viselkedést a 3. tabldzatba helyezett dbrasorozat mutatja egy alacsony

(e = 0,09) és egy kozepes (e = 0, 25 ) excentricitasra.
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5. dbra. A libraciés amplitddo- g, 6.-\g és wo-M, kapcsolatok megjelenitése az e = 0, 17
és a = 52,80 AU feltételekre taldlt librdl6 objektumoknal.
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3. tablazat. A libraciés amplitidd-\g kapcsolat rogzitett e esetén. A bal oldali oszlopban
e = 0,09, a jobb oldali oszlopban ¢ = 0, 25.



Lathato, hogy rogzitett e-re a rezonancia bal oldaldn (tehét kisebb a-k esetén) a libra-
ci6 lehetdsége A = 250° koriil jelenik meg. A fél nagytengely novekedésével az itt felsejld
szerkezet két részre valik, és kisebb, illetve nagyobb A-k felé tolédik el. A két tartomany
végiil 50° és 100° kozott osszeolvad. Tovabbd alacsony e-nél a megjelend strukturak kii-
16néllobbak, nagyobb e-nél viszont dsszefolynak.

A rezonanciavéltoz6 kozépértéket (6.) az amplitido fiiggvényében rogzitett a mellett
érdemes vizsgdlni. A 4. tdblazat dbrdi a = 52,70 AU és a = 53, 32 AU fél nagytengelyre
mutatjdk az eredményeket a viselkedés jellegét j6l megvilagité e-kre: 0,09; 0,17; 0,25;
0,29; 0,33; 0,41. Az a = 52,70 AU értékre kis excentricitisokndl 6, a lehetséges harom-
sz0g alaku tartomdnyt — hiszen minél nagyobb az amplitidd, anndl kisebb mozgéstere
van 0.-nek, hogy 0° és 360° kozott maradjon — teljesen betolti. Az excentricitdst novelve
a pontok egyre inkdbb rasimulnak a . = 180° egyenesre egészen ¢ = 0, 33-ig. Ennél
az a-ndl ez aszimmetrikusan tortént, de nem minden esetben van igy. Utobbi szimmetri-
kus sziikiilés lathaté a tablazat als6 soraban a = 53,20 AU-ra. Az e = 0,41-nal enyhe

szétnyilas tapasztalhaté 170° koriili amplitddonal.
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4. tablazat. A 6.-amplitid6 kapcsolat rogzitett a esetén. A felsd sorban a = 52, 70 AU, az alsé sorban a = 53,20 AU.




Megvizsgdltam tovabbd, hogy milyen kapcsolat van az a, e értékek megvalasztasa és
a libracié megjelenési helyei kozott. Az ehhez készitett 6. dbra azt mutatja egy 3 dimen-
zi6s oszlopdiagramon, hogy a valasztott fél nagytengely és excentricitds értékre az 5000
kezdShely hanyad részére jelent meg libracid. Az abra kirajzolja az ae sikon a libraci-
Os tartomdnyt. A tartomény szimmetrikus, kdzéppontja kortilbeliil a 7/3 rezonancidhoz
tartozo fél nagytengely-intervallum kozepére, azaz a = 53 AU-ra esik. E kozépérték és
nagy e-k felé haladva a librdl6 objektumok ardnya egyre né. Librdlé6 TNO-k legnagyobb

valészinidséggel tehat ebben a tartomanyban véarhatok.

0.8
0.7
10.6
10.5
10.4

10.3

libralok aranya

54.0
0.2

0.1

52.0

6. dbra. A librdl6 TNO-k ardnya a vizsgilt (a, e) parokra, adatparonként 5000 prébatestre
nézve.
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6. Diszkusszio

6.1. Azonositott libralo TNO-k

A 7 azonositott libralé TNO koziil eddig 6tét tartottak szdmon rezonansként (Erdi et
al., 2012; Lykawka & Mukai, 2007; Gladman et al., 2012). A 2008 CT190 és 2010 FE49
objektumokndl ezt én mutattam ki el6szor. A 2008 CT190 jeltd TNO-ra kapott eredmé-
nyek a 7. dbran lathatok 1 milli6 évre integralva. A 2010 FE49 TNO-nél valéban nehéz
felismerni a jelenséget, mivel a rezonanciavaltoz6 kozel 180°-kal libral, tovabb4a a TNO
Neptunuszhoz képesti relativ helyzetét mutaté dbran sem rajzolddott ki savos szerkezet.
Tehat egyediil a (A\r — Ay) és a TNO kozépanomadlidja (Mr) kozotti kapesolat sejtette,
hogy egy librdl6 objektumrdl van sz6. A 8. és 9. dbrdk 2010 FE49-re mutatjdk az 6ssze-

fliggéseket 50000, illetve 1 milli6 évre integralva.

54

300

6 [°]

N

o

o
a, [AU]

100

0 1 2 3 0 1 2 3

300

7. ébra. A 2008 CT190 jeld TNO-ra kapott eredmények szemléltetése 1 milli6 évre in-
tegralva. f a rezonanciavaltozo, t az idS, ar a TNO fél nagytengelye, Ay a Neptunusz
kozepes palyamenti hosszisdga (Ar — Ay) a TNO és a Neptunuszt kozepes palyamenti
hosszusdganak kiilonbsége, Mr a TNO kdzépanomalidja.
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8. abra. A 2010 FE49 jelti TNO-ra kapott eredmények szemléltetése 50000 évre integral-
va.  a rezonanciavaltozo, t az id6, ar a TNO fél nagytengelye, Ay a Neptunusz kozepes
palyamenti hosszusdga (Ar — Ax) a TNO és a Neptunuszt kozepes palyamenti hosszisa-

ganak kiilonbsége, M a TNO kozépanomaélidja.
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9. dbra. A 2010 FE49 jelid rezonans TNO-ra kapott eredmények szemléltetése 1 milli év-
re integralva. f a rezonanciavaltozo, t az id6, ar a TNO fél nagytengelye, A\ a Neptunusz
kozepes palyamenti hosszisdga (Ar — Ay) a TNO és a Neptunuszt kozepes palyamenti

hosszisaganak kiilonbsége, M a TNO kozépanomalidja.
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6.2. A rezonancia megjelenése és a kezdeti palyaelemek kapcsolata

A rezonancia megjelenését illetden az a kovetkeztetés vonhaté le, hogy vannak olyan
libracids centrumok, ahonnan a testet inditva librdlni fog a rezonanciavaltoz6. Ezek nagy
e-knél dsszefolynak, tehat itt a palydn tobb, a libracid kialakuldsat el6idézd pozicié van.

Tovabba megallapithatd, hogy ha a libracids tartomdnyban egyre kozelediink a szim-
metriatengely, azaz a = 53 AU és nagyobb e-k felé, akkor a librdl6 objektumok ardnya
egyre nd. Ebbdl az kovetkezik, hogy ezeknél a palydknal tobb olyan kezdShely van, ahon-
nan a testet inditva libraciot tapasztalunk, ami a rogzitett e-kb6l megallapitott jellemzét
erdsiti meg.

Rogzitett a mellett a rezonanciavéltozé kozépértéke szimmetrikusan vagy aszimmet-
rikusan rdsimul e novelése mellett a 6. = 180° egyenesre koriilbeliil e = 0, 33-ndl. Hogy
mikor melyik 0sszehiizodas valosul meg, ezzel a 1épéskdzzel nem vizsgilhaté megbizha-
téan. A jelenlegi adatokbdl ugy tlinik, kis a-ndl aszimmetrikus a szikiilés, majd a rezo-
nancia mentén haladva szimmetrikussa valik. Az a = 52, 30 értéknél mintha Ujra meg-
bomlana a szimmetrikus jelleg. Az aszimmetrikus librdcié magasabb excentricitdsokndl

val6 hidnyanak magyarazatit a kovetkezd alfejezetben fejtem ki.

6.3. Az aszimmetrikus libracio jelenléte

A vizsgdlt libral6 TNO-k a Neptunusszal dllnak 7/3 ardnyu rezonancidban. Avégett,
hogy az itt jelen levd aszimmetrikus libracié természetére fényt deritsek, a perturbalt
kéttest-probléma perturbacios fliggvénye Laplace-féle sorfejtésének konvergencidjat vizs-
géltam. Ehhez a Sundman-kritériumot alkalmaztam, melynek részletei a Laplace-féle sor-
fejtéssel egylitt megtaldlhatok S. Ferraz-Mello cikkében (Ferraz-Mello, 1993).

A TNO és a Neptunusz fél nagytengelyét jelolje rendre ar és ay, excentricitasat ep

és en. Vezessiik be a GG; fiiggvényeket:

2 2
Go(e):1—2e+e2—§e3+§e4+..., (11)
2 23 24
Gile)=14+2e+e +§e +§e +.... (12)

A Laplace-féle sorfejtés akkor lesz konvergens, ha fenndll az aldbbi 6sszefiiggés:

GTG0(€T> > aNGl(eN), (CLT > CLN). (13)

Ellenkezd esetben a sorfejtés divergens.
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A Neptunusz K129U epochdra szamolt adatait haszndltam (ay = 30, 105; ey = 0, 009).
A szamitasok eredményét a 10. dbra szemlélteti. Adott fél nagytengely értékre a felsé di-
vergens €s az als6 konvergens tartomdnyt elvalaszté excentricitdst rajzoltam fel. Ezenki-
viil feltiintettem az dbrdn azokat a hatarexcentricitdsokat, amelyek felett nem jelentkezett
aszimmetrikus librdcid. A pontosabb eredményhez lokdlisan stirtibb 1€péskozt alkalmaz-
tam (Ae = 0,01). Lathat6, hogy a numerikus médszerrel kapott hatarexcentricitdsok ko-
zel allnak az analitikusan megallapitottakhoz. Ez ravilagit az R sorfejtésének konvergen-
cidja és az aszimmetrikus libraci6 jelenlétének kapcsolatdra: a konvergens tartomanyban

datalhato a jelenség, mig a divergens tartomédnyban nem.

0.4 : : :
0.35f divergens 1
0.3} ]
AAAAA
0.25} A A ]
4 02f ]
0.15} :
konvergens
0.1f :
0.05} ]
o ! ! !
52 52.5 53 53.5 54
a_[AU]

10. abra. A perturbécids fiiggvény Laplace-féle sorfejtésének konvergencidjdhoz tartozé
hatdrexcentricitds ért€kek a Sundman-kritérium alapjan. A tengelyeken ar és ep rendre
a TNO palyajanak fél nagytengelyét és excentricitdsat jelolik. A haromszogek a numeri-
kus szdmitdsok eredményei alapjan megallapitott hatért jelzik a vizsgalt (a, e) parokra. A
gorbe felett a divergens, alatta a konvergens tartomdny taldlhato.
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6.4. Az eredmények 0sszevetése valos TNO-kkal

A numerikus modellezést ugy is elvégeztem, hogy a taldlt valés TNO-k a, e, i, €2
kezdeti pdlyaelemeit adtam meg. M €és w értékét véletlenszdm-generator segitségével 4l-
litottam be. A kapott eredményeket dsszevetettem a fiktiv testekre végzett szamitasokkal,
ezt a 11. dbra mutatja. Az egyes (a, e) parokra és a fekete konttrd korokre a szinskéla
mutatja a libral6 probatestek ardanyat. A négyzetek a numerikus modellezés eredményei, a
fekete konttirral rendelkezd korok a valés TNO-k a, e, 7, {2 kezdeti palyaelemeivel végzett
szimuléciot jelolik. A valés TNO-k minden esetben a prébatestek éltal kirajzolt libraci-
Os tartomdnyba esnek, tovabba a libral6 égitestek aranyai — 5000 kiilonb6z6 kezdSpontra
nézve — is 0sszhangban vannak a valos és fiktiv testekre. Szamszerdien ezek az aranyok
az altalam rezonancidba sorolt TNO-kra az 5. tdblazatban olvashatéak. A tablazatban kék
szinnel kiemelt égitestek akdr csalddot is alkothatnak, hiszen igen kozeli palyakon kerin-

genek.

a [AU]
EEEREAC RN O EEEN o
ENEEE [ COEEERPC IEEEEE
HBEEREE | DEEO O IR s | .
1111 ] ISy ff 71l
EEEREENR [ [[[[ITNEANEEEEN
HEEEEEEE ) OO S EEEEEEs
HEEREEEENEENOEEEEEEEN -
ANEEEEE (N0 SEEEEEEE N’
EEEEEEEEEENEEEEEREREN > '
ENEEEEN NN FEEEEEEE
EEEEENEEEENEEEEEEEEEN

[27]

11. dbra. A librdlé TNO-k aranya az ae sikon. A vizsgélt (a, €) parokra a szinskdla mutatja
a librdl6 probatestek ardnyat. A négyzetek a numerikus modellezés eredményei, a feke-
te kontdrral rendelkez6 korok a valés TNO-k a, e, 7, € kezdeti pdlyaelemeivel végzett
szimulécidkat jelzik.
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Név Libralok ardnya
1999 CV118 0,4902
\ 0,4316
\ 0,4532
06398
| 0,5524
2008 CT190 0,5230
2010 FE49 0,0872

5. tablazat. A valés TNO a, e, 7, ) kezdeti pdlyaelemeivel kapott aranyok 5000 kezd&-
helyre. A kék szinnel kiemelt égitestek csalddot alkothatnak.
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7. Osszefoglalas

Dolgozatomban a 7/3 ardnyu kozépmozgds rezonanciat tanulményoztam. Eloszor a
Minor Planet Center TNO adatbazisdaban (Minor Planet Center) fellelhetd objektumok
kozott kerestem librdlokat. Ehhez gravitdcids hattest-problémaval kozelitettem a rend-
szert, majd numerikusan integraltam a mozgdsegyenleteket 50000, illetve libraci6 vagy
nehezen besorolhaté viselkedésn esetén 1 milli6 évre. 1070 TNO-bGSl 16 esett ebbe a
rezonancidba. A 16 égitestbdl 7 esetben a rezonanciavaltozé a vizsgdlt idGintervallum
egészén libralt, 9 esetben pedig cirkuldlt. A 7 azonositott rezonans TNO koziil kett6nél —
a 2008 CT190 és 2010 FE49 jeltinél — én mutattam ki el6szor ezt a jelenséget.

A problémat altalanosan is vizsgaltam e = 0,01 és e = 0,41 kozott. A felso hatart a
valés librdl6 TNO-k excentricitdsa alapjan valasztottam meg. A numerikus szimuldciénal
adott (a, e) parokra 2 = 0 és i = 0-t véve véletlenszeridien vélasztott M és w értékekkel
adtam meg a fiktiv kisbolygé kiindul6helyzetét. Egy-egy (a, ) pér esetén 5000 helyrdl
inditottam a testet. A libracio6 lehetdsége €s a kezdeti palyaelemek kozotti kapcsolatot az
alabbiak dbrdzoldsaval tartam fel: libracids amplitddo6-)g, 6.-Ag és a wy-M,. Megmutat-
tam, hogy rogzitett e-re a rezonancidn végighaladva kis a esetén a libricid lehet&sége
A = 250° kortll jelenik meg. A fél nagytengelyt novelve ez a szerkezet két részre va-
lik, és kisebb, illetve nagyobb A-k felé tolddik el. A két tartomany 60° kornyékén ismét
eggyé valik. Minél nagyobb az e, a kirajzol6d¢é struktirdk anndl jobban 6sszemosddnak.
Az a = 53 AU centrum é€s nagyobb e-k felé haladva a palydkon egyre tobb olyan kezd6-
hely van, ahonnan a testet inditva libracioét tapasztalunk. Utobbit az adott palydkra 5000
kezd6pontbdl inditott szimulacidk soran kapott libraci6 ardnnyal is aldtdmasztottam.

A rezonanciavéltozé kozépértékének természetét rogzitett a mellett vizsgéltam. Kis
excentricitdsokndl 6, a lehetséges 6 .-amplitidé tartomanyt 6. teljesen betolti. Az excent-
ricitist novelve a pontok szimmetrikusan vagy aszimmetrikusan egyre inkabb rasimulnak
a 0. = 180° egyenesre egészen e = 0,33-ig. Az e = 0,41 értéknél enyhe szétnyilds
tapasztalhaté 170° koriili amplitddondl. Az aszimmetrikus libracié megsziinésének ma-
gyardzata az R perturbacios fliggvény Laplace-féle sorfejtésének konvergencidjaban rej-
lik. Ahol a sorfejtés divergenssé valik, ott szlinik meg az aszimetrikus libracio. Kordbban
alacsonyabb rendii (¢ = 1, ¢ = 2) rezonancidkndl vizsgdltdk a jelenséget (Beaugé, 1994),

magasabb rendliekre azonban nem.
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A val6s TNO-kra és a probatestekre kapott eredmények erdsitik egymdst, mind az ae
sikon vett libraciés tartomdnyt, mind a librdcié megjelenésének palyan vett kezdShelyeit
illetéen. A szimulécidk alapjdn libracié legnagyobb valdszintiséggel a rezondns fél nagy-
tengely, a = 53 AU koriil és nagy excentricitdsoknal fordulhat el8, és a libral6 TNO-k
éppen itt taldlhatok.

Munkam folytatasaként a 7/3 rezonancidt nagyobb excentricitdsokndl is feltérképe-
zem. Tovabba kordbbi és késdbbi bolygé konfigurdcidkra is elvégzem a modellezést, ami
a 7/3 rezonancia altaldnosabb megismerését teszi lehetévé az itt bemutatott struktirdkkal
val6 0sszehasonlitdson keresztiil. Ezenfeliil mas rezonancidk vizsgélatét is tervezem, ami
segithet egy globdlisabb kép felfestésében a rezondns libracid kialakuldsar6l a Neptunu-
szon tdli objektumoknal.

A munkdm sordn haszndlt numerikus integrdldst végzd programokat témavezetdm-
t6l kaptam. A programokat célirdnyosan tovabbfejlesztettem. A futtatdsokat és az adatok
kiértékelését magam végeztem. Az dbrakat €s a kutatds sordn sziikséges kisebb szubruti-

nokat — MATLAB és C programozasi nyelveket hasznalva — én készitettem.
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