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Bevezetés

A dolgozatban, mint ahogyan a cime is mutatja nem-kooperativ jatékok kiillénbozs egyen-
silyfogalmait vizsgéljuk meg. A dolgozat célja egyrészt, hogy bemutassa a kevésbé is-
mert Berge-egyensilyt, masrészt pedig, hogy megmutassa a Berge-tétel alkalmazhatosa-
gat a nem-kooperativ jatékokra definialt kiilonbo6z6 egyensulyfogalmak létezésének bizo-
nyitasakor. A dolgozat folyaman az ismert Nash-egyensilyrol és a kevésbé ismert Berge-
egyenstlyrol elmondottak mellett bevezetiink két 0j egyensilyfogalmat, amik a két ismert
egyenstly vizsgélata kozben, a feltételek enyhitése céljabol sziilettek.

Az els6 fejezetben egy matematikai és jatékelméleti bevezetSt irunk le. A fejezetben
Border| (1985) és Berge (1959) konyvek és [Szabd| (2011)), [Szabo, (2012al), [Szabd) (2012b) és
Forgo, Pintér, Simonovits, és Solymosi (2005) jegyzetek nagy segitségiinkre voltak. Kiilon
kiemelnénk, hogy ebben a fejezetben adjuk meg a Berge-tételt és a Kakutani-féle fixpontté-
telt, amik elengedhetetlenek a tovabbiak targyalasahoz. A fejezetben tovabba bemutatjuk
a Berge-tétel dltalanositasat is, ami vektorértéki célfiiggvények esetével foglalkozik.

A maésodik fejezetet a Nash-egyensilynak széntuk. A Nash-egyenstuly fogalméat Nash
(1950) és Nash| (1951)) cikkek alapjan szerepeltettiik. A fejezetben bemutatjuk a szakiro-
dalombol ismert néhany létezést bizonyité tételt Nikaido és Isoda (1955) cikk és [Forgd
et al (2005) jegyzet alapjan. A fejezetet azzal zarjuk, hogy belatjuk a Nash-egyensuly
létezését a Berge-tétel felasznélasaval.

A harmadik fejezetben bemutatjuk a Berge-egyenstlyt Berge| (1957) és|Zsukovszkij és
Csikrij| (1994) konyvek alapjan. Megadjuk az egyensily definiciojat Nessah, Larbani, és
Tazdait| (2007D) és Nessah, Larbani, és Tazdait (2007a)) cikkek alapjan. Ezutan belatjuk
a Berge-egyenstily létezését a Berge-tétel segitségével, majd a fejezet végén bevezetjik a
gyengitett Berge-egyensiilyt. Ennek az egyenstlynak a bizonyitasdhoz hasznaljuk fel az
altalanositott Berge-tételt.

A negyedik fejezetben magmutatjuk, hogy a Berge-egyensulyok és a Nash-egyensiulyok
miként kapcsolodnak Ossze Colman, Korner, Musy, és Tazdait| (2011)) cikk alapjan. Ez
utan bevezetjiik a Berge-Nash-egyensily fogalmat és megadjuk a Nessah et al (2007b))
cikk szerinti létezéséhez sziikséges feltételeket. Ez utan belatjuk a Berge-Nash-egyensuly

létezését a Berge-tétel segitségével. A fejezet végén definidljuk az Osszetett egyensilyt.



A dolgozat végén szerepel egy hosszabb fiiggelék, itt szerepelnek a hasznalt matema-

tikai tételek bizonyitasai és az azokhoz sziikséges fogalmak és allitdsok.



1. fejezet

Alapok

Ebben a fejezetben bevezetjiik a dolgozatban hasznélt matematikai és jatékelméleti alap-
fogalmakat, tovabba kimondunk néhany fontosabb allitast is. A fejezetet két részre osz-
tottuk, az elsG részfejezet egy matematikai bevezetd, mig a méasodik egy jatékelméleti
bevezets. A jatékelméleti alapoknél kimondott allitasokat a kimondasuk utan bizonyit-
juk is, a matematikai bevezeténél pedig, helytakarékossagi szempontbol, a fiiggelékben

tessziik ezt meg minden esetben.

1.1. Matematikai fogalmak, jelolések és tételek

Ebben a részfejezetben a dolgozathoz sziikséges matematikai fogalmakat és tételeket ad-
juk meg. Az itt leirt tételek Border| (1985) konyv és [Szabd| (2011), Szabo| (2012a) és
Szabo| (2012b) jegyzetek szerint szerepelnek. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a jeldlések
helyenként eltérhetnek a hivatkozott irodalmakban talalhato jelolésektsl. Az igazan fon-
tos tételeknél megadjuk a tételt elGszor publikald szerzd, vagy szerzGk nevét, tovabba a
cikkek, vagy konyvek elérhetGségét is. A sziikséges definiciok és jellések a matematikai
irodalombdél megszokottak, ahol nem, ott azt kiilon jelezziik.

Mivel a hasznalt tételek pontos kimondasa és bizonyitasa hosszadalmas kifejtést igé-
nyel, igy azt a fiiggelékben tessziik meg. A fiiggelék nmagaban, az ebben a részfejezetben
leirtak nélkiil is igyekszik a lehet6 legjobb ralatast adni a felhasznalt tételekre, mig ez az
alfejezet sokban épit az ott leirtakra. Az alfejezetben egy bizonyitas sem szerepel, a téte-
lek és bizonyitasaik minden esetben megtalalhatok a fiiggelékben. Szeretnénk felhivni a
tisztelt Olvasok figyelmét, hogy amennyiben sziikségét érzik, a fiiggelékben leirtak alapjan
valaszokat kaphatnak az esetlegesen itt felmeriil6 kérdéseikre.

A célunk tehat ezzel az alfejezettel nem az, hogy teljes, vagy preciz képet adjunk a
hasznalt tételekrdl, hanem az, hogy a nem megszokott, vagy kevésbé ismert fogalmakat

bevezessiik, kimondjuk a legfontosabb tételeket és az azokhoz vezets kisebb tételeket,



tovabba, hogy kozoljiik 4j eredményeinket.
Els6nek definialjuk valos értéki fiiggvényekre az tigynevezett alulrol és feliilrél folyto-
nossagot. Ezt azért szerepeltetjiik itt, mert ellentétben az angol megnevezéssel, magyarul

az ilyen folytonossag megnevezése nem egyértelmi, a szakirodalomban eltérs lehet.

1.1. definicié (Alulrdl folytonossag). Legyen (X, 7x) topologikus tér. Egy f : X — R
fiigguény alulrol folytonos egy a € X pontban, ha minden € > 0-ra létezik U kdrnyezete az
a pontnak, hogy minden x € U esetén f(a) —e < f(x). Egy [ : X — R figguény alulrdl

folytonos, ha minden x € X pontban alulrdl folytonos.

1.2. definicié (Feliilrdl folytonossag). Legyen (X, 7x) topologikus tér. Egy f : X — R
fiigguény felilrdl folytonos eqy a € X pontban, ha minden € > 0-ra létezik U kérnyezete az
a pontnak, hogy minden x € U esetén f(x) < f(a)+e. Egy f : X — R fiigguény felilrdl
folytonos, ha minden x € X pontban felilrdl folytonos.

1.3. definici6 (Folytonossag). Legyen (X, 1x) topologikus tér. Egy f : X — R fiiggvény
folytonos eqy a € X pontban, ha minden € > 0-ra létezik U kdrnyezete az a pontnak, hogy
minden x € U esetén |f(x) — f(a)| < e. Egy f : X — R figguény folytonos, ha minden
x € X pontban folytonos.

Halmazértékd leképezések esetén is sziikségiink lesz kiilonb6z6 folytonossagi fogalmak-
ra. Ismét megjegyeznénk, hogy a definiciok szerepeltetésének {6 oka az, hogy a megneve-

zések a szakirodalomban itt sem egyértelmiek.

1.4. definici6é (Alulrél félig folytonossag). Legyenek (X, 7x), (Y, 7y) topologikus terek.
Egy F : X — P(Y) halmazértéki leképezés alulrdl félig folytonos egy a € X pontban, ha
minden G CY nyilt halmaz esetén, amelyre F(a) NG # 0, létezik U € 7x(a) kornyezet,
hogy minden x € U esetén F(x) NG # 0. Egy F : X — P(Y) halmazértéki leképezés
alulrdl félig folytonos az X halmazon, ha minden G C'Y nyilt halmaz esetén {r € X :
F(x)NG # 0} € X halmaz nyilt.

1.5. definici6 (Feliilrsl félig folytonossag). Legyenek (X, 7x), (Y, 7y) topologikus terek.
Egy F: X — P(Y) halmazértéki leképezés feliilrdl félig folytonos egy a € X pontban, ha
minden Z CY zdrt halmaz esetén, amelyre F(a) N Z = 0, létezik U € Tx(a) kornyezet,
hogy minden x € U esetén F(x)NZ = 0. Egy F : X — P(Y) halmazértékd leképezés
felilral félig folytonos az X halmazon, ha minden Z C'Y zdrt halmaz esetén {x € X :
F(x)NZ =0} C X halmaz nyilt.

1.6. definici6é (Folytonossag). Legyenek (X, 7x), (Y, 7y) topologikus terek. Eqy F : X —
P(Y) halmazértéki leképezés folytonos egy a € X pontban, ha alulrdl félig folytonos és
felilrdl félig folytonos az a € X pontban. Egy F : X — P(Y') halmazértéki leképezés foly-

tonos az X halmazon, ha alulrol félig folytonos és feliilrdl félig folytonos az X halmazon.
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A kovetkezd allitast kés6bb sok bizonyitasban szerepel.
1.7. allitas. Legyenek (X, 7x), (Y, 1y) topologikus terek.

1. Legyen az (Y, Ty) reguldris topologikus tér. Ha az F : X — Z(Y) felilrdl félig

folytonos, zdrt halmaz értéki leképezés, akkor zdrt grdfi.

2. Legyen (Y, 1y) kompakt topologikus tér. Ha az F : X — P(Y') halmazértékid leképezés
zart grafiu, akkor feliilrdl félig folytonos.

3. Legyen (Y, 7y) kompakt és reguldris topologikus tér. Egy F : X — Z(Y') zdrt, kom-

pakt halmaz értékd leképezés pontosan akkor felilrdl félig folytonos, ha zdrt grdfi.
Bizonyitds. Az [5.41] allitas bizonyitasanal megtalalhato a fliggelékben. [ |

A dolgozatban szerepl6 {6 tételek igazolasahoz elengedhetetlen a Kakutani-féle fixpont-
tétel. A tétel hasznalata jol ismert a nem-kooperativ jatékelmélet irodalmabol, tobbek
koézott a Nash-egyensily létezésének igazolasahoz szokds hasznalni. Ennek belatasahoz

viszont el6bb az tgynevezett Brouwer-féle fixponttételt sziikséges igazolni.

1.8. tétel (Brouwer-féle fixponttétel). Legyen K C R™ konver és kompakt halmaz. Ha az
f: K — K fiigguény folytonos, akkor akkor f-nek létezik fixpontja.

Bizonyitds. Az [5.60] tétel bizonyitasanal megtalalhaté a fiiggelékben. |

A Kakutani-féle fixponttétel a kovetkezs. Erre kés6bb fontossidga miatt, csak mint
Kakutani-féle fixponttétel fogunk hivatkozni, bizonyitasok esetén viszont a tétel dolgozat-

beli hivatkozasat is megadjuk.

1.9. tétel (Kakutani| (1941)). Legyen K C R™ konvez, kompakt halmaz és legyen F : K —
P(K) nemdres, konvezr, kompakt értékd, felilrél félig folytonos halmazértéki leképezés.

Ekkor az F' leképezésnek létezik fixpontja.

Bizonyitds. Az [5.67] tétel bizonyitasanal megtalalhato a fiiggelékben. |

A kovetkez6kben a Berge-tételt irjuk le. A Berge-tételt szamos tudomanyteriileten
hasznaljak, példaul a mikrookonémidban az altalanos egyensily létezésének bizonyitasa-
hoz szokas hasznélni arra, hogy olyan elméleti feltételeket adjunk meg, amik mellett a
Kakutani-féle fixponttételt teljesité halmazértékii leképezéseket kapunk. ElGszor bevezet-
jiik a jeloléseket.

Legyenek (T,7r), (X, 7x) topologikus terek. Legyen H : T — P(X) halmazértékd
leképezés, a feltételi leképezés, legyen f : graph H — R, a célfiiggvény és tekintsiik a

kovetkezs t € T-vel paraméterezett feladatot:

f{t,x) — max
x € H(t) .
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A feladat értékfiiggvénye, f¥ : T — R, amelyre minden ¢t € T esetén

J(t) =sup f(t,) = sup f(t,z).

H(t) zE€H(t)

A feladat megoldasleképezése, X : T — P(X), amelyre

X(t) = argr(r;)axf(t, SY={xe H{): f(t,x)=f'(t)}.

1.10. tétel (Berge| (1959)). A tétel az aldbbi dllitdsokbdl dll.

1. Ho a H : T — P(X) halmazértéki leképezés alulrdl félig folytonos és az f :
graph H — R célfiigguény alulrol folytonos, akkor az fY : T — R értékfigguény

18 alulrol folytonos.

2. Ha a H: T — K(X) kompakt halmaz értékid leképezés feliilrdl félig folytonos és az
f :graph H — R célfigguény felilrél folytonos, akkor az f¥ : T — R értékfiggvény

18 feliilrdl folytonos.

3. Haa H:T — K(X) kompakt halmaz értékd leképezés feliilrdl félig folytonos, az
f : graph H — R célfiigguény folytonos, valamint az ¥ : T — R értékfiggvény
folytonos, akkor az X : T — P(X) kompakt értéki és felilrdl félig folytonos halmaz-

értéki leképezés.
Bizonyitds. Az [5.69] tétel bizonyitasanal megtalalhato a fiiggelékben. [ |

A kés6bbiekben erre, éppugy, mint a Kakutani-féle fixponttétre, csak mint Berge-tétel
hivatkozunk. Természetesen a bizonyitasokban ennek a tételnek is megadjuk a dolgozatbeli
szamat.

A dolgozatban késébb bevezetett egyik j egyensilyfogalom létezésének bizonyitasahoz
sziikséges kiterjeszteni a Berge-tételt olyan célfiiggvénnyel rendelkezé feladatok esetére,
amik nem feltétleniil egy valos szamot adnak eredményiil, hanem valos szamok egy vek-
torat. Mivel az altalunk ismert irodalmak ko6zott ez az altalanositas sehol sem szerepel,
igy a tétel kimondasa és bizonyitasa is 6néllo munka, azzal a megjegyzéssel, hogy mind
a kimondas, mind a bizonyitas sokban épit a Berge-tétel [Szabo| (2012b) jegyzetbdl atvett
menetére. A tétel kimondasa el6tt sziikséges még néhany fogalmat definialni.

Mint ismert, t6bbdimenzios vektorok esetében a valds szamoknal megszokott < relacid
nem ad teljes rendezést, tovabba maga a < jel is tobb jelentést lehet. Ezért bevezetjiik

(a valos szamok esetében is) a kovetkezd jeloléseket.
1.11. definicio. Tekintsik az R™ teret és legyen r,r" € R™ tetszdleges.

o > 7' har; > r, minden i-re fenndll,



o v > 7', har; > r; minden i-re fenndll és létezik j, hogy rj > 1’ ,
o v 27/, ha r; > 1} minden i-re fenndll, de nem feltétleniil létezik j, hogy rj > 1} ,
o 1 és 1’ mem dllnak reldcioban, ha létezik olyan i és j, hogy r; > rj ésr; <71’ .

1.12. megjegyzés. Legyen X C R" tetszGleges halmaz, a € X pedig ennek egy tetsz6leges

eleme. Az alabbi két allitas ekvivalens.
1. Nem létezik olyan x € X, hogy = > a.
2. Minden x € X esetén vagy a > x, vagy a és x nem allnak relacioban.

Noha az igy kapott relacié nem teljes, de a tranzitivitast trividlisan teljesiti. Mivel a
Berge-tételben a célfiiggvényt maximalizaltuk, ezért ha 4t szeretnénk irni a tételt vektorér-

téktd fiiggvényekre, akkor definidlni kell, hogy mit értiink az ilyen fiiggvények maximuman.

1.13. definici6é. Tekintsik az R™ teret. Legyen U C R™ halmaz. Az alabbi operdtorok a
kévetkezok,

o vimaxU ={uc U : P €U , hogy v’ > u} ,
o vsupU = {u € clU : Ju’ € clU , hogy u' > u} .

1.14. definicié. Ha X tetszdleges halmaz és f : X — R" tetszdleges fiigguény és az
A CR"” halmaz az f fiigguény értékkészlete, akkor

* vmax f(z) = vmax A |

e vsup f(x) =vsup A4 ,
X

3 arg\;maxf(x) ={reX: f(x)e VS)?pf(l’)} .

Mivel a Berge-tételben a célfiiggvény kiilénb6z6 folytonossagait hasznaltuk, ezért az
altalanositashoz definidlnunk kell az alulrél, illetve a feliilrsl folytonosségot vektorértékd

fiiggvényekre is.

1.15. definici6é (Alulrdl folytonossag vektorértékd fiiggvényekre). Legyen (X, 7x) topo-
logikus tér. Egy f : X — R" fiigguény alulrdl folytonos eqy a € X pontban, ha minden
e € R, , vagyis e > 0 vektorra az {x € X : f(x) > f(a)—e} halmaz nydlt. Egy f : X — R"
fiigguény alulrdl folytonos, ha minden x € X pontban alulrél folytonos.

1.16. definici6 (Feliilrsl folytonossag vektorértéki fiiggvényekre). Legyen (X, 7x) topo-
logikus tér. Eqy f : X — R"™ fiigguény felilrdl folytonos eqy a € X pontban, ha minden
e € R, vagyise > 0 vektorra az {x € X : f(x) < f(a)+e} halmaz nydt. Egy f : X — R"
fiigguény feliilrdl folytonos, ha minden x € X pontban felilrdl folytonos.
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1.17. definicié (Folytonossag). Legyen (X, 7x) topologikus tér. Eqy f : X — R" figgvény
folytonos eqy a € X pontban, ha minden G C R", a € G nyilt halmaz esetén az {x € X :
f(z) € G} halmaz nyilt. Egy f: X — R" folytonos, ha minden x € X pontban folytonos.

1.18. megjegyzés. Ha egy f : X — R" fiiggvény folytonos egy a € X pontban, akkor
abban a pontban alulrol és feliilr6l is folytonos. De ha a fliggvény alulrél és feliilrdl is

folytonos az a € X pontban, akkor nem feltétleniil folytonos is abban a pontban.

1.19. megjegyzés. Ha n = 1 akkor visszakapjuk a valos értéki fiiggvényekre felirt fogal-

makat.

Az igy definialt fogalmak segitségével mar bevezethetjiik a tobb dimenziéra kiterjesz-
tett Berge-tételt.

Legyenek (T, 7r), (X,7x) topologikus terek. Legyen H : T — P(X) halmazértéki
leképezés, a feltételi leképezés, legyen f : graph H — R™ a célfiiggvény és tekintsiik a

kovetkezs t € T-vel paraméterezett feladatot:

f(t,x) — vmax
x e H(t) .

A feladat értékleképezése, f¥ : T — P(@n), amelyre minden ¢ € T esetén

fY(t) = vsup f(t,-) = vsup f(t,z).
H(t) z€H(t)
A feladat megoldasleképezése, X : T'— P(X), amelyre
X(t) = argvmax f(t,-) = {x € H(t): f(t,z) € f'(t)} .

H(t)

1.20. tétel. A tétel az alabbi dllitdsokbol dll.

1. Ho a H : T — P(X) halmazértékid leképezés alulrol félig folytonos és az [ :
graph H — R" célfigguény alulrél folytonos, akkor az f¥ : T — R értékleképe-

z€s 1s alulrol félig folytonos.

2. Hoa H : T — K(X) kompakt halmaz értéki leképezés felilrdl félig folytonos és az f :
graph H — R™ célfiigguény felilrdl folytonos, akkor az f¥ : T — R értékleképezés
1s feliilrdl félig folytonos.

3. Haoa H : T — K(X) kompakt halmaz értékd leképezés feliilrdl félig folytonos, az
f : graph H — R" célfiigguény folytonos, valamint az f¥ : T — P(Rn) értékleké-
pezés folytonos, akkor az X : T — P(X) kompakt értékd és felilrél félig folytonos

halmazértéki leképezés.
Bizonyitds. Az [5.79] tétel bizonyitasanal megtalalhato a fiiggelékben. |
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A Kakutani-féle fixponttétel hasznalatahoz, mint lattuk sziikséges, hogy a leképezés,
amire hasznaljuk konvex értékd legyen. Ehhez nytjt segitséget a kvazikonkavitas fogalma,
azonban nekiink sziikségiink lesz a kvazikonkavités definiciojara vektorértéki fiiggvények

esetében is.

1.21. definici6é (Kvazikonkavitas vektorértékd fiiggvényre). Egy f : X — R™ figgvény

kvdzikonkdv, ha minden o € R" esetén az

{z: f(z) £ a}
halmaz konver.

1.22. definici6. Eqgy f : X — R” fiiggvény kvdzikonkdv eqy A C X dsszefiiggd halmaz

felett, ha minden o € R™ esetén az

{:L‘EA:f(a:)ioz}

halmaz konvex.

1.2. Jatékelméleti fogalmak és jelolések

A jatékelméleti fogalmakat és jeloléseket Forgd et al (2005) jegyzet alapjan hasznaljuk.
Szintén ebbdl a jegyzetbdl vettiink at a részfejezetben szerepls tobb allitast és bizonyi-
tést is. Szeretnénk megjegyezni, hogy a részfejezetben nem adjuk meg az Gsszes hasznalt
fogalmat és jelolést, csupan az alapokat. A jobb megérthetéség kedvéért a bonyolultabb
fogalmakat mindig a felhasznalasuk helyén definialjuk.

A fogalmak bevezetését maganak a jatéknak és a jatékelméletnek a meghatarozasaval
kezdjiik. Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy a jaték egy tobbszemélyes dontési probléma,
a jatékelmélet pedig az a tudoményteriilet, ami az ilyen problémékat targyalja. A jaték-
elmélet f6leg matematikai alapokra épit és normativ jellegii megallapitasokat igyekszik
tenni, bar léteznek olyan teriiletei is, melyeken kisérletekre helyezik a hangstulyt.

A jatékelmélet két f6 iranyat kiilonboztetjiik meg, a kooperativ és nem-kooperativ
jatékokat, ennek megfelel6en pedig beszélhetiink kooperativ és a nem-kooperativ jaték-
elméletrsl. A kooperativ jatékokban a szerepl6k donthetnek Gsszehangoltan, koalicidkat
forméalva, mig a nem-kooperativ jatékokban erre nincsen lehetdségiik. A két irany sokszor
eltér6 modelleket és matematikai megkozelitéseket alkalmaz. Elébbinél inkdbb az algeb-
ra és a linearis programozas, mig utobbinél inkdbb az analizis és a valoszintiségszamitas
jatszik kiemelked§ szerepet, persze ez a megallapitas nem &ltalanos. A dolgozatban nem-
kooperativ jatékokkal foglalkozunk.

A nem-kooperativ jatékok célja sokféle lehet, a dolgozatban tigynevezett egyensulyi al-

lapotokat keresiink, amik valamilyen tulajdonsagaiknal fogva kivanatosak. A legismertebb



ilyen egyensilykoncepcié a Nash-egyenstily. A nem-kooperativ jatékokat tobb modon is
megadhatjuk, a dolgozatban minden esetben a nem-kooperativ jatékok tgynevezett stra-

tégiai, vagy normal formaban lesznek adottak.

1.23. definicié (Jaték). Egy normdl formdban adott nem-kooperativ jaték egy lista G =
{N, (Si)ien, (fi)ien}, ahol N = {1,2,...,n} a jdtékosok (véges) halmaza, S; az i-edik
jatékos stratégiahalmaza, f; : S1 X --- x S, = R pedig az i-edik jdatékos kifizetdfiggvénye.

1.24. megjegyzés. A kés6bbiekben nem irjuk ki mindig a G = {N, (S;)ien, ([i)ien } listat,
a (G jaték alatt mindig a fent megadott listat értjiik.

1.25. definicio (Véges jaték). Azokat a jdatékokat, ahol a stratégiahalmazok végesek, véges

jatékoknak nevezziik.

1.26. definici6é. A jdték kimeneteleinek halmaza
S=85x---x8,,

elemei pedig az s = (s1,...,S,) vektorok, amiket stratégiaprofiloknak nevezink.

Az s ;= (S1,...,8i-1,Sit1, - - -, Sn) vektorokal csonka stratégiaprofiloknak nevezzik, az
S,izsl X "'XSifl XSi+1 X XSn .
halmazok pedig a csonka stratégiaprofilok halmazas.

Mint emlitettiik, a nem-kooperativ jatékok elemzésének egyik célja, hogy valamilyen
szempontbol kivanatos kimeneteleket taladljon. Egy kimenetelrsl azt gondoljuk, hogy ki-
hagyhat6 az elemzésbél, ha létezik legalabb egy olyan ¢ € N jatékos, akire a tobbiek
véalasztasatol fiiggetleniil igaz az, hogy tudna dgy a kimeneteli stratégiajatol eltéréen cse-
lekedni, hogy magasabb (legalabb ugyanakkora) kifizetést kapjon, mint a vizsgalt kime-

netelre. Erre a gondolatra épit a dominancia fogalma.
1.27. definicié (Dominancia). Legyen egy jdtékban s;, t; € S; az i-edik jatékos két stra-
tégidja. Ha
fi(siy8-) > fi(ti, s)
minden s_; € S_; esetén teljesil, akkor az s; stratégia szigorian domindlja a t; stratégidt,

vagyis a t; stratégia szigorian domindlt.

Hasonloan, ha
fi(si,8-3) 2 filti, s-i)
minden s_; € S_; esetén teljesiil, és létezik legaldbb eqy t_; € S_;, amire
fi(sist—i) > filti, t=i)
akkor az s; stratégia gyengén domindlja a t; stratégidt, vagyis a t; stratégia gyengén do-

maindlt.
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1.28. definicié (Dominalt stratégiak iterativ kikiiszobolése). A domindlt stratégidk ite-
rativ kikiiszobolése eqy olyan eljdrds, ami a kovetkezd lépésekbdl dll. Induljunk ki eqy G
jatékbol.
1. Hagyjuk el a G jatékbol az dsszes szigorian (gyengén) domindlt stratégidt, igy meg-
kapjuk o G redukdlt jdtékot.

2. Hagyjuk el a Gy redukdlt jatékbol az dsszes szigorian (gyengén) domindlt stratégidt,

igy megkapjuk a Gy redukdlt jatékot.

3. Hagyjuk el a Gy redukdlt jatékbol az dsszes szigorian (gyengén) domindlt stratégidt,

19y megkapjuk o G3 redukdlt jdatékot.

4o ...
Az eljdardst addig folytatjuk, amig mdr nincs tobb szigorian (gyengén) domindlt stratégia.

1.29. allitas. Véges jatékokban a szigorian domindlt stratégidk iterativ kikiiszobolésének

eredménye fiiggetlen a kikiiszobolés sorrendjétol.

Bizonyitds. A bizonyitas indirekten torténik. Tegyiik fel, hogy a tobb stratégia eliminala-
saval mar nem sziikithet§ halmaz nem egyértelmii (P és @), vagyis két kiillonboz6 sorrend
méas eredményre vezet. Ekkor 1étezik legalabb egy i jatékos és neki legaldbb egy p stra-
tégidja, amire p € P, de p ¢ Q. Tegyiik fel, hogy Q-hoz jutva p-t eliminaltuk elszor a
P\ @Q-bol. Ekkor p-t egy u stratégia dominalta, de u ¢ P, hiszen akkor p-t dominalna.
Ekkor vagy u € Q, vagy u ¢ @, de ekkor létezik v, ami dominalja. Tehéat ekkor tudunk
stratégidk egy olyan sorozatat adni, aminek a végén p all, az elején pedig w és minden
elem dominalja az elGtte levét. Ekkor vagy w € P, de ekkor p nem lehetett volna benne,
vagy w ¢ P, de ekkor valami dominalta, ami p-t is dominalnéa. Ezt, mivel véges jatékrol

beszéliink, csak véges sok 1épésig lehet ismételni, vagyis ellentmondasra jutottunk. [ |

Miel6tt bevezetnénk a kevert bévités fogalmat, megjegyeznénk, hogy az eddig definialt
s; stratégiakat, hogy megkiilonboztethetdk legyenek a kevert stratégiaktol tiszta stratégi-
aknak szokés nevezni. A dolgozatban azonban csupan a kdvetkezé definicionél hasznaljuk
a tiszta jelz6t, ugyanis a késébbiekben olyan altalanosan kezeljiik a stratégidkat, hogy
az elmondottakat mind a két fogalomra lehet hasznalni, vagyis a jelz6 hianya nem okoz

félreértést.

1.30. definicié (Kevert bovités). FEgy véges jdték kevert bovitésén a kévetkezd jdtékot
értjiik, Gx = {N,(T})ien, (hi)ien }, ahol minden T; egy |S;|-dimenzids egységszimplez és
ah;: T — R figguények pedig a

hit) =) tofi(s)

seS
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mddon irhatok fel, aholts = (t7',...,t5") az s € S tiszta stratégidhoz rendelt valdszindségek
vektora. Tehdt a h; fiigguvény nem mds, mint a G jatékban felirt, tiszta stratégidkhoz tartozo

kifizetések, a kevert stratégidk szerinti varhato értéke.

1.31. megjegyzés. A késGbbiekben az allitasainkat nem a jatékok kevert bévitéseire mond-
juk ki, de felhivjuk ra a figyelmet, hogy a kevert bovités definiciojanak értelmében a kevert

T; stratégiahalmazok nemiiresek, konvexek és kompaktak és a h; fliggvények folytonosak.
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2. fejezet
Nash-egyensuly

A Nash-egyensily a nem-kooperativ jatékelmélet egyik legismertebb egyensulykoncepci-
6ja. A fogalom a nem-kooperativ jatékelmélet sok teriiletén elfordul és mondhatni, ez az
egyenstlyfogalom egyfajta alapként szolgédl a kutatok szamaéara, az Gj eredményeket és fo-
galmakat igyekeznek egy méar ismert fogalmon keresztiil bemutatni. E dolgozatban mi sem
tesziink masképp. A fejezetben definialjuk az egyensilyt, majd bemutatjuk, hogy milyen
ismert tételek adhatok a létezésének bizonyitasara. Ezutan bemutatjuk a dolgozatban be-
vezetett eljarast, és a Berge-tétel segitségével bizonyitjuk az egyenstly 1étezését. A fejezet

kézben példak segitségével mutatjuk be a leirtakat.

2.1. Definicio és létezés

Az egyensulyt Nash| (1950) és|[Nash/| (1951)) vezette be, mi is a két cikk alapjan hasznaljuk.
Elgszor definidljuk a fogalmat, majd kimondunk és be is bizonyitunk néhany fontosabb

tételt, ezeket Forgo et al (2005) jegyzet alapjan adjuk meg.

2.1. definici6 (Nash-egyensily). Egy s* stratégiaprofil Nash-egyensily, ha
filsi,s%) 2 fi(si,sZ,)

minden s; € S;-re €s minden 1 € N-re teljestil.

Jol lathato, hogy az egyensily szd hasznalata jogos, ugyanis egyik jatékosnak sem

e,

“ e,

novelni a kifizetését azzal, hogy egyénileg eltér az egyensilyi stratégidjatol. Az elméleti
szép eredményeket a gyakorlatban azonban nem mindig sikeriil igazolni.
Most megmutatjuk azt, hogy egy Nash-egyenstilyi pont sohasem szigorian dominélt,

vagyis a szigorian dominélt stratégidk iterativ kikiiszobolésével egyetlen Nash-egyenstlyt
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sem veszithetlink el. Ezt azért sziikséges megmutatni, hogy lassuk, a Nash-egyensily el-

vileg sohasem keriilendd.

2.2. allitas. FEgy jatékban a szigorian domindlt stratégidk iterativ kikiiszobolésével eqyetlen

Nash-egyensilyi pontot sem kiiszoboliink ki.

Bizonyitds. A bizonyitas indirekten torténik. Tegyiik fel, hogy s* Nash-egyensily, de mégis
ki lett kiiszobolve. Ekkor 1étezik olyan ¢ jatékos, és az i-edik jatékos olyan t; stratégiaja,

hogy t; szigortian domindlja az s; stratégiat, vagyis

filti,s—i) 2 fi(s], 5-3)

minden s_; € S_; esetén fenndll. Ekkor viszont az egyenlGtlenség igaz az s*, csonka

(2

stratégiaprofilra is, vagyis
filti, 873) 2 fi(si,8%,) -
De mivel s* Nash-egyensiily, ezért
filsi,s%) 2 fi(siy s2))
minden s; € S;-re és minden ¢ € N-re teljesiil. Ez viszont ellentmondas. [ |

A Nash-egyensily fogalmat és a dominanciat a kovetkezd példan keresztiil mutatjuk
be.

2.3. példa (Fogolydilemma). Vegyiik a kivetkezd jatékot,
e N = {a,b} a jatékosok halmaza,
e S, =5, ={v,t} a stratégiahalmazok,

e 2 kifizetéseket az alabbi matrix tartalmazza.

b
v t
a |v|1;1]3;0
0;3]2;2

2.1. tablazat. Fogolydilemma kifizetéméatrixa

A bal oldalon 1év§ szamok az a, a jobb oldalon 1évék a b jatékos kifizetései. Ekkor mind
a két jatékos esetében a v stratégia szigorian dominalja a t stratégiat, ugyanis példaul az
a jatékosra
fulv,0) = 1> 0= fult,0)
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fa(v,t) =3>2= f,(t,1) .

Mivel ugyanez igaz a b jatékosra is, ezért a szigortian dominalt stratégidk iterativ
kikiiszobolése utan csak a (v,v) kimenetel marad meg. Vagyis a segédtétel miatt
tudjuk, hogy ha a jatéknak létezik Nash-egyensilya, akkor az csak a (v,v) kimenetel
lehet. Ellendrizziik le, hogy ez valéban Nash-egyenstly-e. Ekkor

fa(v,v) =1>0= f,(t,v),

fo(v,0) =1>0= fy(v,1) .

Tehat a (v,v) kimenetel tényleg Nash-egyensily. Megjegyezziik, hogy ekkor a Nash-
egyensily nem Pareto-optimaélis, ugyanis a (¢,t) kimenetelre valtva mindkét jatékos kifi-

zetése emelkedne.

2.4. definicio (Legjobbvalasz leképezés). Az i-edik jatékos B : S — P(S;) legjobbudlasz

leképezése a kovetkezd,
Bi(s) = {s; € Si: fi(si,5-4) 2 fi(si,5-4),Vs; € Si} .

Minden s; € B'(s) stratégidra azt mondjuk, hogy az i-edik jdtékos legjobb vdlasza az s
stratégidra, vagy réviden, s; legjobb vdlasz.

Az egész jatékra vonatkozé B' : S — P(S) legjobbudlasz leképezés a kivetkezd,
B'(s)={se€ S:s;€ B'(s_),Vs; € S;} .

2.5. megjegyzés. A legjobbvalasz leképezést altalaban B moédon szokas jeldlni. A dolgo-
zatban azért B’-ként jeloljiik, mert a késGbbiekben bevezetett Nash-feladat megoldasle-

képezésére hasznaljuk a B betiit.

2.6. segédtétel. Az s* € S stratégiaprofil akkor és csak akkor Nash-egyensilya egy jd-
téknak, ha s* fixzpontja a B’ legjobbvdlasz leképezésnek, vagyis ha s* € B'(s*).

Bizonyitds.

1. Ha s* a B’ leképezés fixpontja, akkor Nash-egyensily.

Legyen s* a B’ kozos legjobbvalasz leképezés fixpontja. Ekkor s* € B'(s*), vagyis

minden i-re sf € Bi(s*). Ez viszont azt jelenti, hogy
filsi,s%;) 2 fi(si, sZ;)

minden s; € 5; és minden ¢ esetén, ami pontosan a Nash-egyensily definicidja.
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2. Ha s* Nash-egyensiily, akkor a B’ leképezés fixpontja.

Mivel s* Nash-egyenstly, ezért f;(sf,s*,) = fi(si, s*;) minden s; € S;-re és minden
i € N-re teljesiil. Ekkor sf € B!(s*) minden i esetén a legjobbvélasz definicidja

miatt fennall, vagyis a kozos legjobbvalasz leképezés definicidja miatt s* € B'(s*).
[ |

A szakirodalomban szamos feltételrendszer szerepel, amik mellett bizonyithat6 a Nash-
egyensily létezése. Ezek koziil, a teljesség igénye nélkiil megemlitjiik a Debreu-Friedman
tételt és a Nikaido-Tsoda tételt (Nikaido és Isodal [1955). A jel6lések és a bizonyitasok, mint
eddig is |Forgo et al (2005) jegyzet alapjan szerepelnek. A tételek szerepeltetésének oka az,
hogy a létezéshez sziikséges feltételeket Gssze tudjuk hasonlitani a Berge-tétel segitségével
felirt tételben szerepls feltételekkel.

El6szor lassuk be a kévetkezd segédtételt.

2.7. segédtétel. Ha az fi(-,s_;) figgvény kvdzikonkdv, akkor a B.(s) halmaz konvex

minden s € .S és minden i € N esetén.

Bizonyitds. Mivel az f;(-,s_;) fiiggvény kvazikonkav, ezért az f;(s) = fi(s;, s—;) szamhoz

tartozo felsé nivohalmazai konvexek, ami a kdvetkez6 modon irhato
{s; € Si: fi(s},s-i) 2 filsi5-0)} -
Ez pedig pontosan a Bi(s) definici6ja. |

2.8. kovetkezmény. Ha az fi(-,s_;) figgvény kvdzikonkdv, akkor minden s € S esetén

B'(s) halmaz konvex.
A Debreu-Friedman-tétel a kovetkezs.
2.9. tétel (Debreu-Friedman). Ha egy G jatékban
1. S; nemiires, konvex, kompakt halmaz minden i-re,
2. fi feliilrdl folytonos minden i-re,
3. fi(si,+) alulrdl folytonos minden i-re,
4. Bi(s) nemiires, kompakt, konver halmaz értéki leképezés, minden i-re,

akkor a jatéknak létezik Nash-egyensilya.
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Bizonyitds. Mivel minden S; kompakt halmaz és minden kifizet6fiiggvény feliilrél folyto-
nos, ezért a Bl(s) halmazok nemiiresek. Megmutatjuk, hogy a B’ leképezés feliilrél félig
folytonos. Mivel jelen esetben a legjobbvalasz leképezések kompakt topologikus térbol ké-
peznek kompakt topologikus térbe, ezért az[1.7] 4llitas miatt ha a B’ leképezés zart grafu,
akkor feliilrél félig folytonos.

Tehét azt bizonyitjuk, hogy a B’ leképezés graph B’ = {(s,t) : s € S,t € B'(s)}
grafja zart halmaz. Indirekten tegyiik fel, hogy nem zart a halmaz, vagyis 1étezik olyan

(s°,1%) ¢ graph B', (s°,t°) € S x S, hogy a pont minden U kornyezetére
U Ngraph B # () .

Ekkor t° ¢ B'(s), vagyis létezik j jatékos, hogy s) nem legjobb valasz. Ekkor létezik
olyan t} € S, hogy
Legyen F : S? — R fiiggvény a kovetkezd,

F(s,t) = fit;,s-5) — filtj,s—5) .

Mivel f; feliilrsl folytonos és fi(s;,-) alulrdl folytonos, ezért F' alulrol folytonos, igy a
C ={(s,t) € S?: F(s,t) < 0} halmaz zart. Minden (s,¢) € graph B’ esetén F(s,t) < 0,
de F(s°,t%) > 0, ami ellentmond annak, hogy a C' halmaz zért.

Igy tehat a B’ leképezés zart grafa, vagyis feliilrsl félig folytonos. Mivel B’ kompakt,
konvex halmaz értéktd, és az S kompakt, konvex halmaz 6nmagéara valo feliilrél félig foly-
tonos leképezése, ezért a Kakutani-féle fixponttétel miatt létezik fixpontja, ami a [2.6]

segédtétel miatt Nash-egyensiily. [ |

Egy masik feltételrendszer nem tesz fel semmit a B’ leképezésrdl, a megfelels folyto-

nossagi tulajdonsagok a kifizetfiiggvények folytonossagabol kévetkeznek.
2.10. tétel ((Nikaido és Isoda, 1955)). Ha egy G jdtékban

1. S; nemiires, konvex, kompakt halmaz minden i-re,

2. fi folytonos minden i-re,

3. fi(-,s-;) konkdv minden i-re,
akkor a jatéknak létezik s* Nash-egyensilya.

Bizonyitds. Mivel ha egy tetszéleges fiiggvény konkav, akkor kvazikonkav is, ezért a tétel
kovetkezik a tételbdl. [

17



2.2. Létezés bizonyitasa a Berge-tétellel

Az altalanos egyensiilyelméletben is hasonl6 problémaval allunk szemben, mint a Nash-
egyensily létezésének bizonyitdsdnal. Ezt mutatja az is, hogy kezdetben az altaldnos
egyenstly létezését, mint egy jaték Nash-egyensilyanak létezését bizonyitottak. Az al-
talanos egyensilyelmélet egyik meghatéarozé cikke |Arrow és Debreu| (1954). Jelenleg a
bevett modszer az altalanos egyensily létezésének bizonyitédsara a Berge-tétel, majd a
Kakutani-féle fixponttétel alkalmazasa.

Ez nem tul meglepd, ugyanis a Berge-tételt megvizsgalva lathatjuk, hogy a tétel felté-
teleinek teljesiilése esetén pontosan a Kakutani-féle fixponttétel hasznalatahoz megfelel§
tulajdonsagi megoldasleképezést kapunk, csupan a konvex értékiiséget kell valahogyan
garantalni. Tehat a Nash-egyensuly létezésének bizonyitasahoz csupan meg kell feleltetni
a G jatékot a Berge-tételben szerepld elemeknek jatékosonként, majd a mar ismert médon

aggregalni kell az egyéni leképezéseket.

2.11. definicié (Nash-feladat). Feleltessiik meg a jdtékot a Berge-tétel dsszetevdivel, tet-

szdleges i-re.

X=5,
T=5,
f=F,
H=H,
X =2DB,.

Irjuk fel a Berge-tételben szerepld feladatot.
fi(si,s-;) — max
S; € Sz .

Tehdt jelen esetben a H; : S_; — P(S;) feltételi leképezés minden s_; € S_;-re a hozzd
tartozo dOsszes lehetséges s; € S;-t rendeli, igy ez a leképezés felilrdl félig folytonos és
alulrol félig folytonos is egyben, vagyis folytonos. f; : graph H; — R a célfiigguény, ezt

szeretnék a jdtékosok mazimalizdlni. Ekkor az f : S_; — R értékfiigguény a kévetkezd,

fiv(sfi) = sup fz‘(', Sfi) = Sup fi(Si, 371‘) .
Si S; €S

A B;: S_; — P(S;) megolddsleképezés pedig a kivetkezd mdodon irhatd fel,
Bi(s_;) = argmax f;(-,s_;) = {s; € S; : fi(si,s_i) = [ (s_i)} .
Si
Ezt eqy kicsit dtirva,

Bi(s_;) = {Si €95 fi(sg, S_) > fi(si,5-:),Vs; € Si} .
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2.12. definicié (A Nash-feladat kozos megoldasleképezése). Legyen B : S — P(S), a

Nash-feladat kéz6s megolddsleképezése, ahol
B(s)={se€S:s; € Bi(s_;),Vie N} .

2.13. segédtétel. A Nash-feladatban definidlt B; : S_; — P(S;) leképezés és az i-edik jd-
tékos Bl : S — P(S;) legjobbudlasz leképezésének képhalmazai megegyeznek, vagyis minden
s_; € S_; esetén B(s_;) = B'(si,s_;), ahol s; tetszdleges.

Bizonyitds. Az allitas trivialis, hiszen
Bi(s_;) = {s; € Si : filsi,5-5) 2 fi(si,5-4),Vs; € S},
mig
Bz{(3> = B;(Sia s_i) = {3; €5;: fz’(3;, 5_i) 2 fi(si,5-:),Vs; € Si}

amely halmazok pedig megegyeznek. |

2.14. kovetkezmény. A Nash-feladat kézds megolddsleképezése és a kozos legjobbudlasz

leképezés képhalmazai megegyeznek, vagyis minden s € S esetén B(s) = B'(s).
2.15. tétel. Ha eqy G jdatékban

1. S; nemiires, konvex, kompakt halmaz minden i-re,

2. fi folytonos minden i-re,

3. fil+,s—) kvdzikonkdv minden i-re,
akkor a jatéknak létezik Nash-egyensilya.

Bizonyitas. A fenti feltételek mellett a Berge-tétel (1.10] tétel) hasznalhato és annak ha-

rom pontja kovetkeztében,
o [ értékfiiggvény alulrol folytonos és feliilrsl folytonos is, vagyis folytonos,
e B;(s_;) kompakt értékid és feliilrél félig folytonos halmazértéki leképezés.

Mivel ez tetszéleges i-re igaz, igy a B; leképezés feliilrdl félig folytonos és kompakt
értékid minden i-re, ezért a B : S — P(S) kozos leképezés is kompakt értékd és feliilrsl
félig folytonos.

Mivel f;(-, s_;) kvazikonkav fiiggvények minden i-re, ezért a segédtétel és a 2.13
segédtétel szerint a B; leképezés konvex halmaz értékid, tehat a kozos B(s) leképezés is

konvex értéki.
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Igy tehat B az S halmaz 6nmagara valo feliilrsl félig folytonos kompakt, konvex halmaz
értékid leképezése, ezért hasznilhato ra a Kakutani-féle fixponttétel, vagyis létezik s* € S,
hogy s* € B(s*).

A segédtétel kovetkezménye miatt a B kozos megoldasleképezésnek és a ja-
tékosok kozos legjobbvalasz leképezésének képhalmazai megegyeznek, vagyis az igy kapott

fixpont a [2.6] segédtétel alapjan Nash-egyenstly. [ |

Az el6z6 fejezetben emlitettiik, hogy bizonyos feltételek mellett a véges jatékok kevert
bévitése is teljesiti a tétel feltételeit. Igy visszakaptuk Nash| (1951) hires tételét,
miszerint véges jatékok kevert bévitésének mindig van Nash-egyensilya.

Koénnyen adhato olyan példa, amiben nincsen tiszta Nash-egyenstly.

2.16. példa (Ermepérositas). Vegyiik a kovetkezd jatékot,
e N = {a,b} a jatékosok halmaza,
e S, =S5, ={F,I} a stratégiahalmazok,

e 2 kifizetéseket az alabbi matrix tartalmazza.

b
F I
a | F|1;,-1]-1;1
I —-1;1(1;,—-1

2.2. tablazat. Ermeparositas kifizetdmatrixa

Konnyen lathato, hogy a jatékban nincsenek dominalt stratégidk és egyik kimenetel

sem lehet Nash-egyensily, ugyanis
fa(F,F)=1>—1= f,(F 1),

azonban

fb(F,F):—1<1:fb(I,F),

vagyis a b jatékosnak megéri eltérni az F' stratégiajatol. Kénnyen lathato, hogy bamrely ki-
menetel esetén vagy a-nak vagy b-nek érdemes eltérnie, vagyis nincs tiszta Nash-egyenstly.
Ismét megjegyezziik, hogy mivel ez a jaték véges jaték, ezért kevert bévitésének létezik

L. 1 og keverés.

kevert Nash-egyenstlya, ami az 3; 5

A fejezet utolso példajaban bemutatjuk, hogy ha olyan jatékot definidlunk, ahol a[2.15]
tétel feltétekei igazak, akkor létezik Nash-egyensiily.
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2.17. példa (Szimmetrikus Cournot-duopoélium). Vegyiik a kovetkezd jatékot,
e N ={1,2} a jatékosok halmaza,
e S;={¢; € R:¢q >0} a stratégiahalmazok, ahol i = 1,2,

e a Kkifizetsfiiggvények fi(q1,q2) = p(q1,92)q; — cg; alakiaak, ahol i = 1,2 és
p(q1,q2) = max{a — b(q1 + ¢q2); 0} és a, b, c > 0 tetsz6leges szamok.

Ekkor kénnyen lathato, hogy mind a két jatékos esetében az olyan stratégiak, amik
nem a [0, ¢] intervallumbol valok, szigortian dominéltak, ugyanis az ilyen stratégidkra
mind a két jatékos kifizetése negativ. Tehat a 2.2 segédtétel miatt a Nash-egyensilyokat

a

csak a [0, 7] intervallumban keressiik.

Mivel a kifizet6fiiggvények folytonosak és kvazikonkavak, a stratégiahalmazok pedig
konvex, kompakt halmazok, ezért a tétel miatt létezik Nash-egyensilya. Mivel a
kifizetsfiiggvények folytonosak és folytonosan differencidlhatoak, ezért vehetjiik a deri-

valtjaikat. Ekkor a jatékosok legjobbvalasz leképezései

a— 2bgy — ¢

Bi(g) = Bi(q1,¢2) = 2—b2 5
, a—2bqg —c

By(a) = Bilay,a0) = ==

A két egyenletbdl pedig azt kapjuk, hogy ¢f = ¢; = %%, ami pedig Nash-egyensily.
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3. fejezet
Berge-egyenstly

A Berge-egyensulyt Berge| (1957) konyve alapjan Zsukovszkij és Csikrij (1994) kényve
definialta elGszor a differencialjatékok korében. Ezt a definiciot felhasznalva mondott ki
tételeket, elsGsorban az egyenstly létezésérsl Nessah et al (2007b). Colman et al (2011) az
egyenstulyt pszichologiai szempontbdl vizsgalja és ramutat arra, hogy milyen feltételek mel-
lett valosulhat meg, de mindezek mellett fontos tételeket is tartalmaz a Nash-egyensily és
a Berge-egyenstly kapcsolatarol. A Berge-egyensuly egy masik definiciojat hasznalja Aba-
lo és Kostreva, (1996). |Abalo és Kostreva (2004) és Abalo és Kostreva (2005) az egyensily
letezésére adnak feltételeket és bizonyitasokat, azonban Nessah et al (2007a)) és|Larbani és
Nessah| (2008)) tobbek kozott ramutat az elébbiek hibaira. A fejezetben el6bb bemutatjuk
az egyensuly fogalmat, majd megadjuk az irodalomban fellelhets létezést igazolo tételeket.
Ezutan megadjuk, hogy hogyan lehet igazolni az egyensuly 1étét a Berge-tétel segitsége-
vel, majd bevezetiink egy 4j egyensulyfogalmat. A fejezetben ismét példakon keresztiil

mutatjuk be az elhangzottakat.

3.1. Definiciok

A szakirodalomban a Berge-egyensilynak tobb definicioja is szerepel. Ennek féleg az az
oka, hogy Berge| (1957) konyvben a fogalom nincs konkrétan definidlva, az ott leirtak
alapjan jelen forméjaban csak Zsukovszkij és Csikrij (1994) definialta elészor. A Berge-
egyensilynak két egyméstol nem tilzottan eltérd definicidojat mutatjuk be, az els6 Nessah
et al (2007b) szerint a Zsukovszkij és Csikrij (1994) konyvbdl vett definicié atirata normal
formaban adott jatékokra, a masik pedig|Abalo és Kostreva (1996) cikkében megadott, a
szerzOk szerint Berge| (1957) konyve alapjan hiteles definicio. A szakirodalomban a meg-
kiilonboztetés végett az elsé definiciot gyakran, mint a Zsukovszkij-féle Berge-egyensuly
emlitik, de ebben a dolgozatban mi ezt hivjuk Berge-egyensilynak.

Kiemelnénk, hogy a részfejezetben szerepld fogalmak koziil, csak az egyenstulyok defi-
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niciot vettiik 4t a szakirodalombol. Erdekesnek tartjuk, hogy az olvasott és hivatkozott
szakirodalomban példéul a legjobbkérés leképezések vagy a Berge-dominancia nincsenek
konkrétan emlitve, illetve ahol mégis emlitik, ott nem definialjak Gket, csupan koriilirasaik
szerepelnek.

A definicio Nessah et al (2007b)) alapjan.

3.1. definici6 (Berge-egyensuly). Eqy s* stratégiaprofil Berge-egyensily, ha
filsi,s%) 2 fi(si, s-i)
minden s_; € S_;-re és minden i € N-re teljesiil.
A definicio |Abalo és Kostreva| (1996) alapjan.

3.2. definicié (Berge-egyensiily Abalo és Kostreva alapjan). Legyen R = {R;}iens N
egy particidja és QQ = {Q;}tiem N részhalmazainak egyiittese. Egy megualdsithato s € S
stratégiaprofilt Berge-eqyensulynak hivunk, ha

me,(s*Qm7 siQm> z fT'm, (SiQm7 SQm)
minden m € M, r, € R, €5 sqg,, € Sg,,-Te.

3.3. megjegyzés. Pontosan a[3.1] definiciot kapjuk vissza, ha R; = {i} minden i € N-re és
Q; = {—i} minden i € N-re.

Mostantol a Berge-egyensulyt [3.1] definicio szerint értjiik és a masodik definiciot tobbet
nem hasznaljuk.

A Berge-egyensiily egy lehetséges értelmezését adja |Colman et all (2011). A magyara-
zat szerint a Berge-egyensily a jatékosok altruista magatartasa mellett alakul ki, vagyis
akkor, ha a jatékosok a tobbiek kifizetéfiiggvényeit igyekeznek maximalizalni. Fz a magya-
razat hihetd, hiszen az egyensilyban minden jatékos pontosan olyan s’-ot jatszik, amik
mellett mindenki mas kifizetése a leheté legnagyobb. A szerzék az altruista magatartéas-
sal magyarazzak azt is, hogy példaul a fogolydilemma kisérleti lejatszasai soran gyakran
miért nem a Nash-egyenstlyt jatsszak a résztvevok.

Egy maésik értelmezés lehet, hogy minden jatékostol, akik a sajat kifizetéseiket igye-
keznek maximalizalni, nem azt kérdezziik meg, hogy milyen akciot valasztanak, hanem
azt, hogy milyen s_; esetén hajlandok beleegyezni, hogy 6k s;-t valasszanak. Vagyis a
kérdés nem arra vonatkozik, hogy az i-edik jatékos milyen stratégiat valaszt, hanem arra,
hogy milyen feltételek mellett hajlandé belemenni abba, hogy egy meghatarozott strateé-
giat jatsszon. Ez mér egy mechanizmustervezési probléméra hasonlit, hiszen egy kozponti
dontéshozo el6re eldontheti, hogy a jatékosoktol azt kérdezi-e meg, hogy bizonyos s_;
mellett milyen s;-t valasztanak, vagy azt, hogy milyen s_; esetén hajlandok beleegyezni,

hogy 6k s;-t valasszanak.
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3.4. definicié. Egy jdtékban az

~

S=8;x---x8_,

halmazt csonka stratégiakbol képzett profilok halmazdnak nevezzik, mig az § = (s_1,...,

S_n) vektorokat csonka stratégidkbdl képzett profiloknak nevezzik.

3.5. megjegyzés. Ekkor a mar megszokott jeldléssel

~

S; = S—i,

~

S—; = (Sflv s S—(i=1)y S—(i+1)5 - - - 7an) )
Sik = Sk, ahol k # i és s;, az s_; vektor k-adik komponense.

3.6. megjegyzés. Noha § és s ugyanazzal a betiivel van jel6lve, tetszélegesen adott § € S

és s € S esetén §; = s_; nem feltétleniil all fenn.

3.7. allitas. Egy jdtékban a szigorian domindlt stratégidk iterativ kikiiszobolésével eldfor-
dulhat, hogy kikiiszobolink Berge-egyensulyban jdtszott stratégidkat, st az is lehetséges,

hogy minden Berge-eqyensilyt elimindlunk.

Bizonyitds. Vegyiik a fogolydilemma (2.3]) példat. Ekkor tudjuk, hogy csak a (v,v) ki-
menetel marad meg a szigortan domindlt stratégidk iterativ kikiiszobolése utan, viszont
konnyen lathato, hogy a fogolydilemma jatéknak a (¢,t) az egyetlen Berge-egyensulya,
ugyanis
fat,t) =2>0= f,(t,v),
fb(t,t) =2>0= fb(U, t) .
[ |

Ez azért torténhetett meg, mert a Berge-egyensily és a Nash-egyensily masfajta ér-

telemben stabil. Mint lattuk egy Nash-egyensilyi pontban egyik jatékosnak sem éri meg

« .0,

nagyobb kifizetést. A Berge-egyensuly esetén viszont azt mondhatjuk, hogy egy Berge-

egyensilyi kimenetel esetén egyik jatékosnak sem éri meg, ha a tobbi jatékos megvaltoz-

cs s

egyensily, ami nem rendelkezik a Nash-egyenstlyokat jellemz& stabilitdssal, vagyis nem

Nash-egyensiily. A Berge-egyensulyok esetében bevezetjiik a Berge-dominancia fogalmaét.

3.8. definicié (Berge-dominancia). Legyen egy jatékban s_;,t_; € S_; két olyan csonka

stratégiaprofil, amibdl az i-edik jatékos stratégidja hidnyzik. Ha

fi(si,5-4) > fi(si,t-4)
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minden s; € S; esetén teljesiil, akkor az s_; csonka stratégiaprofil szigorian Berge-domi-
ndlja a t_; csonka stratégiaprofilt, vagyis a t_; csonka stratégiaprofil szigorian Berge-
domindlt.

Hasonloan, ha
fi(si,8-3) 2 fi(si, 1)
minden s; € S; esetén teljesiil, és létezik legaldbb egy t; € S;, amire

filti,s—i) > fulti, t)

akkor az s_; csonka stratégiaprofil gyengén Berge-domindlja a t_; csonka stratégiaprofilt,

vagyis a t_; csonka stratégiaprofil gyengén Berge-domindlt.

3.9. definici6 (Berge-dominélt stratégiak iterativ kikiiszobolése). A Berge-domindlt stra-
tégidak iterativ kikiszobolése eqy olyan eljdrds, ami a kovetkezd lépésekbdl dll. Induljunk ki

eqy G jatékbol.

1. Hagyjuk el a G jatékbdl az dsszes szigorian (gyengén) Berge-domindlt stratégidt, igy
megkapjuk o Gy redukdlt jatékot.

2. Hagyjuk el a Gy redukdlt jatékbol az dsszes szigorian (gyengén) Berge-domindlt stra-
tégidat, igy megkapjuk a Go redukdlt jatékot.

3. Hagyjuk el a Gy redukdlt jatékbol az dsszes szigorian (gyengén) Berge-domindlt stra-
tégidat, igy megkapjuk a Gs redukdlt jatékot.

4.

Az eljardst addig folytatjuk, amig a kapott redukdlt jatékban mdr nincs tobb szigorian

(gyengén) Berge-domindlt stratégia.

3.10. allitas. Véges jdtékokban a szigorian Berge-domindlt stratégidk iterativ kikiiszobo-

lésének eredménye fiiggetlen a kikiisz6bélés sorrendjétdl.
Bizonyitds. A bizonyités pontosan ugyanaz, mint az allitas bizonyitéasa. [ |

3.11. allitas. A[3.7 dllitdshoz hasonldan egy jatékban a szigorian Berge-domindlt straté-
gidk iterativ kikiiszébolésével eldfordulhat, hogy kikiszoboliink Nash-egyensilys striégidkat,

sot az 1s lehetséges, hogy minden Nash-eqyensulyi stratégiaprofilt elimindlunk.

Bizonyitds. Mutatunk egy példat. Vegyiik ismét a fogolydilemma példa) peldat. Ek-
kor mind a két jatékos esetében a t stratégia szigoriian Berge-dominalja a v stratégiat,

ugyanis példaul az a jatékosra
fat,t) =2>0= f,(t,v),
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fa(v,t) =3 >1= fu(v,0) .

Mivel ugyanez igaz a b jatékosra is, ezért a szigorian Berge-dominalt stratégiak iterativ
kikiiszobolése utan csak a (t,t) kimenetel marad meg. Errdl pedig mar lattuk, hogy Berge-

egyensily, de nem Nash-egyensily. [

3.12. allitas. Egqy jdatékban a szigorian Berge-domindlt stratégiak iterativ kikiisz6bolésével

eqyetlen Berge-egyensilyi pontot sem kiuiszobolink ki.

Bizonyitds. A bizonyitas indirekten torténik. Tegytik fel, hogy s* Berge-egyenstly, de még-
is ki lett kiiszobolve. Ekkor 1étezik olyan ¢ € IV jatékos és olyan t_; csonka stratégiaprofil,

hogy t_; szigorian Berge-domindlja az s*, csonka stratégiaprofilt, vagyis
fi(sist—s) 2 fi(si,87,)

minden s; € S; esetén fennall. Ekkor viszont az egyenlGtlenség igaz az s} stratégiara is,
vagyis
filsi,t=i) 2 fi(si, s%,) -

De mivel s* Berge-egyensiily, ezért
fi(S;‘,Sii) 2 fi(8§75—i)
minden s_; € S_;-re és minden 7 € N-re teljesiil. Ez viszont ellentmondas. [ |

3.13. definicié (Legjobbkérés leképezés). Az i-edik jatékos D; : S; — P(S_;) legjobbkérés

leképezése a kovetkezd,
Di(si) = {sy € S-it filsi,s')) Z filsinsi),Vs i€ S} .

Minden s_; € D(s;) stratégidra azt mondjuk, hogy az i-edik jdtékos legjobb kérése az s;
stratégidra, vagy roviden, s_; leqjobb kérés.

Az egész jatékra vonatkozo D : S — P(S) legjobbkérés leképezés a kovetkezd,
D(s)={8€S5:5 €D(s;),¥s_; € S_;} .

3.14. segédtétel. Az s* € S stratégiaprofil akkor és csak akkor Berge-egyensilya egy
jatéknak, ha $* € D(s*), ahol 8" = (s*4,...,s%,). Vagyis roviden azt mondhatjuk, hogy
s* fizpontja a kézds D legjobbkérés leképezésnek.

Bizonyitds. Legyen §* = (s*,...,s" ).

1. Ha s* a D leképezés fixpontja, akkor Berge-egyenstly.

Legyen s* a D kozos legjobbkérés leképezés fixpontja. Ekkor §* € D(s*), vagyis
minden i-re s*; € D;(sf). Ez viszont azt jelenti, hogy fi(s?,s*;) = fi(sF, s_;) minden

s_; € S_; és minden ¢ € N esetén, ami pontosan a Berge-egyensiily definicidja.
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2. Ha s* Berge-egyensiily, akkor a D leképezés fixpontja.

Mivel s* Berge-egyensily, ezért fi(sf,s*;) = fi(sf,s—;) minden s_; € S_;-re és

minden i € N-re teljesiil. Ekkor s*, € D;(s}) minden ¢ esetén trividlisan fennall,

vagyis a kozos legjobbkérés leképezés definicioja miatt §* € D(s*).
[ |

3.15. segédtétel. Ha az fi(s;, ) figguény kvdzikonkdv, akkor a D;(s;) halmaz konvex

minden s; € S; €s minden i € N esetén.

Bizonyitds. Mivel az f;(s;,-) fliggvény kvazikonkav, ezért az f;(s) = fi(si, s—;) szdmhoz

tartozo felsé nivohalmazai konvexek, ami a kdvetkez6 modon irhato
{sL, €85 filsi,sy) 2 filsi,s—)}
Ez pedig pontosan a D;(s;) definicidja. [ |

3.16. kovetkezmény. Ha az f;(s;,-) fliggvény kvdzikonkdv, akkor minden s € S esetén

D(s) halmaz konvex.

3.2. Berge-egyensily 1étezése

Ebben a részfejezetben megadjuk a szakirodalomban megtalalhaté feltételrendszereket a
Berge-egyensiily létezésére. A bizonyitasokat nem kozoljiik.

El6szor sziikséges bevezetni néhany fogalmat.

3.17. definici6. Legyen A egy tetszdleges halmaz. Ekkor A hatdrdt, vagyis a lezdrtjanak
és a belsejének a kulonbségét 0A = cl A\ int A mddon jeldljiik.

3.18. definici6. Legyen C C R™ eqy tetszdleges konver, nemires halmaz, y € C egy
tetszdleges vektor. Ekkor Zo(y) = [To(y) +y| N C halmazt igy definidljuk, ahol To(y) a C

konver halmaz érintékipja az y pontban.
3.19. definici6. Bevezetjiik a kivetkezd fligguényeket.
o Legyen g: S — S dgy, hogy g(s) = (s_1,...,5_n) .

o Legyen @ : S x S — R gy, hogy ®(s,3) = 3 (fi(si,5-1) — fi(s)) .
=1

3.20. megjegyzés. Ekkor a g : S — S fliggvény folytonos S-en és, ha az S;-k konvex,
kompakt halmazok, akkor ¢g(.S) kompakt és konvex halmaz.

3.21. tétel (Berge-egyenstly létezése (Nessah et all [2007b)). Ha egy G jatékban
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1. S; nemiires, kompakt, konvex és eqy lokdlisan konvexr Hausdorff tulajdonsdgi vek-

tortér részhalmaza minden i-re,
2. fi folytonos és kvdazikonkdv S-en minden i-re,
3. ® folytonos S x g—on,

4. minden g(s) € 8g(S)-re, minden § € S-ra, létezik §' € Z,s)(g(s)), hogy ®(s,5) <
(s, ),

akkor a jatéknak létezik Berge-egyensilya.

A kovetkezd tétel |Abalo és Kostreva (2004) és Abalo és Kostreval (2005)) alapjan szere-
pel, azonban most a [Nessah et al (2007a) szerint javitott valtozatot adjuk meg. Sziikséges

még megjegyezni, hogy a tételt a dolgozat jeloléseihez igazitottuk.

3.22. tétel (Berge-egyenstly létezése Nessah et al| (2007a)). Ha egy G jatékban
1. S; nemiires, konvex és kompakt minden i € N-re,
2. f; folytonos minden i-re,
3. minden s € S-re létezik s’ € S, hogy argmax f;(s;,-) = {s";} minden i-re,

akkor a jatéknak létezik Berge-eqyensilya.

3.3. Létezés bizonyitasa a Berge-tétellel

Ebben a részfejezetben ratériink a Berge-egyensiily 1étezésének bizonyitasara a Berge-tétel
felhasznalasaval.

Mint lattuk, a kozos legjobbkérés leképezés D : S — P(S) nem az S halmazba képez,
ami mar a [3.14] segédtétel esetében is gondokat okozott. Az egyértelmi, hogy barmely
s € S stratégiaprofilbol képezhets egy § = (s_1,...,s,) csonka stratégiakbol képzett
profil, azonban nem minden § € S csonka stratégiakbol képzett profilhoz létezik olyan
s € S, amib6l szarmaztathato lenne. Ez azt jelenti, hogy a D leképezés nem az S halmaz
onmagara valé halmazérték( leképezése, vagyis tobbek kozott nem lehet ra4 hasznalni a
Kakutani-féle fixponttételt. Viszont Berge-egyensiily csak stratégiaprofil lehet. Tehat 1j
fogalmakat kell bevezetniink, amikkel garantalhatjuk, hogy a D leképezésre D : S — P(S)

is igaz.

3.23. definicié (s-konzisztencia). Fgy § € S csonka stratégiakbol képzett profilra azt
mondjuk, hogy 5-konzisztens, ha minden t,j # k-ra 3;, = 8; 5, ahol 5, az 5 vektor i-edik

komponensének k-adik eleme.
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3.24. definicio (S’—konzisztens halmaz). Legyen Kgaz S-konzisztens halmaz, amit
Koe=1{5€ 858, =5Vi,j#k}
mdodon irhatunk fel.
Ekkor a kovetkez trividlis allitashoz jutunk.
3.25. allitas. S és K¢ halmazok kolcsindsen egyértelmien megfeleltethetdk egymdsnak.

3.26. megjegyzés. Ha S konvex, kompakt, nemiires halmaz, akkor K¢ halmaz is konvex,

kompakt és nemiires. Tovabba Ky C S és a két halmaz megegyezik, ha n = 2.

3.27. definici6 (Teljes S-konzisztencia). Egy G jaték teljesen S-konzisztens, ha D : S —
P(g) leképezésre igaz, hogy minden s € S-re D(s) C Kg, vagyis im D C K.

Tehat ha egy jaték teljesen S-konzisztens, akkor a D halmazértekd leképezésre igaz,
hogy D : S — P(S), vagyis az S halmazt onmagara képzi le. Megjegyezziik, hogy ez
a feltétel nagyon erds, példaul helyettesitheté lenne azzal a gyengébb feltétellel, hogy
minden s € S esetén létezik &' € D(s), amire §' € K, vagyis D(s)NK g # (). Ekkor viszont
elveszitenénk a Kakutani-féle fixponttétel hasznélhatosagat, ami viszont a dolgozat egyik

16 eleme.

3.28. definicié (Berge-feladat). Feleltessiik meg a jatékot ismét a Berge-tétel dsszetevdi-

vel, tetszdleges i-re.

X=5,,
T=S5,
=1,
H=H,,
X=D,.

Irjuk fel a Berge-tételben szerepld feladatot.

fi(si, $—;) — max

S_; € S,i .

Tehdt jelen esetben a H; : S; — P(S_;) feltételi leképezés minden s; € S;-hez hozzdrendeli
az dsszes lehetséges s_; € S_;-t, igy ez a leképezés felilrdl félig folytonos és alulrdl félig
folytonos is egyben, vagyis folytonos. f; : graph H; — R a célfiigguény, a jdtékosok ezt
mazimalizdljdk. Ekkor az f : S; — R értékfiigguény a kivetkezd,

fi\/(si) = sup fi(si,") = sup fi(si,5-4) -

S,i 571'65'—1'
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A D;: S; — P(S_;) megolddsleképezés a kivetkezd mddon irhato fel,

Dy(s;) = argmax fi(si, ) ={si €S fi(si,s_i) = [ (s)} .

—1

Ezt eqy kicsit dtirva,
Di(si) = {s%; € S_i: fi(si,8%,) 2 fi(si,5-4),Vs_i € S_i} .

3.29. megjegyzés. A Berge-faladatban szereplé D; megoldésleképezések pontosan a jatéko-
sok legjobbkérés leképezései. Igy azok Osszetétele pedig megegyezik a D kozds legjobbkérés

leképezéssel.

ElGszor nézziik meg, hogy mit mondhatunk teljesen S-konzisztens esetben.
3.30. tétel. Ha egy G teljesen S-konzisztens jatékban

1. S; nemiires, konvex, kompakt halmaz minden i-re,

2. fi folytonos minden i-re,

3. fi(si,-) kvdzikonkdv minden i-re,
akkor a jatéknak létezik Berge-eqyensilya.

Bizonyitds. A fenti feltételek mellett a Berge-tétel (1.10] tétel) hasznalhaté és annak hé-

rom pontja kdvetkeztében,
o [ értékfiiggvény alulrol folytonos és feliilrsl folytonos is, vagyis folytonos,
e D,;(s;) kompakt értéki és feliilrdl félig folytonos halmazértéki leképezés.

Mivel f;(s_;,-) kvazikonkéav fiiggvények minden i-re, ezért a segédtétel szerint a
D; leképezés konvex halmaz értéki, tehat a kozos D leképezés is konvex értéki.

Mivel a G jaték teljesen S—konzisztens, ami azt jelenti, hogy D a Kg-be képez, ezért a
D leképezés az S halmaz 6nmagara valo feliilr6l félig folytonos kompakt, konvex halmaz
értéki leképezése, ezért hasznalhato ra a Kakutani-féle fixponttétel, vagyis létezik s* € S,
hogy §* € D(s*).

Az igy kapott fixpont a[3.14] segédtétel miatt Berge-egyensiily. [ |

Most mutatunk egy példat arra, hogy ha egy jatékban a[3.30] tétel feltételei teljesiilnek,
akkor 1étezik Berge-egyenstlya.

3.31. példa (Szimmetrikus Cournot-duopolium Berge-egyensilya). Nézziik meg ismét a
szimmetrikus Cournot-duoplolium jatékot (2.17 péda).
Mivel a kifizet6fiiggvények folytonosak és kvazikonkavak, a stratégiahalmazok pedig

konvex, kompakt halmazok, és a jaték teljesen S*—konzisztens, ezért a m tétel miatt a

30



jatéknak létezik Berge-egyensilya. Mivel a kifizet6fiiggvények folytonosak és folytonosan
differencialhatoak, ezért vehetjiik a derivaltjaikat. Ekkor a jatékosok legjobbkérés leképe-
zésel

Di(q1) ={¢, ha ¢, = 0;0 kiilonben} ,

Do(q2) = {q;, ha go = 0;0 kiilonben} .

A két egyenletbdl azt kapjuk, hogy minden (¢f,0) és (0, ¢3) stratégiapar Berge-egyen-
suly, ahol ¢ € S;.

3.32. allitds. im D C K¢ feltétel elégséges, de nem sziikséges az egyensily létezésének

bizonyitdsakor.

Bizonyitds. Mutatunk egy példat. Vegyiik ismét a szimmetrikus Cournot-duopélium ja-
tékot . példa), csak most egészitsiik ki egy harmadik jatékossal, jeldlje 6t a 3-
as szam. Legyen S3 = {¢3}, a harmadik jatékos stratégiahalmaza egyelemi és legyen
f3(q1,q2,q93) = fi(q1, q2,q3). A masik két jatékos kifizetSfiiggvényei legyenek valtozatla-
nok, vagyis fi(q1, g2, 43) = p(q1,92)q — cgi-

Ekkor a jaték nem teljesen g—konzisztens, hiszen a . példaban lattuk, hogy az els6
és a masodik jatékosok csak (g, 0) és (0, ¢5) alakd, jelen esetben csonka stratégiaprofilokat
hajlandobak jatszani. Ezen a harmadik jatékos szerepeltetése nem valtoztat, ugyanis az elsG

két jatékos kifizetése valtozatlan maradt. Viszont a harmadik jatékos kifizetsfiiggvényét

Ds(g3) = (%70) :

0) stratégiapar az elsé és a harmadik jatékos maximalis kifizetését eredmé-

derivalva azt kapjuk, hogy

a—c
2b

nyezi. Ekkor nyilvan az (

ahol az (

a—c

26
Berge-egyensilya. |

0, g3) stratégiaprofil Berge-egyensiily, tehét a jatéknak létezik

A Debreu-Friedman tételhez hasonlot is fel lehet irni a Berge-egyenstlyra.
3.33. tétel. Ha egy G teljesen S-konzisztens jatékban

e S; nemiires, konvex, kompakt halmaz minden i-re,

o f; feliilrdl folytonos minden i-re,

o fi(-,s_;) alulrdl folytonos minden i-re,

e D;(s) nemiires, kompakt, konver halmaz értéki leképezés, minden i-re,

akkor a jatéknak létezik Berge-egyensilya.
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Bizonyitds. Mivel minden S; kompakt halmaz és minden kifizetsfiiggvény feliilrsl foly-
tonos, ezért a D;(s;) halmazok nemiiresek. Megmutatjuk, hogy a D kozos legjobbkérés
leképezés feliilrél félig folytonos. Mivel jelen esetben a legjobbkérés leképezések kompakt
topologikus térbél képeznek kompakt topologikus térbe, ezért az allitas miatt ha a D
leképezés zart grafa, akkor feliilrl félig folytonos.

Tehét azt bizonyitjuk, hogy a D leképezés graph D = {(s,1) : s € S,t € D(s)}
grafja zart halmaz. Indirekten tegyiik fel, hogy nem zart a halmaz, vagyis 1étezik olyan

(s9,49) ¢ graph D, (s°,°) € S x S, hogy a pont minden U kirnyezetére
UngraphD # () .

Ekkor ¢ D(s"), vagyis létezik j jatékos, hogy 9 =t ; nem legjobb kérés. Ekkor létezik
olyan ¢} =t'. € 5;, hogy
f](“’??%) > f](sg)vf?) :

Legyen F': S X SR fiiggvény a kovetkezd,
F(s,t) = fi(sjth;) = filty, 5-5) .

Mivel f; feliilr6l folytonos és f;(-,s_;) alulrél folytonos, ezért F' alulrdl folytonos, igy a
C ={(s,t) € xS : F(s,t) < 0} halmaz zart. Minden (s, ) € graph D esetén F(s,{) < 0,
de F(s°,1°) > 0, ami ellentmond annak, hogy a C halmaz zart. Igy tehat a D leképezés
zart grafa, vagyis feliilr6l félig folytonos. Mivel D kompakt, konvex értéki, és a G jaték
teljesen S’—konzisztens, ezért az S kompakt, konvex halmaz onmagéira vald leképezése,
ezért a Kakutani-féle fixponttétel miatt létezik fixpontja, ami a [3.14] segédtétel miatt
Berge-egyensiily. [ |

A teljesen S-konzisztens jatékok korében a Berge-egyensilyok egy érdekes tulajdon-
saggal rendelkeznek. Ha tetszGlegesen kivalasztunk két jatékost, akkor a jatékosok egyéni
legjobbkérés leképezéseit felirva és megkeresve azok kozos fixpontjat, eljutunk az Gsszes
Berge-egyensilyig. Ez abbol a természetes ténybd6l adodik, hogy ha egy jatékos bejelenti
s_;-t, akkor még egy jatékos s_; bejelentésével kapunk egy teljes s strtégiaprofilt és a
teljesen S-konzisztens jatékok korében minden legjobb kérés olyan, hogy ha s_; és t_;

legjobb kérések, akkor minden k # i, j esetén s, = ;.

3.4. Gyengitett Berge-egyensily

A Berge-egyensiily létezésének bizonyitasakor tehat elégséges feltétel volt, hogy a G ja-
téek teljesen S-konzisztens legyen, azonban, mint lattuk ez egy nagyon szigoru feltevés.

Jogosan meriil tehét fel a kérdés, hogy hogyan garantidlhatnank a legjobbkérés vektorok
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s-konzisztencidjat anélkiil, hogy azt el6re rogzitenénk. Erre ad lehetGséget a gyengitett
Berge-egyensiily. Szeretnénk megjegyezni, hogy a gyengitett jelz6 hasznalatat az indo-
kolja, hogy mind a gyenge, mind az er6s jelz6k mar mas fogalmakat jeldlnek. Az erGs
Berge-egyensilyokrol és az erés Nash-egyenstlyokrol bévebben |Larbani és Nessah| (2001)),
Nessah és Tian| (2009) és Nessah et al (2008) cikkeket javasoljuk.

El6szor bevezetiink néhany sziikséges fogalmat.
3.34. definici6. A G jdtékban az f : S x S R» vektorértékd fiigguény a jatékosok kézds
kifizetdfiigguénye, ahol
f(S, ‘§) = (fl(slu él)v SR fTL(STH <§n))
minden (s,3) € S x S esetén.
3.35. definicié (Gyengitett Berge-egyensily). Egy s* stratégiaprofil gyengitett Berge-
egyensuly, ha nem létezik olyan 5 € Kg, hogy

f(s*,8) = f(s",57) .
3.36. megjegyzés. A gyengitett Berge-egyensilyt a kovetkezé mddon is definidlhatjuk. Egy
s* stratégiaprofil gyengitett Berge-egyensily, ha nem létezik olyan s € Kg, hogy
minden ¢ € N-re fi(sf,s*,) < fi(sh, i),
és létezik j € N, hogy f;(s},s%;) < fi(s7,5;) -

A gyengitett Berge-egyensily tehat egy olyan s* stratégiaprofil, amire a kozos f vek-
torértékid fiiggvény vektoridlisan maximaélis. Ezt ugy értelmezhetjiik, hogy egy koézponti
dontéshozohoz beérkeznek a jatékosok kérései, amib6l a dontéshozo tgy allit Gssze egy
s* egyensilyi stratégiat, hogy ne lehessen olyan s-konzisztens kérés egyiittes, ami mellett

mindenki jobban jarna.

3.37. definicio (Gyengitett legjobbkérés leképezés). Az egész jatékra vonatkozo D:S—

N

P(S) gyengitett legjobbkérés leképezés a kivetkezd,
D(s) ={3€ Kg: Pt € Kg, hogy f(s,) > f(s,3)} .

3.38. segédtétel. Az s* € S stratégiaprofil akkor és csak akkor gyengitett Berge-egyensi-
lya egy jatéknak, ha §* € 15(5*), ahol s* = (s* |, ...,s* ). Vagyis réviden azt mondhatjuk,
hogy s* fixpontja a kézds D gyengitett legjobbkérés leképezésnek.

Bizonyitds. Legyen §* = (s*,...,s",).

1. Ha §* € ﬁ(s*), akkor s* gyengitett Berge-egyensily.

Legyen tehat §* € D(s*), ami azt jelenti, hogy nem létezik ¢ € K¢, hogy
f(s*,8) > f(s*,5%) .
Ez viszont pontosan a gyengitett Berge-egyensuly definicija.
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2. Ha s* gyengitett Berge-egyensily, akkor s* € 15(3*)

Mivel s* gyengitett Berge-egyensily, ezért nem létezik olyan s € Kg, hogy
f(s*,8) > f(s*,5") .

Ekkor viszont §* € D(s*) trivialisan fennall.

3.39. segédtétel. Ha az f(s,-) figgvény kvazikonkdv a K¢ halmaz felett, akkor a ﬁ(s)

halmaz konvex minden s € S esetén.

Bizonyitds. Mivel az f(s,-) fliggvény kvazikonkav, ezért az f(s, §) vektorhoz tartozo felss

nivohalmazai konvexek, ami a kévetkezd modon irhatod

{8 e Kg: f(s,5) £ (5,9},
vagyis
{8 € Kg: Pt € Kg , hogy f(s,t) > f(s,3)} .
Ez pedig pontosan a ﬁ(s) definicioja. [ |
3.40. definici6 (Gyengitett Berge-feladat). Feleltessiik meg a jatékot az[1.20 tétel Gssze-

tevdivel.

X=29,
T=25,
f=r,
H=H,
xX=0D.

Irjuk fel az|1.20, tételben szerepld feladatot.

f(s,8) — vmax
5 € Kg .

A

Tehdt jelen esetben a H : S — P(S) feltételi leképezés hozzdrendeli minden s € S-hez az
dsszes lehetséges 5 € Kg-t, igy ez a leképezés felilrdl félig folytonos és alulrdl félig folytonos
18 eqyben, vagyis folytonos. f : graph H — R"™ a célfiigguény, ezt szeretnénk vektoridlisan
mazimalizdlni. Ekkor az f¥ : S — R" értékleképezés a kivetkezd,
f\/(S) = vsup f(sa ) = vsup f(87 §) :
S S
A D : S — P(S) megoldsleképezés a kivetkezd mddon irhatd fel,

~

D(s) = argvgmaxf(s, V={se8: f(s,8) € fV(s)}.
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Ext egy kicsit dtirva,
D(s)={3€ Kg: Pt € Kg, hogy f(s,1) > f(s,3)} .
3.41. tétel. Ha eqy G jdatékban
1. S; nemiires, konvex, kompakt halmaz minden i-re,
2. f folytonos,
3. f(s,-) kvdzikonkdv K¢ felett,
akkor a jatéknak létezik gyengitett Berge-egyensilya.

Bizonyitds. A fenti feltételek mellett az [1.20l tétel hasznalhat6 és annak harom pontja

kévetkeztében,
o [V értékleképezés alulrél félig folytonos és feliilrdl félig folytonos is, vagyis folytonos,
o D(s) kompakt értéki és feliilrsl felig folytonos halmazértéki leképezés.

A segédtétel szeint ekkor D konvex értékd. Mivel D definici6 szerint az S halmaz
onmagara valo leképezése, ezen til feliilrsl félig folytonos, konvex, és kompakt értéki is,
ezért hasznalhato ra a Kakutani-féle fixponttétel, vagyis létezik fixpontja. Ez a fixpont

pedig a |3.38] segédtétel miatt gyengitett Berge-egyenstly. |

A gyengitett Berge-egyensiillyal az volt a célunk, hogy megkeriiljiik a teljes S-kon-

zisztencia feltételét. Azonban csak akkor jartunk sikerrel, ha a kovetkezg allités igaz.
3.42. allitas. Egy G jdték minden Berge-egyensilya gyengitett Berge-eqyensily is.
Bizonyitds. Legyen s* a G jaték Berge-egyensilya. Ekkor

fi(si,st;) 2 filsi, s-i)

minden s_; € S_;-re és minden i € N-re teljesiil. Ekkor viszont trividlisan nem létezik
olyan s € Kg, hogy
f(s7,8) =2 f(s7,87),

vagyis s* gyengitett Berge-egyensily is. [ |

3.43. megjegyzés. Ha a jaték teljesen S’—konzisztens, akkor a jaték minden gyengitett Berge-

egyensilya Berge-egyenstly is.
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A gyengitett Berge-egyensilyok, mint lattuk a jaték teljes g—konzisztenciéjanak hi-
anyaban is léteznek. Ha a jaték teljesen g—konzisztens, akkor minden egyenstlyi pont
olyan lesz, hogy ott minden jatékos az egyéni legjobbkérés leképezésébdl valaszt csonka
stratégiaprofilt, vagyis az egyensilyi pontot mar két tetszélegesen kivalasztott jatékos le-
képezéseinek felirasabol is megkaphatjuk. A kévetkezo példa Nessah et al (2007b)) példaja
arra, hogy egy jatékban nem létezik Berge-egyensily. Mi megmutatjuk, hogy gyengitett

Berge-egyensily viszont 1étezik.

3.44. példa. Vegyiik a kovetkezd jatékot,
e N ={1,2,3} a jatékosok halmaza,
e S; =10,1] a stratégiahalmazok, ahol i = 1,2, 3,
e a kifizetstiiggvények

L fi(s) = s1+ 85 + s3,
2. fa(s) = 51 — 83,

3. f3(s) = s1 — 3s2,
Ekkor a jatékosok legjobbkérés leképezései
e Di(s1)=(1,1),
o Dy(sy) = (1,0),
e Ds(s3) = (1,0).

Lathato, hogy a jaték nem teljesen S—konzisztens, ugyanis a legjobb kérésekbdl nem lehet
egy s* stratégiaprofilt kivalasztani. Viszont az is jol lathato, hogy példaul az s* = (0,1, 1)
stratégiaprofil gyengitett Berge-egyenstly, ugyanis ekkor az els6 és a harmadik jatékosnak

nem lehet sehogy sem névelni a kifizetését.
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4. fejezet

Berge-Nash-egyensily és az osszetett

egyensuly

A fejezet elején bemutatjuk Colman et all (2011) eredményeit a Nash-egyensiilyok és a
Berge-egyensilyok Gsszekapcsolasarol. A masodik alfejezetben bevezetjiik a Berge-Nash-
egyensilyt, és a mar megszokott modon a Berge-tétel segitségével belatjuk a létezését.
Mint lattuk a Berge-egyenstlyok és a Nash-egyensiilyok egyméstol kiilonb6zd, jo tulajdon-
sagokkal rendelkeznek. Ha tehat sikeriil talalni egy olyan egyensulyt, ami Berge-egyensuly
és Nash-egyensuly is egyben, akkor példaul ha egy jatéknak tobb Nash-egyensilya van,
akkor azokbol a Berge-egyensily stabilitdsa miatt érdemes lehet az egybeesd egyensulyt
valasztani. Tehat az ugynevezett Berge-Nash egyenstilyok segithetnek a Nash-egyenstlyok
szelektalasanal. A fejezet végén definiadljuk az Osszetett egyensulyt. Ez egy kisérlet arra,
hogy a Berge-Nash-egyensuly bizonyitasakor fellép6 szigora feltételeket megkeriiljiik és

megdrizziink valamennyit a kozos egyensily jo tulajdonsagaibol.

4.1. Berge-egyensiily és Nash-egyenstly kapcsolata

A Nash-egyenstly és a Berge-egyensily kinézetre nagyon hasonlék, mindossze a Berge-
egyensulynal kicseréljiik S;-t S_;-re, vagyis minden jatékos ott nem a sajat stratégiajarol
dont, hanem a tébbiekérsl. Mint azt eddig lattuk az atirds nem olyan egyszerii, ugyanis
oda kell figyelniink az $-konzisztenciara is. Mindezek ellenére Colman et al (2011) ad két

allitast arrol, hogy Nash keretek kozott hogyan szadmithaté a Berge-egyensiily.

4.1. allitas. Ha az s* stratégiaprofil eqy G jaték Berge-eqyensilya, akkor Nash-eqyensily
minden G, jatékban is, ahol o a jatékosok eqy olyan permutdcidja, hogy minden jdtékos

tj helyet kap, vagyis o : N — N gy, hogy minden i € N-re (i) # i.

Bizonyitds. Legyen s* a G jaték Berge-egyenstlya. Ha minden ¢ € N-re meg tudjuk
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mutatni, hogy
foty (81, 8%3) = fo(i (57

teljesiil minden s_; € S_;, minden ¢ € N és minden megengedett o permutaciora, akkor
belattuk az allitast. Legyen ¢ € N tetszéleges és tegyiik fel, hogy o(i) = j.

Mivel s* Berge-egyenstly, ezért
fi(si,s-i) = fi(s")

teljesiil minden s; € S; és minden ¢ € N esetén. Ezért specidlisan az s, € S_;, ', =

(8755851585, 85415+ - -, Sn) esetén is teljesiil, hogy
fisi,s3) = fi(s™)

Viszont ez az egyenl6tlenség minden s; € S; esetén fennall, vagyis s* Nash-egyensuly,
tehat belattuk az allitast. |

4.2. kévetkezmény. Ha egy G jdtékhoz tartozé birmely G, jdtékban nem létezik Nash-

eqyensuly, akkor a G jdtéknak biztosan nem létezik Berge-egyensilya.

A kovetkezo allitas Gsszekapesolja egy G jaték Berge-egyensulyat n darab specialis

kétszereplGs jaték Nash-egyenstlyaival.

4.3. definicibé. Legyen G = {N,(S;)ien, (fi)ien} egy jdték. Ekkor minden j € N esetén
legyen G a kovetkezd,

Gj = {{Iv J}7<SI7S~]>7<f17fJ)}
dgy, hogy Sy = S; és Sy = S_;, tovdbbd

Filsys-3) =Y filsj o),

fr(s5:8-5) = fi(sj,8-5) -

4.4. allitas. Egy s* stratégiaprofil a G jaték Berge-egyensilya, akkor és csak akkor, ha s*
Nash-egyensily minden j € N-hez tartozo G; jdtékban.

Bizonyitds. A bizonyitast két részre bontjuk,

1. Ha s* Berge-egyensily, akkor minden j € N esetén s* a G, jaték Nash-egyensilya

1S.

Legyen j € N tetszéleges, ekkor megmutatjuk, hogy s* a G; jaték Nash-egyensilya.
Mivel s* a G jaték Berge-egyensiilya, ezért

fz'(S;-k,S—z') < fz(S*)
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teljesiil minden s_; € S_; és minden ¢ € N esetén. Ekkor tehat
fi(815 851,85, 85115+ 8n) = fi(s")

teljesiil minden s; € S; esetén. Osszeadva ezeket minden i # j-re

Zfi(g{’ s S;—lvsjvs;-i—la s S;) g Zfz(s*) :

i#j i#]
Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy fi(s;,s* ;) = fr(s*) fendll minden s; € S; esetén.

Mésrészt, viszont mivel

fi(si s-i) = fi(s")
teljesiil minden s; € S; és minden ¢ € N esetén, ezért

fi(s},5-5) = fi(s7) .
Vagyis f;(s7,5-;) = fs(s*) minden s_; € S_; esetén, vagyis s* Nash egyensily a
G jatékban.

2. Ha s* minden j € N esetén a G, jaték Nash-egyensilya, akkor s* Berge-egyensily
az eredeti G jatékban.

Legyen j € N tetsz6leges, ekkor megmutatjuk, hogy

fi(s,s-5) = fi(s7)

<0,

teljesiil minden s_; € S_; esetén. Ekkor viszont, felhasznélva f; definicijat, azt
kapjuk, hogy f;(s},s—;) = fs(s*) teljesiil minden s_; € S_; esetén, vagyis az s*
Nash-egyensily a G; jatékban.

4.5. kovetkezmény. Ha eqy G jdtékhoz tartozo bdrmely G; jdtékban nem létezik Nash-

egyensily, akkor a G jdtéknak biztosan nem létezik Berge-egyensilya.

4.2. Berge-Nash-egyensiily

Természetesen adodik a kérdés, hogy a bemutatott Nash-egyenstly és Berge-egyensily mi-
lyen feltételek mellett garantalhatd, hogy egybeesnek. Elgszor megmutatjuk, hogy mikor

létezik mind a két egyensuly egyszerre egy jatékban.

4.6. allitas. Ha eqy G teljesen S-konzisztens jatékban
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e S; nemiires, konvex, kompakt halmaz minden i-re,
o f; folytonos minden i-re,
o fi(si,-) kvdzikonkdv minden i-re,
o fi(-,s_;) kvdzikonkdv minden i-re,
akkor a jatéknak létezik Nash-egyensilya és Berge-egyensilya is.
Bizonyitds. Az éllitas a tétel és a[3.30] tétel egyértelmii kovetkezmeénye. [
Most bevezetjiik a Berge-Nash-egyensiilyt.
4.7. definicié (Berge-Nash-egyensuly). Egy s* stratégiaprofil Berge-Nash-egyensily, ha

f'(S;‘? iz) >f1(1 *')7
fis?,s25) 2 fi(s],s15)

minden s; € S;-re, minden s’ ; € S_;-re és minden i € N-re fenndll.

4.8. megjeqyzés. Vegylik észre, hogy egy s* stratégiaprofil pontosan akkor Berge-Nash-
egyensily, ha az Berge-egyensily és Nash-egyensily is egyben.

Most bemutatjuk, hogy Nessah et al (2007b) cikk milyen feltételek mellett igazolja a

Berge-Nash-egyenstly létét. ElGgszor bevezetiink néhany 0j fogalmat.
4.9. definici6. Bevezetjiik a kovetkezd fligguényeket.
o Legyen §: S — S x S dgy, hogy g(s) =((s_1,...,8-n),8) -

o Legyen @ : S x (S x S) — R digy, hogy (s, (3,8)) = 3 (fi(si, &) + fi(s_i,8)) -

1EN

4.10. megjegyzés. Trivialis, hogy ekkor a § : S — S x S fiiggvény folytonos S-en és, ha az
Si-k konvex, kompakt halmazok, akkor §(5) kompakt és konvex halmaz.

4.11. tétel (Berge-Nash-egyenstly létezése (Nessah et al, 2007b). Tegyiik fel, hogy

1. S; nemiires, kompakt, konvex és eqy lokdlisan konvexr Hausdorff tulajdonsdgi vek-

tortér részhalmaza minden 1-re,
2. f; folytonos és kvdzikonkdv S-en minden i-re,
3. ® folytonos S x (S x S)-en

4. minden §(s

) € 0G(S)-re, minden (5,t) € S x S-re, létezik (§',t') € Z55)(G(s)), hogy
(s, (3,1) = B(s, (3

(5,1)).
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Ekkor a jatéknak létezik Berge-Nash-egyensilya.

Az egyensily létezését Abalo és Kostreval (1996) is vizsgélja, azonban Nessah et al
(2007a) és Larbani és Nessah (2008) ravilagit ennek hibaira. A tételeket itt nem emlitjiik,
mert a felépitésiikb6l adodoan til messzire vezetnének.

Most megkezdjiik a Berge-tételt hasznélé bizonyitas felépitését.
4.12. definicié. Legyen S, = S; minden i € N-re, tovdbbd S" = S.
4.13. definicié. Legyen f; : S’ x S — R gy, hogy fi(s',s) = f;(s),5_:) + fi(si, s",).

4.14. megjegyzés. Ekkor f; maximuma ugyanott van, ahol f;(s}, s_;)-nek és fi(s;, s_,)-
nek kiilon-kiilon, ugyanis a két fiiggvény maximalizdlando valtozoi egymastol fiiggetlenek.
Ezért fogjuk a késobb definialt Berge-Nash-feladatban az f; fiiggvényeket szerepeltetni.
4.15. megjegyzés. Ha f;(-,s_;) kvazikonkdv minden i-re és f;(s;,-) kvazikonkidv minden
i-re, akkor az fi(-, s) fiiggvények is azok minden i-re.

4.16. definicié (3-konzisztencia). Egy § € S™ = S stratégiaprofilokbol képzett profilra
azt mondjuk, hogy s-konzisztens, ha minden i,j-re 3; = §;, ahol 5; a § vektor i-edik

komponense.

4.17. definicié (S’—konzisztens halmaz). Legyen Kz az S-konzisztens halmaz, amit
Ks={5€5:5 =3Vi,jc N}

mddon irhatunk fel.

4.18. megjegyzés. Vegyiik észre, hogy S és K g halmazok kélcsonosen egyértelmten meg-
feleltetheték egyméasnak tgy, hogy Kz is konvex, kompakt és nemiires halmaz. Vegyiik
észre azt is, hogy Kg C S.

4.19. definici6é (Teljes S—konzisztencia). Eqy G jdték teljesen S-konzisztens, ha A : S —

P(S) leképezésre igaz, hogy minden s € S-re A(s) C Kg, vagyis im A C Kg.

4.20. definici6 (Berge-Nash-feladat). Feleltessiik meg a jdatékot a Berge-tétel dsszetevdi-

vel.
X=9,
T=5",
f=1,
H=H,
X =A;.

Irjuk fel a Berge-tételben szerepld feladatot.

ﬁ-(s’,s)—)max
sesS.
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Tehdt jelen esetben a H; : S — P(S') feltételi leképezés minden s € S-hez hozzdrendeli
az dsszes lehetséges s € S'-t, igy ez a leképezés felilrdl félig folytonos és alulrdl félig
folytonos is egyben, vagyis folytonos. ﬁ : graph H; — R a célfigguény, a jatékosok ezt
mazimalizdljik. Ekkor az f : S — R értékfiigguény a kivetkezd,

£ (s) = sup fils, ) = sup fi(s',s) .
s’ s'es’

Az A; 0 S — P(S") megolddsleképezés kivetkezd mddon irhato fel,

Ai(s) = argglaxﬂ(s, V={se S fi(s s)=f'(s)}.
Ext eqy kicsit dtirva,
Ai(s) ={s" €8 : fi(s",s) = fi(s',s),Vs € S} .

4.21. tétel. Ha egy G teljesen S-konzisztens jdtékban

1. S; nemiires, konvex, kompakt halmaz minden i-re,

2. f; folytonos minden i-re,

3. fi(+, s_i) kvdzikonkdv minden i-re,

4. fi(si,+) kvdzikonkdv minden i-re,
akkor a jatéknak létezik Berge-Nash-egyensilya.

Bizonyitds. A fenti feltételek mellett a Berge-tétel (1.10] tétel) hasznalhato és annak ha-

rom pontja kovetkeztében,
e [ értékfiiggvény alulrol folytonos és feliilrél folytonos is, vagyis folytonos,
e A;(s) kompakt értéki és feliilrgl félig folytonos halmazértéki leképezés.

Mivel ez tetszbleges i-re igaz, igy az A; leképezés feliilrél félig folytonos minden i-re.

Legyen A : S — P(5), tovabba
A(s) ={5€ S :5 € A(s)Vi} .

Mivel A a Kg-be képez, ezért az A leképezés az S halmaz 6nmagéra valo feliilrsl félig
folytonos kompakt, konvex halmaz értékid leképezése, ezért hasznéilhatoé r4 a Kakutani-

féle fixponttétel, vagyis
ds € S, hogy s € A(s) .

Az igy kapott fixpont pedig trivialisan Berge-Nash-egyensiily. [ |
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Szeretnénk megjegyezni, hogy (Colman et al (2011) megmutatta, hogy a 12, ordinélisan
kiilonboz6, szimmetrikus, két jatékosos, két stratégias jatékok koziil pontosan 6 jaték
esetén esik egybe a Berge-egyensuly és a Nash-egyensiily.

A kovetkezd példan keresztiil mutatjuk be a Berge-Nash-egyensulyt.

4.22. példa. Vegyiik a kovetkezd jatékot,
e N = {a,b} a jatékosok halmaza,
e S, =5, ={v,t} a stratégiahalmazok,

e 2 kifizetéseket az alabbi matrix tartalmazza.

b
v t
a v |55 11
1;110;0

4.1. tablazat. [4.22| példa kifizetGmatrixa

A bal oldalon 1évé szémok az a, a jobb oldalon 1év6k a b jatékos kifizetései. Ekkor
konnyen lathato, hogy a jatéknak a (v,v) kimenetel a Berge-Nash-egyensiilya, ugyanis

,,,,,

sem kaphat jobb kifizetést, ha a masik jatékos valt stratégiat.

4.3. Az Osszetett egyensily

A Berge-Nash-egyenstly létezésének bizonyitasdhoz ismét elég erds elégséges feltételeket
hasznaltunk (im A C Kjg). Azonban maga a Berge-Nash-egyensuly arrol szol, hogy két
kiilén leképezésnek keressiik a kozos fixpontjat. Ehhez egyszertien csak képezni kell egy
Osszetett fiiggvényt a leképezésekbdl, majd annak keresni a fixpontjait. Ez a megoldés
azonban tobb fixpontot adhat vissza, mint a Berge-Nash-egyensuly, viszont ha létezik
Berge-Nash-egyensily, akkor azt trividlisan visszaadja. Tovabbi el6nye, hogy a Berge-
Nash-egyensiily létezésének bizonyitasakor hasznalt erds feltételek helyett elég egyszertiek
mellett is igazolhato az egyenstly léte.

Vegyiik észre, hogy a Nash-egyensuly B; leképezéseit és a Berge-egyensuly D; leké-
pezéseit egy Osszetett fiiggvényben lehet szerepeltetni. Legyen ez a leképezés C;. Mivel
D; :S; — P(S_;) és B; : S_; — P(S5;), ezért a két leképezés Gsszetételének van értelme.
Az Osszetett leképezés tehat
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OZ(SZ) = Bz(Dz(31)>

alakban irhato.

Lathato, hogy a B; leképezések tulajdonsagai miatt nem érdekes, hogy a D; leképezések
esetleg inkonzisztens eredményre vezetnek, C; mindig konzisztens. Eppen ezért a kozos C
leképezés felirasakor nem kell kiilén megfontolasokat tenni, hanem elég koordinatanként

elvégezni az C; leképezéseket.

4.23. definicié (Osszetett egyenstly). Egy s* stratégiaprofil 6sszetett egyensily, ha
fi(sisi) 2 fi(si,s-4)

ahol s_; € D;(s}), minden s; € S-re és minden i € N-re teljesil.

4.24. megjeqyzés. Vagyis az Osszetett egyensuly a kozos C' : S — P(S) leképezés s*
fixpontja.

4.25. tétel. Ha egy G jdtékban
1. S; nemiires, konvex, kompakt halmaz minden i-re,
2. f; folytonos minden i-re,
3. fi(+,s—) kvdzikonkdv minden i-re,
4. fi(si,+) kvdzikonkdv minden i-re,
akkor a jatéknak létezik Osszetett eqyensilya.

Bizonyitds. Mivel a [2.15] és a tételek szerint ekkor B; és D; leképezések feliilrsl
félig folytonosak és kompakt, konvex értékiiek, ezért C; is feliilrél félig folytonos és kom-
pakt, konvex értéki. Tovabba C az S halmazt énmagara képezi le, igy a Kakutani-féle

fixponttétel miatt 1étezik fixpontja, ami Gsszetett egyensily. |

4.26. példa. Nézziik ismét a [4.22 példat. Konnyd latni, hogy ebben a példaban egyetlen
Osszetett egyenstly létezik, a (v, v) kimenetel, ugyanis ez a v stratégia az egyetlen legjobb
kérés mind a két jatékos szaméara, és erre a stratégiara adott legjobb valaszuk is ugyanez.

Tehat a jaték Berge-Nash egyenstlya lett az Osszetett egyenstlya is.

4.27. példa (Gyava nyul). Vegyiik a kovetkez§ jatékot,
e N = {a,b} a jatékosok halmaza,
o S, =5, ={v,t} a stratégiahalmazok,
e 3 kifizetéseket az alabbi matrix tartalmazza.
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b
v t
a |v|6;6|2;7
t 7,200

4.2. tablazat. Gyava nyul jaték kifizetGmatrixa

A bal oldalon 1évé szdmok az a, a jobb oldalon 1év6k a b jatékos kifizetései. Ekkor
konnyen lathato, hogy a jatéknak két (tiszta) Nash-egyenstlya is van, (v,t) és (¢t,v). A
jaték egyetlen Berge-egyensulya a (v,v) stratégiaprofil. Vagyis a jatéknak nem létezik
Berge-Nash-egyensiilya.

De ha megnézziik a jatékosok legjobb kéréseit, ami minden esetben a v stratégia, akkor
észrevehetjiik, hogy a jatéknak létezik Osszetett egyenstlya, éspedig (¢,t), ugyanis mind a

két jatékos szamara a v stratégiara adott legjobb valasz a t stratégia.
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Osszefoglalas

Osszefoglaljuk a dolgozat f6 eredményeit. Mint a bevezetésben irtuk, a dolgozat célja az
volt, hogy bemutassa a Berge-egyenstlyt és, hogy ramutasson a Berge-tétel alkalmazha-
tosagara.

Az els6 fejezetbdl a Berge-tétel vektorértéki altalanositasat emelnénk ki, ami sziikséges
volt a gyengitett Berge-egyensiily létezésének bizonyitasanal.

A mésodik fejezetben belattuk, hogy a Berge-tétel alkalmazhaté a Nash-egyenstly
létezésének bizonyitdsahoz és meg is adtunk egy olyan feltételrendszert, ami bizonyos
szempontbol egyszertibb, mint a szakirodalomboél bemutatottak.

A Berge-egyensiuly esetében definidltuk a Berge-dominanciat és a legjobbkérés le-
képezéseket. Tovabba definialtuk a teljesen S-konzisztens jatékok osztalyat. A Berge-
egyenstlyhoz is sikeriilt olyan feltételeket adnunk a jatékokra, hogy azok mellett a Berge-
tétel hasznalataval bizonyithato legyen az egyensuly létezése. Definidltuk a gyengitett
Berge-egyensilyt és megmutattuk, hogy ez az egyensiily olyan jatékok esetén is létezhet,
amik esetében nem tudjuk igazolni a Berge-egyensily létét.

A harmadik fejezetben ismét megadtunk egy olyan feltételrendszert, ami mellett létezik
Berge-Nash-egyensily és a Berge-tételt hasznaltuk a bizonyitashoz. Definidltuk teljesen
S-konzisztens jatékok osztalyat és definialtuk a Berge-Nash-feladat A; leképezéseit. Beve-
zettiik az Osszetett egyensuly fogalmét és megmutattuk, hogy ez valamilyen értelemben a
Berge-Nash-egyensiilyok gyengitése.

Tovabbi kutatasok célja lehet a dolgozatban emlitett S-konzisztencia kikeriilése, illetve

a bevezetett, illetve bemutatott egyensilyok gyakorlati alkalmazasa.
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Fuggelék

El6szor bevezetiink néhany fogalmat.

5.1. definicidé. Legyen A C X tetszdleges halmaz. Ekkor
o A° az A halmaz komplementerét jelili,
e int A az A halmaz belsejét jelils,
o clA és A az A halmaz lezdrtjdt jeldik.

5.2. definicidé. Legyen f : X — Y tetszdleges figguény. Ekkor im f az [ fligguény kép-

halmazadt jeloli.

5.3. definici6. Legyen (X, d) metrikus tér. Egy © € X pontnak eqy A C X halmaztdl

valo tdavolsdga

d(x,A) =da(z) = inf d(z,a)) .

acA

5.4. definici6o (Gomb). Legyen (X, d) metrikus tér. Eqy x € X pont kozepd, r > 0 sugari
gomb
B(z,r)={z€ X :d(z,x) <r} .

5.5. definicio6 (Parallel tartomany). Egy A C X halmaz ¢ > 0 sugard parallel tartomdnya

B(Ae) ={x € X :da(x) <} = | J B(a,e) .

acA

Ez tulajdonképpen az A halmaz korili gomb.

5.6. definicid. Legyen X eqy tetszdleges nemiires halmaz.
e P(X) az X halmaz dsszes részhalmazainak halmaza, vagyis a hatvanyhalmaza,
e G(X) CP(X) az X halmaz dsszes nyilt részhalmazainak halmaza,
o Z(X) CP(X) az X halmaz dsszes zdrt részhalmazainak halmaza,

o K(X) CP(X) az X halmaz dsszes kompakt részhalmazainak halmaza,
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e C(X) CP(X) az X halmaz dsszes konvex részhalmazainak halmaza.

5.7. megjeqyzés. Megszokott jelolés még a P(X) helyett a 2% is, de a dolgozatban nem

ezt hasznaljuk.

5.8. definicié (Kvazikonkavitas). Egy f : X — R figgvény kvdzikonkdv, ha minden felsd

nivohalmaza konvex, vagyis minden o € R esetén a

{z: f(z) 2 o}
halmaz konvez.
5.9. megjegyzés. Ha egy fliggvény konkév, akkor kvazikonkav is.

5.10. definicié (Kvazikonkavitas vektorértéki fiiggvényre). FEgy f : X — R" figguény

kvdzikonkdv, ha minden o € R" esetén az

{o: fx) £ o}

halmaz konvex.

5.11. definicié. Egy f : X — R" figgvény kvdzikonkdv eqy A C X halmaz felett, ha

minden a € R™ esetén az
{:L‘EA:f(a:)ia}

halmaz konvex.
A sziikséges topologiai alapfogalmak a kdvetkezsk.

5.12. definicié (Toplogia, topologikus tér, nyilt halmazok). Legyen X egy tetszéleges

nemiires halmaz. Egy Tx C P(X) halmazrendszert topoldgidnak nevezzik, ha

1. unidzdrt, vagyis minden I' indezhalmaz mellett minden v € T" és G, € Tx esetén

UGWGT)(,

~yel

n
2. véges metszetzart, vagyis minden n € N mellett minden i és G; € Tx esetén (| G; €
i=1
X ,

3. X ey éS@ETX .
Az (X, 7x) pdrt topologikus térnek, a Tx C P(X) elemeit nyilt halmazoknak nevezziik.

5.13. definicié (Kornyezet, kornyezetrendszer). Legyen (X, 7x) topologikus tér. Eqy x €
X pont kérnyezetének nevezziik az U C X halmazt, ha létezik G C X nyilt halmaz, hogy
x € G CU. Egy x € X pont kérnyezeteinek a halmazrendszerét kornyezetrendszernek
nevezzik,

x(x)={UCX:3Ge€1x, 2 € GCU}.
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5.14. definicié (Topologia bazisa és szubbazisa). Legyen (X, 7x) topologikus tér.

1. Egqy B C 7x halmazrendszert a Tx topoldgia bdzisdnak nevezziik,
[5]U:{UA:AQ6}:TX.

2. Egy 0 C 7x halmazrendszert a Tx topoldgia szubbdzisinak nevezziik,
[[O’]O]U = T1x , ahol [g]m — {ﬂai 105 € UW} )
i=1

5.15. definicid (ry-folytonossag). Legyenek (X, 7x), (Y,7y) topologikus terek. Egy f :
X — Y figguényt eqy a € X pontban 1y -folytonosnak neveziink, ha az f(a) € Y pont
minden V € 1v(f(a)) kornyezetéhez léteztik az a € X pontnak olyan U € 7x(a) kérnye-
zete, hogy f(U) C V. Egy f : X — Y figguényt mv-folytonosnak nevezink, ha minden
x € X pontban Ty -folytonos.

5.16. definicid (Also topologia). Az alsd topoldgia az R-en értelmezett alabbi topoldgia.
7o = {R}U{D} U {(a,0) :a € R} .

5.17. definicid (Felss topologia). A felsd topoldgia az R-en értelmezett aldbbi topoldgia.
7t ={(-00,a) :a e R} U{0} U{R} .

5.18. definicié (Euklideszi topologia). Az R-en értelmezett alsd és felsd topoldgia dltal

kozdsen generdlt topoldgidt euklideszi toploldgidnak nevezziik és T, 11-val jeloljik.

5.19. definicié (Alulrol folytonossag). Legyen (X, 7x) topologikus tér. Egy f : X — R
fiigguény alulrdl folytonos egy a € X pontban, ha minden € > 0-ra létezik U kdrnyezete az
a pontnak, hogy minden x € U esetén f(a) —e < f(x). Egy [ : X — R fiiggvény alulrol

folytonos, ha minden x € X pontban alulrdl folytonos.

5.20. definicio (Feliilrsl folytonossag). Legyen (X, Tx) topologikus tér. Egy f : X — R
fugguény felilrdl folytonos eqy a € X pontban, ha minden € > 0-ra létezik U kérnyezete az
a pontnak, hogy minden x € U esetén f(z) < f(a) +e. Egy f: X — R figgvény felilrdl
folytonos, ha minden x € X pontban felilrél folytonos.

5.21. definicié (Folytonossag). Legyen (X, Tx) topologikus tér. Egy f : X — R figguény
folytonos egy a € X pontban, ha minden € > 0-ra létezik U kornyezete az a pontnak, hogy
minden © € U esetén |f(x) — f(a)| < e. Egy f : X — R fiiggvény folytonos, ha minden
x € X pontban folytonos.
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5.22. kovetkezmény. Legyen (X, Tx) topologikus tér. Egy f : X — R fiiggvény folytonos
eqy a € X pontban, ha az a € X pontban alulrol folytonos és felilrdl folytonos. Egy
f+ X = R figgvény folytonos, ha minden x € X pontban felilrdl folytonos és alulrol
folytonos.

5.23. megjegyzés. Az |5.19|, |5.20. és [5.21| definicidkat felirhatjuk az definici6 és
az [5.16, 5.17} és[5.18] definiciok segitségeével. Legyen (X, 7x) topologikus tér.

1. Egy f: X — R fiiggvény alulrol folytonos egy a € X pontban, ha R-en az also6
topologiat értelmezziik és az f fiiggvény ta-folytonos. Egy f : X — R fiiggvény

alulrél folytonos, ha minden z € X pontban alulrél folytonos.

2. Egy f : X — R fiiggvény feliilr6l folytonos egy a € X pontban, ha R-en a fels§
topologiat értelmezziik és az [ fliggvény 7¢-folytonos. Egy f : X — R fiiggvény

feliilr6l folytonos, ha minden = € X pontban feliilrél folytonos.

3. Egy f: X — R fiiggvény folytonos egy a € X pontban, ha R-en az euklideszi
topologiat értelmezziik és az f fliggveny 7, -folytonos. Egy f: X — R fiiggvény

folytonos, ha minden x € X pontban folytonos.

5.24. definici6 (Halmazértéki leképezés). Legyenek (X, 7x), (Y,7v) topologikus terek.
Egy F : X — P(Y) leképezést halmazértékinek (pont-halmaz leképezésnek) nevezink. A
késdbbiekben a halmazértékd leképezéseket nagy latin betikkel fogjuk jeldlna.

5.25. megjegqyzés. Megszokottak még a halmazértéki leképezések jelolésére az F': X =3 Y
ésaz F': X — 2Y jelolések is, de mi a kés6bbiekben az F : X — P(Y) jellést hasznaljuk.

5.26. definicid. Legyenek (X, 1x), (Y, Ty) topologikus terek és legyen F : X — P(Y) egy

halmazértéki leképezés.

o F nyilt értéki, ha minden x € X esetén F(x) CY halmaz nyilt, jelolésben F : X —
g(y),

o F zdrt értéki, ha minden v € X esetén F(x) CY halmaz zdrt, jeldlésben F : X —
Z(Y),

o [ kompakt értékd, ha minden x € X esetén F(x) CY halmaz kompakt, jeldlésben
F: X —=K(Y),

o F konvex értékd, ha minden x € X esetén F(x) C Y halmaz konvex, jelolésben

F:X —=C(Y),

5.27. megjegyzés. Egy halmazértékl leképezés lehet példaul konvex, kompakt értékd is.

Ekkor nyilvan minden = € X esetén F(z) C Y halmaz konvex és kompakt halmaz.
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5.28. definicié. Legyen X adott halmaz és A C P(X) adott halmazrendszer. Egqy H C X

halmaz esetén
e Ay ={Ac A: ANH#0},
o A ={AecA:AnH=0}.

5.29. definicié (Also-Vietoris-topologia). Legyen (X, 7Tx) topologikus tér. A P(X) =
P hatvdinyhalmazon also-Vietoris-topoldgidnak nevezziik azt a topologidt, amelynek egy

szubbdzisa

Oq-V = {PG G e Q(X)} .

5.30. definicié (Fels6-Vietoris-topologia). Legyen (X, 7x) topologikus tér. A P(X) =
P hatvanyhalmazon felsd-Vietoris-topoldogidnak nevezzik azt a topolégidt, amelynek egy
bdazisa

By ={P?:Z e Z(X)}.

5.31. definici6 (Vietoris-topologia). P(X)-en Vietoris-topoldgidnak hivjuk az alsé-Vi-

etoris €s a felsd-Vietoris topoldgidk dltal egyitt generdlt topoldgidt és Ty,-vel jelolyiik.

5.32. definicio (Alulrol félig folytonossag). Legyenek (X, 7x), (Y, 7y) topologikus terek.
Egy F : X — P(Y) halmazértéki leképezés alulrdl félig folytonos egy a € X pontban, ha
minden G CY nyilt halmaz esetén, amelyre F(a) NG # 0, létezik U € 7x(a) kornyezet,
hogy minden x € U esetén F(x) NG # 0. Egy F : X — P(Y) halmazértéki leképezés
alulrdl félig folytonos az X halmazon, ha minden G C'Y nyilt halmaz esetén {z € X :
F(x)NG # 0} € X halmaz nyilt.

5.33. definicio (feliilrgl félig folytonossag). Legyenek (X, 7x), (Y, 7y) topologikus terek.
Egy F : X — P(Y) halmazértéki leképezés feliilrél félig folytonos egy a € X pontban, ha
minden Z CY zdrt halmaz esetén, amelyre F(a) N Z = 0, létezik U € Tx(a) kornyezet,
hogy minden x € U esetén F(x)NZ = 0. Egy F : X — P(Y) halmazértéki leképezés
felilral félig folytonos az X halmazon, ha minden Z C'Y zdrt halmaz esetén {x € X :
F(x)NZ =0} C X halmaz nyilt.

5.34. megjeqyzés. Az definici6 atfogalmazhat6 nyilt halmazokra. Legyen G = Z°.
Ekkor egy F' : X — P(Y) halmazértékid leképezés feliilrdl félig folytonos egy a € X
pontban, ha minden G C Y nyilt halmaz esetén, amelyre F(a) C G, létezik U € 7x(a)
kornyezet, hogy minden = € U esetén F(x) C G. Egy F : X — P(Y) halmazértékd
leképezés feliilr6l félig folytonos az X halmazon, ha minden G C Y nyilt halmaz esetén
{r € X : F(z) C G} C X halmaz nyilt.

o1



5.35. definici6 (Folytonossag). Legyenek (X, 7x), (Y, 7v) topologikus terek. Eqy F : X —
P(Y) halmazértéki leképezés folytonos egy a € X pontban, ha alulrdl félig folytonos és
felilrdl félig folytonos az a € X pontban. Egy F : X — P(Y') halmazértéki leképezés foly-

tonos az X halmazon, ha alulrol félig folytonos és feliilrdl félig folytonos az X halmazon.

5.36. megjegyzés. Az [5.32], [5.33] és [5.35] definiciokat felirhatjuk az definici6o és
az [5.29], [5.30 és}5.31] definiciok segitségével. Legyenek (X, 7x), (Y, 7y) topologikus terek.

1. Egy F : X — P(Y) halmazértékii leképezés alulrol félig folytonos egy a € X
pontban, ha Y-on az als6-Vietoris-topologiat értelmezziik és az F' halmazértéki
leképezés 7, _y/-folytonos. F': X — P(Y) alulrdl félig folytonos, ha minden v € X

pontban alulrol félig folytonos.

2. Egy F : X — P(Y) halmazértékii leképezés feliilrél félig folytonos egy a € X pont-
ban, ha Y-on a fels6-Vietoris-topoldgiat értelmezziik és az I’ halmazértékid leképezés
ey -folytonos. F': X — P(Y) feliilr6l félig folytonos, ha minden z € X pontban
feliilrsl félig folytonos.

3. Egy F : X — P(Y) halmazértéki leképezés folytonos egy a € X pontban, ha Y-
on a Vietoris-topologiat értelmezziik és az I' halmazértékd leképezés m/-folytonos.

F: X — P(Y) folytonos, ha minden = € X pontban folytonos.

5.37. definici6 (Zart grafusag). Legyenek (X, 7x), (Y,7y) topologikus terek. Eqy F :

X — P(Y) halmazértékd leképezést zdart grifinak nevezink, ha
graph FF ={(z,y) e X xY:ze X,ye F()} CX xY
gyenge grifja zdrt halmaz.

5.38. megjegyzés. Egyértelmt, hogy ha egy F': X — P(Y) halmazértéki leképezés zart

grafi, akkor zart értékd is. Ez az allités visszafelé nem feltétleniil igaz.

5.39. definicié (Regularis topologikus tér). Egy (X, 7x) topologikus tér reguldris, ha
minden Z zdrt halmazon kivili x pontnak létexik diszjunkt, zdrt V kérnyezete, vagyis
ZNnVv=90.

5.40. definici6 (Kompakt topologikus tér). Egy (X, 7x) topologikus tér kompakt, ha X

kompakt halmaz.
5.41. allitas. Legyenek (X, 7x), (Y, 7y) topologikus terek.

1. Legyen az (Y, Ty) reguldris topologikus tér. Ha az F : X — Z(Y) felilrdl félig

folytonos, zdrt halmaz értéki leképezés, akkor zdrt grdfi.
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2. Legyen (Y, 7v) kompakt topologikus tér. Ha az F' : X — P(Y') halmazértékd leképezés
zart grafiu, okkor felilrdl félig folytonos.

3. Legyen (Y, Ty) kompakt és reguldris topologikus tér. Egy F : X — Z(Y') zdrt, kom-

pakt halmaz értéki leképezés pontosan akkor felilrdl félig folytonos, ha zdrt grdfi.
Bizonyitds.

1. Megmutatjuk, hogy a (graph F))° C X x Y halmaz nyilt.

Legyen (z,y) € (graph F')¢ tetsz6leges pont, azaz y ¢ F(z). Mivel F(x) C Y zart
halmaz, és az (Y, 7y) topologikus tér regularis, azért létezik V' € 7y (y) zart kornye-
zet, hogy F(z) NV = (. Mivel az F :— Z(Y') halmazértékd leképezés feliilrsl félig
folytonos, ezért létezik U € 7x(x) kérnyezet, hogy minden z € U esetén F(2)NV =
(). Ezek szerint minden v € U és minden v € V esetén v ¢ F(u), azaz u € (graph F)¢,
igy UxV € (graph F)°. Ez pedig azt jelenti, hogy (graph F')¢ C X x Y nyilt halmaz.

2. Legyen x € X tetszéleges. Belatjuk, hogy az F' : X — P(Y) halmazértékd leképezés

feliilrsl félig folytonos az x pontban.

Legyen Z € Z(Y') zart halmaz, amelyre F(x)NZ = (). Meg kell mutatni, hogy létezik
U, € 7x(x) kdrnyezete az x € X pontnak, hogy minden z € U, esetén F(z)NZ = ().

Tekintsiik az Y, 7y topologikus tér a kdvetkez6 nyilt halmazokbol allo lefedését.

(A F(U)NZ2)°: U € mx(2)} U{Z°)} .

Ez a halmazrendszer valoban lefedése az Y halmaznak,

U (@Fr@o)nzyuze=y.

Uerx(x)
Ugyanis legyen y € Y tetsz&leges. Ekkor két eset lehetséges.

(a) y € F(x). Mivel F(z)NZ =0, ezért y € Z¢,

(b) y ¢ F(x). Ekkor (x,y) ¢ graph F, azaz (x,y) € (graph F)¢. Mivel graph F' C
X x Y zart halmaz, vagyis (graph F)¢ C X x Y nyilt halmaz, ezért az (z,y)
pontnak létezik W € 7y«y(x,y) kornyezete, amelyre W C (graph F)¢, ezért
letezik U € 7x(x) és létezik V' € 1y (y) nyilt kornyezet, hogy

UxV CW C (graph F)° .
Ezek szerint minden z € U, v € F(z) esetén v ¢ V, vagyis F(U) C V¢, azaz
V C(F(U)) .
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Mivel V' C Y nyilt halmaz, ezért V C int(F(U))¢, azonban
int(F(U)) = (1 F(U))* C (lF(U)NZ)°,

ezért V C (1 F(U)N Z)°.
Mivel V' € 1v(y), igy y € V, ezért

e (A FU)NZ)" .

Ezek szerint létezik U € 7x(x) kérnyezet, hogy y € (cl F(U) N Z)°.

Mivel az (Y, 7y ) topologikus tér kompakt, ezért a fenti lefedésbél kivalaszthatd véges

lefedés, azaz létezik Uy, ..., U, € Tx(x) véges sok kornyezet, hogy

Y = O(ch(Ui) cUZ°C O ‘Uz,

i=1
mivel NF(U;) D F(NU;), ezért

Q):(O(F(U) uZC) ﬁ )N 2) mZDF(ﬂU)ﬂZ

i=1 i=1 =1

Ezek szerint az U, = (| U; € 7x(x) kornyezetre teljesiil, hogy F(U,) N Z = (), azaz
i=1
minden z € U, esetén F(z)NZ = .

3. Az el6z6 két pontbol kovetkezik.

Most pedig elkezdjiik felépiteni a sziikséges fixponttételeket.

5.42. definici6 (Affin fiiggetlenség). Az X = {2°, ..., 2"}, X C R™ halmaz affin fiigget-
len, ha > Nz =0 és ha > \; = 0, akkor minden \; = 0.

i=0 =0

5.43. definici6 (Szimplex). Legyen X C R™ affin fiiggetlen halmaz, X = {2°,... 2"}.

1. Az X halmaz elemeinek szigoréan pozitiv konvexr kombindcidibol dllo T halmazt n-

szimplexnek nevezziik.
2. Az X halmaz konvex burkdt, T = co X zdrt n-szimplexnek hivjuk.

5.44. megjegyzés. Egy szimplexet alkotéo z° vektorokat csticsoknak nevezziik, mig min-
den k-szimplexet, ahol k£ < n, lapoknak neveziink. A k-szimplex csticsai a {z%,... x%}

vektorok.
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5.45. definici6 (Tarto). Legyen y = > \iz' = 0 € co{z?,...,z"}. Legyen x(y) = {i :
i=0
Ai > 0}, Ha x(y) = {xo,..., 2z}, akkor y benne van az egyik k-szimplexben, vagyis rajta

van az eqyik lapon. Ezl a lapot szokds y tartojanak hivna.

5.46. definici6é (Sztenderd n-szimplex). Sztenderd n-szimplexnek nevezzik az R egy-

séquektoraibol, mint csucsokbol képzett szimplexet. Ezt a kovetkezd modon irhatjuk.
{yGR”“:yi>0,i:(),...,n;2yi:1} )
i=0

A sztenderd n-szimplex lezdrtjdt nevezziik sztenderd zdrt n-szimplexnek és A™-nel jeldlyik.

5.47. megjegyzés. Az R tér egységvektorait most {e°, ..., e"} modon irhatjuk fel, meg-

szokottabb az {ey,...,e,} jeloles.

5.48. megjegyzés. Konnyen belathato, hogy ha z, 2 € A" és x < 2, akkor = = z.

5.49. definicié (Szimplex felosztas). Legyen T' eqy n-szimplex. A T zdrt n-szimplex szimp-
lex felosztdsdnak nevezziik a {T; : i € I} véges sok szimplex dsszességét, amire \J Ty =T
iel

és minden 1,7 € I-re Tj NT; vagy tires, vagy a kizés lap lezdrtja.

5.50. definicié (Cimkézés). Legyen a T zdrt n-szimplex és tekintsiik ennek egy szipmlex
felosztasdt. Jelolje Vo az dsszes részszimpler dsszes csucsdt és legyen A : V. — {0,...,n}
egy olyan figgvény, amire A(v) = x(v). Ekkor a X fligguényt a felosztds cimkézésének
nevezziik. Eqy részszimplex teljesen cimkézett, ha a \ fligguény felvesz minden értéket O

€s n kozott a részszimplexr csucsain.

5.51. segédtétel (Sperner-lemma). Legyen T egy zdrt n-szimplex és tekintsiik ennek egy
olyan szipmlex felosztasdt, amit a A fiigguény cimkéz. Ekkor a felosztdasban paratlan szamai

teljesen cimkézett részszimplex van.

Bizonyitds. A bizonyitas teljes indukcioval torténik n-re. Az n = 0 eset trivialis, hiszen
ekkor a szimplex egyetlen pontbol all, legyen ez 2°. Ekkor ez a pont sziikségképpen a
0-s cimkét kell, hogy kapja, vagyis pontosan egy teljesen cimkézett részszimplex van, z°
maga.

Tegyiik fel, hogy az allitas igaz (n — 1)-re és bizonyitsuk be n-re. Jelolje
e (', a teljesen cimkézett n-szimplexek halmazat,

e A a majdnem teljesen cimkézett n-szimlexek halmazat, példaul azok, amik cstcsai

az n cimke kivételével minden cimkét viselnek,

e B, az Osszes olyan (n — 1)-szimplexek halmazat, amik az eredeti n-szimplex hataran

vannak és a {0,...,n — 1} cimkéket viselik,
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e FE, az olyan (n — 1)-szimplexek halmazat, amik a {0,...,n — 1} cimkéket viselik.

Egy (n—1)-szimplex vagy a hataron van és egy, a szimplex felosztasbeli n-szimplex lapja,
vagy két n-szimplex kozos lapja. A problémat azonosithatjuk egy graffal. Legyen D =
C'UAU B a csiicsok halmaza és E pedig az élek halmaza. Az e € E él Gssze van kotve a

d € D csuccsal, ha
(i) vagy d € AUC és e a d egy lapja,
(ii) vagye=de B .

Jelolje d(d) a d csucs fokszamat, vagyis a beesé élek szamat. Ha d € A, akkor egy cimke
tObbszor szerepel és a d pontosan két lapja tartozik E-hez, vagyis a fokszama ketts. Ha
d € BUC, akkor a csiics fokszama pontosan egy. Viszont minden él pontosan két csicsot
kot Ossze, vagyis ha egy (n — 1)-szimplex a hataron van és a {0,...,n— 1} cimkéket viseli,
akkor sajat magaval és egy n-szimplexszel van Osszekotve, hiszen 6 maga egy B-beli cstics,
mig az n-szimplex vagy A-ban vagy C-ben van. Ha egy (n — 1)-szimplex két n-szimplex
kozos lapja, akkor mind a két n-szimplex A-ban vagy C-ben van.
Igy
5(d)={ 1 ,hade BUC

2 ,hade A.

Egyszertien lathato, hogy > 0(d) = 2|E|, hiszen minden él pontosan két csicsot kot
deD
ossze. A fokszamok el6z6 szamolasa szerint pedig > 6(d) = 2|A| + |B| + |C|. Vagyis azt
deD
kapjuk, hogy 2|E| = 2|A| + |B| + |C|, vagyis | B| + |C| sziikségszertien paros. Mivel |B| az

indukcios feltevés szerint paratlan, ezért |C| is paratlan, amivel belattuk az allitast. W

5.52. megjegyzés. A Sperner-lemma allitdsa szerint van legalabb egy teljesen cimkézett

részszimplex, hiszen paratlan szamu létezik.

5.53. definicié (Fixpont). Legyen X tetszdleges halmaz. Egy f : X — X figgvény

fixpontjdnak nevezziik az x* pontot, ha
@) =a |

5.54. megjegyzés. Halmazértékii leképezések esetén, az x* pont az F': X — P(X) leképe-
zés fixpontja, ha
e F(x") .

5.55. segédtétel. Ha az f : A™ — A™ fiigguény folytonos, akkor f-nek létezik fizpontja.
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Bizonyitds. Legyen ¢ > 0 adott és vegyilik A™ egy olyan szimplex felosztasét, ahol minden
részszimplex dtmérdje nem nagyobb, mint €. Jelolje V' a felosztas csiicsainak halmazat és
legyen A\ : V — {0,...,m} az alabbi cimkeézés. Legyenek {z, ... x%} a T; részszipmlex

csticsai és legyen v € T; tetszoleges. Ekkor,

AW) € {io,...,in}y N {i: filv) S v} .

Ez a metszet nemiires, ugyanis ha f;(v) > v; allna fenn minden i € {iy,..., i} esetén,
akkor i
1= Zfi(“) > Zvij = ZUZ‘ =1,
=0 j=0 =0

hiszen v € T;. gy pedig ellentmondasra jutunk, vagyis a metszet tényleg nemiires.

Az igy definialt A cimkeézés teljesiti a Sperner-lemma ((5.511) feltételeit, vagyis létezik leg-
alabb egy teljesen cimkézett részszimplex. Vagyis létezik egy T7 szimplex, aminek csicsai
a {p?,....pk} pontok és fi(pl) < pl,; teljesiil minden i-re. Mivel A™ egy szimplex és igy

kompakt halmaz, megadhaté szimplexek egy konvergens sorozata ugy, hogy ha € N\, 0,

akkor p.; — z, minden i = 1,...,m esetén. Mivel f folytonos fiiggvény, ezért fi(z) < z;,
i=1,...,m, tehat az megjegyzés alapjan azt kapjuk, hogy f(z) = z. [

5.56. definicié (Homeomorfizmus). Egy tetszdleges A halmaz homeomorf eqy B hal-
mazzal, ha létezik olyan kiolcsdindsen egyértelmi, folytonos, h : A — B megfeleltetés a
halmazok kézott, aminek a h=" mddon jelélt inverze is folytonos. Az ilyen h figguényeket

homeomorfizmusnak nevezzik.

5.57. megjegyzés. Minden T zart n-szimplex homeomorf a A" sztenderd zart n-szimp-

lexszel.

5.58. kovetkezmény. Legyen K homeomorf A™-mel és legyen f: K — K eqy folytonos
fuggvény. Ekkor f-nek létezik fixpontja.

Bizonyitds. Legyen h : A™ — K egy homeomorfizmus. Ekkor h™' o fo h : A™ — A™
folytonos, vagyis az segédtétel alapjan létezik 2/, amire h=!(f(h(z"))) = 2/. Legyen
z = h(?), ekkor h™1(f(2)) = h™1(2), vagyis f(z) = z, mivel h egy kdlcsondsen egyértelm
leképezés. [ |

5.59. segédtétel (Heine-Borel). Legyen K C R™ egy halmaz. Ekkor a kovetkezd két dllitas

ekvivalens.
1. K korldtos és zdart halmaz,

2. K kompakt, vagyis minden nyilt lefedésébdl kivdlaszthato véges sok, K-t lefedd nyilt

halmaz.
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5.60. tétel (Brouwer-féle fixponttétel). Legyen K C R™ konvex és kompakt halmaz. Ha
az f: K — K fiigguény folytonos, akkor f-nek létezik fixrpontja.

Bizonyitas. Mivel K kompakt, az [5.59] segédtétel miatt létezik egy megfelelGen nagy
szimplex, ami tartalmazza, legyen ez T. Legyen h : T — K fiiggvény olyan, hogy minden
x € T-hez hozzarendeli az x-hez legkozelebbi K-beli pontot. Ekkor a h folytonos és mivel
K konvex is, ezért ez a fliggvény jol meghatarozott és minden x € K-ra megegyezik az
identitas fiiggvénnyel. Ekkor a foh : T — K C T fiiggvénynek az . kovetkezmény
miatt létezik 2 fixpontja. A fixpont biztosan nem lehet a 7\ K halmazban, hiszen f o h
a K halmazba képez. Igy z € K és f(h(2)) = z, de h(z) = z, tehat f(2) = z. [ |

5.61. megjegyzés. A Brouwer-féle fixponttétel egy altalanosabb megfogalmazasa a kovet-
kez6.
Legyen (X,|| - ||) véges dimenzi6s normalt tér. Ha K C X konvex, kompakt halmaz és

f+ K — K folytonos leképezés, akkor létezik foxpontja.

5.62. segédtétel (Carathéodory). Legyen A C R™. Ha x € co A, akkor z-et legfeljebb

m + 1 pont konvex kombmacw]akent irhatjuk fel, vagyis leteznek olyan a°,...,a™ € A
vektorok €s Ao, ..., A, Z Ai = 1 nemnegativ szamok, hogy x = Z \iat.
=0 1=0

Bizonyitds. Mivel z € coA ezért x felirhatdé k£ + 1 darab A beli vektor konvex kom-
binaciojaként, vagyis x Z)\ a', ahol Ag,...,\r > 0 és Z)\ = 1. Tegyiik fel, hogy

1=0

k+1 > m+ 1. Ekkor az ay — aq,...,ar — ag vektorok hnearlsan Osszefiiggbek, vagyis

léteznek olyan pug ... py szémok, hogy
Z /sz - CL() =0 )

k
és létezik legalabb egy p; # 0. Legyen po = — > p1;. Ekkor
i=1

k
Z ity = 0 )
=0

Mivel legalabb egy p; > 0, ezért

x—Z)\az—aZmaz—Z (N — apg)a;

=0

minden valos a szam esetén. Valasszuk az o szamot a kovetkez6 modon,

A A
azmin{—:ui>0}:—].
v i 127}
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Ekkor o > 0 és minden i-re A\; —ay; = 0. Ekkor « = Z()\ —ap;)a;, ahol Z( —ayp;) = 1.
=0

Ezen tul A\; — ap; = 0, vagyis az el6bbi felirds z-et k vektor konvex komb1nac103akent irja

fel. Mivel x € co A trividlisan felirhaté m + 1 vektor konvex kombinécidjaként és most
megmutattuk, hogy ha felirhat6o £ + 1 > m + 1 vektor konvex kombinaci6javal, akkor
biztosan felirthato k-val is, ezért legfeljebb m + 1 vektor konvex kombinaci6jaként irhato
fel. [ |

5.63. segédtétel (Cellina-féle approximéacios tétel). Legyen A C R™ kompakt halmaz
és legyen B C R* konvexr halmaz. Legyen F : A — P(B) nemiires, konvex, kompakt
értékid, felilrol félig folytonos leképezés. Minden 6 > 0 szamra legyen Fs olyan, hogy

Fs(x)=co U F(z). Ekkor minden € > 0 szdmhoz létezik olyan 6 > 0, hogy
z€B(z,0)

graph Fs C B(graph F¢) .

Bizonyitds. A bizonyités indirekten torténik, tegyiik fel, hogy nem igaz az allitéds. Ekkor
léteznie kell egy olyan (z",y™) sorozatnak, amelyre (2" y™) € graph F1 és d((z",y"),
graph F') 2 ¢ > 0 teljesiil. Mivel (2", y™) € graph F1 fennall, ezért
y" € Fi(x") , tehat y" € co U F(z) .
zEB(m",%)
Carathéodory tétele (5.62|) miatt léteznek olyan
YOyt e U F(2)

1
2€B(z™, )

vektorok és olyan Aj,..., A%, Zk: A = 1 nemnegativ szamok, hogy y" = zk: Aiyin és
Yy € F(29) és d(z9", ™) <Z:%0. Mivel A kompakt és F feliilrél félig fOly;?)(;lOS, ezért
az p.41] allitds miatt F' zart grafa is, vagyis megadhatok olyan sorozatok, amelyekre
" =z, Yyt =y, AT — )\ és 25" — x minden i-re és y = i Ny’ és (z,y') € graph F

i=0
minden i-re. Mivel F' konvex értékd, ezért (z,y) € graph F', ami ellentmondas, hiszen

d((z™,y"),graph F') =2 ¢ > 0. [
5.64. definici6 (Egységosztas). Tekintsik eqy K halmaz {U,} nyilt lefedését. {U.} egy-
ségosztasa alatt véges sok figguényt értink, fi,..., fr : K — Ry, dgy hogy Z fi=1¢és

minden i indezhez létezik olyan U,,, hogy f; értéke nulla azokon a halmazokon kivil.

5.65. segédtétel (Neumann-féle approximécios lemma). Legyen A C R™ kompakt halmaz
és legyen B C RF konvex halmaz. Legyen F : A — P(B) egy nemiires, kompakt, konvex
halmaz értékd, felilrdl félig folytonos leképezés. FEkkor, minden ¢ > 0 szdmra létezik eqy

olyan f folytonos figguény, hogy graph f C B(graph F¢).
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Bizonyitds. Az[5.63 segédtétel miatt létezik olyan § > 0, amire graph F5 C B(graph F ).
Mivel A kompakt halmaz, léteznek olyan z!, ... 2" vektorok, amikre { B(z’, §)} halmazok
az A halmaz egy nyilt lefedését adjak. Legyen y* € F(z'). Legyen f!,... f™ a lefedés egy
egységosztasa és legyen g(z) = i fi(x)y'. Ekkor a g fiiggvény folytonos és mivel f¢ értéke
nulla a B(z',§) gémbon kiviil, ezért abbol, hogy f'(z) > 0 kovetkezik, hogy |z* — | < 4,
vagyis g(z) € Fs(x). |

5.66. segédtétel (Cellina). Legyen K C R™ egy nemiires, konvex, kompakt halmaz és
F: K — P(K). Legyen Z C R* kompakt, konvex halmaz és legyen H : K — P(Z) egy
zdart grdfu, nemdires, konvex, kompakt halmaz értéki leképezés és legyen f: K x Z — K

eqy folytonos fiigguény, amire minden v € K esetén

F(z) ={f(z,y) 1y € H(x)} .
Ekkor az F leképezésnek van fizpontja, vagyis létezik v* € K, hogy x* € F(x*).

Bizonyitds. Az [5.65] segédtétel miatt ekkor létezik egy olyan g, : K — Z fiiggvény-
sorozat, hogy graphg, € B(graph H,2). Legyen h, : K — K a kovetkezs, h,(z) =
f(z, gn(z)). A Brouwer-féle fixponttétel (5.60]) miatt minden h,, fiiggvénynek létezik fix-
pontja, x} = f(xf, g,(x})). Mivel K és Z kompakt halmazok, ezért minden halmazbeli
sorozatbol kivalaszthatd konvergens részsorozat, az altalanossig megsértése nélkiil legye-
nek ezek x, — 2’ és g,(x,) — y'. Ekkor (2',y') € graph F', hiszen F zart grafa és igy
¥ = f(a,y) € H(2'). |

A Kakutani-féle fixponttétel a kovetkezs. Erre késébb fontossdga miatt, csak mint

Kakutani-féle fixponttétel fogunk hivatkozni.

5.67. tétel (Kakutani (1941)). Legyen K C R™ konver, kompakt halmaz és legyen
F : K — P(K) nemiires, konvezr, kompakt értékd, felilrdl félig folytonos halmazértékd
leképezés. Ekkor az F' leképezésnek létezik fixpontja.

Bizonyitds. Az [5.66] segédtétel kovetkezménye. |

5.68. megjegyzés. A Kakutani-féle fixponttétel egy altalanosabb megfogalmazasa a kovet-

kezé.
Legyen (X, || - ||) tetsz6leges normalt tér. Ha K C X konvex, kompakt halmaz és

F : K — K(K) nemiires, konvex, kompakt értékd, felilrsl félig folytonos halmazértékii

leképezés, akkor létezik fixpontja.

A kovetkezGkben a Berge-tételt irjuk le. Ennek hasznélata elengedhetetlen lesz az

egyensilyok létezésének bizonyitasdhoz.
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Legyenek (T, 77), (X, 7x) topologikus terek. Legyen H : T' — P(X) halmazértéki leké-
pezés, a feltételi leképezés, legyen f : graph H — R, célfiiggvény és tekintsiik a kdvetkezs
t € T-vel paraméterezett feladatot:

f{t, ) — max
x € H(t) .

A feladat értékfiiggvénye, f¥ : T — R, amelyre minden ¢ € T esetén

fY(t) =sup f(t,-) = sup f(t, ).

H(t) zE€H(t)

A feladat megoldasleképezése, X : T'— P(X), amelyre

X(t) = ar%%axf(t, SY={xe H{): f(t,x)=f'(t)}.

5.69. tétel (Berge (1959)). A tétel az aldbbi dllitdsokbol dll.

1. Ho a H : T — P(X) halmazértéki leképezés alulrdl félig folytonos és az f :
graph H — R célfiigguény alulrol folytonos, akkor az f¥ : T — R értékfiggvény

18 alulrol folytonos.

2. Ha a H: T — K(X) kompakt halmaz értékid leképezés felilrdl félig folytonos és az
f :graph H — R célfigguény felilrél folytonos, akkor az f¥ : T — R értékfiggvény

18 feliilrdl folytonos.

3. Haa H: T — K(X) kompakt halmaz értékid leképezés feliilrdl félig folytonos, az
f : graph H — R célfiigguény folytonos, valamint az ¥ : T — R értékfiggvény
folytonos, akkor az X : T — P(X) kompakt értéki és felilrdl félig folytonos halmaz-

érteki leképezés.
Bizonyitds.

1. Belatjuk, hogy minden o € R szam esetén (fV)™! ((o, 00]) € T halmaz nyilt.

Legyen « tetszéleges és legyen ty € (fY)™!((a,o0]) tetszélegesen adott. Ekkor
fY(to) > «, vagyis

a < fv(t()) = sup f(to,flf) )
z€H (to)

ami szerint létezik olyan zo € H (to), hogy o < f(to, o), azaz (to, zo) € [ ((a, 0]).
Mivel az f fiiggvény alulrdl folytonos, ezért létezik olyan W € 7py x (Lo, zo) kornye-
zet, hogy minden (t,z) € W esetén (t,z) € f~!((o,0]), azaz o < f(t, ). Ekkor
leteznek olyan U € 7p(ty) és nyilt V' € 7x(z0) kornyezetek, hogy U x V- C W.
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Mivel zg € H(tg) és o € V, igy xg € H(to) NV, igy H(ty) NV # 0. Mivel
H : T — P(X) alulrol félig folytonos és V' C X halmaz nyilt, ezért létezik olyan
Us € mr(ty), Uy C U kornyezet, hogy minden ¢ € U, esetén H(t) NV # 0, azaz
létezik = € H(t) N V. Ekkor

(t,x) € graph HN (Uy x V) Cgraph HN (U x V) Cgraph HNW |

ezért minden ¢t € Uy esetén létezik x € H(t), hogy

a < f(t,x) = sup f(t, )= f(t).
x€H(t)
Ezek szerint a to pont Uy € 77(ty) kornyezetére teljesiil, hogy Uy C (V)™ ((a, 00]).
Ez azt jelenti, hogy to € int(f)™! ((a, 00]), vagyis a halmaz minden pontja belss
pont, tehat a halmaz nyilt.

. Belatjuk, hogy minden o € R szdm esetén (V)™ ([—o0,a)) C T halmaz nyilt.

Legyen « tetszéleges és legyen to € (fY)™!([—o0,)) tetsz6legesen adott. Ekkor
Y (to) < a, vagyis

fY(to) = sup f(to,z) <a.
z€H (to)

Innentdl két eset lehetséges.
Els6 eset: H(tg) = 0. Mivel a H : T — K(X) halmazértékii leképezés feliilrsl félig

folytonos, H(ty) C () és az iires halmaz nyilt, ezért 1étezik olyan U € 77(tg) kornyezet,
hogy minden ¢ € U esetén H(ty) = 0, azaz H(t) = (). Ezért minden ¢t € U esetén

f\/<t0) = Ssup f(to,l’) =<,
z€H (to)
vagyis a ty pont U € 7p(to) kornyezetére teljesiil, hogy U C (fV)™! ([-o0,)), ami
azt jelenti, hogy to € int(fY)~! ([—o0, ).

Masodik eset: H(ty) # (). Ekkor létezik olyan 8 szam, hogy

fito) = sup flto,r) <B<a,
@€ H(to)
igy minden = € H(ty) esetén f(to,x) < B, azaz (tg,z) € f~'([—o0,3)). Mivel f
feliilrdl folytonos, ezért minden z € H (1) esetén létezik W, € 7r. x (to, ) kornyezet,
hogy minden (¢,2) € graph H N W, esetén (t,2) € f~ ([~o0,B)), azaz f(t,2) < f3.
Ekkor minden = € H(ty) esetén létezik U, € 7p(ty) és V. € 7x(x) nyilt kornyezet,
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hogy U, x V, C W,. Mivel {V, : x € H(ty)} nyilt lefedése a H(ty) C X kompakt
halmaznak, ezért léteznek xq, ...z, € H(ty), hogy

H(to) C [ Va -
k=1

Mivel a H : T — K(X) halmazértéki leképezés feliilrdl félig folytonos, ezért létezik
Up € 1r(ty) kornyezet, hogy minden ¢ € U esetén

H(t) C ﬂ V,, .

Ead
—_

Legyen U = UgNU,, N---NU,,. Mivel U = Uy, Uy, ..., U, € 1r(ty) és mr(ty) véges

metszetzart, ezért U € 7p(ty). Mivel U C Uy, ezért minden ¢ € U esetén is
n
H(t) C () Va5
k=1

ezért midnen = € H(t) esetén létezik 1 < k < n gy, hogy ha z € V,, , akkor

(t,x) e UxV,, CUy XV, CTW,, .

Ezek szerint minden ¢ € U és © € H(t) esetén (t,z) € graph H N W,,, és ezért
f(t,z) < B. Ebbdl kdvetkezik, hogy minden ¢ € U esetén

fY(to) = sup f(to,z) Sf<a.
x€H (to)

Ezek szerint a to pont U € 7r(ty) kornyezetére teljesiil, hogy U C (f¥) ™! ([—o0, 3)).
Ez pedig azt jelenti, hogy to € (f¥)~'int ([—o0, 3)), vagyis a halmaz minden pontja

bels6é pont, tehat a halmaz nyilt.
. A bizonyitast két részre bontjuk, elGszor a kompakt értékiiséget, majd a feliilrdl félig
folytonossagot bizonyitjuk.

Kompakt értékiiség: Legyen t € T tetsz6leges pont. A definicio szerint
X(t) = f ()} S H(

ezek szerint az {fV(t)} C R egyelemti, igy (az euklideszi topologiaban) zart halmaz-
nak az f(t,-) : H(t) — R a feltétel szerint folytonos fiiggvénnyel vett inverzképe,

emiatt zart halmaz. Mivel a H (t) kompakt halmaz zart részhalmaza, ezért kompakt.

Feliilrgl félig folytonossag: Legyen tg € T tetszGleges pont. Legyen G C X tetsz6-
leges olyan 7x-nyilt halmaz, amelyre X (ty) C G. Belatjuk, hogy létezik U € 7r(to)
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kornyezet, hogy minden ¢t € U esetén X (t) C G, ami azt jelenti, hogy az X hal-
mazértéki leképezés feliilrl félig folytonos a ¢y pontban. Innentél Gjabb két esetre

bomlik a bizonyitas.
1. eset: X(tg) = H(tp).

Mivel H(tg) = X(tg) C G és a H : T — P(X) halmazértéki leképezés felilrdl félig
folytonos, ezért létezik U € 7r(t) kornyezet, hogy minden t € U esetén H(t) C G,
igy

X(t) CH(t) CG.

2. eset: X(to) # H(to)

Legyen x € H(ty) \ X(to) tetszoleges, ekkor

f(to,z) < sup f(to,) = f'(to) ,

H{(to)

ezért létezik a € R, hogy
f(to,x) <a< f\/(t()) .

Mivel az f fiiggvény feliilrsl folytonos a (to, x) pontban, ezért 1étezik W € 7y x (to, )
kornyezet, hogy minden (¢, z) € W N graph H esetén

f(t,2) < a.

Ekkor létezik Uy € 1p(to) és létezik V, € 7x(x) nyilt kornyezet, hogy U; x V, C
W. Mivel az fY fiiggvény alulrol folytonos a ty pontban, ezért létezik Uy € 7p(to)

koérnyezet, hogy minden t € U, esetén
a< fY(t) .
Legyen U, = U; NU; € 77(ty), ekkor minden (¢, z) € (U, x V) Ngraph H esetén
flt,2) < f(1) -

Mivel X (to) C G, ezért H(to) C (H(to) \ X (to)) UG, igy

H(ty) C U wjua,
CEEH(t())\X(t())

ahol minden x € H(ty) \ X(ty) esetén V, € 7x(x) a fent definialt kérnyezet. Mivel
minden x € H(ty) \ X(ty) esetén V, € 7x(x) nyilt halmaz, igy a

{Ve iz € H(tg) \ X(to)} U{G}
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halmazrendszer nyilt lefedése a H(tg) C X kompakt halmaznak, ezért kivalaszthato

bel6le véges lefedés, azaz 1étezik x4, ..., z, € H(ty), hogy

H(ty) € |V, UG

k=1

Mivel az U Vi, UG C X halmaz nyilt, valamint a H : T — K(X) halmazértékd

leképezés felulrol felig folytonos to-ban, ezért létezik Uy € 7r(ty) kornyezet, hogy
minden ¢ € U, esetén .
Ht)c |V, uG,
k=1
mivel X (tg) C H(t), ezért
X(t) C O Ve, UG
k=1

Legyen
U=UsnNU,N---NU,, €7r(to) ,

ahol minden z; € H(ty) \ X (o) esetén V,, € 7x(z;) a fent definialt kdrnyezet. Ekkor

minden ¢ € U esetén

xcl v, ua.
k=1

Belatjuk, hogy minden t € U esetén X (t) C G.

Indirekt modon tegyiik fel, hogy létezik ¢ € U, amelyre létezik z € X (t), de z ¢ G.
Mivel

Xt)gLnJkaUG,

k=1
ezért létezik 1 < k < n, hogy z € X(t) C H(t). Mivel t € U C U,,, ezért (t,z2) €
Uy, X Vg,. Mivel pedig z € X(t) C H(t), ezért

(t,2) € (Uy, x Vg, ) Ngraph H |

igy f(t,z) < fY(t), emiatt z ¢ X(t), ami ellentmondés.

A késGbbiekben erre, mint Berge-tétel hivatkozunk.

A Berge-tétel egy altalanositasa sziikséges lesz a késébbiekben, az ismert irodalmak
kozott ez az altalanositas sehol sem szerepel. A tétel kimondasa és a bizonyitas a Berge-
tétel alapjan torténik. A tétel kimondasa el6tt sziikséges még néhény fogalmat definidlni.

Tobbdimenzids vektorok esetében a kdvetkezd jeloléseket alkalmazzuk.
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5.70. definicid. Tekintsiik az R™ teret és legyen r,r’ € R" tetszdleges.
o > 7' har;>r, minden i-re fenndll,

e v >7', har; > r; minden i-re fenndll és lélezik j, hogy r; > 1’ ,

r 271, ha r; > i minden i-re fenndll, de nem létezik j, hogy rj > 1} ,
o 7 és 1’ mem dllnak reldcidban, ha létezik olyan i és j, hogy ry > ri ésry <1’ .

5.71. megjegyzés. Legyen X C R" tetszbleges halmaz, a € X pedig ennek egy tetszileges

eleme. Az alabbi két allitas ekvivalens.

1. Nem létezik olyan x € X, hogy = > a.

2. Minden x € X esetén vagy a > z, vagy a és x nem allnak relaciéban.

5.72. megjegyzés. Valos szamok esetében, r > 1’ és r > r’ ugyanazt jelentik, vagyis ekkor

a relaciok leirasara elég a > és a = jelek hasznalata.

5.73. definici6. Tekintsik az R™ teret. Legyen U C R"™ halmaz. Az aldbbi operdtorok a

kévetkezok,
o vimnaxU ={uc U : P €U , hogy v’ > u} ,
e vsupU = {u € clU: M €clU, hogy ' > u} .

5.74. definicié. Ha X tetszdleges halmaz, f : X — R"™ tetszdleges fiigguény és az A C R"™

halmaz az [ fiigguény értékkészlete, akkor
* vmax f(z) = vmax A |

e vsup f(z) =vsup A ,
X

3 arg\;(maxf(x) ={reX: f(x) e VS)I(Ipf(I)} .

Most definidljuk az vektorértéki fiiggvényekre is az alulrdl illetve feliilrél folytonossa-

got.

5.75. definicié (Alulrol folytonossag vektorértékii fiiggvényekre). Legyen (X, 7x) topo-
logikus tér. Egy f : X — R™ fiigguény alulrol folytonos eqy a € X pontban, ha minden
e € R, vagyise > 0 vektorra az {x € X : f(x) > f(a)—e} halmaz nydt. Egy f : X — R"

fiigguény alulrdl folytonos, ha minden x € X pontban alulrél folytonos.

5.76. definicio (Feliilrsl folytonossag vektorértéki fliggvényekre). Legyen (X, 7y) topo-
logikus tér. Eqy f : X — R"™ fiigguény felilrdl folytonos eqy a € X pontban, ha minden
e € R, vagyise > 0 vektorra az {x € X : f(x) < f(a)+e} halmaz nydt. Egy f : X — R"
fiigguény feliilrdl folytonos, ha minden x € X pontban felilrdl folytonos.
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5.77. definici6 (Folytonossag). Legyen (X, 7x) topologikus tér. Egy f : X — R™ fiigguény
folytonos eqy a € X pontban, ha minden G C R", a € G nyilt halmaz esetén az {x € X :
f(z) € G} halmaz nyilt. Egy f: X — R" folytonos, ha minden x € X pontban folytonos.

5.78. megjegyzés. Ha egy f : X — R fiiggvény folytonos egy a € X pontban, akkor
abban a pontban alulrél és feliilrél is folytonos. Viszont, ha a fiiggvény alulrol és feliilrél

is folytonos az a € X pontban, akkor nem feltétleniil folytonos is.

Igy mar bevezethetjiik a tobb dimenziora kiterjesztett Berge-tételt.
Legyenek (T, 7r), (X, 7x) topologikus terek. Legyen H : T — P(X) halmazértékii
leképezés, a feltételi leképezés, legyen f : graph H — R™ a célfiiggvény és tekintsiik a

kovetkezd t € T-vel paraméterezett feladatot:

f(t,x) — vmax
x e H(t) .

A feladat értékleképezése, f¥ : T — P(R"), amelyre minden ¢ € T esetén

fY(t) = vsup f(t,) = vsup f(t,z) .
H(t) z€H(t)

A feladat megoldasleképezése, X' : T — P(X), amelyre
X(t) = argvmax f(t,-) = {x € H(t): f(t,z) € f'(t)} .
H(t)

5.79. tétel. A itétel az aldbbi dllitdsokbol dll.

1. Ho a H : T — P(X) halmazértékid leképezés alulrol félig folytonos és az f :
graph H — R" célfiigguény alulrdl folytonos, akkor az f¥ : T — R értékleképe-

z€s 1s alulrol félig folytonos.

2. Hoa H : T — K(X) kompakt halmaz értékd leképezés felilrdl félig folytonos és az f -
graph H — R™ célfiigguény felilrdl folytonos, akkor az f¥ : T — R értékleképezés
1s felilrdl félig folytonos.

3. Haoa H: T — K(X) kompakt halmaz értékd leképezés feliilrdl félig folytonos, az
f : graph H — R" célfiigguény folytonos, valamint az f¥ : T — P(Rn) értékleké-
pezés folytonos, akkor az X : T — P(X) kompakt értékd és felilrél félig folytonos

halmazértéki leképezés.
Bizonyitds.

1. Legyen ty € T tetszGleges pont. Legyen G C R" tetszbleges olyan nyilt halmaz,
amelyre fV(tg) NG # 0 és G = {y € R" : y > a,}, ahol a, € R" olyan, hogy
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tetszbleges a € fY(ty) esetén a € G. Belatjuk, hogy létezik U € 7r(tg) kornyezet,
hogy minden ¢ € U esetén fY(t) NG # (), ami azt jelenti, hogy az f* halmazérték

leképezés alulrél félig folytonos a ty pontban.

Ekkor minden a € fV(t) esetén létezik olyan o, € R vektor, hogy

a, < a€ vsup f(tg,z),
z€H (to)

ami szerint létezik olyan xy € H(ty), hogy o, < f(to, zo). Mivel az f fiiggvény alulrol
folytonos, ezért létezik olyan W € 7ry x(to, xo) kornyezet, hogy minden (¢t,z) € W
esetén o, < f(t,x). Ekkor léteznek olyan U € 77(ty) és nyilt V' € 7x(xy) kornyeze-
tek, hogy U x V C W.

Mivel 2o € H(ty) és xg € V, igy xg € H(to) NV, igy H(tg) NV # (. Mivel
H : T — P(X) alulrél félig folytonos és V' C X halmaz nyilt, ezért létezik olyan
Uy € mr(to), Uy C U kornyezet, hogy minden ¢t € Uy esetén H(t) NV # (), azaz
letezik x € H(t) N'V. Ekkor

(t,x) € graph HN (Uy x V) Cgraph HN (U x V) Cgraph HNW |

ezért minden t € Uy esetén létezik © € H(t) és a € fY(t), hogy

a, < f(t,z) S a € vsup f(t,z) = fY(t) .
T€H(t)

Ezek szerint a to pont Uy € 77(ty) kbrnyezetére teljesiil, hogy minden R"-beli olyan
G nyilt halmazra, amelyre fY(t9) NG # (), minden t € Uy esetén fY(t) NG # 0,
vagyis az [V fiiggvény alulrol félig folytonos.

. Legyen t, € T tetsz6leges pont. Legyen G C R" tetszéleges olyan nyilt halmaz,
amelyre f¥(tg) C G és G = {y € R" : y < a}, ahol a € R" olyan, hogy minden
a € fY(ty) esetén a € G. Belatjuk, hogy létezik U € 7p(ty) kornyezet, hogy minden
t € U esetén fY(t) C G, ami azt jelenti, hogy az f¥ halmazértéki leképezés feliilrsl
félig folytonos a ty pontban.

Ekkor minden a € fY(ty) vektorra létezik olyan o € R" vektor, hogy minden a €
Y (to) esetén

a>a€ vsup f(to,z) .
x€H (to)

Innentsl két eset lehetséges.
Els6 eset: H(tg) = 0. Mivel a H : T — K(X) halmazértéki leképezés feliilrsl félig

folytonos, H(ty) C 0 és az iires halmaz nyilt, ezért létezik olyan U € 77(ty) kornyezet,
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hogy minden ¢ € U esetén H(tg) = 0, azaz H(t) = (). Ezért minden t € U esetén

a>-—oo=ac f'(to) = sup f(to,x),
x€H((to)

vagyis a to pont U € 7p(t) kornyezetére teljesiil, hogy minden R"-beli olyan G nyilt
halmazra, amelyre fY(ty) C G és minden ¢ € U esetén f¥(t) C G.
Maésodik eset: H(tg) # (). Ekkor minden a € fY () esetén létezik olyan [3, vektor,

hogy
a< B, <a,

igy minden © € H(ty) esetén vagy f(to,z) < [a, vagy f(to,z) és [, nem allnak
relacioban. Mivel f feliilrgl folytonos, ezért minden = € H(ty) esetén létezik W, €
Try x (to, ) kornyezet, hogy minden (¢, z) € graph HNW, esetén f(t, z) < B,. Ekkor
minden x € H(ty) esetén létezik U, € 1r(ty) és V. € 7x (o) nyilt kornyezet, hogy
Uy x V, € W,. Mivel {V, : x € H(ty)} nyilt lefedése a H(t;) € X kompakt
halmaznak, ezért léteznek xq, ...z, € H(ty), hogy

H(to) C [ Va -
k=1

Mivel a H : T'— K(X) halmazértékd leképezés feliilrdl félig folytonos, ezért létezik
Up € r(to) kornyezet, hogy minden ¢ € Uy esetén

H(t) € (Vi -
k=1

Legyen U = UyNU,, N---NU,,. Mivel U = Uy N U, N---NU,, és 1r(ty) véges

metszetzart, ezért U € 7p(ty). Mivel U C Uy, ezért minden ¢ € U esetén is
n
H(t) C )V -

ezért midnen = € H(t) esetén létezik 1 < k < n gy, hogy ha = € V,,, akkor

(t,x) e U x V,, CUy XV, CW,, .

Ezek szerint minden ¢ € U és © € H(t) esetén (t,z) € graph H N W,,, és ezért
f(t,z) < B,. Ebbdl kévetkezik, hogy minden ¢ € U és minden a € f¥(ty) esetén

a< B, <a.

vagyis a to pont U € 7r(ty) kornyezetére teljesiil, hogy minden R"-beli olyan G
nyilt halmazra, amelyre f¥(to) C G, minden ¢ € U esetén fY(t) C G, vagyis az fV

értékleképezés feliilrdl félig folytonos.
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3. A bizonyitast két részre bontjuk, elGszor a kompakt értékiiséget, majd a feliilr6l félig

folytonossagot bizonyitjuk.

Kompakt értékiiség: Legyen t € T tetsz6leges pont. A definicid szerint
X(t) =1t ){ ) S H()

ezek szerint az {fY(t)} € R" zart halmaznak (hiszen a fiiggveny P(R")-be képez) az
f(t,:) : H(t) — R™ a feltétel szerint folytonos fiiggvénnyel vett inverzképe, emiatt

zart halmaz. Mivel a H(t) kompakt halmaz zart részhalmaza, ezért kompakt.

Feliilrol félig folytonossag: Legyen ty € T tetszSleges pont. Legyen G C X tetszd-
leges olyan 7x-nyilt halmaz, amelyre X (tg) C G. Belatjuk, hogy létezik U € 77(ty)
kornyezet, hogy minden t € U esetén X (t) C G, ami azt jelenti, hogy az X hal-
mazértéki leképezés feliilrl félig folytonos a ¢y pontban. Innentél Gjabb két esetre

bomlik a bizonyitas.
1. eset: X(tg) = H(to).
Mivel H(ty) = X(to) C G és a H : T — P(X) halmazértéki leképezés feliilrol félig
folytonos, ezért létezik U € 7r(t) kdrnyezet, hogy minden t € U esetén H(t) C G,
igy

X(t) CH(t) CG.

2. eset: X(to) # H(ty).

Legyen x € H(tg) \ X (to) tetszdleges, ekkor nem létezik olyan a' € vsup f(to,-) =
H(to)
fY(to) € R™ hogy o’ < f(to, x), vagyis minden a € fY (1) esetén vagy

f(to,x) < a,

vagy a és f(to,z) nem &llnak relacioban. Ezért létezik minden a € fV () vektorhoz
a, € R™, hogy vagy
flto,z) <a, <a,

vagy o, és f(to,x) nem allnak relacibban. Mivel az f fiiggvény feliilr6l folytonos
a (to,x) pontban, ezért létezik W € 7py«x(to, x) kornyezet, hogy minden (¢,z) €
W N graph H esetén vagy

f(t, 2z) < aq,

vagy f(t,z) és a, nem allnak relacioban, de o, < a. Ekkor létezik Uy € 7r(ty) és

letezik V,, € 7x(z) nyilt kdrnyezet, hogy U; x V, C W. Mivel az fV fiiggvény alulrol
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félig folytonos a ty pontban, ezért létezik Uy € 77(to) kornyezet, hogy minden ¢ € U,

esetén és minden G; C R" nyilt halmaz esetén
fr)NGL#0.

Legyen példaul Gy = |J {beR":b> a,}, egy R -beli nyilt halmaz és U, pedig
acfv(t)
az ehhez tartozo kornyezet. Ekkor minden ¢ € Uy és minden a € fV(t) esetén

a, < a.

Ugyanis, ha valamely o’ € fY(t) esetén ¢’ < «, allna fenn, akkor mivel f¥(t)NG; #
0, és az [V fiiggvény alulrol félig folytonos, ezért a € fY(t), tehat o, < a, de ekkor
a < a, < a, ami ellentmond fY(t) definiciojanak. Legyen U, = U; N Uy € 17(tp),
ekkor minden (¢, 2) € (U, x V) Ngraph H esetén és minden a € fY(t)-re vagy

flt,z) <a,

vagy f(t,z) és a nem all relacioban. Mivel X (tg) C G, ezért H(ty) C (H (to)\ X (tp))U
G, igy
H(ty) C U wlua,
mEH(to)\X(to)

ahol minden x € H(ty) \ X(ty) esetén V, € 7x(x) a fent definidlt kérnyezet. Mivel
minden x € H(ty) \ X(to) esetén V, € 7x(z) nyilt halmaz, igy a

{Va: € H(to) \ X(to)} U{G}

halmazrendszer nyilt lefedése a H(ty) C X kompakt halmaznak, ezért kivalaszthato
belsle véges lefedés, azaz létezik xq, ..., x, € H(ty), hogy

H(t) C | Vs, UG
k=1
Mivel az U Vi, UG C X halmaz nyilt, valamint a H : 7" — K(X) halmazértékd

leképezés felulrol félig folytonos to-ban, ezért létezik Uy € 7r(ty) kornyezet, hogy

minden ¢ € U, esetén

Ht)gOkauG,

k=1

mivel X (tg) C H(t), ezért
t)C Ve, UG .

k=1
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Legyen
U=UsnNU,N---NU,, €7r(ty) ,

ahol minden z; € H(ty) \ X (o) esetén V,, € 7x(x;) a fent definialt kbrnyezet. Ekkor

minden ¢ € U esetén
n

xcl v, ua.

k=1
Belatjuk, hogy minden ¢ € U esetén X (t) C G.
Ugyanis: Indirekt modon tegyiik fel, hogy létezik t € U, amelyre létezik z € X(t),
de z ¢ G. Mivel .

Xt JVa UG,

k=1

ezért létezik 1 < k < n, hogy z € X(t) C H(t). Mivel t € U C U,,, ezért (t,z2) €
Uy, X Vg,. Mivel pedig z € X(t) C H(t), ezért

(t,z) € (Uy, X V) Ngraph H |

igy minden a € fV(t) esetén vagy f(t,z) < a, vagy f(t,z) és a nem allnak relacioban,

emiatt z ¢ X(t), ami ellentmondas.
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