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Bevezetés

A dolgozatban, mint ahogyan a cime is mutatja, nem-kooperativ jatékok kiilonbo-
z6 egyensulyfogalmait vizsgaljuk meg. A dolgozat célja egyrészt, hogy bemutassa
a kevésbé ismert Berge-egyenstlyt, masrészt pedig, hogy megmutassa a Berge-tétel
alkalmazhatosagat a nem-kooperativ jatékokra definialt kiillonboz6 egyensilyok 1é-
tezésének bizonyitasakor. A dolgozat folyaméan az ismert Nash-egyensilyrol és a
kevésbé ismert Berge-egyensilyrol elmondottak mellett bevezetiink két 1) egyen-
silyfogalmat, amik a két egyensuly vizsgalata kozben, a feltételek enyhitése céljabol
sziilettek. A dolgozatban bemutatott eredmények elméleti jellegiiek, gyakorlati al-
kalmazasuk, elsGsorban az 1j eredményeké, még nyitott kérdés.

Mind a témavalasztashoz, mind a dogozat kidolgozasahoz felhasznaltuk a Konvex
analizis és a Nemkooperativ jatékelmélet cimi targyak tananyagat. Ezt valamennyi-
re tiikrozi az irodalomjegyzék, ugyanis igyekeztiink minél pontosabban megadni a
tantargyak jegyzeteit és azt, hogy azokbol miket hasznaltunk fel.

Az els6 fejezetben egy matematikai és jatékelméleti bevezet6t frunk le. A fejezet-
ben |Border| (1985) és Berge| (1959) konyvek, tovabbé Szabd (2011)), Szabd (2012aj),
Szabd| (2012b)) és [Forgo, Pintér, Simonovits és Solymosi (2005) jegyzetek nagy se-
gitségilinkre voltak. Kiilén kiemelnénk, hogy ebben a fejezetben adjuk meg a Berge-
tételt és a Kakutani-féle fixponttételt, amik elengedhetetlenek a tovabbiak térgya-
lasdhoz. A fejezetben tovabba bemutatjuk a Berge-tétel altalanositasat is, ami vek-
torértékid célfiiggvények esetével foglalkozik.

A masodik fejezetet a Nash-egyensilynak szantuk. A Nash-egyensily fogalmat
Nash (1950) és Nash| (1951) cikkek alapjan szerepeltettiik. A fejezetben bemutatjuk
a szakirodalombol ismert néhany létezést bizonyito tételt Nikaido és Isodal (1955)
cikk és [Forgo et all (2005) jegyzet alapjan. A fejezetet azzal zarjuk, hogy belatjuk a
Nash-egyensily létezését a Berge-tétel felasznalasaval.

A harmadik fejezetben bemutatjuk a Berge-egyensulyt Berge (1957)) és|Zsukovsz-
kij és Csikrij| (1994) konyvek alapjan. Kezdetben kovetjiik a szakirodalmat, megad-
juk aNessah, Larbani és Tazdait| (2007b) és Nessah, Larbani és Tazdait| (2007al) cik-

kekben szerepl6 eredményeket. Ezutan belatjuk a Berge-egyensiily létezését a Berge-



tétel segitségével, majd a fejezet végén bevezetjiik a gyengitett Berge-egyensily fo-
galmat. Ennek az egyenstlynak a bizonyitdsahoz hasznaljuk fel az &ltaldnositott
Berge-tételt.

A negyedik fejezetben elGszér magmutatjuk |Colman, Kérner, Musy és Tazdait
(2011) cikk alapjan, hogy a Berge-egyenstlyok és a Nash-egyenstlyok miként kapcso-
lodnak Gssze. Masodszor bevezetjiik a Berge-Nash-egyenstly fogalmat és megadjuk
a Nessah et al| (2007b)) cikk szerinti létezéséhez sziikséges feltételeket. Ezutan belat-
juk a Berge-Nash-egyensily létezését a Berge-tétel segitségével, majd pedig a fejezet
végén definidljuk az Osszetett egyensulyt.

A dolgozat végén szerepel egy hosszabb fiiggelék, itt szerepelnek a hasznélt ma-
tematikai tételek bizonyitasai és az azokhoz sziikséges fogalmak és allitasok.

A fejezetek kozben igyeksziink példakkal demonstralni az elmondottakat. Szeret-
nénk azonban megjegyezni, hogy a példak csupan a megértést segit6 példak, kozgaz-
dasagi relevanciajuk, vagy a kiilonb6z8 egyenstlyok melletti meggy6z6 képességiik
sok esetben nem tul jelent&s. Ennek ellenére gy gondoljuk, hogy a dolgozatban
bemutatott 0sszes példa szerepeltetése fontos és elengedhetetlen.

Szeretnénk még megjegyezni, hogy a dolgozat szerepelt a 2013-as egyetemi Tudo-
méanyos Didkkdri Konferencian. A kapott biralatok alapjan a dolgozatot kissé meg-
valtoztattuk. Kisebb-nagyobb modositasok szinte minden fejezetben el6fordulnak,
azonban kiemelnénk a harmadik fejezet 6todik alfejezetét, ami teljesen 1j, tovab-
ba a teljes konzisztencia fogalmak gyengitését, a részleges konzisztencia fogalma-
kat, ami szintén nem szerepelt a dolgozat korabbi valtozataban. Megemlitjiik még a
szakirodalombol atvett tételek és a Berge-tételen nyugvo egzisztencia tételek kozotti

viszonyok feltarasat is, mint Gjitéast.



1. fejezet

Alapok

Ebben a fejezetben bevezetjiik a dolgozatban hasznalt matematikai és jatékelméleti
alapfogalmakat, tovabba kimondunk néhany fontosabb allitast és tételt. A fejezetet
két részre osztottuk, az els6 részfejezet egy matematikai bevezets, mig a masodik-
ban szerepelnek a jatékelméleti alapok. Az utébbi esetében a kimondott allitasokat
a kimondasuk utan régton bizonyitjuk is, a matematikai bevezeténél pedig, helyta-

karékossagi megfontolashol, a fiiggelékben tessziik ezt meg minden esetben.

1.1. Matematikai fogalmak, jelolések és tételek

Ebben a részfejezetben tehat a dolgozathoz sziikséges matematikai fogalmakat és
tételeket adjuk meg. Az itt leirt tételek Border| (1985]) konyv és|Szabd| (2011)), |Szabo
(2012a)) és [Szabo (2012b)) jegyzetek szerint szerepelnek. Felhivjuk a figyelmet arra,
hogy a jelolések helyenként eltérhetnek a hivatkozott irodalmakban taldlhato jelolé-
sektdl. Az igazan fontos tételeknél megadjuk a tételt elGszor publikald szerzd, vagy
szerzGk nevét, tovabba a cikkek, vagy konyvek elérhetségét is, ahol megtalalhatok.
A sziikséges definiciok és jelolések a matematikai irodalombol megszokottak, ahol
nem, ott azt kiilon jelezziik. Annak ellenére, hogy jelen dolgozat keretei kozott bo-
ven elég véges euklideszi terekben dolgozni, sok tételt Altalanosabban, altaldnosabb
tereken mondunk ki.

Mivel a hasznalt tételek pontos kimondasa és bizonyitasa hosszadalmas kifejtést
igényel, igy azt a fiiggelékben tessziik meg. A fiiggelék onmagaban, az ebben a
részfejezetben lefrtak nélkiil is igyekszik a lehetd legjobb ralatast adni a felhasznalt
tételekre, viszont ez az alfejezet sokban épit az ott leirtakra. Az alfejezetben egy
bizonyitas sem szerepel, a tételek és bizonyitdsaik minden esetben megtaladlhatok
a fiiggelékben. Szeretnénk felhivni a tisztelt Olvasok figyelmét, hogy amennyiben

sziikségét érzik, a fiiggelékben leirtak alapjan valaszokat kaphatnak az esetlegesen



itt felmeriil¢ kérdéseikre.

A célunk tehat ezzel az alfejezettel nem az, hogy teljes, vagy preciz képet adjunk
a hasznalt tételekrdl, hanem az, hogy a nem megszokott, vagy kevésbé ismert fogal-
makat bevezessiik, kimondjuk a legfontosabb tételeket és az azokhoz vezets kisebb
segédtételeket, tovabbé, hogy kozoljiik ) eredményeinket.

Els6nek definidljuk valés értékd fiiggvényekre az tgynevezett alulrol és feliilrdl
folytonossagot. Ezt azért szerepeltetjiik itt, mert ellentétben az angol megnevezéssel,
magyarul az ilyen folytonossig megnevezése nem egyértelmi, a szakirodalomban

eltérs lehet.

1.1. definici6é (Alulrol folytonossag). Legyen (X, 7x) topologikus tér. Egy f : X —
R figguény alulrol folytonos eqy a € X pontban, ha minden € > 0-ra létezik U
kérnyezete az a pontnak, hogy minden x € U esetén f(a)—e < f(z). Egy f : X — R
fiigguény alulrol folytonos, ha minden x € X pontban alulrél folytonos.

1.2. definicié (Feliilrsl folytonossag). Legyen (X, 7x) topologikus tér. Egy f : X —
R fiigguény felilrdl folytonos eqy a € X pontban, ha minden € > 0-ra létezik U
kornyezete az a pontnak, hogy minden x € U esetén f(x) < f(a)+e. Egy f : X - R
fugguény felilrdl folytonos, ha minden x € X pontban felilrél folytonos.

1.3. definici6é (Folytonossag). Legyen (X,7x) topologikus tér. Eqy f : X — R
fiigguény folytonos eqy a € X pontban, ha minden ¢ > 0-ra létezik U kérnyezete az
a pontnak, hogy minden x € U esetén |f(z) — f(a)] < e. Egy f: X — R figgvény
folytonos, ha minden x € X pontban folytonos.

Halmazértéki leképezések esetén is sziikségiink lesz kiilonbozd folytonossagi fo-
galmakra. Ismét megjegyeznénk, hogy a definiciok szerepeltetésének {6 oka az, hogy

a megnevezések a szakirodalomban itt sem egyértelmiek.

1.4. definicié (Alulrol félig folytonossag). Legyenek (X, 7x), (Y, 7y) topologikus
terek. Eqy F : X — P(Y) halmazértékid leképezés alulrol félig folytonos eqy a € X
pontban, ha minden G C Y nyilt halmaz esetén, amelyre F(a) NG # 0, létezik
U € 1x(a) kornyezet, hogy minden x € U esetén F(x) NG # 0. Egy F : X — P(Y)
halmazértékid leképezés alulrol félig folytonos az X halmazon, ha minden G C Y
nyilt halmaz esetén {x € X : F(x) NG # 0} C X halmaz nyilt.

1.5. definici6 (Feliilrdl félig folytonossag). Legyenek (X, 7x), (Y, 7y) topologikus
terek. Egy F : X — P(Y) halmazértékd leképezés felilrdl félig folytonos egy a € X
pontban, ha minden Z C Y zdrt halmaz esetén, amelyre F(a) N Z = (), létezik
U € tx(a) kornyezet, hogy minden x € U esetén F(x)NZ =0. Egy F: X — P(Y)
halmazértékid leképezés feliilrdl félig folytonos az X halmazon, ha minden Z CY
zdrt halmaz esetén {x € X : F(x)NZ =0} C X halmaz nyilt.
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1.6. definicié (Folytonossag). Legyenek (X, 7x), (Y, 7y) topologikus terek. Egy F :
X — P(Y) halmazértéki leképezés folytonos eqy a € X pontban, ha alulrol félig
folytonos és felilrdl félig folytonos az a € X pontban. Egy F : X — P(Y) halmaz-
értékid leképezés folytonos az X halmazon, ha alulrol félig folytonos és feliilrdl félig

folytonos az X halmazon.

A kovetkezé allitast késébb sok bizonyitasban felhasznaltuk, igy fontosnak talal-

tuk itt is szerepeltetni.
1.7. allitas. Legyenek (X, 1x), (Y, 1y) topologikus terek.

1. Legyen az (Y, 1y) reguldris topologikus tér. Ha az F : X — Z(Y') felilrdl félig

folytonos, zart halmaz értéki leképezés, akkor zdrt grdfi.

2. Legyen (Y, 1y) kompakt topologikus tér. Ha az F : X — P(Y) halmazértékd
leképezés zart grafi, akkor felilrdl félig folytonos.

3. Legyen (Y, 1y) kompakt és requldris topologikus tér. Eqy F : X — Z(Y') zdrt,
kompakt halmaz értéki leképezés pontosan akkor felilrdl félig folytonos, ha zdrt
grafi.

Bizonyitds. Az [5.41] allitas bizonyitasanal megtalalhato a fliggelékben. [ |

A dolgozatban szerepld {6 tételek igazoldsahoz elengedhetetlen a Kakutani-féle
fixponttétel. A tétel hasznalata jol ismert a nem-kooperativ jatékelmélet irodalma-
bol, tobbek kozott a Nash-egyensily létezésének igazolasihoz szokas hasznalni. En-
nek belatasdhoz viszont el6bb az tgynevezett Brouwer-féle fixponttételt sziikséges

igazolni.

1.8. tétel (Brouwer-féle fixponttétel). Legyen K C R" konver és kompakt halmaz.
Ha az [+ K — K fiigguény folytonos, akkor akkor f-nek létezik fizpontja.

Bizonyitds. Az [5.60l tétel bizonyitasdnal megtalalhaté a fiiggelékben. [ |

A Kakutani-féle fixponttétel a kiovetkezd. Erre késGbb fontossidga miatt, csak
mint Kakutani-féle fixponttétel fogunk hivatkozni, viszont amikor bizonyitasok ese-

tén hasznéljuk, akkor megadjuk a tétel dolgozatbeli hivatkozasat is.

1.9. tétel (Kakutani (1941)). Legyen K C R™ konvex, kompakt halmaz és legyen F -
K — P(K) nemdires, konvex, kompakt értéki, felilrdl félig folytonos halmazértékd

leképezés. Ekkor az F' leképezésnek létezik fixpontja.

Bizonyitds. Az [5.67] tétel bizonyitasdnal megtalalhaté a fiiggelékben. [ |



A kovetkezSkben a Berge-tételt irjuk le. A Berge-tételt szamos tudoméanyteriile-
ten elGszeretettel alkalmazzak, példaul a mikrookonémidban az 4ltalanos egyensily
létezésének bizonyitasahoz szokés hasznélni arra, hogy olyan elméleti feltételeket
adjunk meg, amik mellett a Kakutani-féle fixponttételt teljesité halmazértéki leké-
pezéseket kapunk. ElGszor bevezetjiik a jeloléseket.

Legyenek (T, 7r), (X, 7x) topologikus terek. Legyen H : T' — P(X) halmaz-
értéki leképezés, a feltételi leképezés, legyen f : graph H — R, a célfiiggvény és

tekintsiik a kovetkez6 t € T-vel paraméterezett feladatot:

f(t,x) — max
x e H(t).
A feladat értékfiiggvénye, f¥ : T — R, amelyre minden ¢t € T esetén
f\/(t> = Sup f(t7 ) = Sup f(t,l') :
H(t) T H(t)
A feladat megoldasleképezése, X : T'— P(X), amelyre
X(t) = argmax f(t,) ={z € H(t): f(t,x) = f'(t)} .
H(t)

1.10. tétel (Berge| (1959)). A tétel az aldbbi dllitdsokbdl dll.

1. Ha a H :' T — P(X) halmazértéki leképezés alulrol félig folytonos és az f :
graph H — R célfigguény alulrdl folytonos, akkor az f¥ : T — R értékfiggvény

18 alulrol folytonos.

2. Haa H:T — K(X) kompakt halmaz értékd leképezés felilrdl félig folytonos
és az f : graph H — R célfiigguény felilrél folytonos, akkor az f¥ : T — R
értékfigguény is felilrdl folytonos.

3. Hoa H : T — K(X) kompakt halmaz értéki leképezés feliilrdl félig folytonos, az
f : graph H — R célfiigguény folytonos, valamint az f¥ : T — R értékfiigguény
folytonos, akkor az X : T — P(X) kompakt értéki és felilrdl félig folytonos

halmazértéki leképezés.

Bizonyitds. Az [5.69 tétel bizonyitasdnal megtalalhato a fiiggelékben. [ |

A késGbbiekben erre, épptigy, mint a Kakutani-féle fixponttétre, csak mint Berge-
tétel hivatkozunk. Természetesen a bizonyitdsokban ennek a tételnek is megadjuk a
dolgozatbeli hivatkozasi szamaét.

A dolgozatban késGbb bevezetett egyik 1j egyenstlyfogalom létezésének bizonyi-
tdsdhoz sziikséges kiterjeszteni a Berge-tételt olyan célfiiggvénnyel rendelkezd fel-

adatok esetére, amik nem feltétleniil egy valos szamot adnak eredményiil, hanem
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valos szamok egy n elemt vektorat. Mivel az dltalunk ismert irodalmak k6zott ez az
altalanositas sehol sem szerepel, igy a tétel kimondasa és bizonyitasa is 6nallé6 mun-
ka, azzal a megjegyzéssel, hogy mind a kimondés, mind a bizonyitas sokban épit
a Berge-tétel [Szabo (2012b) jegyzetbdl atvett menetére. A tétel kimondésa elstt
sziikséges még néhany fogalmat definialni.

Mint ismert, tobbdimenzids vektorok esetében a valés szdmoknal megszokott <
relacio nem ad teljes rendezést, tovibba maga a < jel is tobb jelentési lehet. Ezért

bevezetjiik (a valos szamok esetében is) a kovetkezo jeloléseket.
1.11. definicio. Tekintsik az R™ teret és legyen r,r" € R™ tetszdleges.
o 7 >1' har; >r. minden i-re fenndll,

o v >1', har; > r; minden i-re fenndll és létezik j, hogy rj > 1’

r 271’ ha r; > i minden i-re fenndll, de nem létezik j, hogy rj > 1’
o 7 és 1’ mnem dllnak reldcidban, ha létezik olyan i és j, hogy ry > ri ésry <1’ .

1.12. megjegyzés. Legyen X C R" tetszGleges halmaz, a € X pedig ennek egy tet-

sz6leges eleme. Az alabbi két allitas ekvivalens.
1. Nem létezik olyan x € X, hogy = > a.
2. Minden x € X esetén vagy a > z, vagy a és x nem allnak relacioban.

1.13. megjegyzés. Valos szamok esetében, r > 1’ és r > r’ ugyanazt jelentik, vagyis

ekkor a relaciok leirasara elég a > és a = jelek hasznéalata.

Noha az igy kapott relacid6 nem teljes, de a tranzitivitast trivialisan teljesiti.
Mivel a Berge-tételben a célfiiggvényt maximalizéltuk, ezért ha at szeretnénk irni
a tételt vektorértékd fliggvényekre, akkor definidlni kell, hogy mit értiink az ilyen

fliggvények maximuman.

1.14. definicid. Tekintsiik az R™ teret. Leqyen U C R™ halmaz. Az aldbbi operdtorok

a kovetkezok,
o vmaxU ={ucU: M/ €U, hogyu >u},
o vsupU = {u €clU : P €U , hogy u' > u} .

1.15. definicié. Ha X tetszdleges halmaz és f : X — R" tetszéleges fligguény és az
A CR" halmaz az [ fiigguény értékkészlete, akkor

* vmax f(z) = vmax A |



e vsup f(z) =vsup A ,
X

o arg\;(maxf(x) ={reX: f(x)e VS}?p f(z)} .

Mivel a Berge-tételben a célfiiggvény kiilonb6z6 folytonossagait hasznéaltuk, ezért
az altalanositashoz definialnunk kell az alulrol, illetve feliilrél folytonossagot vektor-

értékd fliggvényekre is.

1.16. definicié (Alulrol folytonossag vektorértéki fiiggvényekre). Legyen (X, 7x)
topologikus tér. Egy f : X — R" fiiggvény alulrol folytonos eqy a € X pontban, ha
minden ¢ € R}, vagyis ¢ > 0 vektorra az {x € X : f(z) > f(a) — e} halmaz
nyilt. Egy f: X — R" fiigguény alulrdl folytonos, ha minden x € X pontban alulrél
folytonos.

1.17. definici6 (Feliilrsl folytonossag vektorértéki fiiggvényekre). Legyen (X, 7x)
topologikus tér. Eqy f : X — R"™ fiigguény felilrdl folytonos eqy a € X pontban,
ha minden ¢ € R, vagyis € > 0 vektorra az {x € X : f(x) < f(a) + €} halmaz
nyilt. Eqy f : X — R" fiigguény feliilrdl folytonos, ha minden x € X pontban felilrdl
folytonos.

1.18. definicio (Folytonossag). Legyen (X, 7x) topologikus tér. Eqy f : X — R"
fiigguény folytonos egy a € X pontban, ha minden G C R", a € G nyilt halmaz
esetén az {x € X : f(x) € G} halmaz nyit. Egy f : X — R™ folytonos, ha minden
x € X pontban folytonos.

1.19. megjegyzés. Ha egy f : X — R" fiiggvény folytonos egy a € X pontban, akkor
abban a pontban alulrol és feliilrsl is folytonos. De ha a fiiggvény alulrol és feliilrél

is folytonos az a € X pontban, akkor nem feltétleniil folytonos is abban a pontban.

1.20. megjegyzés. Ha n = 1 akkor visszakapjuk a valos értéki fiiggvényekre felirt

fogalmakat.

Az igy definialt fogalmak segitségével mar bevezethetjiik a tobb dimenziora ki-
terjesztett Berge-tételt.

Legyenek (T,77), (X, 7x) topologikus terek. Legyen H : T' — P(X) halmaz-
értéki leképezés, a feltételi leképezés, legyen f : graph H — R"™ a célfiiggvény és

tekintsiik a kovetkez6 t € T-vel paraméterezett feladatot:

f(t,x) — vmax
x e H(t) .

A feladat értékleképezése, f¥ : T — P(R"), amelyre minden ¢ € T esetén

fY(t) = vsup f(t,-) = vsup f(t,z) .
H(t) rz€H(t)



A feladat megoldasleképezése, X : T'— P(X), amelyre

X(t) = arg;(rtr)laxf(t, Y={z e H@): f(t,x) € fY(t)} .

1.21. tétel. A tétel az alabbi dllitdsokbol dll.
1. Ho a H : T — P(X) halmazértéki leképezés alulrdl félig folytonos és az

f : graph H — R" célfiigguény alulrél folytonos, akkor az f¥ : T — R ér-
tékleképezés is alulrol félig folytonos.

2. Hoa H : T — K(X) kompakt halmaz értékd leképezés felilrol félig folytonos
és az f : graph H — R" célfiigguény felilrdl folytonos, akkor az f¥ : T — R"
értékleképezés is feliilrdl félig folytonos.

3. Haoa H:T — K(X) kompakt halmaz értéki leképezés felilrdl félig folytonos,
az f : graph H — R" célfiigguény folytonos, valamint az f¥ : T — P(R")
értékleképezés folytonos, akkor az X : T — P(X) kompakt értéki és felilrdl

félig folytonos halmazértéki leképezés.

Bizonyitds. Az [5.79 tétel bizonyitasdnal megtalalhaté a fiiggelékben. [ |

A Kakutani-féle fixponttétel hasznalatdhoz, mint lattuk sziikséges, hogy a leké-

pezés, amire hasznaljuk konvex értékd legyen. Ehhez nyijt segitséget a kvazikon-

«, e,

vektorértékd fliggvények esetében is.

1.22. definici6é (Kvéazikonkavitas vektorértéki fiiggvényre). Egy f: X — R" figg-

vény kvdzikonkdv, ha minden o € R™ esetén az
{z:f(2) £ a}
halmaz konvex.

1.23. definicié. Fgy f : X — R” fiiggvény kvdzikonkdv eqy A C X dsszefiiggd

halmaz felett, ha minden o € R™ esetén az

{xGA:f(a:)%oz}

halmaz konvez.



1.2. Jatékelméleti fogalmak és jelolések

A jatékelméleti fogalmakat és jeldléseket Forgo et all (2005) jegyzet alapjan hasz-
naljuk. Szintén ebbdl a jegyzetbdl vettiink at a részfejezetben szerepld tobb allitast
és bizonyitast is. Szeretnénk megjegyezni, hogy a részfejezetben nem adjuk meg
az Osszes hasznélt fogalmat és jelolést, csupan az alapokat. A jobb megérthetéség
kedvéért a bonyolultabb fogalmakat mindig a felhasznalasuk helyén definialjuk.

A fogalmak bevezetését magénak a jatéknak és a jatékelméletnek a meghata-
rozésaval kezdjiik. Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy a jaték egy tobbszemélyes
dontési probléma, a jatékelmélet pedig az a tudomanyteriilet, ami az ilyen problé-
makat targyalja. A jatékelmélet f6leg matematikai alapokra épit és normativ jellegi
megallapitasokat igyekszik tenni, bar léteznek olyan teriiletei is, melyeken kisérle-
tekre helyezik a hangsulyt.

A jatékelmeélet két f6 iranyat kiilonboztetjiik meg, a kooperativ és nem-kooperativ
jatékokat, ennek megfelelGen pedig beszélhetiink kooperativ és a nem-kooperativ ja-
tékelméletrdl. A kooperativ jatékokban a szereplék dénthetnek 6sszehangoltan, koa-
liciokat formélva, mig a nem-kooperativ jatékokban erre nincsen lehetéségiik. A két
irdny sokszor eltér6 modelleket és matematikai megkozelitéseket alkalmaz. El&bbi-
nél inkabb az algebra és a linearis programozas, mig utébbinal inkdbb az analizis
és a valosziniiségszamitas jatszik kiemelkeds szerepet, persze ez a megallapitas nem
altalanos. A dolgozatban nem-kooperativ jatékokkal foglalkozunk.

A nem-kooperativ jatékok célja sokféle lehet, a dolgozatban tgynevezett egyen-
silyi allapotokat keresiink, amik valamilyen tulajdonsagaiknal fogva kivanatosak. A
legismertebb ilyen egyensulykoncepcié a Nash-egyensily. A nem-kooperativ jatéko-
kat tébb médon is megadhatjuk, a dolgozatban minden esetben a nem-kooperativ

jatékok tgynevezett stratégiai, vagy normél forméban lesznek adottak.

1.24. definicio (Jaték). Egy normdl formdban adott nem-kooperativ jaték eqy lista
G = {N,(Si)ien, (fi)ien}, ahol N = {1,2,...,n} a jdtékosok (véges) halmaza, S;
az i-edik jdtékos stratégiohalmaza, f; © S1 x -+ x S, — R pedig az i-edik jdtékos
kifizetdfiigguénye.

1.25. megjegyzés. A kés6bbiekben nem irjuk ki mindig a G = {N, (S;)ien, (fi)ien'}
listat, a G jaték alatt mindig a fent megadott listat értjiik.

1.26. definicid (Véges jaték). Azokat a jdatékokat, ahol a stratégiahalmazok végesek,

véges jdatékoknak nevezzik.

1.27. definicié. A jdték kimeneteleinek halmaza
S=5x---x5,,
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elemei pedig az s = (s1,...,S,) vektorok, amiket stratégiaprofiloknak nevezink.
Az s_; = (81,3 Si—1,Sit1,- -, Sn) vektorokat csonka stratégiaprofiloknak nevez-
ziik, az

S_Z‘ZslX"'XSZ‘_1><SH_1X"~XSR.

halmazok pedig a csonka stratégiaprofilok halmazas.

Mint emlitettiik, a nem-kooperativ jatékok elemzésének egyik célja, hogy valami-
lyen szempontbol kivanatos kimeneteleket talaljon. Egy kimenetelrdl azt gondoljuk,
hogy kihagyhat6 az elemzéshdl, ha létezik legalabb egy olyan ¢ € N jatékos, akire a
tobbiek valasztasatol fiiggetleniil igaz az, hogy tudna gy a kimeneteli stratégiajatol
eltéréen cselekedni, hogy magasabb (legalabb ugyanakkora) kifizetést kapjon, mint

a vizsgalt kimenetelre. Erre a gondolatra épit a dominancia fogalma.

1.28. definicié (Dominancia). Legyen eqy jdatékban s;, t; € S; az i-edik jatékos két
stratégidja. Ha
fi(siys-) > fi(ti, s4)
minden s_; € S_; esetén teljesil, akkor az s; stratégia szigorian domindlje a t;
stratégidat, vagyis a t; stratégia szigorian domindlt.
Hasonléan, ha

fi(si,5-3) 2 fiti, 5—5)

minden s_; € S_; esetén teljesiil, és létezik legaldbb eqy t_; € S_;, amire

fi(si t—i) > fi(ti, t—5) |

akkor az s; stratégia gyengén domindlja a t; stratégidt, vagyis a t; stratégia gyengén

domindlt.

1.29. definicié (Szigortian (gyengén) dominalt stratégiak iterativ kikiiszobolése).
A szigordan (gyengén) domindlt stratégidk iterativ kikiszébolése egy olyan eljdrds,

ami a kiovetkezd lépésekbdl dll. Induljunk ki eqy G jdatékbol.

1. Hagyjuk el a G jdtékbol az dsszes szigorian (gyengén) domindlt stratégidt, igy
megkapjuk a Gy redukdlt jatékot.

2. Hagyjuk el a Gy redukdlt jatékbol az dsszes szigorian (gyengén) domindlt stra-

tégidat, igy megkapjuk a Go redukdlt jatékot.

3. Hagyjuk el a Gy redukdlt jatékbdl az dsszes szigorian (gyengén) domindlt stra-

tégidt, igy megkapjuk a G3 redukdlt jdatékot.
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Az eljardst addig folytatjuk, amig mdr nincs tobb szigorian (gyengén) domindlt stra-

tégia.

1.30. allitas. Véges jdtékokban a szigorian domindlt stratégiak iterativ kikiiszobo-

lésének eredménye fiiggetlen a kikiisz6bélés sorrendjétdl.

Bizonyitds. A bizonyitas indirekten torténik. Tegyiik fel, hogy a tobb stratégia eli-
minalasaval mar nem sziikithetd halmaz nem egyértelmi (P és @), vagyis két kii-
16nb6z6 sorrend méas eredményre vezet. Ekkor létezik legalabb egy i jatékos és neki
legalabb egy p stratégidja, amire p € P, de p ¢ Q. Tegyiik fel, hogy Q-hoz jutva
p-t eliminaltuk elészor a P\ Q-bol. Ekkor p-t egy u stratégia dominalta, de u ¢ P,
hiszen akkor p-t dominalna. Ekkor vagy u € @, vagy u ¢ @, de ekkor létezik v, ami
dominalja. Tehat ekkor tudunk stratégiak egy olyan sorozatat adni, aminek a végén
p all, az elején pedig w és minden elem domindlja az el6tte levst. Ekkor vagy w € P,
de ekkor p nem lehetett volna benne, vagy w ¢ P, de ekkor valami dominalta, ami
p-t is domindlné. Ezt, mivel véges jatékrol beszéliink, csak véges sok 1épésig lehet

ismételni, vagyis ellentmondasra jutottunk. |

Miel6tt bevezetnénk a kevert bévités fogalmat, megjegyeznénk, hogy az eddig
definialt s; stratégidkat, hogy megkiilonboztethet6k legyenek a kevert stratégiaktol
tiszta stratégidknak szokéas nevezni. A dolgozatban azonban csupéan a kovetkezd defi-
nicional hasznéljuk a tiszta jelz6t, ugyanis a késébbiekben olyan altalanosan kezeljiik
a stratégiakat, hogy az elmondottakat mind a két fogalomra lehet hasznalni, vagyis

a jelz6 hianya nem okoz félreértést.

1.31. definici6é (Kevert bovités). Egy véges jdték kevert bovitésén a kivetkezd jd-
tékot értjik, Gx = {N,(T})ien, (hi)ien }, ahol minden T; egy |S;|-dimenzids egység-
szimplex és a h; : T — R fiiggvények pedig a

hi(t) = Z tSfi(S)
ses

mddon irhatok fel, ahol ty = (t5',...,t3") az s € S tiszta stratégidhoz rendelt valo-
szintségek vektora. Tehdt a h; figguény nem mds, mint a G jatékban felirt, tiszta

stratégiakhoz tartozo kifizetések, a kevert stratégidk szerinti vdrhato értéke.

1.32. megjegyzés. A kés6bbiekben az allitdsainkat nem a jatékok kevert bévitéseire

csr2

mében a kevert T; stratégiahalmazok nemiiresek, konvexek és kompaktak és a h;

fliggvények folytonosak.
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2. fejezet
Nash-egyensuly

A Nash-egyensuly a nem-kooperativ jatékelmélet egyik legismertebb egyensilykon-
cepcidja. A fogalom a nem-kooperativ jatékelmélet sok teriiletén elfordul és mond-
hatni, ez az egyensilyfogalom egyfajta alapként szolgal a kutatok szdmara, az 1j
eredményeket és fogalmakat igyekeznek egy mar ismert fogalmon keresztiil bemutat-
ni. E dolgozatban mi sem teszlink masképp. A fejezetben definidljuk az egyensilyt,
majd bemutatjuk, hogy milyen ismert tételek adhatok a létezésének bizonyitasara.
Ezutan bemutatjuk a dolgozatban bevezetett eljarast, és a Berge-tétel segitségével
bizonyitjuk az egyensily létezését. A fejezet kbzben példak segitségével mutatjuk be

a leirtakat.

2.1. Definici6 és létezés

Az egyensilyt Nash (1950) és Nash (1951) vezette be, a fogalmat mi is a két cikk
alapjan hasznaljuk. Elgszor definidljuk a fogalmat, majd kimondunk és be is bizo-
nyitunk néhany fontosabb tételt, ezeket Forgo et al (2005) jegyzet alapjan adjuk

meg.

2.1. definici6é (Nash-egyensily). Egy s* stratégiaprofil Nash-egyensily, ha
fi(si,s%;) 2 filsi, s%;)

minden s; € S;-re és minden 1 € N-re teljestil.

Jol lathato, hogy az egyensily sz6 hasznalata jogos, ugyanis egyik jatékosnak
sem éri meg megvaltoztatnia az egyensilyi stratégiajat, ha az Osszes tobbi jatékos
tovabbra is a sajat egyensilyi stratégiajat jatssza. Ez azt is jelenti, hogy egyik jaté-
kos sem tudja novelni a kifizetését azzal, hogy egyénileg eltér az egyensilyi straté-

«, e,

gidjatol. Noha a fogalom elméleti jo tulajdonsigai megkérdGjelezhetetlenek, a valos
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kisérletekben az alanyok sokszor nem az egyenstlyi stratégiat valasztjak. A kutatok
ezt legtobbszor valamelyik elméleti feltétel sériilésével magyarazzak.

Most megmutatjuk azt, hogy egy Nash-egyenstlyi stratégiaprofil sohasem szi-
gorian domindlt, vagyis a szigorian dominalt stratégiak iterativ kikiiszobolésével
egyetlen Nash-egyensiilyt sem veszithetiink el. Ezt azért sziikséges megmutatni, hogy

lassuk, a Nash-egyensily elvileg sohasem keriilendé.

2.2. allitas. FEgy jatékban a szigoruan domindll stratégidk iterativ kikiszébolésével

egyetlen Nash-eqyensily pontot sem kiiszébolink ki.

Bizonyitds. A bizonyitas indirekten torténik. Tegyiik fel, hogy s* Nash-egyensily,
de mégis ki lett kiiszobolve. Ekkor létezik olyan ¢ jatékos, és az i-edik jatékos olyan

t; stratégidja, hogy t; szigorian dominalja az s} stratégiat, vagyis

filti;s—i) > fi(s],5-4)

minden s_; € S_; esetén fenndll. Ekkor viszont az egyenlGtlenség igaz az s*,; csonka

stratégiaprofilra is, vagyis
filtis s23) > fi(si, sy) -
De mivel s* Nash-egyenstily, ezért
filsi,s%;) 2 fi(si,s2;)
minden s; € S;-re és minden ¢ € N-re teljesiil. Ez viszont ellentmondas. |

A Nash-egyensily fogalmat és a dominanciat a kévetkezd példan keresztiil mu-
tatjuk be.

2.3. példa (Fogolydilemma). Vegyiik a kivetkezs jatékot,
e N = {a,b} a jatékosok halmaza,
o S, =5, ={v,t} a stratégiahalmazok,
e a kifizetéseket az alabbi matrix tartalmazza.

A bal oldalon 1év6 szamok az a, a jobb oldalon 1évék a b jatékos kifizetései. Ekkor
mind a két jatékos esetében a v stratégia szigoriian dominalja a t stratégiat, ugyanis
példaul az a jatékosra

Fulo,0) = 1> 0= fu(t,0) |

fa(v,t) =3>2= f,(t.1) .
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b

v t
a |v|1;1]3;0
t|0;3]2;2

2.1. tablazat. Fogolydilemma kifizet6méatrixa

Mivel ugyanez igaz a b jatékosra is, ezért a szigortian dominalt stratégiak iterativ
kikiiszobolése utan csak a (v, v) kimenetel marad meg. Vagyis a[2.2] segédtétel miatt
tudjuk, hogy ha a jatéknak létezik Nash-egyensilya, akkor az csak a (v, v) kimenetel
lehet. Ellendrizziik le, hogy ez valoban Nash-egyensily-e. Ekkor

fa(v,v) =1>0= f,(t,v),

fo(v,v) =1>0= fi(v, 1) .
Tehét a (v, v) kimenetel tényleg Nash-egyensily. Megjegyezziik, hogy ekkor a Nash-
egyensily nem Pareto-optimalis, ugyanis a (¢,¢) kimenetelre valtva mindkét jatékos
kifizetése emelkedne.
Mint lattuk a Nash-egyenstly egy olyan kimenetel, amitél a jatékosoknak nem
éri meg egyoldaltian eltérni, vagyis az egyenstlyban minden jatékos a lehets legjobb
stratégiajat valasztja a tobbiek lerdgzitett stratégidira. A gondolatot a legjobbvalasz

leképezések fogalma pontositja.

2.4. definici6 (Legjobbvalasz leképezés). Az i-edik jatékos B : S — P(S;) legjobb-

vdlasz leképezése a kévetkezd,
Bi(s) = {s; € Si: fi(si;5-4) 2 fi(si,s-4),Vsi € Si} .

Minden s; € B'(s) stratégidra azt mondjuk, hogy az i-edik jdtékos legjobb vilasza az
s stratégidra, vagy roviden, s; legjobb vdlasz.

Az egész jatékra vonatkozo B' : S — P(S) legjobbudlasz leképezés a kivetkezd,
B'(s)={s€ S:s; € B'(s.),Vs; € S;} .

2.5. megjegyzés. A legjobbvélasz leképezést altalaban B moédon szokas jelolni. A
dolgozatban azért B’-ként jeloljiik, mert a késébbiekben bevezetett Nash-feladat

megoldéasleképezésére hasznaljuk a B betiit.

2.6. segédtétel. Az s* € S stratégiaprofil akkor és csak akkor Nash-egyensilya egy
jatéknak, ha s* fizpontja a B’ legjobbudlasz leképezésnek, vagyis ha s* € B'(s*).
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Bizonyitds.

1. Ha s* a B’ leképezés fixpontja, akkor Nash-egyenstily.

Legyen s* a B’ kozos legjobbvélasz leképezés fixpontja. Ekkor s* € B'(s*),

vagyis minden i-re s} € Bl(s*). Ez viszont azt jelenti, hogy
filsi,s%;) 2 fi(si,s%,)
minden s; € .S; és minden 7 esetén, ami pontosan a Nash-egyensiily definicidja.

2. Ha s* Nash-egyensuly, akkor a B’ leképezés fixpontja.

Mivel s* Nash-egyensily, ezért f;(sf,s*,) 2 fi(s;,s*;) minden s; € Si-re és
minden ¢ € N-re teljesiil. Ekkor sf € B!(s*) minden i esetén a legjobbvalasz
definicioja miatt fennall, vagyis a kozos legjobbvalasz leképezés definicioja mi-
att s* € B'(s*).

A szakirodalomban szamos feltételrendszer szerepel, amik mellett bizonyithato6 a
Nash-egyensily létezése. Ezek koziil, a teljesség igénye nélkiil megemlitjiik a Debreu-
Friedman tételt és a Nikaido-Isoda tételt (Nikaido és Isoda, 1955)). A jelolések és
a bizonyitasok, mint eddig is [Forgéd et al (2005) jegyzet alapjan szerepelnek. A
tételek szerepeltetésének oka az, hogy a létezéshez sziikséges feltételeket Gssze tudjuk
hasonlitani a Berge-tétel segitségével felirt tételben szerepld feltételekkel.

El6szor lassuk be a kovetkezé segédtételt.

2.7. segédtétel. Ha az f;(-, s_;) fiiggvény kvazikonkdv, akkor a Bi(s) halmaz konvex

minden s € S és minden i € N esetén.

Bizonyitds. Mivel az f;(-,s_;) fliggvény kvazikonkav, ezért az f;(s) = fi(si, s_i)

szadmhoz tartozo felsé nivohalmazai konvexek, ami a kévetkez6 mddon irhato
{si € Si: fi(si,s-4) 2 fisi,s-i)} -
Ez pedig pontosan a Bi(s) definici6ja. |

2.8. kévetkezmény. Ha az fi(-,s_;) figgvény kvdzikonkdv, akkor minden s € S

esetén B'(s) halmaz konvex.

A Debreu-Friedman-tétel a kovetkezs. A tételt Forgd et al (2005) alapjan irtuk

fel, a negyedik pontban némi valtoztatassal élve.
2.9. tétel (Debreu-Friedman). Ha egy G jatékban
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1. S; nemiires, konvex, kompakt halmaz minden i-re,
2. f; felilrdl folytonos minden i-re,
3. fi(si, ) alulrdl folytonos minden i-re,

4. Bl(s) nemiires, kompakt, konvex halmaz értéki leképezés, minden i-re,
akkor a jatéknak létezik Nash-egyensilya.

Bizonyitds. Mivel minden S; kompakt, nemiires halmaz és minden kifizet6fiiggvény
feliilrdl folytonos, ezért a Bi(s) halmazok nemiiresek. Megmutatjuk, hogy a B’ leké-
pezés feliilrdl félig folytonos. Mivel jelen esetben a legjobbvalasz leképezések kompakt
topologikus térbél képeznek kompakt topologikus térbe, ezért az [1.7] allitas miatt
ha a B’ leképezés zart grafu, akkor feliilrél félig folytonos.

Tehét azt bizonyitjuk, hogy a B’ leképezés graph B’ = {(s,t) : s € S,t € B'(s)}
grafja zart halmaz. Indirekten tegyiik fel, hogy nem zéart a halmaz, vagyis létezik
olyan (s°,tY) ¢ graph B, (s°,1°) € S x S, hogy a pont minden U kdrnyezetére

UNgraph B # ) .

Ekkor t° ¢ B'(s%), vagyis létezik j jatékos, hogy s9 nem legjobb valasz. Ekkor letezik
olyan t} € S;, hogy
fi(t;,825) > fi(t],s2) -
Legyen F : S? — R fiiggvény a kovetkezd,
F(s,t) = filtj, s-5) = fi(tjss-;) -

Mivel f; feliilrgl folytonos és fi(s;, -) alulrol folytonos, ezért F' alulrél folytonos, igy
a C = {(s,t) € S? : F(s,t) < 0} halmaz zart. Minden (s,t) € graph B’ esetén
F(s,t) £0,de F(s°t°) > 0, ami ellentmond annak, hogy a C halmaz zért.

gy tehat a B leképezés zart grafu, vagyis feliilrsl félig folytonos. Mivel B’ kom-
pakt, konvex halmaz értéki, és az S kompakt, konvex halmaz énmagara valé feliilrsl
félig folytonos leképezése, ezért a Kakutani-féle fixponttétel miatt létezik fixpontja,

ami a [2.6] segédtétel miatt Nash-egyensiily. [
2.10. tétel ((Nikaido és Isoda, 1955)). Ha egy G jdtékban

1. S; nemiires, konvex, kompakt halmaz minden i-re,
2. f; folytonos minden i-re,

3. fi(+,s—;) konkdv minden i-re,
akkor a jatéknak létezik s* Nash-egyensilya.

Bizonyitds. Mivel ha egy tetsz6leges fliggvény konkav, akkor kvazikonkav is, ezért a
tétel kovetkezik a RI0l tételbol. [ |
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2.2. Létezés bizonyitasa a Berge-tétellel

Az altalanos egyensilyelméletben is hasonlé problémaval allunk szemben, mint a
Nash-egyensily létezésének bizonyitasanal. Ezt mutatja az is, hogy kezdetben az
altalanos egyensily létezését, mint egy jaték Nash-egyensilyanak létezését bizonyi-
tottak. Az altalanos egyenstlyelmélet egyik meghatarozé cikke Arrow és Debreu
(1954). Jelenleg a bevett modszer az altalanos egyenstly létezésének bizonyitasara
a Berge-tétel, majd a Kakutani-féle fixponttétel alkalmazésa.

Ez nem tul meglepd, ugyanis a Berge-tételt megvizsgéalva lathatjuk, hogy a tétel
feltételeinek teljesiilése esetén pontosan a Kakutani-féle fixponttétel hasznalatdhoz
megfelels tulajdonsigi megoldasleképezést kapunk, csupén a konvex értékiiséget kell
valahogyan garantéilni. Tehat a Nash-egyensiily létezésének bizonyitasahoz csupan
meg kell feleltetni a G jatékot a Berge-tételben szereplé elemeknek jatékosonként,

majd a mar ismert moédon aggregalni kell az egyéni leképezéseket.

2.11. definici6 (Nash-feladat). Feleltessik meg a jatékot a Berge-tétel dsszetevdivel,

tetszdleges i-re.

X =5,
T=5,
f=1,
H=1H,,
X =0 .

Irjuk fel a Berge-tételben szerepld feladatot.

fi(Si, S_i> — max

S; € Sl .
Tehdt jelen esetben a H; : S_; — P(S;) feltételi leképezés minden s_; € S_;-re
a hozzd tartozé Osszes lehetséges s; € S;-t rendeli, igy ez a leképezés felilrdl félig
folytonos és alulrol félig folytonos is egqyben, vagyis folytonos. f; : graph H; — R
a célfigguény, ezt szeretnék a jdtékosok mawimalizdlni. Ekkor az fY : S_; — R
értékfigguény a kovetkezd,

fi'(s=3) = sup fi(-,5-5) = sup fi(si,5-4) -

Si Siesi

A B;: S_; — P(S;) megolddsleképezés pedig a kévetkezd mddon irhatd fel,
Bi(s-i) = argmax fi(+,s-;) = {si € S; : fi(si,5-1) = fi'(s-4)} -

k3

Ezt egy kicsit dtirva,
Bi(s—i) = {s} € Si: fi(s;,5-4) 2 filsi,5-4), s € S} .
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2.12. definicié (A Nash-feladat kozos megoldasleképezése). Legyen B 1 S — P(S5),

a Nash-feladat kézds megolddsleképezése, ahol
B(s)={se€S:s; € Bi(s_;),Vie N} .

2.13. segédtétel. A Nash-feladatban definialt B; : S_; — P(S;) leképezés és az
i-edik jatékos Bl : S — P(S;) legjobbudlasz leképezésének képhalmazai megegyeznek,

vagyis minden s_; € S_; esetén B(s_;) = B'(s;, s_;), ahol s; tetszdleges.
Bizonyitds. Az allitas trivialis, hiszen
Bi(s—;) ={s; € Si: fi(s},s-i) = fi(si,5-:),Vs; € Si},
mig
Bi(s) = Bi(si,5-i) = {s; € Si : fi(s},5-5) 2 fi(si,5-4), Vs € Si}

amely halmazok pedig megegyeznek. |

2.14. kovetkezmény. A Nash-feladat kézds megolddsleképezése és a kizos legjobb-

vdlasz leképezés képhalmazai megegyeznek, vagyis minden s € S esetén B(s) = B'(s).
2.15. tétel. Ha eqy G jdatékban

1. S; nemiires, konvex, kompakt halmaz minden i-re,

2. fi folytonos minden i-re,

3. fi(+,s_;) kvdzikonkdv minden i-re,
akkor a jatéknak létezik Nash-egyensilya.

Bizonyitds. A fenti feltételek mellett a Berge-tétel (1.10] tétel) hasznalhato és annak

harom pontja kovetkeztében,
o [ értékfiiggvény alulrol folytonos és feliilrsl folytonos is, vagyis folytonos,
e Bj(s_;) kompakt értéki és feliilrsl felig folytonos halmazértéki leképezés.

Mivel ez tetszéleges i-re igaz, igy a B; leképezés feliilrdl félig folytonos és kompakt
értékd minden i-re, ezért a B : S — P(S) kozos leképezés is kompakt értéki és
feliilrol félig folytonos.

Mivel f;(-,s_;) kvazikonkav fiiggvények minden i-re, ezért a segédtétel és
a segédtétel szerint a B; leképezés konvex halmaz értékd, tehat a kozos B(s)

leképezés is konvex értékii.
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Igy tehat B az S halmaz 6nmagéra valo feliilrl félig folytonos kompakt, konvex
halmaz értéki leképezése, ezért hasznalhato ra a Kakutani-féle fixponttétel, vagyis
letezik s* € S, hogy s* € B(s*).

A 2.13] segedtétel 2.14] kovetkezménye miatt a B kozos megoldasleképezésnek és
a jatékosok kozos legjobbvalasz leképezésének képhalmazai megegyeznek, vagyis az

igy kapott fixpont a [2.6] segédtétel alapjan Nash-egyenstly. [ |

Az el6z6 fejezetben emlitettiik, hogy bizonyos feltételek mellett a véges jatékok
kevert bovitése is teljesiti a tétel feltételeit. Igy visszakaptuk Nash| (1951) hires
tételét, miszerint véges jatékok kevert bovitésének mindig van Nash-egyensiilya.

Konnyen adhato olyan példa, amiben nincsen tiszta Nash-egyensily.

2.16. példa (Ermepérositas). Vegyiik a kovetkezd jatékot,
e N = {a,b} a jatékosok halmaza,
e S, =S5, ={F, I} a stratégiahalmazok,

e 2 kifizetéseket az alabbi méatrix tartalmazza.

b
F 1
a | F|1;,-1]-1;1
I —-1;1)1;-1

2.2. tablazat. Ermeparositas kifizetématrixa

Konnyen lathato, hogy a jatékban nincsenek dominalt stratégiak és egyik kime-

netel sem lehet Nash-egyensily, ugyanis
fa(F,F)=1>—1= f,(F 1),

azonban

fb(FaF):_1<1:fb(I7F)a

vagyis a b jatékosnak megéri eltérni az F' stratégiajatol. Konnyen lathato, hogy bar-
mely kimenetel esetén vagy a-nak vagy b-nek érdemes eltérnie, vagyis nincs (tiszta)
Nash-egyensily. Ismét megjegyezziik, hogy mivel ez a jaték véges jaték, ezért kevert

L. 1 og keverés.

bovitésének létezik kevert Nash-egyensilya, ami az 5; 5

A fejezet utolso példajaban bemutatjuk, hogy ha olyan jatékot definialunk, ahol
a[2.15] tétel feltétekei igazak, akkor létezik Nash-egyensiily.
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2.17. példa (Szimmetrikus Cournot-duopo6lium). Vegyiik a kovetkezd jatékot,
e N ={1,2} a jatékosok halmaza,
e S;={q; € R:¢q >0} a stratégiahalmazok, ahol i = 1,2,

e a kifizetsfiiggvények fi(q1,q2) = p(q1,q2)q — cq; alaktak, ahol i = 1,2 és
p(q1,q2) = max{a — b(q1 + ¢q2); 0} és a, b, c > 0 tetsz6leges szamok.

Ekkor kénnyen lathato, hogy mind a két jatékos esetében az olyan stratégi-

a

dk, amik nem a [0, ¢] intervallumbol valok, szigortian dominéltak, ugyanis az ilyen

stratégidkra mind a két jatékos kifizetése negativ. Tehat a segédtétel miatt a
Nash-egyensilyokat csak a [0, §] intervallumban keressiik.

Mivel a kifizet6fiiggvények folytonosak és kvazikonkavak, a stratégiahalmazok
pedig konvex, kompakt halmazok, ezért a tétel miatt létezik Nash-egyensulya.
Mivel a kifizetsfiiggvények folytonosak és folytonosan differencidlhatoak, ezért ve-

hetjiik a derivaltjaikat. Ekkor a jatékosok legjobbvalasz leképezései

a— 2bgy — ¢

Bi(g) = Bi(q1,¢2) = 2—1)2 5
, a—2bqg —c
By(a) = Bylan, ) = 2 —°

A két egyenletbsl pedig azt kapjuk, hogy ¢f = ¢; = %%, ami pedig Nash-

egyensily.
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3. fejezet
Berge-egyenstly

A Berge-egyensilyt Berge (1957) kényve alapjan Zsukovszkij és Csikrij (1994)) kony-
ve definidlta el6szor a differencialjatékok korében. Ezt a definiciot felhasznélva mon-
dott ki tételeket, elsGsorban az egyenstly létezésérdl Nessah et all (2007b)). (Colman
et al (2011) az egyensilyt pszichologiai szempontbol vizsgalja és ramutat arra, hogy
milyen feltételek mellett valosulhat meg, de emellett fontos tételeket is tartalmaz
a Nash-egyensily és a Berge-egyensily kapcsolatarol. A Berge-egyensily egy mésik
definiciojat hasznélja |Abalo és Kostreva (1996). |Abalo és Kostreva (2004) és |Aba-
lo és Kostreval (2005)) az egyenstly létezésére adnak feltételeket és bizonyitasokat,
azonban Nessah et al (2007a)) és Larbani és Nessah (2008) tobbek kézott ramutat az
elébbiek hibaira. A fejezetben el6bb bemutatjuk az egyensily fogalmat, majd meg-
adjuk az irodalomban fellelhetd 1étezést igazolo tételeket. Ezutan megadjuk, hogy
hogyan lehet igazolni az egyensily 1étét a Berge-tétel segitségével, majd bevezetiink
egy 1j egyensulyfogalmat. A fejezetben ismét példakon keresztiil mutatjuk be az

elhangzottakat.

3.1. Definiciok

A szakirodalomban a Berge-egyenstlynak tobb definicidja is szerepel. Ennek féleg
az az oka, hogy Berge| (1957)) konyvben a fogalom nincs konkrétan definialva, az ott
leirtak alapjan jelen formajaban csak Zsukovszkij és Csikrij (1994) definialta elGszor.
az els6 Nessah et all (2007b) szerint a Zsukovszkij és Csikrij| (1994) cikkbdl vett
definici6 atirata normal forméban adott jatékokra, a masik pedig|Abalo és Kostreva
(1996) cikkében megadott, a szerz6k szerint Berge (1957) konyve alapjan hiteles
definicié. A szakirodalomban a megkiilonboztetés végett az els§ definiciot gyakran,

mint a Zsukovszkij-féle Berge-egyensily emlitik, de ebben a dolgozatban mi ezt
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hivjuk Berge-egyenstlynak.

Kiemelnénk, hogy a részfejezetben szerepld fogalmak koziil, csak az egyenstlyok
definicioit vettiik 4t a megadott irodalmakbol. Erdekesnek tartjuk, hogy az olvasott
és hivatkozott szakirodalomban a legjobbkérés leképezések vagy a Berge-dominancia
nincsenek konkrétan emlitve, illetve ahol mégis emlitik, ott nem definialjak Gket,
csupan koriilirasaik szerepelnek.

A definicio Nessah et all (2007b) alapjan.

3.1. definici6 (Berge-egyensuly). Eqy s* stratégiaprofil Berge-egyensily, ha
fi(si,s2y) 2 fi(si, 5-4)
minden s_; € S_;-re és minden i € N-re teljesiil.
A definicio Abalo és Kostreval (1996) alapjan.

3.2. definici6o (Berge-egyenstly Abalo és Kostreva alapjan). Legyen R = {R;}icu
N egy particidja és Q = {Q;}iemr N részhalmazainak egyiittese. Egy megvaldsithato
s € S stratégiaprofilt Berge-eqyensilynak hivunk, ha

me,(S*Qm7 siQm> z frm, (Sij7 SQm)
minden m € M, rn,, € R, €5 sq,, € Sq,,-Te.

3.3. megjegyzés. Pontosan a[3.1] definiciot kapjuk vissza, ha R; = {i} minden i € N-
re és ; = {—i} minden i € N-re.

Mostantol a Berge-egyensilyt [3.1] definicio szerint értjiik és a masodik definiciot
tobbet nem hasznaljuk.

A Berge-egyensily egy lehetséges értelmezését adja |Colman et al| (2011). A ma-
gyarazat szerint a Berge-egyensily a jatékosok altruista magatartasa mellett alakul
ki, vagyis akkor, ha a jatékosok a tobbiek kifizet6fiiggvényeit igyekeznek maxima-
lizalni. Ez a magyarazat hihetd, hiszen az egyensilyban minden jatékos pontosan
olyan s;-ot jatszik, amik mellett mindenki mas kifizetése a lehet6 legnagyobb. A szer-
z0k az altruista magatartassal magyarazzak azt is, hogy példaul a fogolydilemma
kisérleti lejatszasai soran gyakran miért nem a Nash-egyensilyt jatsszak a résztve-
vok.

Egy maésik értelmezés lehet, hogy minden jatékostol, akik a sajat kifizetéseiket
igyekeznek maximalizalni, nem azt kérdezziik meg, hogy milyen akciot valasztanak,
hanem azt, hogy milyen s_; esetén hajlandok beleegyezni, hogy 6k s;-t valasszanak.
Vagyis a kérdés nem arra vonatkozik, hogy az i-edik jatékos milyen stratégiat va-

laszt, hanem arra, hogy milyen feltételek mellett hajlandé belemenni abba, hogy
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egy meghatarozott stratégiat jatszik. Fz méar egy mechanizmustervezési problémara
hasonlit, hiszen egy kozponti dontéshozéd elére eldontheti, hogy a jatékosoktdl azt
kérdezi-e meg, hogy bizonyos s_; mellett milyen s;-t valasztanak, vagy azt, hogy
milyen s_; esetén hajlandok beleegyezni, hogy 6k s;-t valasszanak. Egy maésik le-
hetséges értelmezése az egyensilynak, hogy kihasznaljuk a stabilitasat, vagyis azt,
Ez akkor lehet hasznos, ha példaul azt szeretnénk eldénteni, hogy egy szerzédés-
be, amirdl a felek mar eldontotték, hogy megkotik, milyen feltételeket helyezziink.
Ekkor konnyen elképzelhets, hogy a szerz6dé felek abban érdekeltek, hogy ha 6k
megtesznek valamit, amire a szerz&dés mar elére kdtelezi Gket, akkor a masik féltsl
a szamukra lehetd legjobb stratégiat varjak el cserébe.

Az irodalomban a Berge-egyensulyt gyakran nem 6nmagaban hasznaljak, hanem
a Nash-egyensilyok kézotti valasztasra. Ez f6leg azért érdekes, mert az olyan pontok,
amik Berge-egyensiilyok és Nash-egyensilyok is egyben, rendelkeznek mind a két

egyensily pozitiv tulajdonsigaival. Ezzel a kérdéssel a kévetkezo fejezet foglalkozik.

3.4. definicibé. Egy jdtékban az

N

S:S,1X"'XS,n

halmazt csonka stratégidkbol képzett profilok halmazdnek nevezzik, mig az

§=1(8_1,...,8_pn) vektorokat csonka stratégiakbol képzett profiloknak nevezziik.

3.5. megjegyzés. Ekkor a méar megszokott jeloléssel

Si =S54,

~

S_; = (Sfl, ceey 3—(1’—1)7 5—(i+1)7 Ce ,S,n> s
ik = Sk, ahol k # 7 és s, az s_; vektor k-adik jatékoshoz tartoz6é komponense.

3.6. megjegyzés. Noha § és s ugyanazzal a betiivel van jelolve, tetszGlegesen adott

5€ S ésse S esetén S; = s_; nem feltétlentil all fenn.

3.7. allitas. Fgqy jdtékban a szigorian domindlt stratégidk iterativ kikiiszébolésével
eldfordulhat, hogy kikiiszoboliink Berge-egyensilyban jdatszott stratégidkat, sét az is

lehetséges, hogy minden Berge-egyensilyt elimindlunk.

Bizonyitds. Vegyiik a fogolydilemma ({2.3) példat. Ekkor tudjuk, hogy csak a (v, v)
kimenetel marad meg a szigortian domindlt stratégiak iterativ kikiiszobolése utéan,
viszont konnyen lathato, hogy a fogolydilemma jatéknak a (¢,t) az egyetlen Berge-
egyensiilya, ugyanis

fat,t) =2>0= f,(t,v),
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folt,t) =2 > 0= fy(v,1) .
[ |

Ez a latszolag negativ eredmény azért torténhetett meg, mert a Berge-egyensily
és a Nash-egyensuly maéasfajta értelemben stabil, mint ahogyan arra mar utaltunk.
Mint 1attuk egy Nash-egyenstlyban egyik jatékosnak sem éri meg egyénileg megval-
fizetést. A Berge-egyensily esetén viszont azt mondhatjuk, hogy egy ilyen kimenetel
esetén egyik jatékosnak sem éri meg, ha a tobbi jatékos megvaltoztatja a stratégiajat,
6 pedig nem. Vagyis csak azt allitottuk, hogy létezik olyan Berge-egyensiily, ami nem
rendelkezik a Nash-egyenstlyokat jellemzd stabilitassal, vagyis nem Nash-egyensiily.
Mivel tehat a két fogalom eltérs, bevezethetjiik a Berge-egyensiilyok esetében is a

dominancia fogalméat, nevezziik ezt Berge-dominancianak.

3.8. definicié (Berge-dominancia). Legyen egy jdtékban s_;,t_; € S_; két olyan

csonka stratégiaprofil, amibdl az i-edik jdtékos stratégidja hidnyzik. Ha

fi(si,5-4) > fi(si,t-4)

minden s; € S; esetén teljesil, akkor az s_; csonka stratégiaprofil szigorian Berge-
domindlja a t_; csonka stratégiaprofilt, vagyis a t_; csonka stratégiaprofil szigorian
Berge-domindlt.

Hasonloan, ha

fi(si,5-3) 2 fi(sist—s)

minden s; € S; esetén teljesiil, és létezik legaldbb egy t; € S;, amire

filti,s25) > fi(ti, t—s)

akkor az s_; csonka stratégiaprofil gyengén Berge-domindlja a t_; csonka stratégia-
profilt, vagyis a t_; csonka stratégiaprofil gyengén Berge-domindlt.

3.9. definicio (Szigorian (gyengén) Berge-dominalt stratégiak iterativ kikiiszobolé-
se).

A szigoridan (gyengén) Berge-domindlt stratégidk iterativ kikiszobolése eqy olyan el-

jards, ami a kévetkezd lépésekbdl dall. Induljunk ki eqy G jdatékbol.

1. Hagyjuk el a G jatékbol az dsszes szigorian (gyengén) Berge-domindlt straté-

gidat, igy megkapjuk a Gy redukdlt jatékot.

2. Hagyjuk el a G redukdlt jatékbol az dsszes szigorian (gyengén) Berge-domindll
stratégidt, igy megkapjuk a Go redukdlt jdatékot.
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3. Hagyjuk el a Gy redukdlt jatékbol az dsszes szigorian (gyengén) Berge-domindlt
stratégiat, igy megkapjuk o Gs redukdlt jatékot.

4o

Az eljardst addig folytatjuk, amig a kapott redukdlt jatékban mdr nincs tobb szigorian

(gyengén) Berge-domindlt stratégia.

3.10. allitas. Véges jatékokban a szigorian Berge-domindlt stratégidk iterativ kikii-

szobolésének eredménye fiiggetlen a kikiiszobolés sorrendjétol.

Bizonyitds. A bizonyitas pontosan ugyanaz, mint az[1.30] allitas bizonyitasa, csupan

a dominanciat Berge-dominancidra cserélve. [

3.11. allitas. A [3.7 dllitdshoz hasonldan egy jatékban a szigorian Berge-domindlt
stratégiak iterativ kikiszobolésével eldfordulhat, hogy kikiiszébélink Nash-egyensily:
strtégidkat, sot az is lehetséges, hogy minden Nash-egyensilyi stratégiaprofilt elimi-

nalunk.

Bizonyitds. Mutatunk egy példat. Vegyiik ismét a fogolydilemma (2.3 példa) jaté-
kot. Ekkor mind a két jatékos esetében a t stratégia szigorian Berge-dominalja a v

stratégiat, ugyanis példaul az a jatékosra
fat,t) =2>0= fu(t,v),

falv,t) =3 >1= f,(v,v) .

Mivel ugyanez igaz a b jatékosra is, ezért a szigortan Berge-dominalt stratégiak
iterativ kikiiszobolése utén csak a (t, ) kimenetel marad meg. Err6l pedig mar lattuk,

hogy Berge-egyensiily, de nem Nash-egyensiily. [ |

3.12. allitas. Fgy jdtékban a szigorian Berge-domindlt stratégidk iterativ kikiiszo-

bilésével egyetlen Berge-egyensuly pontot sem kiiszdbélink k.

Bizonyitds. A bizonyitas indirekten torténik. Tegyiik fel, hogy s* Berge-egyensily,
de mégis ki lett kiiszobolve. Ekkor létezik olyan ¢« € N jatékos és olyan t_; csonka
stratégiaprofil, hogy t_; szigortian Berge-dominalja az s*, csonka stratégiaprofilt,
vagyis

filsist=i) > fi(si, s2;)
minden s; € 5; esetén fennall. Ekkor viszont az egyenl6tlenség igaz az s; stratégira
is, vagyis

fi<3:7t*i> > fz(5:78*—2) .
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De mivel s* Berge-egyensiily, ezért
fi(si,s%) 2 filsi,s-4)
minden s_; € S_;-re és minden ¢ € N-re teljesiil. Ez viszont ellentmondas. |

Mint lattuk, a Berge-egyensily is rendelkezik valamilyen stabilitassal. Ezt a sta-
bilitast ragadja meg a legjobbkérés leképezés. A leképezés elnevezése arra utal, hogy
minden jatékos a rogzitett sajat stratégidja mellett a legjobbkérés leképezésébdl
kapott csonka stratégiaprofil esetén kapna a legmagasabb kifizetést, vagyis ez a leg-
jobb kérése a tobbi jatékostol. Annak ellenére, hogy igy minden jatékos hallgatolag
egyensily stabilitdsa mégis kedvez6. Mint mondtuk, az egyenstlyt elsGsorban arra
szeretnénk hasznalni, hogy a jo stabilitasi tulajdonsagat kihasznalva szelektaljunk

az esetlegesen tobb Nash-egyensily koziil.

3.13. definicio (Legjobbkérés leképezés). Az i-edik jatékos D; : S; — P(S_;) leg-

jobbkérés leképezése a kivetkezd,
Di(si) = {s_; € S_i : fi(si,s_;) 2 fi(si,5-i),Vs_; € S} .

Minden s_; € D(s;) stratégidra azt mondjuk, hogy az i-edik jdtékos legjobb kérése az
s; stralégidra, vagy roviden, s_; legjobb kérés.

A

Az egész jatékra vonatkozo D : S — P(S) legjobbudlasz leképezés a kivetkezd,
D(s)={8€S5:5 €D(s;),¥s_; € S_;} .

Mint a Nash-egyensily esetében mar megtettiik, most is megmutatjuk, hogy a

Berge-egyensilyok és a kozos legjobbkérés leképezés fixpontjai egybeesnek.

3.14. segédtétel. Az s* € S stratégiaprofil akkor és csak akkor Berge-egyensilya egy
jatéknak, ha $* € D(s*), ahol §* = (s*,...,s%,). Vagyis roviden azt mondhatjuk,

—-n

hogy s* fixpontja a kiézds D legjobbkérés leképezésnek.

Bizonyitds. Legyen §* = (s*,,...,s",).

1. Ha s* a D leképezés fixpontja, akkor Berge-egyenstly.

Legyen s* a D kozos legjobbkérés leképezés fixpontja. Ekkor §* € D(s*), vagyis
minden i-re s*, € D;(s}). Ez viszont azt jelenti, hogy f;(s},s*;) = fi(sf, s_i)
minden s_; € S_; és minden ¢ € N esetén, ami pontosan a Berge-egyenstly

definicidja.

27



2. Ha s* Berge-egyensiily, akkor a D leképezés fixpontja.
Mivel s* Berge-egyensuly, ezért fi(sf,s*,) = fi(sf,s_;) minden s_; € S_;-re

és minden ¢ € N-re teljesiil. Ekkor s*, € D;(s;) minden 7 esetén trividlisan

fennall, vagyis a kozos legjobbkérés leképezés definicioja miatt §* € D(s*).
[ |

Bar mar a segédtétel kimondasanal is lathato volt, kiilon megjegyeznénk, hogy
a kozos legjobbkérés leképezés nem az S halmaz onmagara valo leképezése, igy a
fixpont sz6 hasznalata sem teljesen korrekt. Viszont mivel a leképezés képterének
lehet olyan részhalmaza, ami egybeesik S-sel, és ilyen részhalmaz létezik, ha van

fixpont, vagy Berge-egyensiily, ezért a szohasznélat mégis jogos.

3.15. segédtétel. Ha az fi(s;,-) fligguény kvdzikonkdv, akkor a D;(s;) halmaz kon-

vex minden s; € S; és minden 1 € N esetén.

Bizonyitds. Mivel az f;(s;, -) fliggvény kvazikonkav, ezért az f;(s) = fi(s;, s_;) szam-

hoz tartozo felsé nivohalmazai konvexek, ami a kévetkezé modon irhatéd
{sL €8 filsi,sy) 2 filsi,s—a)}
Ez pedig pontosan a D;(s;) definicidja. [ |

3.16. kovetkezmény. Ha az fi(s;,-) figgvény kvdzikonkdv, akkor minden s € S

esetén a D(s) halmaz konvex.

3.2. Berge-egyensily létezése

Ebben a részfejezetben megadjuk a szakirodalomban megtalalhato feltételrendsze-
reket a Berge-egyensily létezésére. A bizonyitasokat nem kozoljik.

El6szor sziikséges bevezetni néhany fogalmat.

3.17. definicid. Legyen A eqy tetszdleges halmaz. Ekkor A hatdrdt, vagyis a lezdrt-
janak és a belsejének a kilonbségét 0A = cl A\ int A mddon jeldljik.

3.18. definicié. Legyen C' C R"™ eqy tetszdleges konver, nemiires halmaz, y € C egy
tetszdleges vektor. Ekkor Zo(y) = [To(y) +y]|NC halmazt igy definidljuk, ahol Te(y)

a C konvex halmaz érintdkipja az y pontban.
3.19. definici6. Bevezetjiik a kivetkezd fligguényeket.

o Legyen g: S — S dgy, hogy g(s) = (s_1,...,5_n) -
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o Legyen @ : S x S — R gy, hogy ®(s,8) = Y- (fi(si,5-5) — fi(s)) -
=1

3.20. megjegyzés. Ekkor a g : S — S fiiggvény folytonos S-en és, ha az S;-k konvex,
kompakt halmazok, akkor ¢(S) kompakt és konvex halmaz.

3.21. tétel (Berge-egyensily létezése (Nessah et al, [2007b)). Ha egy G jdtékban

1. S; nemiires, kompakt, konvex és eqy lokdlisan konver Hausdorff tulajdonsdgi

vektortér részhalmaza minden i-re,
2. f; folytonos és kvdzikonkdv S-en minden i-re,
3. @ folytonos S x S-on,

4. minden g(s) € 0g(S)-re, minden § € S-ra, létezik § € Zys)(g(s)), hogy
D(s,8) = (s, 5),

akkor a jatéknak létezik Berge-eqyensilya.

A kovetkez§ tétel Abalo és Kostreval (2004) és|Abalo és Kostreva (2005) alapjan
szerepel, azonban most a Nessah et al| (2007a)) szerint javitott valtozatot adjuk meg.

Sziikséges még megjegyezni, hogy a tételt a dolgozat jeldléseihez igazitottuk.
3.22. tétel (Berge-egyensily létezése Nessah et al (2007a)). Ha egy G jdtékban

1. S; nemiires, konvex és kompakt minden i € N-re,

2. f; folytonos minden i-re,

3. minden s € S-re létezik s' € S, hogy argmax f;(s;, ) = {s"_;} minden i-re,
akkor a jatéknak létezik Berge-eqyensilya.

A tételeket a késGbbiek folyaman Osszevetjiik a Berge-tételre épit6 tételekkel.

3.3. Létezés bizonyitasa a Berge-tétellel

Ebben a részfejezetben ratériink a Berge-egyensuly létezésének bizonyitasara a Ber-
ge-tétel felhasznalasaval.

Mint lattuk, a kozos legjobbkérés leképezés D : S — P(S) nem az S halmazba
képez, ami mar a[3.14] segédtétel esetében is gondokat okozott. Az egyértelmd, hogy
barmely s € S stratégiaprofilbol képezhets egy § = (s_1,...,s,) csonka stratégiak-

bol képzett profil, azonban nem minden s € S csonka stratégiakbol képzett profilhoz
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létezik olyan s € S, amibdl szérmaztathatd lenne. Ez azt jelenti, hogy a D leképe-
zés nem az S halmaz onmagara valé halmazértéki leképezése, vagyis tobbek kozott
nem lehet ra hasznilni a Kakutani-féle fixponttételt. Viszont Berge-egyenstly csak
stratégiaprofil lehet. Tehat 1j fogalmakat kell bevezetniink, amikkel garantalhatjuk,
hogy a D leképezésre D : S — P(S) teljesiil, vagy legalabb az, hogy minden s € S
esetén D(s) NS # (.

3.23. definici6 (§-konzisztencia). Egy § € S csonka stratégidkbol képzett profilra
azt mondjuk, hogy s-konzisztens, ha minden i,j # k-ra 3, = 51, ahol 5;) az §

vektor i-edik komponensének k-adik jatékoshoz tartozo eleme.

3.24. definicio6 (S-konzisztens halmaz). Az aldbbi halmazt S-konzisztens halmaznak

nevezzik és Kg mddon jeloljik,
Kog=1{5€S:544=35Vij#k}.
Ekkor a kovetkezo trivialis allitashoz jutunk.

3.25. allitas. S és K¢ halmazok kolcsindsen egyértelmien megfeleltethetdk egymds-

nak.

3.26. megjegyzés. Ha S konvex, kompakt, nemiires halmaz, akkor Ky halmaz is
konvex, kompakt és nemiires. Tovabb4d K¢ C S és a két halmaz megegyezik, ha

n=2.

3.27. definicio6 (Teljes S-konzisztencia). Egy G jdték teljesen S-konzisztens, ha D :

S — P(S) leképezésre igaz, hogy minden s € S-re D(s) C Kg, vagyis im D C Kg.

Tehat ha egy jaték teljesen S-konzisztens, akkor a D halmazértéki leképezésre
igaz, hogy D : S — P(S), vagyis az S halmazt énmagara képzi le. Eszrevehetjiik,
hogy ez a fogalom nagyon erés, hiszen azt koveteli meg, hogy a kozos legjobbkeé-
rés leképezés képe mindig a S-konzisztens halmazban legyen. Mint mar korabban

utaltunk réa, a fogalmon lehet gyengiteni.

3.28. definici6 (Részleges S’—konzisztencia). Eqgy G jdték részlegesen S—konzisztens,

ha D : S — P(S) leképezésre igaz, hogy minden s € S-re D(s) N Kg # 0, vagyis
imD N K¢ # 0.

Lathato, hogy ha egy jaték teljesen S’—konzisztens, akkor részlegesen is az, viszont
az allitas forditottja nem feltétleniil igaz. A részlegesen S-konzisztens jatékok vizs-
galata viszont egyszeriien kovetkezik a teljesen S-konzisztens jatékok vizsgalatabol,
ugyanis ha a kozos legjobbkérés leképezésnek van a K¢ halmazon kiviili képe, akkor
van a halmazon beliil legalabb egy olyan képpontja, ahol minden jatékos kifizetése

pontosan ugyanakkora. Eppen ezért a kovetkezé megjegyzést tehetjiik.
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3.29. megjegyzés. Fgy részlegesen S-konzisztens jaték D kozos legjobbkérés leképe-
zését megszoritva a K¢ halmazra, vagyis a halmaz és a leképezés képének metszetét
véve egy olyan leképezést kapunk, ami mar olyan, mint egy teljesen S-konzisztens
jaték kozos legjobbkérés leképezése. Tovabba a megszoritott leképezés fixpontja tri-

vialisan fixpontja az eredeti leképezésnek is, vagyis Berge-egyenstly.

3.30. definicio (Berge-feladat). Feleltessik meg a jatékot ismét a Berge-tétel dssze-

tevdivel, tetszdleges i-re.

X=5,,
T=25;,
f=1,
H=H,,
X=0D,.

Irjuk fel a Berge-tételben szerepld feladatot.
fi<8i, 8,i> — max

S_; € S_i .

Tehdt jelen esetben a H; : S; — P(S_;) feltételi leképezés minden s; € S;-hez hozzd-
rendeli az 0sszes lehetséges s_; € S_;-t, igy ez a leképezés felilrdl félig folytonos és
alulrol félig folytonos is eqgyben, vagyis folytonos. f; : graph H; — R a célfiigguény, a

jdtékosok ezt mawimalizdljdk. Ekkor az fY : S; — R értékfiigguény a kivetkezd,

fil(si) = sup fi(si,-) = sup fi(si,s_4) .

S_; s_;€8_;

A D;:S; — P(S_;) megoldasleképezés a kovetkezd mddon irhato fel,

Di(s;) = argmax fi(ss,-) = {s—i € S : fi(si,5-5) = f;'(s:)} -

—1

Ext eqy kicsit dtirva,
Di(s;) = {s=; € S_i: fi(si,8%;) 2 fi(si,5-:),Vs_; € S} .

3.31. megjegyzés. A Berge-faladatban szereplé D; megoldasleképezések pontosan a
jatékosok legjobbkérés leképezései. Igy azok Gsszetétele pedig megegyezik a D kozos
legjobbkérés leképezéssel.

ElGszor nézziik meg, hogy mit mondhatunk teljesen S-konzisztens esetben.
3.32. tétel. Ha egy G teljesen S-konzisztens jdtékban

1. S; nemiires, konvex, kompakt halmaz minden i-re,
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2. f; folytonos minden i-re,
3. fi(si,-) kvdzikonkdv minden i-re,
akkor a jatéknak létezik Berge-egyensilya.

Bizonyitds. A fenti feltételek mellett a Berge-tétel (1.10] tétel) hasznalhato és annak

harom pontja kovetkeztében,
o Y értékfiiggvény alulrol folytonos és feliilrsl folytonos is, vagyis folytonos,
e D;(s;) kompakt értéki és feliilrsl félig folytonos halmazértéki leképezés.

Mivel fi(s_;,-) kvazikonkav fiiggvények minden i-re, ezért a[3.15] segédtétel sze-
rint a D; leképezés konvex halmaz értékid, tehat a kozos D leképezés is konvex
érteki.

Mivel a G jaték teljesen S-konzisztens, ami azt jelenti, hogy D a Kg-be képez,
ezért a D leképezés az S halmaz 6nmagara valo feliilr6l félig folytonos kompakt,
konvex halmaz értéki leképezése, ezért hasznalhato ra a Kakutani-féle fixponttétel,
vagyis létezik s* € S, hogy §* € D(s*).

Az igy kapott fixpont a[3.14] segédtétel miatt Berge-egyensiily. [

Részlegesen S-konzisztens jatékok esetében is kimondhato6 a tétel.
3.33. tétel. Ha eqy G részlegesen S-konzisztens jatékban
1. S; nemiires, konvex, kompakt halmaz minden i-re,
2. fi folytonos minden i-re,
3. fi(si, ) kvdzikonkdv minden i-re,
akkor a jatéknak létezik Berge-egyensilya.
Bizonyitds. A tétel a[3.29] megjegyzés és a[3.32] tétel egyértelmd kovetkezménye. W

Most mutatunk egy példat arra, hogy ha egy jatékban a [3.32 tétel feltételei
teljesiilnek, akkor létezik Berge-egyensilya.

3.34. példa (Szimmetrikus Cournot-duopoélium Berge-egyenstilya). Nézziik meg is-
mét a szimmetrikus Cournot-duoplolium jatékot péda).

Mivel a kifizeté6fiiggvények folytonosak és kvazikonkavak, a stratégiahalmazok
pedig konvex, kompakt halmazok, és a jaték teljesen S—konzisztens, ezért a. tétel
miatt a jatéknak létezik Berge-egyenstulya. Mivel a kifizet6fiiggvények folytonosak
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és folytonosan differencidlhatoak, ezért vehetjiik a derivéltjaikat. Ekkor a jatékosok

legjobbkérés leképezései
Di(q1) = {¢5, ha ¢1 = 0;0 kiilénben} |

Ds(q2) = {qj, ha g2 = 0;0 kiilénben} .

A két egyenletbdl azt kapjuk, hogy minden (g7, 0) és (0,q3) stratégiapar Berge-
egyensily, ahol ¢f € S;.

3.35. allitas. A teljes, vagy a részleges S-konzisztencia feltétele elégséges, de nem

sziikséges az eqyensily létezésének bizonyitdsakor.

Bizonyitds. Mutatunk egy példat. Vegyiik ismét a szimmetrikus Cournot-duopélium
jatékot . példa), csak most egészitsiik ki egy harmadik jatékossal, jelolje 6t a
3-as szam. Legyen S3 = {g3}, a harmadik jatékos stratégiahalmaza egyelemi és
legyen f3(q1,42,q3) = fi(q1,q2,q3). A mésik két jatékos kifizetsfiiggvényei legyenek
valtozatlanok, vagyis fi(qi,q2,q3) = p(q1, ¢2)qi — cqi.

Ekkor a jaték nem teljesen S-konzisztens, hiszen a m példaban lattuk, hogy
az els és a masodik jatékosok csak (¢f,0) és (0,q5) alaki, jelen esetben csonka
stratégiaprofilokat hajlandéak jatszani. Fzen a harmadik jatékos szerepeltetése nem
valtoztat, ugyanis az els¢ két jatékos kifizetése valtozatlan maradt. Viszont a har-

madik jatékos kifizet6fiiggvényét derivalva azt kapjuk, hogy

Ds(q3) = (%ﬁ) :

ahol a (%, 0) stratégiapar az elsé és a harmadik jatékos maximalis kifizetését ered-

a—c
20 7

létezik Berge-egyensiilya. |

ményezi. Ekkor nyilvan a ( 0, g3) stratégiaprofil Berge-egyensuly, tehat a jatéknak

A Debreu-Friedman tételhez hasonlot is fel lehet irni a Berge-egyensulyra.

3.36. tétel. Ha egy G teljesen S-konzisztens jatékban

S; nemdiires, konvex, kompakt halmaz minden i-re,

fi felilrdl folytonos minden i-re,

fi(+, s—;) alulrdl folytonos minden i-re,
e D,(s) nemiires, kompakt, konvex halmaz értéki leképezés, minden i-re,

akkor a jatéknak létezik Berge-eqyensilya.
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Bizonyitds. Mivel minden S; kompakt halmaz és minden kifizet6fiiggvény feliilrol
folytonos, ezért a D;(s;) halmazok nemiiresek. Megmutatjuk, hogy a D kozos leg-
jobbkérés leképezés feliilrél félig folytonos. Mivel jelen esetben a legjobbkérés leképe-
zések kompakt topologikus térbdl képeznek kompakt topologikus térbe, ezért az
allitas miatt ha a D leképezés zart grafa, akkor feliilr6l félig folytonos.

Tehét azt bizonyitjuk, hogy a D leképezés graph D = {(s,1) : s € S,t € D(s)}
grafja zart halmaz. Indirekten tegyiik fel, hogy nem zéart a halmaz, vagyis létezik

olyan (s°,#°) ¢ graph D, (s°,4°) € S x S, hogy a pont minden U kirnyezetére
UnNgraph D # () .

Ekkor 0 ¢ D(s°), vagyis létezik j jatékos, hogy f? =10

; nem legjobb kérés. Ekkor

létezik olyan f} = tl_j € S’j, hogy
fi(s3,85) > f;(s5,45) .
Legyen F : S x S — R fiiggvény a kivetkezd,
F(s,8) = fi(s5t1;) = filty,s-5) -

Mivel f; feliilrsl folytonos és f;(-, s_;) alulrol folytonos, ezért F' alulrdl folytonos, igy
a C = {(s,{) € Sx8: F(s,{) <0} halmaz zart. Minden (s,) € graph D esetén
F(s,t) £0,de F(s°,#°) > 0, ami ellentmond annak, hogy a C halmaz zart. Igy tehat
a D leképezés zart grafa, vagyis feliilr6l félig folytonos. Mivel D kompakt, konvex
értékd, és a G jaték teljesen S-konzisztens, ezért az S kompakt, konvex halmaz
onmagara valo leképezése, ezért a Kakutani-féle fixponttétel miatt létezik fixpontja,

ami a |3.14] segédtétel miatt Berge-egyensily. [ |
3.37. tétel. Ha egy G részlegesen S-konzisztens jatékban

e S; nemiires, konvex, kompakt halmaz minden i-re,

o f; felilrdl folytonos minden i-re,

o fi(-,s_;) alulrdl folytonos minden i-re,

e D,(s) nemiires, kompakt, konvex halmaz értéki leképezés, minden i-re,
akkor a jatéknak létezik Berge-eqyensilya.

Bizonyitds. A tétel és a[3.29] megjegyzés egyértelmii kovetkezménye. [ |
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A teljesen és részlegesen S-konzisztens jatékok korében a Berge-egyenstlyok egy
érdekes tulajdonsaggal rendelkeznek. Ha tetszélegesen kivalasztunk két jatékost, ak-
kor a jatékosok egyéni legjobbkérés leképezéseit felirva és megkeresve azok kozos
fixpontjat, eljutunk az Osszes Berge-egyensulyig. Ez abbol a természetes ténybdl
adodik, hogy ha egy jatékos bejelenti s_;-t, akkor még egy jatékos t_; bejelentésé-
vel kapunk egy teljes s stratégiaprofilt és a teljesen S-konzisztens jatékok kdrében
minden legjobb kérés olyan, a részlegesen S-konzisztens jatékok korében pedig van
olyan legjobb kérés, hogy ha s_; és t_; legjobb kérések, akkor minden k # 4, j esetén

Sk — tk.

3.4. Gyengitett Berge-egyensily

A Berge-egyensuly létezésének bizonyitasakor tehat elégséges feltétel volt, hogy a
G jaték teljesen S-konzisztens legyen, azonban, mint lattuk ez egy nagyon szigora
feltevés. Annak ellenére, hogy egy kissé sikeriilt gyengiteni a feltételeket a részleges
S-konzisztencia feltételével, jogosan meriil tehat fel a kérdés, hogy hogyan garan-
talhatnank a legjobbkérés vektorok s-konzisztencidjat anélkiil, hogy azt el6re régzi-
tenénk. Erre ad lehetéséget a gyengitett Berge-egyensiily. Szeretnénk megjegyezni,
hogy a gyengitett jelz6 hasznélatat az indokolja, hogy mind a gyenge, mind az erGs
jelz6k mar méas fogalmakat jelolnek. Az erds Berge-egyensulyokrol és az erés Nash-
egyenstlyokrol bévebben |Larbani és Nessah) (2001)), Nessah és Tian (2009) és Nessah
et al (2008) cikkeket javasoljuk.

Elgszor bevezetiink néhany sziikséges fogalmat.

3.38. definicio. A G jdtékban az f : S X S — R™ vektorértékd fiigguény a jatékosok
kézds kifizetdfiigguénye, ahol

f(S, ‘§) = (fl(sla §1)7 SR fn(Sna <§n))
minden (s,3) € S x S esetén.

3.39. definicié (Gyengitett Berge-egyenstly). FEgy s* stratégiaprofil gyengitett Ber-
ge-egyensily, ha nem létezik olyan 5 € Kg, hogy

f(s%,8) = f(s",87) .

3.40. megjegyzés. A gyengitett Berge-egyensilyt a kivetkezé modon is definidlhatjuk.
Egy s stratégiaprofil gyengitett Berge-egyenstly, ha nem létezik olyan s € K¢, hogy

minden ¢ € N-re f;(sf,s*,) < fi(sh, i),
és létezik j € N, hogy f;(s},s*;) < fi(s},5;) -
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A gyengitett Berge-egyenstuly tehat egy olyan s* stratégiaprofil, amire a kozos
f vektorértéki fliggvény vektoridlisan maximalis. Ezt Ggy értelmezhetjiik, hogy egy
kézponti dontéshozohoz beérkeznek a jatékosok kérései, amib6l a dontéshozo ugy
allit Ossze egy s* egyensulyi stratégiat, hogy ne lehessen olyan s-konzisztens kérés

egyiittes, ami mellett mindenki rosszabbul jarna.

3.41. definici6 (Gyengitett legjobbkérés leképezés). Az egész jatékra vonatkozd D :

S — P(S) gyengitett legjobbkérés leképezés a kivetkezd,
D(s)={s€ Kg: Pt € K¢ , hogy f(s,t) > f(s,8)} .

3.42. segédtétel. Az s* € S stratégiaprofil akkor és csak akkor gyengitett Berge-
egyensilya eqy jatéknak, ha §* € 15(5*), ahol §* = (s*,...,s%,). Vagyis roviden azt
mondhatjuk, hogy s* fitpontja a kézés D gyengitett legjobbkérés leképezésnek.
Bizonyitds. Legyen §* = (s*,...,s",).

1. Ha §* € D(s*), akkor s* gyengitett Berge-egyensily.

Legyen tehat s* € D(s*), ami azt jelenti, hogy nem létezik ¢ € K¢, hogy
f(s*,8) > f(s%,87) .

Ez viszont pontosan a gyengitett Berge-egyensuly definicidja.

2. Ha s* gyengitett Berge-egyensily, akkor s* € 15(3*)

Mivel s* gyengitett Berge-egyensily, ezért nem létezik olyan s € Kg, hogy
f(s,8) > f(s%,87) .

Ekkor viszont §* € D(s*) trividlisan fennall.

[ |

3.43. segédtétel. Ha az f(s,-) figgvény kvdzikonkdv o K¢ halmaz felett, akkor a

D(s) halmaz konvez minden s € S esetén.

Bizonyitds. Mivel az f(s,-) fiiggvény kvazikonkav, ezért az f(s, §) vektorhoz tartozo

fels6 nivohalmazai konvexek, ami a kovetkez6 modon irhato

(€ Kg: f(s,8) % f(5,9)},

vagyis
{'§ € KS‘ : ﬂfe KS‘ ) hOgy f(Sth) > f(S,é)} :

Ez pedig pontosan a D(s) definicioja. |
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3.44. definicié (Gyengitett Berge-feladat). Feleltessik meg a jatékot az|1.21, tétel

osszetevdivel.

X=29,
T=25,
f=r,
H=H,
xX=0D.

Irjuk fel az|1.21]. tételben szerepld feladatot.

f(s,8) — vmax
5 € Kg .

A

Tehdt jelen esetben a H : S — P(S) feltételi leképezés hozzdrendeli minden s € S-hez
az 0sszes lehetséges 5 € Kg-t, igy ez a leképezés feliilrdl félig folytonos és alulrdl félig
folytonos is egyben, vagyis folytonos. f : graph H — R™ a célfiigguény, ezt szeretnénk

vektoridlisan mazimalizdlni. Ekkor az f¥ : S — R" értékleképezés a kovetkezd,

fY(s) = vsup f(s,) = vsup f(s,5) .
s ses

AD:S— 77(5') megolddsleképezés a kovetkezd modon irhato fel,

D(s) = arg\gmaxf(s, V={5e€8:f(s,8) € fV(s)}.

Ext egy kicsit dtirva,
D(s)={5€ Ks: Pt € Kg , hogy f(s,t) > f(s,5)} .
3.45. tétel. Ha eqy G jdatékban
1. S; nemiires, konvex, kompakt halmaz minden i-re,
2. f folytonos,
3. f(s,-) kvdzikonkdv Kg felett,
akkor a jatéknak létezik gyengitett Berge-egyensilya.

Bizonyitds. A fenti feltételek mellett az tétel hasznalhatd és annak harom

pontja kovetkeztében,

e [V értékleképezés alulrol félig folytonos és feliilrél félig folytonos is, vagyis

folytonos,

e D(s) kompakt értéki és feliilrsl felig folytonos halmazértéki leképezés.
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A . segédtétel szerint ekkor D konvex értékd. Mivel D definicié szerint az S
halmaz 6nmagara valo leképezése, ezen til feliilrél félig folytonos, konvex, és kom-
pakt értékid is, ezért hasznalhato ra a Kakutani-féle fixponttétel, vagyis létezik fix-

pontja. Ez a fixpont pedig a|3.42] segédtétel miatt gyengitett Berge-egyensily. W

A gyengitett Berge-egyenstllyal az volt a célunk, hogy megkeriiljiik a teljes, vagy
a részleges S-konzisztencia feltételét. Azonban csak akkor jartunk sikerrel, ha a

kovetkezs allitas igaz.
3.46. allitas. Egy G jdték minden Berge-egyensilya gyengitett Berge-egyensily is.

Bizonyitds. Legyen s* a GG jaték Berge-egyensilya. Ekkor
fi(SIJ siz) z fi(s;,‘k7 S—i)

minden s_; € S_;-re és minden i € N-re teljesiil. Ekkor viszont trividlisan nem
létezik olyan s € Kg, hogy

f(s7,8) > f(57,87) ,
vagyis s* gyengitett Berge-egyensily is. [ |
3.47. megjegyzés. Ha a jaték teljesen, vagy részlegesen S-konzisztens, akkor a jaték
minden gyengitett Berge-egyenstilya Berge-egyensily is.

A gyengitett Berge-egyensilyok, mint lattuk a jaték teljes, vagy részleges S-
konzisztencidjanak hianyaban is léteznek. Ha a jaték teljesen, vagy részlegesen S-
konzisztens, akkor minden egyenstulyi pont olyan lesz, hogy ott minden jatékos az
egyéni legjobbkérés leképezésébdl valaszt csonka stratégiaprofilt, vagyis az egyen-
silyi pontot méar két tetszélegesen kivalasztott jatékos leképezéseinek felirasabol is
megkaphatjuk. A kovetkez6 példa Nessah et al (2007b)) példaja arra, hogy egy jaték-
ban nem létezik Berge-egyensiily. Mi megmutatjuk, hogy gyengitett Berge-egyenstly

viszont létezik.

3.48. példa. Vegyiik a kovetkezd jatékot,
e N ={1,2,3} a jatékosok halmaza,
e S; =10,1] a stratégiahalmazok, ahol i = 1,2, 3,
e a kifizetSfiiggvények

1. fi(s) = 82 + sy + s3,
2. fos) = s1 — 82,
3. f3(s) = s1 — 3s3,
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Ekkor a jatékosok legjobbkérés leképezései
e Di(s1) =(1,1),
e Dy(s9) =(1,0),
e Ds3(s3) =(0,1).

Lathato, hogy a jaték nem teljesen S’—konzisztens, ugyanis a legjobb kérésekb6l nem
lehet egy s* stratégiaprofilt kivalasztani, tovabba hasonlé megfontolasbél nem is
részlegesen S-konzisztens. Viszont az is jol lathato, hogy példaul az s* = (1,0,0)
stratégiaprofil gyengitett Berge-egyensiily, ugyanis ekkor a mésodik és a harmadik

jatékosnak nem lehet sehogy sem novelni a kifizetését.

3.5. Létezést bizonyit6 tételek kapcsolata

Ebben a részfejezetben megmutatjuk, hogy a Berge-egyensily létezését bizonyitd
tételeink miként kapcsolodnak Ossze. A vizsgélat célja az, hogy elhelyezziik munkan-
kat a szakirodalomban és, hogy megtoltsiik azt az iirességet, amit az okozott, hogy
a szakirodalombol hivatkozott két tétel bizonyitasat nem kozoltiik.

LegelGszor megmutatjuk, hogy a két Berge-tételen alapulo tétel (3.32] tétel és
m tétel) miként épiil egymasra. Azt méar lathattuk, hogy részleges S-konzisztencia
mellett a tétel bizonyitasat vissza lehetett vezetni a teljes S-konzisztencia esetére.

Most logikai értelemben vizsgalodunk.

3.49. allitas. Ha a[3.39 tétel feltételei fenndllnak, akkor a[5.55 tétel feltételei is

teljestilnek.

Bizonyitds. Mivel a két tétel kozott csupan a részleges, illetve a teljes S-konzisztencia
a kiilonbség, ezért elég azt megmutatni, hogy a teljes S-konzisztencia maga utan

c stz

hiszen ha egy jaték teljesen S-konzisztens, akkor részlegesen S-konzisztens is. |

A tételt megforditani nyilvanvaléan nem lehet, ugyanis a konzisztencia fogal-
mabdl egyértelmien lathatd, hogy a részleges S-konzisztenciabol nem kévetkezik a
teljes S-konzisztencia.

Most attériink a [Nessah et al (2007b) és az |Abalo és Kostreva, (2005)) cikkekbdl
atvett tételek és a Berge-tételen alapuld tételek kapcsolatara. ElGszor az [Abalo és
Kostreval (2005)) alapjan felirt, tételt vizsgaljuk meg.

3.50. allitas. Ha a . tétel harmadik feltétele fenndll, akkor a jdték teljesen S-

konzisztens.

39



Bizonyitas. A tétel harmadik feltétele szerint minden s € S-re létezik s’ € S,
hogy argmax f;(s;, ) = {s’;} minden i-re. Ekkor tehat a kozos legjobbkérés leképezés

képe mindig egyelemii és K¢-beli, vagyis a jaték teljesen S-konzisztens. |

3.51. megjegyzés. Ekkor a jaték nyilvanvaléan részlegesen S-konzisztens is.

3.52. megjegyzés. Vagyis, ha a tétel feltételeit kiegészitjiik azzal, hogy minden
jatékos kifizetstiiggvénye kvazikonkav rogzitett s;-re, akkor az igy kiegészitett tétel
kovetkezik a tételbol.

Végezetiil nézziikk meg, hogy mit mondhatunk a tételrsl.
3.53. tétel. A[2.2] tétel és al3.33 tétel ekvivalensek.

Bizonyitds. A bizonyitashoz elég megmutatni, hogy a két tételben eltérs feltételek
ekvivalensek. El6szor is vegylik észre, hogy a tételben szereplé harmadik fel-
tétel, miszerint @ folytonos S x S-en kovetkezik abbol, hogy a kifizet6fliggvények
folytonosak. Tehat csak azt kell igazolni, hogy a negyedik feltétel, miszerint minden
g(s) € dg(S)-re, minden § € S-ra, letezik § € Zg5)(g(s)), hogy ®(s,5) < ®(s,5),
akkor és csak akkor all fenn, ha a jaték részlegesen S-konzisztens. Innentsl két részre

bomlik a bizonyitas.

1. Ha egy jatekban minden g(s) € dg(S)-re, minden § € S-ra, létezik § €
Z

9(5)(9(s)), hogy ®(s,5) < ®(s,5’), akkor a jaték részlegesen S-konzisztens.

Felhasznalva a g és a ® fliggvények definici6it atfogalmazhatjuk a kiindulo
feltételt. A feltétel azt jelenti, hogy minden § € S esetén létezik olyan § € K,
hogy egy bizonyos s € S stratégiaprofillal kiegészitve a jatékosok kifizetései
nem lehetnek kisebbek. Ez tehat azt jelenti, hogy minden s € S esetén a kozos
legjobbkérés leképezésnek és az S-konzisztens halmaz metszete nemiires, ami

pedig pontosan azt jelenti, hogy a jaték részlegesen S-konzisztens.

2. Ha egy jaték S-konzisztens, akkor minden g(s) € dg(S)-re, minden § € S-ra,
letezik 8" € Zys)(g(s)), hogy ®(s,5) < O(s,5).

Ha egy jaték részlegesen S—konzisztens, akkor minden s € S esetén létezik

olyan § € K¢, hogy § € D(s), ami pedig az elsé feltétel atfogalmazasa.

3.54. kovetkezmény. A [3.39 tétel o [3.21] tételbdl kivetkezik.

3.55. megjegyzés. Ha a feltételt tigy modositjuk, hogy ®(s,s) < d(s, ), akkor a

teljes S-konzisztenciaval kapunk ekvivalens feltételt.
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4. fejezet

Berge-Nash-egyensuly és az osszetett

egyensuly

A fejezet elején bemutatjuk |Colman et all (2011) eredményeit a Nash-egyensulyok és
a Berge-egyenstlyok Osszekapcsolasarol. A masodik alfejezetben bevezetjiik a Berge-
Nash-egyensilyt, és a mar megszokott moédon a Berge-tétel segitségével belatjuk a
létezését. Mint lattuk a Berge-egyensilyok és a Nash-egyensilyok egymastol kiilon-
b6z6, jo tulajdonsagokkal rendelkeznek. Ha tehat sikeriil talalni egy olyan egyen-
silyt, ami Berge-egyensuly és Nash-egyensily is egyben, akkor példaul ha egy ja-
téknak tobb Nash-egyenstulya, akkor azokbo6l a Berge-egyensily stabilitisa miatt
érdemes lehet az egybeesd egyensiilyt valasztani. Tehat az agynevezett Berge-Nash
egyensulyok segithetnek a Nash-egyensilyok szelektalasanal. A fejezet végén defi-
nidljuk az Osszetett egyensilyt. Ez egy kisérlet arra, hogy a Berge-Nash-egyenstily
bizonyitasakor fellépé szigoru feltételeket megkeriiljiik és megérizziink valamennyit

a kozos egyensiily jo tulajdonsagaibol.

4.1. Berge-egyensiily és Nash-egyenstly kapcsolata

A Nash-egyenstly és a Berge-egyensily kinézetre nagyon hasonlék, mindossze a
Berge-egyensiilynal kicseréljiik S;-t S_;-re, vagyis minden jatékos ott nem a sajat
stratégidjarol dont, hanem a tébbiekérsl. Mint azt eddig lattuk az atirds nem olyan
egyszeri, ugyanis oda kell figyelniink az s-konzisztenciara is. Mindezek ellenére (Col-
man et al (2011) ad két allitast arrol, hogy Nash keretek kozott hogyan szamithato
a Berge-egyenstly.

4.1. allitas. Ha az s* stratégiaprofil eqy G jaték Berge-egyensilya, akkor Nash-
egyensily minden G, jatékban is, ahol o a jdtékosok eqy olyan permutdcidja, hogy

minden jatékos ij helyet kap, vagyis o : N — N dgy, hogy minden i € N-re o(i) # i.
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Bizonyitds. Legyen s* a G jaték Berge-egyensilya. Ha minden ¢ € N-re meg tudjuk
mutatni, hogy

foti (si,555) = fori (s7)
teljesiil minden s_; € S_;, minden ¢ € N és minden megengedett o permutaciora,

akkor belattuk az allitast. Legyen i € N tetszbleges és tegyiik fel, hogy o (i) = j.

Mivel s* Berge-egyenstily, ezért
fi(si,s-i) = fi(s")

teljesiil minden s; € S; és minden ¢« € N esetén. Ezért specidlisan az s, € S_;,

)

s ;= (81, 851,85, 8541, - - - » Sn) esetén is teljesiil, hogy

filsi,sLi) = fuls®) -

Viszont ez az egyenlStlenség minden s; € S; esetén fenndll, vagyis s* Nash-egyensiily,
tehat belattuk az allitast. |

4.2. kovetkezmény. Ha eqy G jatékhoz tartozo barmely G, jdatékban nem létezik

Nash-eqyensily, akkor a G jdatéknak biztosan nem létezik Berge-eqyensilya.

A kovetkez§ allitas dsszekapcesolja egy G jaték Berge-egyensilyat n darab speci-

alis kétszereplds jaték Nash-egyensilyaival.

4.3. definicié. Legyen G = {N,(S;)ien, (fi)ien} egy jdték. Ekkor minden j € N

esetén legyen G; a kovetkezd,

Gy ={{1,J},(S,81), (fr, f1)}

igy, hogy Sy = 5; és Sy =S_;, tovdbbd

4.4. allitas. Eqy s* stratégiaprofil a G jdték Berge-eqyensilya, akkor és csak akkor,
ha s* Nash-egyensily minden j € N-hez tartozo G; jatékban.

Bizonyitds. A bizonyitéast két részre bontjuk,

1. Ha s* Berge-egyensuly, akkor minden j € N esetén s* a G; jaték Nash-

egyensilya is.

Legyen j € N tetszoleges, ekkor megmutatjuk, hogy s* a G; jaték Nash-
egyensulya. Mivel s* a GG jaték Berge-egyensilya, ezért

fz'(S:,S—z') < fz(S*)
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teljesiil minden s_; € S_; és minden ¢ € N esetén. Ekkor tehat
Ji(815 851,85, 85115+ 80) = fi(s")

teljesiil minden s; € S; esetén. Osszeadva ezeket minden i # j-re

Zfi(si(’ s 5;_1,3]',3;4_1, s S:;) g Zfl(S*) :

i#] i#]

Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy fi(s;,s*;) = fi(s*) fendll minden s; € S;

esetén.

Maésrészt, viszont mivel

fi(siys-1) = fi(s")
teljesiil minden s; € S; és minden ¢ € N esetén, ezért

fi(s5,s-5) = [;(s7)
Vagyis f;(s},s-;) = fs(s*) minden s_; € S_; esetén, vagyis s* Nash egyensily
a G jatékban.

2. Ha s* minden j € N esetén a G; jaték Nash-egyensilya, akkor s* Berge-
egyenstly az eredeti G jatékban.

Legyen j € N tetsz6leges, ekkor megmutatjuk, hogy

fi(sj,8-5) = fuls™)

« e,

teljesiil minden s_; € S_; esetén. Ekkor viszont, felhasznalva f; definicidjat,
azt kapjuk, hogy f;(s3,s_;) = fs(s*) teljesiil minden s_; € S_; esetén, vagyis
az s* Nash-egyensuly a G; jatékban.

4.5. kovetkezmény. Ha egy G jdtékhoz tartozo barmely G; jdtékban nem létezik

Nash-eqyensily, akkor a G jatéknak biztosan nem létezik Berge-eqyensilya.

4.2. Berge-Nash-egyensily

Természetesen adodik a kérdés, hogy a bemutatott Nash-egyensily és Berge-egyen-
sily milyen feltételek mellett esnek egybe biztosan. ElGszor megmutatjuk, hogy mi-

kor létezik mind a két egyenstly egyszerre egy jatékban.
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4.6. allitas. Ha eqy G részlegesen S-konzisztens jatékban
e S; nemiires, konvex, kompakt halmaz minden i-re,
e f; folytonos minden i-re,
o fi(si,-) kvdzikonkdv minden i-re,
o fi(,s_;) kvdzikonkdv minden i-re,
akkor a jatéknak létezik Nash-egyensilya és Berge-egyensilya is.
Bizonyitds. Az allitas a tétel és a[3.33] tétel egyértelmii kovetkezménye. W

4.7. megjegyzés. Az allitas teljes S-konzisztens jatékok esetén is igaz.

Most bevezetjiik a Berge-Nash-egyensiilyt.
4.8. definicié. Legyen S! = S; minden i € N-re, tovdbbd S" = S.

4.9. definici6 (Berge-Nash-egyenstly). Egy s* stratégiaprofil Berge-Nash-egyensily,
ha
fi(sz"’ Siz) i fi(5i7 Stz) )
f’i(S:? Siz) z fi(sfﬂ SL@)
minden s; € S;-re, minden s'_; € S_;-re és minden i € N-re fenndll.
4.10. megjegyzés. Vegyiik észre, hogy egy s* stratégiaprofil pontosan akkor Berge-
Nash-egyensiily, ha az Berge-egyenstly és Nash-egyensiily is egyben.
Most bemutatjuk, hogy Nessah et al (2007b) cikk milyen feltételek mellett iga-
zolja a Berge-Nash-egyensily 1étét. El6szor bevezetiink néhany 4j fogalmat.
4.11. definicidé. Bevezetjiik a kdévetkezd fiigguényeket.
o Legyen §: S — S x S gy, hogy g(s) = ((s—1,---,5-0n),8) -

e Legyen d:Sx (SXS) — R gy, hogy i)(s, (8,8) = > (filsi, 8i)+ fi(s—i,s)) -

iEN
4.12. megjegyzés. Trividlis, hogy ekkora g: S — Sx S fiiggvény folytonos S-en és,
ha az S;-k konvex, kompakt halmazok, akkor §(S) kompakt és konvex halmaz.

4.13. tétel (Berge-Nash-egyensuly létezése (Nessah et al, 2007b)). Tegyiik fel, hogy

1. S; nemiires, kompakt, konvex és eqy lokdlisan konver Hausdorff tulajdonsdgi

vektortér részhalmaza minden i-re,
2. fi folytonos és kvazikonkdv S-en minden i-re,
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3. @ folytonos S x (S x S)-en,

4. minden §(s) € 8G(S)-re, minden (5,t) € S x S-re, létezik (8, 1) € Z5)(3(8)),
hogy ®(s, (5,1)) < ®(s, (§,1)).

Ekkor a jatéknak létezik Berge- Nash-egyensilya.

Az egyenstly létezését Abalo és Kostreva (1996)) is vizsgalja, azonban Nessah
et al (2007a) és Larbani és Nessah| (2008) ravilagit ennek hibaira. A tételeket itt
nem emlitjiik, mert a felépitésiikb6l adoddan til messzire vezetnének.

Most megkezdjiik a Berge-tételt hasznal6 bizonyités felépitését.
4.14. definici6. Legyen f; : S’ x S — R dgy, hogy fi(s',s) = fi(sl, s_s)+ fi(si, 5',).

4.15. megjegyzés. Ekkor f; maximuma ugyanott van, ahol fi(s), s_;)-nek és fi(s;,
s’ ;)-nek kiilon-kiilon, ugyanis a két fliiggvény maximalizalandé valtozoi egyméstol
fiiggetlenek. Ezért fogjuk a kés6bb definialt Berge-Nash-feladatban az f; fiiggvénye-

ket szerepeltetni.

4.16. megjegyzés. Ha f;(+,s_;) kvazikonkdv minden i-re és f;(s;, ) kvazikonkav min-

den i-re, akkor az f;(-,s) fiiggvények is azok minden i-re.

4.17. definicio. Jelslje mostantdl S az S™ halmazt, tovdbbd S egy tetszéleges elemét

jeldlje s.

4.18. definicié (Berge-Nash leképezés). Az i-edik jdatékos A; : S — P(S’) Berge-

Nash leképezése a kévetkezd,
Ai(s)={s" €5 : fi(s",s) = fi(s',s),Vs' € S'} .

Az egész jatékra vonatkozd A 1 S — P(S) kizés Berge-Nash leképezés a kivetke-
20,

As)={5€ S :5 € Ay(s),Vi € N} .

4.19. segédtétel. Ha az ﬁ(, s) figguény kvdzikonkdv, akkor az A;(s) halmaz konvex

minden s € S és minden i € N esetén.

Bizonyitds. Mivel az f;(-,s) fiiggvény kvazikonkav, ezért az f;(s) szamhoz tartozo

fels6 nivohalmazai konvexek, ami a kovetkez6 modon irhato
{s" € S": fi(s",s) = fi(s,s),Vs € S'} .

Ez pedig pontosan az A;(s) definicioja. |
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4.20. segédtétel. Az s* € S stratégiaprofil akkor és csak akkor Berge-Nash-egyensii-
lya eqy jdtéknak, ha fizpontja a kiézis Berge-Nash leképezésnek, vagyis §* € A(s*),

ahol §* = (s*,...,s").
Bizonyitds. Tekintsiik az s* stratégiaprofilt.

1. Ha s* az A leképezés fixpontja, akkor Berge-Nash-egyensily.

Legyen s* az A kozos Berge-Nash leképezés fixpontja. Ekkor §* € A(s*), vagyis
minden i-re s* € A;(s*). Ez viszont azt jelenti, hogy fi(s* s*) = fi(s*,s)
minden s € S és minden 7 € N esetén, ami pontosan a Berge-Nash-egyenstly

definicidja.
2. Ha s* Berge-Nash-egyensily, akkor az A leképezés fixpontja.

Mivel s* Berge-Nash-egyenstly, ezért f;(s*,s*) = fi(s*,s) minden s € S-re és
minden ¢ € N-re teljesiil. Ekkor s* € A;(s*) minden ¢ € N esetén trividlisan

fennall, vagyis a kozos Berge-Nash leképezés definicioja miatt s* € A(s*).
|

4.21. definicié (3-konzisztencia). Egy § € S™ = S stratégiaprofilokbol képzett pro-
filra azt mondjuk, hogy s-konzisztens, ha minden i, j-re §; = 5;, ahol 5; az 5 vektor

1-edik komponense.

4.22. definici6 (5-konzisztens halmaz). Az aldbbi halmazt S-konzisztens halmaznak

nevezzik és Kg mddon jeloljik,
Ke={5€5:5 =35Vi,je N} .

4.23. megjegyzés. Vegyiik észre, hogy S és K 5 halmazok kolcsonosen egyértelmiien
megfeleltetheték egymasnak gy, hogy Kg is konvex, kompakt és nemiires halmaz.
Vegyiik észre azt is, hogy Kg C S.

4.24. definici6 (Teljes S-konzisztencia). Egy G jdték teljesen S-konzisztens, ha

A: S — P(9) leképezésre igaz, hogy minden s € S-re A(s) C Kg, vagyisim A C K.

4.25. definici6 (Részleges S’—konzisztencia). Eqy G jaték részlegesen S-konzisztens,

ha A : S — P(S) leképezésre igaz, hogy minden s € S-re A(s) N Kg # 0, vagyis
imAnN Kg #* 0.

4.26. megjegyzés. A S-konzisztencidhoz hasonléan jelen esetben is igaz, hogy ha egy
jaték teljesen S-konzisztens, akkor részlegesen is az. Eppen ezért innentsl minden
tételt a részleges esetre mondunk ki, a teljesen S-konzisztens eset abbol mar kovet-
kezik.
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4.27. megjegyzés. Az imént definidlt konzisztencia fogalmak mér kétszemélyes jateé-

kok esetén sem feltétleniil teljesiilnek.

Most belatjuk a Berge-Nash-egyensuly létezését a Berge-tétel segitségével.

4.28. definicio (Berge-Nash-feladat). Feleltessiik meg a jdtékot a Berge-tétel dssze-

tevdivel.
X=5,
T=5",
f=1,
H=H,
X =A;.

Irjuk fel a Berge-tételben szerepld feladatot.

fi(s', s) — max

sesS.

Tehat jelen esetben a H; : S — P(S') feltételi leképezés minden s € S-hez hozzd-
rendeli az dsszes lehetséges s' € S'-t, igy ez a leképezés felilrdl félig folytonos és
alulrdl félig folytonos is eqyben, vagyis folytonos. ﬁ : graph H; — R a célfigguény, a
jdtékosok ezt mazimalizdljdk. Ekkor az fY : S — R értékfiigguény a kévetkezd,

fz‘v(s) = sup fi(sﬂ ) = sup f’i(sla S) :
S’ s'es’

Az A; 0 S — P(S") megolddsleképezés kivetkezd mddon irhato fel,

Ails) = argmax fi(s,) = {s' € §': fi(s',8) = [ ()} .
Ezt eqy kicsit dtirva,
Ai(s) ={s" €5 : fi(s",s) = fi(s',s),Vs € S} .

4.29. tétel. Ha eqy G részlegesen S-konzisztens jatékban

1. S; nemiires, konvex, kompakt halmaz minden i-re,

2. f; folytonos minden i-re,

3. fi(+, s-;) kvdzikonkdv minden i-re,

4. fi(si,+) kvdzikonkdv minden i-re,
akkor a jatéknak létezik Berge-Nash-egyensilya.

Bizonyitds. A fenti feltételek mellett a Berge-tétel ((1.10] tétel) hasznalhato és annak

harom pontja kovetkeztében,
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o [ értékfiiggvény alulrol folytonos és feliilrsl folytonos is, vagyis folytonos,
o A;(s) kompakt értékii és feliilrl félig folytonos halmazértéki leképezés.

Mivel ez tetszGleges i-re igaz, igy az A; leképezés feliilrgl félig folytonos min-
den i-re. A segédtétel szerint az A; leképezések konvex értékiiek, ezért a kozos
A leképezés is az. Mivel a jaték részlegesen S-konzisztens, ezért az A leképezést
megszoritva a Kg halmazra tovabbra is konvex, kompakt értékd, feliilrél félig foly-
tonos leképezést kapunk. Igy az A leképezés az S halmaz onmagara valo feliilrsl
felig folytonos kompakt, konvex halmaz értékd leképezése, ezért hasznalhato ré a

Kakutani-féle fixponttétel, vagyis
letezik s € S, hogy s € A(s) .
Az igy kapott fixpont pedig a 4.20, segédtétel miatt Berge-Nash-egyensiily. [ |

Szeretnénk megjegyezni, hogy Colman et al (2011) megmutatta, hogy a 12, ordi-
nalisan kiilonb6z6, szimmetrikus, két jatékosos, két stratégias jatékok koziil ponto-
san 6 jaték esetén esik egybe a Berge-egyensiily és a Nash-egyensily. Az igy adodo
lehet6ségek koziil mutatunk egy trividlis példat Berge-Nash-egyensilyra.

4.30. példa. Vegyiik a kovetkezd jatékot,
e N = {a,b} a jatékosok halmaza,
e S, =5, ={v,t} a stratégiahalmazok,

e 2 kifizetéseket az alabbi métrix tartalmazza.

b
v t
a v |55 11
t|1;1]00

4.1. tablazat. [4.30l példa kifizetGmatrixa

A bal oldalon 1év6 szamok az a, a jobb oldalon 1év6k a b jatékos kifizetései.
Ekkor kénnyen lathato, hogy a jatéknak a (v, v) kimenetel a Berge-Nash-egyensilya,
ugyanis egyik jatékosnak sem éri meg egyénileg eltérni az egyenstlyi stratégiajatol

és egyik jatékos sem kaphat jobb kifizetést, ha a masik jatékos valt stratégiat.

Végezetiil megmutatjuk, hogy a Berge-tételen nyugvé bizonyitéas és a szakiroda-

lombol hivatkozott miként kapcsolodik egymashoz.
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4.31. tétel. A[[.13 tétel és a[f.29 tétel ekvivalensek.

Bizonyitds. A bizonyitashoz elég megmutatni, hogy a két tételben eltérg feltéte-
lek ekvivalensek. ElGszor is vegyiik észre, hogy a [4.13] tételben szerepls harmadik
feltétel, miszerint ® folytonos S x (S” x S)-en kovetkezik abbol, hogy a kifizetsfiigg-
vények folytonosak. Tehat csak azt kell igazolni, hogy a negyedik feltétel, miszerint
minden §(s) € 9§(S)-re, minden (5,t) € S x S-re, létezik (8,t') € Zzs(d(s)),
hogy ®(s, (3,1)) < ®(s, (§,t')), akkor és csak akkor 4ll fenn, ha a jaték részlegesen

S-konzisztens. Innentsl két részre bomlik a bizonyitas.

1. Ha egy jatékban minden g(s) € 9g(S)-re, minden (§,t) € S x S-re, létezik
(8,1) € Zy5)(3(s)), hogy ®(s, (3,1)) £ (s, (8,1)), akkor a jaték részlegesen

S-konzisztens.

Felhasznalva a § és a @ fiiggvenyek definicioit atfogalmazhatjuk a kiindulo
feltételt. A feltétel azt jelenti, hogy minden § € S esetén létezik olyan s’ € K,
hogy egy bizonyos s € S stratégiaprofillal kiegészitve a jatékosok f; kifizetései
nem lehetnek kisebbek, mint az eredeti § stratégiaprofilokbo6l képzett profil
esetén lennének. Ez tehat azt jelenti, hogy minden s € S esetén a kozos Berge-
Nash leképezésnek és az S-konzisztens halmaz metszete nemiires, ami pedig

pontosan azt jelenti, hogy a jaték részlegesen S-konzisztens.

2. Ha egy jaték S-konzisztens, akkor minden §(s) € 9§(S)-re, minden (3,t) €
S x S-re, letezik (8',t') € Zz5)(G(s)), hogy ®(s, (3,1)) £ ®(s, (5,1')).

Ha egy jaték részlegesen g—konzisztens, akkor minden s € S esetén létezik
olyan § € Kg, hogy 5 € A(s), ami pedig az elsé feltétel mar ismert atfogalma-

zZasa.

4.3. Az Osszetett egyensily

A Berge-Nash-egyensuly bizonyitasahoz ismét elég erds elégséges feltételeket hasz-
naltunk, nevezetesen a teljes, illetve a részleges S-konzisztenciat. Azonban maga
a Berge-Nash-egyenstly arrol szol, hogy két kiilon leképezésnek keressiik a kdzos
fixpontjat. Ehhez egyszertien csak képezni kell egy Osszetett fiiggvényt a leképe-
zésekbdl, majd annak keresni a fixpontjait. Ez a megoldas azonban tébb fixpontot
adhat vissza, mint a Berge-Nash-egyensily, viszont ha 1étezik Berge-Nash-egyenstily,
akkor elvarjuk, hogy az is a fixpontok kozott legyen. Az igy bevezetett 0 egyensily-

fogalom tovabbi elénye, hogy a Berge-Nash-egyensuly létezésének bizonyitasakor
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hasznalt erds feltételek helyett elég egyszertiek mellett is igazolhatoé az egyenstly
léte.

Vegyiik észre, hogy a Nash-egyensuly B; leképezéseit és a Berge-egyensuly D;
leképezéseit egy Osszetett fiiggvényben lehet szerepeltetni. Legyen ez a leképezés C;.
Mivel D; : S; — P(S_;) és B; : S_; — P(S;), ezért a két leképezés Gsszetételének
van értelme, természetesen gy, hogy a D; leképezés képeként kapott halmaz minden

elemének vessziik a képét a B; leképezéssel.

4.32. definicié. Nevezzik az aldbbi C; : S; — P(S;) leképezést dsszetett leképezés-

nek. A leképezés a

Cz'<5i) = Bi(Dz‘(Si))
alakban irhato.

Lathato, hogy a B; leképezések tulajdonségai miatt nem érdekes, hogy a D; le-
képezések esetleg inkonzisztens eredményre vezetnek, C; mindig konzisztens. Eppen
ezekért a kozos C' leképezés felirasakor nem kell kiilon megfontolasokat tenni, hanem

elég koordindtanként elvégezni az C; leképezéseket.

4.33. definicio. Az egész jatékra vonatkozo kozos C : S — P(S) leképezés a kizis

osszetett leképezés és a kovetkezd modon irhato fel,

4.34. definici6 (Osszetett egyensily). Egy s* stratégiaprofil dsszetett egyensily, ha
fi(si,s-4) 2 fi(si,5-4)
ahol s_; € D;(s}), minden s; € S-re és minden i € N-re teljestil.

4.35. segédtétel. Az s* € S stratégiaprofil akkor és csak akkor dsszetett egyensilya
egy jatéknak, ha s* fizpontja a C' kézis dsszetett leképezésnek, vagyis ha s* € C(s*).

Bizonyitds.

1. Ha s* a C' leképezés fixpontja, akkor Osszetett egyensily.

Legyen s* a C kozos Osszetett leképezés fixpontja. Ekkor s* € C(s*), vagyis

minden i-re s¥ € C;(s}). Ez viszont azt jelenti, hogy
fi(siys-4) 2 fi(siy5-4)

ahol s_; € D;(s7), minden s; € S-re és minden ¢ € N esetén, ami pontosan az

Osszetett egyensuly definicioja.
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2. Ha s* Osszetett egyensily, akkor a C' koz0s Osszetett leképezés fixpontja.

Mivel s* Gsszetett egyensily, ezért f;(sf,s_;) = fi(si,s—;), ahol s_; € D;(s})

minden s; € D(s*;)-re és minden i € N-re teljesiil. Ekkor s} € C;(s}) minden

t € N esetén a fennall, vagyis a kozos Osszetett leképezés definicioja miatt
s e O(s").

4.36. tétel. Ha eqy G jatékban
1. S; nemiires, konvex, kompakt halmaz minden i-re,
2. f; folytonos minden i-re,
3. fi(+, s-;) kvdzikonkdv minden i-re,
4. fi(si,+) kvdzikonkdv minden i-re,
akkor a jatéknak létezik Osszetett eqyensilya.

Bizonyitds. Mivel a[2.15] és a[3.32] tételek bizonyitasaban latottak szerint ekkor B;

és D; leképezések feliilrdl félig folytonosak és kompakt, konvex értékiiek, ezért C; is

feliilr6l félig folytonos és kompakt, konvex értékii, tehat a C' leképezés is kompakt,
konvex értékid és feliilrél félig folytonos. Tovabba C' az S halmazt énmagara képezi
le, igy a Kakutani-féle fixponttétel miatt létezik fixpontja, ami a [1.35] segédtétel

miatt Osszetett egyensiily. [
4.37. allitas. Egy jaték minden Berge-Nash egyensiilya dsszetett egyensily is.

Bizonyitds. A segédtétel miatt elég azt megmutatni, hogy egy tetszéleges
Berge-Nash-egyenstuly fixpontja a C kozos Osszetett leképezésnek. Ez viszont tri-
vialisan igaz, ugyanis tudjuk, hogy egy Berge-Nash-egyensuly Berge-egyensily és
Nash-egyensily is egyben, tovabbé a segédtétel és a [3.14. segédtétel miatt az
ilyen s* stratégiaprofil fixpontja a legjobbkérés és a legjobbvalasz leképezéseknek is,
vagyis

s* € B(s*) C B(D(s")) =C(s") .

Az el6z6 tétel nem megfordithatd, vagyis nem minden Gsszetett egyensily Berge-

Nash-egyensiily, erre mutatunk egy példat.
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4.38. példa. Nézziik ismét a [4.30} példat. Konnyd latni, hogy ebben a példaban
egyetlen Osszetett egyensily létezik, a (v,v) kimenetel, ugyanis ez a v stratégia
az egyetlen legjobb kérés mind a két jatékos szamara, és erre a stratégiara adott
legjobb valaszuk is ugyanez. Tehat a jaték Berge-Nash egyensilya lett az Osszetett

egyensilya is.

4.39. példa (Gyava nyul). Vegyiik a kovetkez§ jatékot,
e N = {a,b} a jatékosok halmaza,
e S, =S, ={v,t} a stratégiahalmazok,

e 2 kifizetéseket az alabbi matrix tartalmazza.

b
v t
a |v|6;6|2;7
t 72100

4.2. tablazat. Gyava nyul jaték kifizetématrixa

A bal oldalon 1év6 szamok az a, a jobb oldalon 1évék a b jatékos kifizetései. Ekkor
konnyen lathato, hogy a jatéknak két (tiszta) Nash-egyensilya is van, (v,t) és (¢, v).
A jaték egyetlen Berge-egyensulya a (v,v) stratégiaprofil. Vagyis a jatéknak nem
létezik Berge-Nash-egyensiilya.

De ha megnézziik a jatékosok legjobb kéréseit, ami minden esetben a v stratégia,
akkor észrevehetjiik, hogy a jatéknak létezik Gsszetett egyensilya, éspedig (¢,t),

ugyanis mind a két jatékos szdmara a v stratégiara adott legjobb valasz a t stratégia.
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Osszefoglalas

Osszefoglaljuk a dolgozat f6 eredményeit. Mint a bevezetésben irtuk, a dolgozat célja
az volt, hogy bemutassa a Berge-egyensilyt és, hogy ramutasson a Berge-tétel al-
kalmazhatosagara a kiilonb6z8 egyensilyfogalmak létezésének bizonyitasakor. A cél
eléréséhez a dolgozatban igyekeztiink koriiljarni a fogalmakat és a lehets legjobban
behatérolni és lekerekiteni az eredményeket.

Az els6 fejezetbdl, mint eredmény, a Berge-tétel vektorértéki altalanositésat
emelnénk ki, ami sziikséges volt a gyengitett Berge-egyensily létezésének bizonyita-
sanal. Véleményiink szerint az altalanositott tételt sok mas helyen is lehetne alkal-
mazni, elsGsorban azokon a teriileteken, ahol a Berge-tételt alkalmazzak, példaul a
mikrookonémiaban.

A maésodik fejezetben belattuk, hogy a Berge-tétel alkalmazhat6 a Nash-egyen-
sily létezésének bizonyitasahoz és meg is adtunk egy olyan feltételrendszert, amit
sikeresen be is agyaztunk a szakirodalombol ismert feltételrendszerek kozé. A tétel
foként egyszerd, de mégis erGs matematikai alapokon all6 bizonyitasa miatt lehet
vonzo.

A Berge-egyensuly esetében definidltuk a Berge-dominanciat és a legjobbkérés
leképezéseket. Tovabba definialtuk a részlegesen, illetve teljesen S-konzisztens Ja-
tékok osztalyat. A Berge-egyenstlyhoz is sikeriilt olyan feltételeket adnunk a jaté-
kokra, hogy azok mellett a Berge-tétel hasznalatdval bizonyithato legyen az egyen-
sily létezése. Definidltuk a gyengitett Berge-egyensulyt és megmutattuk, hogy ez
az egyensuly olyan jatékok esetén is létezhet, amik esetében nem tudjuk igazolni a
Berge-egyensiily 1étét. Ezen feliil itt is sikeriilt beagyazni az 1j feltételrendszereket
a szakirodalomba.

A harmadik fejezetben megadtunk egy olyan feltételrendszert, ami mellett lé-
tezik Berge-Nash-egyensily és a Berge-tételt hasznaltuk a bizonyitashoz. Definial-
tuk a részlegesen, illetve teljesen S-konzisztens jatékok osztalyat és definidltuk a
Berge-Nash-feladat A; leképezéseit. Megmutattuk, hogy a szakirodalombél atvett,
létezést garantalo feltételrendszer egybeesik a dolgozatban megadottal. Bevezettiik

az Osszetett egyensuly fogalméat és megmutattuk, hogy ez valamilyen értelemben a
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Berge-Nash-egyensilyok gyengitése.

Tovabbi kutatasok célja lehet a dolgozatban emlitett S-konzisztencia kikeriilé-
se, illetve a bevezetett, illetve bemutatott egyensilyok gyakorlati alkalmazasa. Ezen
feliil sziikségesnek tartjuk a Berge-egyensuly axiomatizalasat, tovibba annak vizs-

galatat, hogy a racionalitds hogyan kothets az egyenstlyfogalomhoz.
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Fuggelék

A fliggelékben a hasznalt matematikai tételeket és bizonyitasokat irtuk le. A leirtak
két nagy csoportba sorolhatok. Az els§ a Kakutani-féle fixponttétel felépitése, a
masodik pedig a Berge-tétel. Az elgbbi joval hosszabb, azonban sok ott bevezetett
fogalmat sziikséges hasznalni a Berge-tétel preciz felépitéséhez is.

A fliggelék elkészitéséhez Border| (1985) koényvet hasznaltuk, elsGsorban a
Kakutani-féle fixponttétel felépitéséhez és bizonyitasahoz, ezen feliil Szabo| (2011)),
Szabd| (2012a) és Szabd (2012b) jegyzeteket hasznaltuk szinte minden més esetben.

El6szor bevezetiink néhany fogalmat.
5.1. definicié. Legyen A C X tetszdleges halmaz. FEkkor
o A€ az A halmaz komplementerét jeldli,
e int A az A halmaz belsejét jelili,
o clA és A az A halmaz lezdrtjdt jeldik.

5.2. definicié. Legyen f : X — Y tetszdleges fiigguény. Ekkor im f az f fliggvény
képhalmazdt jelols.

5.3. definici6. Legyen (X, d) metrikus tér. Egy x € X pontnak eqy A C X halmaztol
valo tdvolsdga

d(x,A) =da(z) = (},gg d(xz,a)) .

5.4. definici6 (Gomb). Legyen (X,d) metrikus tér. Egy x € X pont kézepd, r > 0
sugarid gomb
B(z,r)={z€ X :d(z,x) <r} .

5.5. definicié (Parallel tartomany). Egy A C X halmaz € > 0 sugard parallel
tartomadnya

B(Ae) ={x € X :da(x) <} = | J B(a,e) .

Ez tulajdonképpen az A halmaz korili gomb.

5.6. definicid. Legyen X eqy tetszdleges nemiires halmaz.
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P(X) az X halmaz dsszes részhalmazainak halmaza, vagyis o hatvinyhalmaza,
e G(X)CP(X) az X halmaz dsszes nyilt részhalmazainak halmaza,

o Z(X) CP(X) az X halmaz dsszes zdrt részhalmazainak halmaza,

o K(X) CP(X) az X halmaz dsszes kompakt részhalmazainak halmaza,

e C(X) CP(X) az X halmaz dsszes konvex részhalmazainak halmaza.

5.7. megjegyzés. Megszokott jelolés még a P(X) helyett a 2% is, de a dolgozatban

nem ezt hasznaljuk.

5.8. definicié (Kvazikonkavitas). FEgy f : X — R fliggvény kvdzikonkdv, ha minden

felsd nivohalmaza konvez, vagyis minden o € R esetén a

{z: f(x) 2 o}
halmaz konvex.

5.9. megjegyzés. Ha egy fiiggvény konkav, akkor kvazikonkav is.

5.10. definici6 (Kvazikonkavitas vektorértéki fiiggvényre). Egy f: X — R" fiigg-

vény kvdzikonkdv, ha minden o € R™ esetén az

{z: f(z) £ o}

halmaz konvex.

5.11. definicié. Egy f : X — R" fiiggvény kvdzikonkdv eqy A C X halmaz felett,

ha minden o € R" esetén az

{xEA:f(x)ioz}
halmaz konvex.
A sziikséges topologiai alapfogalmak a kdvetkezok.

5.12. definici6 (Toplogia, topologikus tér, nyilt halmazok). Legyen X egy tetszdle-

ges nemiires halmaz. Egy Tx C P(X) halmazrendszert topoldgianak nevezzik, ha

1. unidzdrt, vagyis minden I' indezhalmaz mellett minden v € T’ és G, € 7x

esetén |J G, € 7x ,
vyel

2. véges metszetzdrt, vagyis minden n € N mellett minden 1 és G; € Tx esetén
n

ﬂGiETx,

i=1
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B.XGTxéS(bGTx.

Az (X, 7x) pdrt topologikus térnek, a Tx C P(X) elemeit nyilt halmazoknak nevez-

5.13. definici6 (Kornyezet, kornyezetrendszer). Legyen (X, Tx) topologikus tér. Egy
x € X pont kornyezetének nevezzik az U C X halmazt, ha létezik G C X nyilt
halmaz, hogy * € G C U. Egy v € X pont kirnyezeteinek a halmazrendszerét

kornyezetrendszernek nevezzik,
Tx(x)={UCX:3Ge€1x, 2 € GCU}.
5.14. definicié (Topologia bazisa és szubbazisa). Legyen (X, 1x) topologikus tér.

1. Egy B C 7x halmazrendszert a Tx topoldgia bdzisinak nevezzik,
[5]UZ{U~AZ~A§5}=TX-

2. Egy 0 C 7x halmazrendszert a Tx topoldgia szubbdzisanak nevezzik,
Ha]m}u = T7x , ahol [g]” — {ﬂai t0;, €E0 Vz} .
i=1

5.15. definici6 (ry-folytonossag). Legyenek (X, 7x), (Y, 7y) topologikus terek. Egy
f: X =Y figguényt eqy a € X pontban Ty -folytonosnak neveziink, ha az f(a) € Y
pont minden V€ 1v(f(a)) kirnyezetéhez léteztik az a € X pontnak olyan U € Tx(a)
kérnyezete, hogy f(U) C V. Egy f : X = Y figgvényt 1y -folytonosnak nevezink,

ha minden x € X pontban Ty -folytonos.

5.16. definicio (Also topologia). Az alsd topoldgia az R-en értelmezett alabbi topo-
légia.

7 = {R}U{D} U {(a,0):a € R} .
5.17. definicio (Fels6 topologia). A felsd topoldgia az R-en értelmezett alabbi to-
poldgia.

= {(-00,a) :a € R} U {0} U{R} .

5.18. definicié (Euklideszi topologia). Az R-en értelmezett alsd és felsd topolo-

gia dltal kozosen generdlt topoldgidt euklideszi toploldgidnak nevezzik és T, 1-val

euk
jeldljiik.

5.19. definicio (Alulrol folytonosséag). Legyen (X, 7x) topologikus tér. Egqy f : X —
R figguény alulrol folytonos eqy a € X pontban, ha minden € > 0-ra létezik U
kérnyezete az a pontnak, hogy minden x € U esetén f(a)—e < f(x). Egy f : X — R

fiigguény alulrol folytonos, ha minden x € X pontban alulrél folytonos.
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5.20. definicié (Feliilr6l folytonossag). Legyen (X, 7x) topologikus tér. Egy f :
X — R fiigguény felilrdl folytonos eqy a € X pontban, ha minden € > 0-ra létezik U
kérnyezete az a pontnak, hogy minden x € U esetén f(z) < f(a)+e. Egy f : X - R
fiigguény feliilrdl folytonos, ha minden x € X pontban felilrdl folytonos.

5.21. definici6 (Folytonossag). Legyen (X, 7x) topologikus tér. Egy f : X — R
fiigguény folytonos eqy a € X pontban, ha minden ¢ > 0-ra létezik U kérnyezete az
a pontnak, hogy minden x € U esetén |f(z) — f(a)] < e. Egy f: X — R fliggvény
folytonos, ha minden x € X pontban folytonos.

5.22. kévetkezmény. Legyen (X, 7x) topologikus tér. Eqy f : X — R figgvény
folytonos eqy a € X pontban, ha az a € X pontban alulrdl folytonos és felilrdl
folytonos. Eqy f : X — R fiigguény folytonos, ha minden x € X pontban feliilrdl

folytonos és alulrél folytonos.

5.23. megjeqyzés. Az[5.19],[5.20] és[5.21] definiciokat felirhatjuk az [5.15] definicio és
az [5.16l, [5.17, és[5.18] definiciok segitségével. Legyen (X, 7x) topologikus tér.

1. Egy f: X — R filiggvény alulrél folytonos egy a € X pontban, ha R-en az
also topologiat értelmezziik és az f fiiggvény ta-folytonos. Egy f : X — R

fiiggvény alulrol folytonos, ha minden z € X pontban alulrél folytonos.

2. Egy f: X — R fiiggvény feliilr6l folytonos egy a € X pontban, ha R-en a
felsé topologiat értelmezziik és az f fiiggvény 7p-folytonos. Egy f: X — R

fiiggvény feliilrél folytonos, ha minden x € X pontban feliilr6l folytonos.

3. Egy f: X — R fiiggvény folytonos egy a € X pontban, ha R-en az euklideszi
topologiat értelmezziik és az f fliggvény 74 -folytonos. Egy f : X — R
fiiggvény folytonos, ha minden x € X pontban folytonos.

5.24. definicié (Halmazértéki leképezés). Legyenek (X, 7x), (Y,7y) topologikus
terek. Egy F' : X — P(Y) leképezést halmazértékinek (pont-halmaz leképezésnek)
nevezink. A késdbbiekben a halmazértéki leképezéseket nagy latin betikkel fogjuk
jelolna.

5.25. megjegyzés. Megszokottak még a halmazértékd leképezések jelolésére az F' :

X =Y ésaz F: X — 2Y jelolések is, de mi a késGbbiekben az F : X — P(Y)

jelolést hasznéaljuk.

5.26. definicid. Legyenek (X, 7x), (Y, 7v) topologikus terek és legyen F' : X — P(Y)

eqy halmazértéki leképezés.
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o I nyilt értékd, ha minden x € X esetén F(x) C Y halmaz nyilt, jelolésben
F:X =g,

o [ zdrt értékd, ha minden x € X esetén F(x) C Y halmaz zdrt, jelolésben
F:X - 2(Y),

o F' kompakt értéki, ha minden x € X esetén F(x) C Y halmaz kompakt,
jelolésben F : X — KC(Y),

o F konvex értéki, ha minden v € X esetén F(x) CY halmaz konvez, jelélésben
F:X —=C(Y),

5.27. megjegyzés. Egy halmazértéki leképezés lehet példaul konvex, kompakt értéki

is. Ekkor nyilvan minden x € X esetén F'(z) C Y halmaz konvex és kompakt halmaz.

5.28. definicié. Legyen X adott halmaz és A C P(X) adott halmazrendszer. Egy
H C X halmaz esetén

e Ay={AcA:ANH#0},
o A ={AcA:ANH =10} .

5.29. definici6 (Also-Vietoris-topologia). Legyen (X, 7x) topologikus tér. A P(X)
= P hatvanyhalmazon also- Vietoris-topoldgidnak nevezzik azt a topoldgidt, amelynek

eqy szubbdzisa

Oa-V = {PG G e Q(X)} .

5.30. definicidé (Felsd-Vietoris-topologia). Legyen (X, Tx) topologikus tér. A P(X)
= P hatvdnyhalmazon felsd-Vietoris-topolégidanak nevezzik azt a topoldgidt, amely-

nek eqy bazisa

By ={P?:Z € Z(X)} .

5.31. definicio (Vietoris-topologia). P(X)-en Vietoris-topoldgidnak hivjuk az also-
Vietoris €s a felsd-Vietoris topoldgidk dltal egyitt generdlt topoldgidt és Ty-vel jeldl-

jiik.

5.32. definicié (Alulrdl félig folytonossag). Legyenek (X, 7x), (Y, 7y) topologikus
terek. Eqy F : X — P(Y) halmazértékd leképezés alulrol félig folytonos egy a € X
pontban, ha minden G C Y nyilt halmaz esetén, amelyre F(a) NG # 0, létezik
U € 7x(a) kornyezet, hogy minden x € U esetén F(x)NG # 0. Egy F : X — P(Y)
halmazértékd leképezés alulrol félig folytonos az X halmazon, ha minden G C'Y

nyilt halmaz esetén {x € X : F(x) NG # 0} C X halmaz nyilt.
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5.33. definicid (feliilrdl félig folytonossag). Legyenek (X, 7x), (Y, 7y) topologikus
terek. Egy F : X — P(Y) halmazértékd leképezés felilrdl félig folytonos egy a € X
pontban, ha minden Z C Y zdrt halmaz esetén, amelyre F(a) N Z = (), létezik
U € 7x(a) kornyezet, hogy minden x € U esetén F(x)NZ =0. Egy F : X — P(Y)
halmazértékid leképezés feliilrdl félig folytonos az X halmazon, ha minden Z C'Y
zdrt halmaz esetén {x € X : F(x)NZ =0} C X halmaz nyilt.

5.34. megjegyzés. Az .33} definicié atfogalmazhato nyilt halmazokra. Legyen G =
Z°¢. Ekkor egy F : X — P(Y) halmazértékii leképezés feliilrél félig folytonos egy
a € X pontban, ha minden G C Y nyilt halmaz esetén, amelyre F'(a) C G, létezik
U € 7x(a) kornyezet, hogy minden = € U esetén F(x) C G. Egy F': X — P(Y)
halmazértékid leképezés feliilr6l félig folytonos az X halmazon, ha minden G C Y
nyilt halmaz esetén {z € X : F(z) C G} C X halmaz nyilt.

5.35. definicié (Folytonossag). Legyenek (X, 7x), (Y, 7y) topologikus terek. Egy
F : X — P(Y) halmazértéki leképezés folytonos egy a € X pontban, ha alulrdl
félig folytonos és felilrdl félig folytonos az a € X pontban. Egqy F : X — P(Y)
halmazértékid leképezés folytonos az X halmazon, ha alulrol félig folytonos és feliilrdl

félig folytonos az X halmazon.

5.36. megjeqyzés. Az[5.32],[5.33] és[5.35] definiciokat felirhatjuk az [5.15] definicio és
az [5.29], [5.30 és[5.31] definiciok segitségével. Legyenek (X, 7x), (Y, 7y) topologikus
terek.

1. Egy F : X — P(Y) halmazértékii leképezés alulrdl félig folytonos egy a € X
pontban, ha Y-on az als6-Vietoris-topologiat értelmezziik és az F' halmazérté-
kii leképezés 7,_y-folytonos. F': X — P(Y') alulrdl félig folytonos, ha minden
x € X pontban alulrdl félig folytonos.

2. Egy F': X — P(Y) halmazértékii leképezés feliilrdl félig folytonos egy a € X
pontban, ha Y-on a fels6-Vietoris-topologiat értelmezziik és az F' halmazértéki
leképezés 7¢y/-folytonos. '@ X — P(Y) feliilrél félig folytonos, ha minden
x € X pontban feliilrsl félig folytonos.

3. Egy F: X — P(Y) halmazértékii leképezés folytonos egy a € X pontban,
ha Y-on a Vietoris-topologiat értelmezziik és az F halmazértéki leképezés

my-folytonos. F': X — P(Y) folytonos, ha minden 2 € X pontban folytonos.

5.37. definicio (Zart grafusag). Legyenek (X, 7x), (Y,7y) topologikus terek. Egy
F: X — P(Y) halmazértékid leképezést zart grifinak nevezink, ha

graph FF ={(z,y) e X xY :ze X, ye F(z)} CX xY
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gyenge grifja zdrt halmaz.

5.38. megjegyzés. Egyértelmi, hogy ha egy F': X — P(Y) halmazértéki leképezés

zart grafa, akkor zart értéekd is. Ez az allitas visszafelé nem feltétleniil igaz.

5.39. definicié (Regularis topologikus tér). Egy (X, 7x) topologikus tér reguldris,
ha minden Z zdart halmazon kivili x pontnak létezik diszjunkt, zdrt V kiornyezete,

vagyis ZNV =10 .

5.40. definicié (Kompakt topologikus tér). Egy (X, 7x) topologikus tér kompakt,
ha X kompakt halmaz.

5.41. allitas. Legyenek (X, 7x), (Y, 7y) topologikus terek.

1. Legyen az (Y, Ty) reguldris topologikus tér. Ha az F': X — Z(Y) felilrél félig

folytonos, zdrt halmaz értéki leképezés, akkor zdrt grdfi.

2. Legyen (Y, Ty) kompakt topologikus tér. Ha az F : X — P(Y) halmazértékd
leképezés zart grafu, akkor felilrdl félig folytonos.

3. Legyen (Y, Ty) kompakt és reguldris topologikus tér. Egy F : X — Z(Y) zdrt,
kompakt halmaz értéki leképezés pontosan akkor felilrdl félig folytonos, ha zdrt
grafi.

Bizonyitds.

1. Megmutatjuk, hogy a (graph F')° C X x Y halmaz nyilt.

Legyen (z,y) € (graph F')¢ tetszéleges pont, azaz y ¢ F(x). Mivel F(z) CY
zart halmaz, és az (Y, 7y) topologikus tér regularis, azért létezik V' € 1y (y) zart
kornyezet, hogy F(x) NV = (). Mivel az F :— Z(Y') halmazértéki leképezés
feliilrgl félig folytonos, ezért létezik U € 7x(x) kornyezet, hogy minden z € U
esetén F(z) NV = (). Ezek szerint minden v € U és minden v € V esetén
v ¢ F(u), azaz u € (graph F)¢, igy U x V' € (graph F')°. Ez pedig azt jelenti,
hogy (graph F')¢ C X x Y nyilt halmaz.

2. Legyen z € X tetszbleges. Belatjuk, hogy az F' : X — P(Y) halmazértékii

leképezés feliilrdl félig folytonos az x pontban.

Legyen Z € Z(Y) zart halmaz, amelyre F'(z)NZ = (). Meg kell mutatni, hogy
letezik U, € Tx(z) kornyezete az x € X pontnak, hogy minden z € U, esetén
F(z)nZ =0.

Tekintsiik az Y, 7y topologikus tér a kdvetkezd nyilt halmazokbol 4116 lefedését.
{(lFU)NZ): U € x(x)} U{Z°} .
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Ez a halmazrendszer valoban lefedése az Y halmaznak,

U (@Fr@)nzyuze=y.

Uerx (:L')
Ugyanis legyen y € Y tetszéleges. Ekkor két eset lehetséges.

(a) y € F(x). Mivel F(z)NZ =10, ezért y € Z°,

(b) y ¢ F(x). Ekkor (x,y) ¢ graphF, azaz (x,y) € (graph F)¢. Mivel
graph F¥ C X x Y zart halmaz, vagyis (graph F')° C X X Y nyilt hal-
maz, ezért az (z,y) pontnak létezik W € 7x .y (x,y) kornyezete, amelyre
W C (graph F)¢, ezért létezik U € 7x(x) és létezik V' € 7y (y) nyilt
koérnyezet, hogy

UxV CW C (graph F)° .

Ezek szerint minden z € U, v € F(z) esetén v ¢ V, vagyis F(U) C V¢,
azaz

V C(F(U))".
Mivel V' C'Y nyilt halmaz, ezért V' C int(F(U))¢, azonban
int(F(U)) = (clF(U))* C (clF(U)NZ)°,

ezért V C (cl F(U) N Z)°.
Mivel V' € 1v(y), igy y € V, ezért

ye (lF(U)NZ) .

Ezek szerint 1étezik U € 7y (x) kornyezet, hogy y € (cl F(U) N Z)°.
Mivel az (Y, 7y) topologikus tér kompakt, ezért a fenti lefedésbdl kivalaszthato
véges lefedés, azaz létezik Uy, ..., U, € Tx(x) véges sok kiornyezet, hogy

Y = O(CIF(UZ») NZ)UZ°C O(F(Ui) NZ)uze,

=1

mivel NF'(U;) D F(NU;), ezért

)= (O(F(Ui) NnZ)°u Zc> = ﬁ(F(Ui) NZ)NZDF (ﬁ Ui> NnNZ.

i=1 =1 =1

Ezek szerint az U, = (| U; € 7x(x) kornyezetre teljesiil, hogy F(U,)NZ =0,
i=1
azaz minden z € U, esetén F(z)NZ = ().
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3. Az el6z6 két pontbol kovetkezik.

Most pedig elkezdjiik felépiteni a sziikséges fixponttételeket.

5.42. definici6 (Affin fiiggetlenség). Az X = {2°,..., 2"}, X C R™ halmaz affin
fiiggetlen, ha > N\ix® =0 és ha > \; = 0, akkor minden \; = 0.
i=0

i=0
5.43. definicié (Szimplex). Legyen X C R™ affin figgetlen halmaz, X = {x°,
1. Az X halmaz elemeinek szigoréan pozitiv konvex kombindcioibol dllo T halmazt

n-szimplexnek nevezzik.
2. Az X halmaz konvex burkdt, T = co X zdrt n-szimplexnek hivjuk.

5.44. megjeqyzés. Egy szimplexet alkotoé z° vektorokat csticsoknak nevezziik, mig
minden k-szimplexet, ahol k& < n, lapoknak neveziink. A k-szimplex cstcsai a
{z' ... 2™} vektorok.

5.45. definicié (Tarto). Legyen y = Z Nzt =0 € co{x®, ..., 2"}. Legyen x(y) =
{i - \; > 0}. Ha x(y) = {=o, .. SL’k} akkor y benne van az egyik k-szimplexben,

vagyis rajta van az eqyik lapon. Ezt a lapot szokds y tartojinak hivni.

5.46. definici6 (Sztenderd n-szimplex). Sztenderd n-szimplexnek nevezzik az R™
eqységuektoraibol, mint csicsokbol képzett szimplexet. Ezt a kdvetkezd modon irhat-

Juk.

{yeR™ oy, >0,i=0,....m ) y=1}.
A sztenderd n-szimplex lezdrtjdt nevezziik sztenderd zdrt n-szimplexnek és A™-nel
jelélyiik.
5.47. megjegyzés. Az R tér egységvektorait most {e€°, ..., e"} médon irhatjuk fel,
megszokottabb az {ey, ..., e,} jelolés.
5.48. megjegyzés. Konnyen belathato, hogy ha z, 2 € A" és x < 2, akkor z = 2.
5.49. definicié (Szimplex felosztas). Legyen T' egy n-szimplex. AT zdrt n-szimplex

szmplex felosztasanak nevezzik a {1} .1 € I} véges sok szimplex Osszesséqgét, amire
2

UT, =T és minden i,j € I-re Tj NT; vagy tires, vagy a kézos lap lezdrtja.
el
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5.50. definicié (Cimkézés). Legyen a T zdrt n-szimplex és tekintsik ennek egy
szipmlex felosztdasdt. Jelolje V' az dsszes részszimplex 6sszes csucsdt és leqgyen A @'V —
{0,...,n} egy olyan figgvény, amire \(v) = x(v). Ekkor a X\ fiigguényt a felosztds
cimkézésének nevezziik. Eqy részszimplex teljesen cimkézett, ha a X fiigguény felvesz

minden értéket O és n kozott a részszimplex csucsain.

5.51. segédtétel (Sperner-lemma). Legyen T egy zdrt n-szimplex és tekintsiik en-
nek eqy olyan szipmlex felosztdsdt, amit a X fligguény cimkéz. FEkkor a felosztdsban

paratlan szami teljesen cimkézelt részszimplex van.

Bizonyitds. A bizonyités teljes indukcioval torténik n-re. Az n = 0 eset trivialis,
hiszen ekkor a szimplex egyetlen pontbol 4ll, legyen ez x°. Ekkor ez a pont sziik-
ségképpen a 0-s cimkét kell, hogy kapja, vagyis pontosan egy teljesen cimkézett
részszimplex van, 2° maga.

Tegyiik fel, hogy az allitas igaz (n — 1)-re és bizonyitsuk be n-re. Jelolje
e (), a teljesen cimkézett n-szimplexek halmazat,

e A a majdnem teljesen cimkézett n-szimlexek halmazat, példaul azok, amik

csicsai az n cimke kivételével minden cimkét viselnek,

e B, az Osszes olyan (n — 1)-szimplexek halmazat, amik az eredeti n-szimplex

hatardn vannak és a {0,...,n — 1} cimkéket viselik,
e F, azolyan (n—1)-szimplexek halmazat, amik a {0, ..., n—1} cimkéket viselik.

Egy (n — 1)-szimplex vagy a hataron van és egy, a szimplex felosztasbeli n-szimplex
lapja, vagy két m-szimplex kozds lapja. A probléméat azonosithatjuk egy graffal.
Legyen D = C'U AU B a cstucsok halmaza és F pedig az élek halmaza. Az e € E él

Ossze van kotve a d € D csuccsal, ha
(i) vagy d € AUC és e a d egy lapja,
(i) vagye=de B .

Jelolje 0(d) a d csics fokszamat, vagyis a beesd élek szamat. Ha d € A, akkor egy
cimke tobbszor szerepel és a d pontosan két lapja tartozik E-hez, vagyis a fokszama
kett6. Ha d € B U C, akkor a cstcs fokszdma pontosan egy. Viszont minden él
pontosan két csicsot kit Ossze, vagyis ha egy (n — 1)-szimplex a hataron van és
a {0,...,n — 1} cimkéket viseli, akkor sajat magaval és egy n-szimplexszel van
Osszekotve, hiszen 6 maga egy B-beli csics, mig az n-szimplex vagy A-ban vagy
C-ben van. Ha egy (n — 1)-szimplex két n-szimplex kozos lapja, akkor mind a két

n-szimplex A-ban vagy C-ben van.
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5(d) =

1 ,hade BUC
2 ,hade A.

Egyszeriien lathato, hogy Y d(d) = 2|E|, hiszen minden él pontosan két cstcsot
kot Ossze. A fokszamok el()flze(?szémolésa szerint pedig > 0(d) = 2|A| + |B| + |C].
Vagyis azt kapjuk, hogy 2|E| = 2|A| + |B| + |C|, vag;iesD|B| + |C| sziikségszeriien
paros. Mivel |B| az indukcios feltevés szerint paratlan, ezért |C| is paratlan, amivel

belattuk az allitast. [ |

5.52. megjegyzés. A Sperner-lemma allitdsa szerint van legalabb egy teljesen cimké-

zett részszimplex, hiszen paratlan szamu létezik.

5.53. definici6 (Fixpont). Legyen X tetszdleges halmaz. Egy f : X — X fiiggvény

fixpontjdnak nevezziik az x* pontot, ha
fa™) =a".

5.54. megjegyzés. Halmazértéki leképezések esetén, az x* pont az F': X — P(X)
leképezés fixpontja, ha
" € F(z") .

5.55. segédtétel. Ha az f : A™ — A™ fiigguény folytonos, akkor f-nek létezik
fizpontja.

Bizonyitds. Legyen € > 0 adott és vegyiik A™ egy olyan szimplex felosztasat, ahol
minden részszimplex a&tmérGje nem nagyobb, mint €. Jel6lje V' a felosztéas csticsainak
halmazét és legyen A : V' — {0,...,m} az alabbi cimkézés. Legyenek {z, ... z'*}

a T; részszipmlex csicsai és legyen v € T; tetszGleges. Ekkor,

Aw) € {io,...,iny N {i: filv) S v}

Ez a metszet nemiires, ugyanis ha f;(v) > v; 4llna fenn minden i € {ig,... iy}
esetén, akkor
m k m
B WIS N D
=0 =0 i=0

hiszen v € T;. Igy pedig ellentmondasra jutunk, vagyis a metszet tényleg nemiires.

Az igy definialt A cimkézés teljesiti a Sperner-lemma ) feltételeit, vagyis létezik
legalabb egy teljesen cimkézett részszimplex. Vagyis létezik egy T szimplex, aminek
csticsai a {p?,...,pf} pontok és f;(pl) < pi; teljesiil minden i-re. Mivel A™ egy

szimplex és igy kompakt halmaz, megadhatd szimplexek egy konvergens sorozata
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ugy, hogy ha € ™\, 0, akkor p?m — z, minden ¢ = 1,...,m esetén. Mivel f folytonos
figgvény, ezért fi(z) < z;, i = 1,...,m, tehat az [5.48] megjegyzés alapjan azt
kapjuk, hogy f(z) = z. [

5.56. definici6 (Homeomorfizmus). Egy tetszdleges A halmaz homeomorf eqy B
halmazzal, ha létezik olyan kdlcséndsen eqyértelmi, folytonos, h : A — B megfelel-
tetés a halmazok kozott, aminek a h=" mddon jeldlt inverze is folytonos. Az ilyen h

fiigguényeket homeomorfizmusnak nevezzik.

5.57. megjegyzés. Minden T zart n-szimplex homeomorf a A™ sztenderd zart n-

szimplexszel.

5.58. kovetkezmény. Legyen K homeomorf A™-mel és legyen f : K — K eqy
folytonos fiigguény. Ekkor f-nek létezik fizpontja.

Bizonyitds. Legyen h : A™ — K egy homeomorfizmus. Ekkor h='o fo h : A™ —
A™ folytonos, vagyis az [5.55 segédtétel alapjan létezik 2/, amire h='(f(h(z))) =
2. Legyen z = h(z2'), ekkor h™'(f(2)) = h~%(z), vagyis f(z) = z, mivel h egy

kélesonosen egyértelmi leképezés. [ |

5.59. segédtétel (Heine-Borel). Legyen K C R™ egy halmaz. Ekkor a kivetkezd két

dllitds ekvivalens.

1. K korldtos és zdrt halmaz,

2. K kompakt, vagyis minden nyilt lefedésébdl kivdlaszthato véges sok, K-t lefedd

nyilt halmaz.

5.60. tétel (Brouwer-féle fixponttétel). Legyen K C R™ konvex és kompakt halmaz.
Ha az f: K — K fiiggvény folytonos, akkor f-nek létezik fizpontja.

Bizonyitds. Mivel K kompakt, az[5.59] segédtétel miatt létezik egy megfelelGen nagy
szimplex, ami tartalmazza, legyen ez T. Legyen h : T — K fiiggvény olyan, hogy
minden = € T-hez hozzarendeli az x-hez legkdzelebbi K-beli pontot. Ekkor a h
folytonos és mivel K konvex is, ezért ez a fliggvény jol meghatarozott és minden
r € K-ra megegyezik az identitas fiiggvénnyel. Ekkor a foh : T — K C T
fiiggvénynek az [5.58 kovetkezmény miatt létezik z fixpontja. A fixpont biztosan
nem lehet a 7\ K halmazban, hiszen f o h a K halmazba képez. Igy z € K és
f(h(2)) = z, de h(z) = z, tehat f(z) = 2. [

5.61. megjegyzés. A Brouwer-féle fixponttétel egy altalanosabb megfogalmazéasa a
kovetkezd.

Legyen (X, || -||) véges dimenziés normélt tér. Ha K C X konvex, kompakt halmaz
és f: K — K folytonos leképezés, akkor létezik foxpontja.
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5.62. segédtétel (Carathéodory). Legyen A C R™. Ha x € coA, akkor x-et
legfeljebb m + 1 pont konvexr kombindcidjaként irhatjuk fel, vagyis léteznek olyan

a®,...,a™ € A wvektorok és No, ..., Am, >N = 1 nemnegativ szdmok, hogy v =

=0
i /\lal
i=0
Bizonyitdas. Mivel x € co A, ezért x felirhato k + 1 darab A-beli vektor konvex
kombinéci¢jaként, vagyis x = Xk: Aia®, ahol Xg, ..., A\, > 0 és zk: A = 1. Tegyiik fel,

i=0 i=0
hogy k+1 > m+ 1. Ekkor az a; — ay, . .., ap — ag vektorok linearisan sszefiiggéek,

vagyis léteznek olyan i ... ug szamok, hogy

k
ZHi(ai - ao) =0,
i=1

k
és letezik legalabb egy p; # 0. Legyen po = — ) p;. Ekkor

i=1

k
Z pia; =0,
i=0

k
Z pi =0
i=0
Mivel legalabb egy p; > 0, ezért
k k k
T = Z Aia; — &Zuiaz = Z()\z - Oé/h')ai )
i=0 i=0 i=0

minden valos a szam esetén. Valasszuk az o szamot a kovetkez6 moddon,
azmin{ﬁ:ui>0}:ﬁ.
v Hj
k k
Ekkor v > 0 és minden i-re \; — ap; = 0. Ekkor x = > (A — ap;)ay, ahol > (A —
ap;) = 1. Ezen tal \; — ap; = 0, vagyis az elgbbi Zf?eoli]fas x-et k Vektorlzk(i)nvex
kombinaci6jaként irja fel. Mivel x € co A trividlisan felirhat6 m + 1 vektor konvex
kombindacidjaként és most megmutattuk, hogy ha felirhaté &£ + 1 > m + 1 vektor
konvex kombinéci6javal, akkor biztosan felirhat6 k-val is, ezért legfeljebb m + 1

vektor konvex kombinéciéjaként irhato fel. [ |

5.63. segédtétel (Cellina-féle approximacios tétel). Legyen A C R™ kompakt hal-
maz és legyen B C R* konver halmaz. Legyen F : A — P(B) nemiires, konvez,

kompakt értéki, felilrdl félig folytonos leképezés. Minden 6 > 0 szamra legyen Fj

67



olyan, hogy Fs(x) = co |J F(z). Ekkor minden € > 0 szamhoz létezik olyan
z€B(z,0)
0 >0, hogy

graph F5 C B(graph F¢) .

Bizonyitds. A bizonyitas indirekten torténik, tegyiik fel, hogy nem igaz az allitas.
Ekkor léteznie kell egy olyan (2",y") sorozatnak, amelyre (z",y") € graph F1 és
d((z™,y"),graph F') 2 € > 0 teljesiil. Mivel (™, y") € graph F1 fennall, ezért

y" € F1(z") , tehat y" € co U F(z) .

1
2€B(z™, )

Carathéodory tétele (5.62]) miatt léteznek olyan

1
ZEB(.Z’”,E)

Yy

k k
vektorok és olyan Al, ..., A7, > A! = 1 nemnegativ szamok, hogy y™ = > Al'y""
i=0 i=0
és y'm € F(2") és d(2"",2™) < . Mivel A kompakt és F' feliilr6l félig folytonos,
ezért az allitas miatt [’ zart grafa is, vagyis megadhatok olyan sorozatok,

. . . k .
amelyekre 2" — z, y"" — y', A\l — \; és 2" — x minden i-re és y = > Ny’ és
i=0
(x,vy') € graph F' minden i-re. Mivel F' konvex értéki, ezért (x,y) € graph F, ami
ellentmondés, hiszen d((z™,y™),graph F') 2 ¢ > 0. [ |

5.64. definicio (Egységosztas). Tekintsik eqy K halmaz {U,} nyilt lefedését. {U,}
eqységosztasa alatt véges sok figguényt értink, fi,...,fr : K — Ry, gy hogy
k
> fi = 1 és minden i indexhez létezik olyan U,,, hogy f; értéke nulla azokon a
=1

Zi?almazokon kivil.

5.65. segédtétel (Neumann-féle approximéacios lemma). Legyen A C R™ kompakt
halmaz és legyen B C R* konvexr halmaz. Legyen F : A — P(B) egy nemiires,
kompakt, konvex halmaz értékd, felilrdl félig folytonos leképezés. Ekkor, minden & >

0 szdmra létezik egy olyan f folytonos fiigguény, hogy graph f C B(graph F) ¢).

Bizonyitds. Az|5.63| segédtétel miatt van olyan § > 0, amire graph Fs C B(graph F,
g). Mivel A kompakt halmaz, 1éteznek olyan z!,... z™ vektorok, amikre { B(z*,d)}
halmazok az A halmaz egy nyilt lefedését adjak. Legyen y* € F(z'). Legyen f*, ... f"
a lefedés egy egységosztasa és legyen g(x) = i fi(x)y". Ekkor a g fiiggvény folyto-
nos és mivel f* értéke nulla a B(z',0) gémb(’jln kiviil, ezért abbol, hogy f(z) > 0
kovetkezik, hogy |z° — x| < §, vagyis g(x) € Fs(x). |
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5.66. segédtétel (Cellina). Legyen K C R™ egy nemires, konvez, kompakt halmaz
és - K — P(K). Legyen Z C R* kompakt, konvex halmaz és legyen H : K —
P(Z) egy zdrt grafu, nemires, konvez, kompakt halmaz értéki leképezés és legyen

f: K xXZ — K egy folytonos fiigguény, amire minden x € K esetén

F(z)={f(z,y) 1y € H(x)} .
Ekkor az F' leképezésnek van fizpontja, vagyis létezik * € K, hogy x* € F(x*).

Bizonyitds. Az [5.65] segédtétel miatt ekkor létezik egy olyan g, : K — Z fiigg-
vénysorozat, hogy graphg, € B(graph H,%). Legyen h, : K — K a kovetkezs,
ho(z) = f(x, gn(z)). A Brouwer-féle fixponttétel (5.60]) miatt minden h, fiiggvény-
nek létezik fixpontja, & = f(x, g,(x})). Mivel K és Z kompakt halmazok, ezért
minden halmazbeli sorozatbol kivalaszthatd konvergens részsorozat, az altaldnossag
megsértése nélkil legyenek ezek x, — =’ és g,(z,) — y'. Ekkor (2/,y') € graph F,
hiszen F' zart grafa és igy o' = f(2/,y') € H(2'). [

A Kakutani-féle fixponttétel a kiovetkez. Erre késébb fontossidga miatt, csak

mint Kakutani-féle fixponttétel fogunk hivatkozni.

5.67. tétel (Kakutani| (1941)). Legyen K C R™ konvex, kompakt halmaz és legyen
F : K — P(K) nemdres, konvezx, kompakt értékd, felilrdl félig folytonos halmazér-
téki leképezés. Ekkor az F' leképezésnek létezik fizpontja.

Bizonyitds. Az [5.66 segédtétel kovetkezménye. [ |

5.68. megjegyzés. A Kakutani-féle fixponttétel egy altalanosabb megfogalmazasa a
kovetkezd.

Legyen (X, ||-||) tetsz6leges normalt tér. Ha K C X konvex, kompakt halmaz és
F : K — K(K) nemiires, konvex, kompakt értéki, feliilrsl félig folytonos halmazér-

tekd leképezés, akkor létezik fixpontja.

A kovetkezGkben a Berge-tételt irjuk le. Ennek hasznélata elengedhetetlen lesz
az egyensilyok létezésének bizonyitasahoz.

Legyenek (T, 7r), (X, 7x) topologikus terek. Legyen H : T'— P(X) halmazérté-
ki leképezés, a feltételi leképezés, legyen f : graph H — R, célfiiggvény és tekintsiik

a kovetkezd t € T-vel paraméterezett feladatot:

f(t,x) — max
x e H(t).

A feladat értékfiiggvénye, f¥ : T — R, amelyre minden ¢ € T esetén

fY(t) =sup f(t,") = sup f(t,z).

H(t) T€H(t)
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A feladat megoldasleképezése, X : T'— P(X), amelyre
X(t) = argmax f(t,-) = {z € H(t) : f(t,x) = f' ()} .
H(t)

5.69. tétel (Berge| (1959)). A tétel az aldabbi dllitasokbol dll.

1. Hao a H : T — P(X) halmazértéki leképezés alulrol félig folytonos és az f :
graph H — R célfiigguény alulrdl folytonos, akkor az f¥ : T — R értékfiggvény

18 alulrol folytonos.

2. Haoa H:T — K(X) kompakt halmaz értékd leképezés felilrél félig folytonos
és az f : graph H — R célfiigguény feliilrél folytonos, akkor az f¥ : T — R
értékfigguény is felilrdl folytonos.

3. Hoa H : T — K(X) kompakt halmaz értéki leképezés feliilrdl félig folytonos, az
f :graph H — R célfiigguény folytonos, valamint az f¥ : T — R értékfigguény
folytonos, akkor az X : T — P(X) kompakt értéki és feliilrdl félig folytonos

halmazértékd leképezés.
Bizonyitds.

1. Belatjuk, hogy minden o € R szam esetén (V)™ ((a, 00]) € T halmaz nyilt.

Legyen « tetszéleges és legyen to € (f¥) ™! ((a, 00]) tetsz6legesen adott. Ekkor
fY(to) > «a, vagyis

a < fv(tO) = Sup f(to,l') )
z€H (to)

ami szerint létezik olyan zq € H(ty), hogy a < f(to,x0), azaz (to,xo) €
(e, 00]). Mivel az f fiiggvény alulrol folytonos, ezért létezik olyan W €
Trx x (to, To) kornyezet, hogy minden (t,z) € W esetén (t,z) € f~ ((a, o0]),
azaz o < f(t,z). Ekkor léteznek olyan U € 7r(tg) és nyilt V' € 7x(x¢) kdrnye-
zetek, hogy U x V C W.

Mivel zg € H(ty) és xg € V, gy mg € H(to) NV, igy H(to) NV # 0. Mivel
H : T — P(X) alulrdl félig folytonos és V' C X halmaz nyilt, ezért 1étezik
olyan Uy € 7p(to), Uy C U kornyezet, hogy minden ¢ € Uy esetén H(t)NV # (),
azaz létezik x € H(t) NV. Ekkor

(t,x) € graph HN (Uy x V) Cgraph HN (U x V) Cgraph HNW |

ezért minden t € Uy esetén létezik © € H(t), hogy

o< flta) € sp flha) = 100)
z€H()
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Ezek szerint a to pont Uy € 7p(tg) kornyezetére teljesiil, hogy Uy C (fV)™1((«,
o0]). Ez azt jelenti, hogy t, € int(f¥)™ ((, 00]), vagyis a halmaz minden
pontja bels6é pont, tehat a halmaz nyilt.

. Belatjuk, hogy minden a € R szém esetén (fV)~! ([—oo,«)) C T halmaz nyilt.
Legyen « tetszoleges és legyen ty € (f¥)™! ([—o00,a)) tetszblegesen adott. Ek-
kor fY(to) < a, vagyis

fY(to) = sup f(to,z) <a .
z€H (to)

Innentdl két eset lehetséges.

Els6 eset: H(to) = 0. Mivel a H : T — K(X) halmazértéki leképezeés feliilrsl
felig folytonos, H(tg) C 0 és az iires halmaz nyilt, ezért létezik olyan U € 77(tg)
kornyezet, hogy minden t € U esetén H(ty) = 0, azaz H(t) = (). Ezért minden
t € U esetén

f\/<t0) = sup f(to,l') =<,
z€H (to)

vagyis a to pont U € 7p(ty) kornyezetére teljesiil, hogy U C (f¥)™! ([0, )),
ami azt jelenti, hogy to € int(f¥)™! ([—o0, a)).
Mésodik eset: H(ty) # 0. Ekkor létezik olyan 3 szam, hogy

f\/(tO) = Sup f(t(),l‘) < /8 <a,

z€H (to)

igy minden x € H(ty) esetén f(tg,z) < f3, azaz (tg,z) € f~ ([—o0,)). Mivel
f feliilrdl folytonos, ezért minden x € H(ty) esetén létezik W, € 7y x(to, x)
kornyezet, hogy minden (¢,z) € graph H N W, esetén (¢,z) € f~! ([—o0, 3)),
azaz f(t,z) < (. Ekkor minden =z € H(ty) esetén létezik U, € 7r(ty) és
Vi € Tx(xg) nyilt kérnyezet, hogy U, x V,, C W,. Mivel {V,. : x € H(to)} nyilt
lefedése a H(ty) C X kompakt halmaznak, ezért léteznek xy, ...z, € H(ty),
hogy

H(to) € () Vay -
k=1

Mivel a H : T — K(X) halmazérteki leképezés feliilrdl félig folytonos, ezért
letezik Uy € 1r(ty) kornyezet, hogy minden ¢ € U esetén

H(t) C ﬂ V., .

k=1
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Legyen U=U, ﬂle N---N an Mivel U = Uy, le, Ceey an € TT(to) és TT(to)
véges metszetzart, ezért U € 7p(ty). Mivel U C Uy, ezért minden ¢t € U esetén
is

H(t) C () Var >
k=1
ezért midnen = € H(t) esetén létezik 1 < k < n 1gy, hogy ha z € V,,, akkor

(t,x) e U x V,, CU, XV, CW,, .

Ezek szerint minden t € U és « € H(t) esetén (t,x) € graph H N W, , és ezért
f(t,z) < B. Ebbdl kivetkezik, hogy minden ¢t € U esetén
fY(to) = sup f(to,z) =B <a.
x€H((tg)
Ezek szerint a to, pont U € 7p(tg) kornyezetére teljesiil, hogy
U C (fV)"'([-o0,B)). Ez pedig azt jelenti, hogy ty € (fY)'int ([—o0,)),

vagyis a halmaz minden pontja belsé pont, tehat a halmaz nyilt.

. A bizonyitast két részre bontjuk, el6szor a kompakt értékiiséget, majd a feliilrsl

félig folytonossagot bizonyitjuk.

Kompakt értékiiség: Legyen t € T tetsz6leges pont. A definici6 szerint
X(t) = ()W) S H(

ezek szerint az {f¥(t)} C R egyelemt, igy (az euklideszi topolégiaban) zart
halmaznak az f(t,-) : H(t) — R a feltétel szerint folytonos fiiggvénnyel vett in-
verzképe, emiatt zart halmaz. Mivel a H(t) kompakt halmaz zart részhalmaza,

ezért kompakt.

Feliilrgl félig folytonossag: Legyen t, € T tetsz6leges pont. Legyen G C X
tetszbleges olyan Tx-nyilt halmaz, amelyre X'(to) C G. Belatjuk, hogy létezik
U € 7r(ty) kornyezet, hogy minden ¢ € U esetén X(t) C G, ami azt jelenti,
hogy az X halmazértéki leképezés feliilrol félig folytonos a tg pontban. Innentél

ujabb két esetre bomlik a bizonyitas.
1. eset: X(to) = H(to).

Mivel H(tg) = X(to) C G és a H : T — P(X) halmazértéki leképezés feliilr6l
felig folytonos, ezért létezik U € 7r(ty) kornyezet, hogy minden t € U esetén
H(t) C G, igy

X(t)CH(t) CG.
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2. eset: X(to) # H(to)

Legyen x € H(ty) \ X(to) tetszdleges, ekkor

f(to,l’) < sup f(t07 ) = fv(tﬂ) )

H(to)

ezért létezik a € R, hogy
f(to,x) <a< fv(t()) .

Mivel az f fiiggvény feliilrgl folytonos a (to,x) pontban, ezért létezik W €
Trx x (to, ) kornyezet, hogy minden (t,z) € W N graph H esetén

flt,z) < a.

Ekkor létezik Uy € 7r(to) és létezik V,, € 7x(x) nyilt kornyezet, hogy U; X
Ve, € W. Mivel az fV fliggvény alulrol folytonos a to pontban, ezért létezik
U, € 7r(to) kérnyezet, hogy minden ¢ € U, esetén

a< fY(1).

Legyen U, = Uy NU; € 7r(ty), ekkor minden (¢,2) € (U, x V) N graph H
esetén

flt,2) < f(t) -

Mivel X (t) C G, ezért H(to) C (H(ty) \ X(to)) UG, fgy

Hi(ty) C U wlua,

x€H (t0)\ X (to)

ahol minden = € H(ty) \ X(to) esetén V, € 7x(z) a fent definidlt kornyezet.
Mivel minden = € H(to) \ X(to) esetén V. € 7x(z) nyilt halmaz, igy a

{Veiz e H(tg) \ X(to)} U{G}

halmazrendszer nyilt lefedése a H(ty) € X kompakt halmaznak, ezért kiva-

laszthato belGle véges lefedés, azaz létezik z1,...,x, € H(ty), hogy

H(t)) C |V, UG

k=1
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Mivel az |J V., UG C X halmaz nyilt, valamint a H : T'— KC(X) halmazérté-
k=1
kii leképezés feliilrdl félig folytonos to-ban, ezért 1étezik Uy € 7r(to) kornyezet,

hogy minden ¢ € Uj esetén

H(t)C |V, uG,
k=1

mivel X (tg) C H(t), ezért

xcl v, ua.
k=1

Legyen
U=UsnNU,N---NU,, €m7r(to) ,

ahol minden z; € H(ty) \ X(to) esetén V,, € 7x(x;) a fent definialt kornyezet.
Ekkor minden t € U esetén

xcl v, ua.

k=1

Belatjuk, hogy minden t € U esetén X (t) C G.

Indirekt modon tegyiik fel, hogy létezik ¢ € U, amelyre létezik z € X (t), de
z ¢ G. Mivel .
xitcl v, ua,
k=1
ezért létezik 1 < k < n, hogy z € X(t) C H(t). Mivel t € U C U,,, ezért
(t,2) € Uy, x V,,. Mivel pedig z € X(t) C H(t), ezért

(t,2) € (Uy, x Vg, ) Ngraph H |

igy f(t,z) < fY(t), emiatt z ¢ X(t), ami ellentmondés.

A késébbiekben erre, mint Berge-tétel hivatkozunk.

A Berge-tétel egy altalanositésa sziikséges lesz a késébbiekben, az ismert irodal-
mak kozott ez az altalanosités sehol sem szerepel. A tétel kimondasa és a bizonyitas
a Berge-tétel alapjan torténik. A tétel kimondéasa el6tt sziikséges még néhany fogal-
mat definialni.

Toébbdimenzids vektorok esetében a kdvetkezd jeloléseket alkalmazzuk.
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5.70. definicid. Tekintsiik az R™ teret és legyen r,r’ € R" tetszdleges.
o 7 >1' har; >r. minden i-re fenndll,
o v >1', har; > ri minden i-re fenndll és létezik j, hogy ry > 1/ ,
o v 21", har; > r; minden i-re fenndll, de nem létezik j, hogy rj > 1’ |

e 1 és 1’ mem dllnak reldcioban, ha létezik olyan i és j, hogy r; > rj ésr; <1’ .

5.71. megjeqyzés. Legyen X C R" tetszbleges halmaz, a € X pedig ennek egy tet-

sz6leges eleme. Az alabbi két allitas ekvivalens.
1. Nem létezik olyan x € X, hogy = > a.
2. Minden x € X esetén vagy a > x, vagy a és x nem allnak relacioban.

5.72. megjegyzés. Valos szamok esetében, r > 1/ és r > r’ ugyanazt jelentik, vagyis

ekkor a relaciok leirasara elég a > és a = jelek hasznéalata.

5.73. definici6. Tekintsik az R™ teret. Legyen U C R™ halmaz. Az aldbbi operdtorok

a kovetkezok,
o vinaxU = {uc U : ' €U , hogy u' > u} ,
e vsupU = {u € clU:f/ €clU, hogy ' > u} .

5.74. definicié. Ha X tetszdleges halmaz, f : X — R" tetszdleges fligguény és az
A CR" halmaz az [ fiigguény értékkészlete, akkor

* vmax f(z) = vmax A |

e vsup f(z) =vsup A ,
X

o arg\;(maxf(:c) ={reX: f(x)e VS;(Jp f(z)} .

Most definialjuk az vektorértékid fliggvényekre is az alulrél illetve feliilrél folyto-

nossagot.

5.75. definicié (Alulrdl folytonossag vektorértéki fiiggvényekre). Legyen (X, Tx)
topologikus tér. Egy f : X — R"™ fiigguény alulrél folytonos eqy a € X pontban, ha
minden ¢ € R}, vagyis ¢ > 0 vektorra az {x € X : f(z) > f(a) — e} halmaz
nyilt. Egy f: X — R" fiigguény alulrdl folytonos, ha minden x € X pontban alulrél
folytonos.
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5.76. definicié (Felilrdl folytonossag vektorértéki fiiggvényekre). Legyen (X, Tx)
topologikus tér. Eqy f : X — R"™ fiigguény felilrdl folytonos eqy a € X pontban,
ha minden ¢ € R, vagyis € > 0 vektorra az {x € X : f(x) < f(a) + €} halmaz
nyilt. Eqy f : X — R" fiiggvény feliilrdl folytonos, ha minden x € X pontban feliilrdl
folytonos.

5.77. definicié (Folytonossig). Legyen (X, Tx) topologikus tér. Egqy f : X — R"
fiigguény folytonos egy a € X pontban, ha minden G C R", a € G nyilt halmaz
esetén az {x € X : f(x) € G} halmaz nyidt. Egy f : X — R"™ folytonos, ha minden
x € X pontban folytonos.

5.78. megjegyzés. Ha egy f : X — R" fiiggvény folytonos egy a € X pontban, akkor
abban a pontban alulrél és feliilr6l is folytonos. Viszont, ha a fiiggvény alulrél és
feliilrdl is folytonos az a € X pontban, akkor nem feltétleniil folytonos is.

Igy mar bevezethetjiik a tobb dimenziora kiterjesztett Berge-tételt.

Legyenek (T, 7r), (X, 7x) topologikus terek. Legyen H : T" — P(X) halmaz-
értékd leképezés, a feltételi leképezés, legyen f : graph H — R" a célfiiggvény és
tekintsiik a kovetkez6 t € T-vel paraméterezett feladatot:

f(t,x) — vmax
x € H(t) .

A feladat értékleképezése, f¥ : T — P(R"), amelyre minden t € T' esetén

1Y(t) = vsup £(t,) = veup f(t,) .
H(t) z€H(t)
A feladat megoldasleképezése, X' : T — P(X), amelyre
X (t) = argvmax f(t,-) ={z € H(t): f(t,z) € f'(t)} .
H(t)

5.79. tétel. A tétel az aldbbi dllitdsokbsl dll.

1. Ho a H : T — P(X) halmazértéki leképezés alulrdl félig folytonos és az
f : graph H — R" célfiigguény alulrél folytonos, akkor az f¥ : T — R ér-
tékleképezés is alulrol félig folytonos.

2. Hoa H : T — K(X) kompakt halmaz értékd leképezés felilrol félig folytonos
és az f : graph H — R" célfiigguény felilrdl folytonos, akkor az f¥ : T — R"
értékleképezés is feliilrdl félig folytonos.

3. Haoa H:T — K(X) kompakt halmaz értéki leképezés felilrdl félig folytonos,
az f : graph H — R"™ célfiigguény folytonos, valamint az f¥ : T — P(@n)
értékleképezés folytonos, akkor az X : T — P(X) kompakt értéki és felilrdl

félig folytonos halmazértéki leképezés.
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Bizonyitds.

1. Legyen to € T tetszleges pont. Legyen G C R tetszéleges olyan nyilt halmaz,
amelyre fY(to)) NG # 0 és G = {y € R" : y > «,}, ahol o, € R" olyan,
hogy tetszdleges a € fY(tg) esetén a € G. Belatjuk, hogy létezik U € 1r(to)
kornyezet, hogy minden ¢ € U esetén fY(t) N G # ), ami azt jelenti, hogy az

fV halmazértéki leképezés alulrol félig folytonos a t, pontban.

Ekkor minden a € fV(t) esetén létezik olyan o, € R vektor, hogy

a, <a € vsup f(tg,z),
x€H (to)
ami szerint létezik olyan zq € H(ty), hogy a, < f(to, o). Mivel az f fiiggvény
alulrol folytonos, ezért 1étezik olyan W € 7ry x (to, o) kornyezet, hogy minden
(t,x) € W esetén a, < f(t,z). Ekkor léteznek olyan U € 7r(ty) és nyilt
V € 7x(xg) kornyezetek, hogy U x V. C W.

Mivel zg € H(ty) és xg € V, igy mg € H(to) NV, igy H(to) NV # 0. Mivel
H : T — P(X) alulrol félig folytonos és V' C X halmaz nyilt, ezért 1étezik
olyan Uy € 7p(to), Uy C U kornyezet, hogy minden ¢ € Uy esetén H(t)NV # (),
azaz letezik x € H(t) N'V. Ekkor

(t,x) € graph HN (Uy x V) C graph HN (U x V) C graph HNW |

ezért minden t € Uy esetén létezik x € H(t) és a € fY(t), hogy

. < f(t,z) S a€ vsup f(t,z) = fY(t) .
x€H(t)

Ezek szerint a t, pont Uy € 7r(ty) kornyezetére teljesiil, hogy minden R'-
beli olyan G nyilt halmazra, amelyre fY(to) NG # 0, minden ¢t € U, esetén
fY () NG #£ 0, vagyis az fV fliggvény alulrol félig folytonos.

2. Legyen ty € T tetsz6leges pont. Legyen G C R" tetszdleges olyan nyilt halmaz,
amelyre fV(tg) C G és G = {y € R": y < a}, ahol @ € R™ olyan, hogy minden
a € fY(ty) esetén a € G. Belatjuk, hogy létezik U € 7r(to) kornyezet, hogy
minden ¢ € U esetén fY(t) C G, ami azt jelenti, hogy az f¥ halmazérték

leképezés feliilrdl félig folytonos a ¢y, pontban.
Ekkor minden a € fY(ty) vektorra létezik olyan a € R" vektor, hogy minden
a € fY(to) esetén

a>a€ vsup f(ty,x) .
x€H (to)
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Innentdl két eset lehetséges.

ElsS eset: H(tg) = 0. Mivel a H : T — K(X) halmazértéki leképezés feliilrsl
felig folytonos, H (tg) C 0 és az iires halmaz nyilt, ezért létezik olyan U € 77(tg)
kornyezet, hogy minden ¢ € U esetén H(ty) = 0, azaz H(t) = (). Ezért minden
t € U esetén

0> co—ac ft)= sup fltor).
x€H (to)

vagyis a to pont U € 7p(ty) kdrnyezetére teljesiil, hogy minden R’ -beli olyan
G nyilt halmazra, amelyre fY(ty) C G és minden ¢t € U esetén fY(t) C G.

Masodik eset: H(tg) # 0. Ekkor minden a € fY(to) esetén létezik olyan £,

vektor, hogy
a< B, <a,

igy minden x € H(ty) esetén vagy f(to,x) < Ba, vagy f(to,x) és B, nem
allnak relacioban. Mivel f feliilrgl folytonos, ezért minden = € H(ty) esetén
letezik W, € Try« x (to, x) kornyezet, hogy minden (¢, z) € graph H N W, esetén
f(t,2) < B,. Ekkor minden x € H(t,) esetén létezik U, € 7r(ty) és V, € Tx(x0)
nyilt kérnyezet, hogy U, x V, C W,. Mivel {V, : © € H(ty)} nyilt lefedése a
H(tp) € X kompakt halmaznak, ezért léteznek x4,...,x, € H(ty), hogy

n

H(to) C ()| Va -
k=1
Mivel a H : T — K(X) halmazérteki leképezés feliilrdl félig folytonos, ezért
letezik Uy € 1r(ty) kérnyezet, hogy minden ¢ € Uy esetén

H(t) C () Va, -
k=1

Legyen U = UyNU,, N---NU,,. Mivel U = UyNU,, N---NU,, és 7r(ty) véges

metszetzart, ezért U € 7p(ty). Mivel U C Uy, ezért minden ¢ € U esetén is
n
H(t) C () Vay -
k=1

ezért midnen x € H(t) esetén létezik 1 < k < n 1gy, hogy ha x € V,,, akkor
(t,x) e U xV,, CU, XV, CW,, .

Ezek szerint minden ¢t € U és v € H(t) esetén (t,x) € graph H N W, , és

ezért f(t,z) < .. Ebbdl kovetkezik, hogy minden ¢ € U és minden a € fV(t)

esetén

a< B, <a.
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vagyis a to pont U € 7p(ty) kérnyezetére teljesiil, hogy minden R’ -beli olyan
G nyilt halmazra, amelyre fV(ty) C G, minden t € U esetén fY(t) C G, vagyis

az [V értékleképezés feliilrsl félig folytonos.

. A bizonyitast két részre bontjuk, el6szor a kompakt értékiiséget, majd a feliilrél

félig folytonossagot bizonyitjuk.

Kompakt értékiiség: Legyen t € T tetsz6leges pont. A definici6 szerint
X(t) = 1t {0} € Ht)

ezek szerint az {f¥(t)} € R" zart halmaznak (hiszen a fiiggvény P(R")-be
képez) az f(t, ) : H(t) — R™ a feltétel szerint folytonos fiiggvénnyel vett in-
verzképe, emiatt zart halmaz. Mivel a H (t) kompakt halmaz zart részhalmaza,

ezért kompakt.

Feliilrgl félig folytonossag: Legyen t, € T tetsz6leges pont. Legyen G C X
tetszbleges olyan 7x-nyilt halmaz, amelyre X (o) C G. Belatjuk, hogy létezik
U € 7r(ty) kornyezet, hogy minden t € U esetén X' (t) C G, ami azt jelenti,
hogy az X halmazértékii leképezés feliilrdl félig folytonos a ¢ty pontban. Innentsl

ujabb két esetre bomlik a bizonyitas.
1. eset: X(to) = H(to).

Mivel H(tg) = X(ty) C G és a H : T — P(X) halmazértékd leképezés feliilrsl
félig folytonos, ezért létezik U € 7p(ty) kérnyezet, hogy minden t € U esetén
H(t) C G, igy

X(t)CH(t) CG.

2. eset: X(tg) # H(to).
Legyen x € H(ty)\ X (to) tetszoleges, ekkor nem létezik olyan a’ € vsup f(to, -)

H(to)
= fY(to) CR™, hogy a’ £ f(to,z), vagyis minden a € f(to) esetén vagy

f(to,x) < a,

vagy a és f(to,z) nem &allnak relacioban. Ezért létezik minden a € fY(ty)

vektorhoz a, € R", hogy vagy

flto,z) <a, <a,

vagy oy és f(to, x) nem allnak relacioban. Mivel az f fiiggvény feliilrél folytonos
a (tg, ) pontban, ezért 1étezik W € 7ry x (to, x) kornyezet, hogy minden (¢, z) €
W N graph H esetén vagy

ft,2) < aq,
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vagy f(t,z) és a, nem &llnak relacioban, de «, < a. Ekkor létezik U; € 7p(to)
és letezik V. € 7x(x) nyilt kornyezet, hogy Uy x V,, € W. Mivel az fV fiiggvény
alulrol félig folytonos a ty pontban, ezért létezik Us € 7p(tg) kornyezet, hogy

minden ¢ € Uy esetén és minden G C R" nyilt halmaz esetén
YNNG #0 .

Legyen példaul Go = |J {b€R":b> a,}, egy R -beli nyilt halmaz és U,
agfVv(t)
pedig az ehhez tartozd kornyezet. Ekkor minden ¢ € U és minden a € fV(¢)

esetén

a, < a.

Ugyanis, ha valamely a’ € fY(t) esetén ¢’ < o, allna fenn, akkor mivel fY(¢)N

Gy # 0, és az fV fiiggvény alulrol félig folytonos, ezért a € fY(t), tehat a, < a,

v

Uy N U, € mp(ty), ekkor minden (¢, 2) € (U, x V) N graph H esetén és minden
a € fY(t)-re vagy
flt,z) <a

vagy f(t,z) és a nem &ll relacioban. Mivel X (ty) C G, ezért H(to) C (H(to) \

X<t0)) U G7 igy
H(ty) C
IGH to \X to

ahol minden = € H(ty) \ X (o) esetén V, € 7x(x) a fent definidlt kornyezet.
Mivel minden = € H(ty) \ X (ty) esetén V, € 7x(x) nyilt halmaz, igy a

{Va: 2 e H(to) \ X(to)} U{G}

halmazrendszer nyilt lefedése a H(ty) € X kompakt halmaznak, ezért kiva-
laszthato beldle véges lefedés, azaz 1étezik xq, ..., x, € H(ty), hogy

H(ty) € | J Vo, UG .
k=1
Mivel az |J V,, UG C X halmaz nyilt, valamint a H : T' — K(X) halmazérté-
k=1

ki leképez_és feliilrdl felig folytonos to-ban, ezért létezik Uy € 7r () kornyezet,
hogy minden ¢ € U, esetén

t)gOkauG,

k=1
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mivel X (tg) C H(t), ezért

xclv ua.
k=1
Legyen
U:Ugﬂleﬁ"'ﬂan GTT<t0) ,

ahol minden z; € H(ty) \ X(to) esetén V,, € 7x(x;) a fent definialt kornyezet.
Ekkor minden ¢ € U esetén

xcl v, ua.
k=1

Belatjuk, hogy minden ¢ € U esetén X (t) C G.

Ugyanis: Indirekt modon tegyiik fel, hogy létezik t € U, amelyre létezik z €
X(t), de z ¢ G. Mivel

X(t)gUkaUG,

k=1

ezért létezik 1 < k < n, hogy z € X(t) C H(t). Mivel t € U C U,,, ezért
(t,2) € Uy, x V,,. Mivel pedig z € X(t) C H(t), ezért

(t,2z) € (Uy, x V) Ngraph H |

igy minden a € fY(t) esetén vagy f(t,2z) < a, vagy f(t,z) és a nem allnak

relacioban, emiatt z ¢ X'(t), ami ellentmondaés.

81



Irodalomjegyzék

Abalo KY, Kostreva MM (1996) Fixed points, Nash games and their organizations.
Topological Methods in Nonlinear Analysis (Journal of the Juliusz Schauder Cen-
ter) 8:205-215

Abalo KY, Kostreva MM (2004) Some existense theorems of Nash and Berge equi-
libria. Applied Mathematics Letters 17:569-573

Abalo KY, Kostreva MM (2005) Berge equilibrium: some recent results from fixed—
point theorems. Applied Mathematics and Computation 169:624-638

Arrow KJ, Debreu G (1954) Existence of an equilibrium for a competitive economy.
Econometrica 22(3):265-290

Berge C (1957) Théorie générale des jeux a n-personnes. Gauthier-Villars, Paris
Berge C (1959) Espaces topologiques et fonctions multivoques. Dunod, Paris

Border KC (1985) Fixed point theorems with applications to economics and game

theory. Cambridge University Press

Colman AM, Korner TW, Musy O, Tazdait T (2011) Mutual support in games:
Some properties of Berge equilibria. Journal of Mathematical Psychology 55:166—
175

Forgo F, Pintér M, Simonovits A, Solymosi T (2005) Jatékelmélet (Elektronikus
jegyzet)

Kakutani S (1941) A generalization of Brouwer’s fixed point theorem. Mathematical
Journal 8:416-427

Larbani M, Nessah R (2001) Sur Péquilibre fort selon Berge. RAIRO Operations
Research 35:439-451

Larbani M, Nessah R (2008) A note on the existence of Berge and Berge-Nash
equilibria. Mathematical Social Sciences 55:258-271

82



Nash JF (1950) Equilibrium points in n-person games. Proceedings of the National
Academy of Sciences 36(1):48-49

Nash JF (1951) Non-cooperative games. The Annals of Mathematics 54(2):286-295
Nessah R, Tian G (2009) On the existence of strong Nash equilibria. Working paper

Nessah R, Larbani M, Tazdait T (2007a) A note on Berge equilibrium. Applied
Mathematics Letters 20:926-932

Nessah R, Larbani M, Tazdait T (2007b) On Berge equillibrium. Working paper

Nessah R, Tazdait T, Larbani M (2008) Strong Berge and Pareto equilibrium exis-

tence for a noncooperative game. Working paper

Nikaido H, Isoda K (1955) Note on noncooperative convex games. Pacific Journal
of Mathematics 5:807-815

Szabo 1 (2011) Topologia (Jegyzet)
Szabo I (2012a) Fixponttételek (Jegyzet)
Szabo I (2012b) Halmazértéki leképezések (Jegyzet)

Zhukovskii VJ, Chikrii AA (1994) Lineino—kvadratichnye differentsialnye igry. Nao-

ukova Doumka, Kiev

83



	Bevezetés
	Alapok
	Matematikai fogalmak, jelölések és tételek
	Játékelméleti fogalmak és jelölések

	Nash-egyensúly
	Definíció és létezés
	Létezés bizonyítása a Berge-tétellel

	Berge-egyensúly
	Definíciók
	Berge-egyensúly létezése
	Létezés bizonyítása a Berge-tétellel
	Gyengített Berge-egyensúly
	Létezést bizonyító tételek kapcsolata

	Berge-Nash-egyensúly és az összetett egyensúly
	Berge-egyensúly és Nash-egyensúly kapcsolata
	Berge-Nash-egyensúly
	Az összetett egyensúly

	Összefoglalás
	Függelék
	Irodalomjegyzék

