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1. Bevezetés

A vallalatok kozti egylittmikodés relevans a mai gazdasagi vilagban, hiszen az egyes
vallalatok jelentés koltségeket sporolhatnak meg erdforrasaik megosztasaval,
Osszehangoldsaval. Fontos felmeriild probléma azonban a ko6zos koltségek igazsagos
allokacioja. A dolgozatban az egyiittmiikodés soran megtakaritott koltségek lehetd

legjobb szétosztasat vizsgaljuk.

A kérdés elsore egyszeriinek tlinhet, de mint kés6bb latni fogjuk, a probléma Gsszetettebb
modszerek segitségével oldhaté meg, melyek a kooperativ jatékelméleten alapulnak.
Tobb ilyen modszer létezik, amelyek a Shapley értéken, a nukleoluszon, illetve a
szeparalhaté és nem szeparalhatd koltségeken alapulnak. A dolgozatban ezek mellett
kiemelt szerepet kap a Frisk et al. (2010) altal felvetett Equal Profit Method, mely egy

érdekes, 1) megkozelitése a koltségallokacids probléméanak.

Az ismert modszerekr6l szamos elemzés késziilt, azonban az Equal Profit Methodnal nem
ez a helyzet. A dolgozat célja az Equal Profit Method részletes vizsgalata,

megoldhatosaganak, tulajdonsagainak bemutatasa.

A dolgozat felépitése a kovetkezd. A masodik fejezet egy rovid jatékelméleti bevezetdvel
kezdédik, majd az egyes modszerek bemutatasa kovetkezik. A fejezet végén egy
gyakorlati példa segitségével szemléltetjiik a modszerek kozti kiilonbségeket. A harmadik
fejezetben az Equal Profit Method megoldhatdsagéaval és tulajdonsagaival foglalkozunk,
mely soran egy olyan feltételt is adunk mely nagyban megkonnyitheti a kiszamitasat. A
negyedik fejezetben az Equal Profit Method egyéb alternativait vizsgaljuk, javasoljuk az
Equal Profit Method egy alternativ felirasat, tovabba megnézziik, hogy miként lehetne
atiiltetni az Equal Profit Methodnal latott elvet egyéb koltségallokacios modszerekbe.



2. Koltségallokacios modszerek

Ebben a részben alapvetd jatékelméleti fogalmak, tulajdonsagok bemutatasa, majd a
koltségallokaciés modszerek ismertetése kovetkezik. A fejezet megirdsaban
segitségemre voltak Frisk et al. (2010), Solymosi (2006), Tijs és Driessen (1986)

munkai.

2.1 Elméleti bevezeto

A probléma vizsgalatdhoz jatékelméleti fogalmakra van sziikségiink. Jeldlje N a
résztvevo jatékosok véges halmazat, elemei N:={1,2,..,n}. A jatékosok egy SS N
halmazat koaliciénak, magat az N-t pedig nagykoalicionak nevezziik. Altalaban
feltessziik, hogy minden tarsulas lehetséges, igy 2V szamu koalici6 johet létre. Az S
koalicié egyiittm{ikodése soran c(S) koltség keletkezik, melyet ac: 2¥ - R
karakterisztikus koltségfliggvény segitségével kapunk. Az lires koalicié koltsege O.

Az (N,c) part kéltségjdtéknak hivjuk.

A koltségfiiggvény monoton, ha teljestl, hogy c(S) < ¢(T), S € T c N .Ez aztjelenti,
hogy ha 0j jatékos csatlakozik a koalici6hoz, az 6sszkoltség nem csokkenhet. Ha
teljestil, hogy c(S) + ¢(T)=c(SUT), SNT = @, akkor azt mondjuk, hogy a
koltségfliggvény szubadditiv. llyen esetben profitabilis minél nagyobb koaliciot

alkotni.

Egy ¢ koltségallokacios modszer, mely szétosztja a c¢(N) koltséget a
Jj € N jatékosok kozt:
e hatékony (Pareto optimdlis), ha Y jcy y; = c(N), ahol y; a j jatékosnak allokalt

koltség, azaz a j jatékos befizetése.



e egyénileg elfogadhato, hay; < c({j}),V j € N-re, azaz senki sem fizet tébbet,
mint ha egyediil miikédne.

e pdrszimmetrikus, ha tetszlleges 1i,j € N -re teljesiil, hogy amennyiben
c(SU{i}) = c(SU{j}) minden Sc N-re (i,j &S), akkor y; = y;. Azaz, ha két
jatékos minden tekintetben felcserélhetd, akkor az allokalt koltségik is
legyen ugyanannyi.

e sallangmentes, ha c(SU i) —c(S) = c({i}) minden S © N —i Kkoalicidra,
akkor y; = c¢({i}), azaz ha az i jatékos semleges a koaliciékra nézve, akkor az
allokalt koltsége legyen az egyéni koltsége.

e additivyv ha ¢ (¢c;+¢c;) =@ (c1) + @ (cy) teljesil tetszdleges c;, c,
koltségfiiggvényre, ahol c; + c, értelmezése: (c;+ ¢ )(S) = ¢, (S) + c3(S)
minden S < N Kkoaliciora. Azaz legyen mindegy, hogy a
c1, ¢, koltségfliggvényekre kiilon-kiilon alkalmazzuk az allokaciés moédszert
és ezutdn Osszegezziik a befizetéseket, vagy pedig el6bb aggregaljuk a két

koltségfiiggvényt és a befizetéseket a ¢, + ¢, alapjan szamitjuk.

A koltségjaték magja azon koltség allokaciok halmaza, melyekre teljestil, hogy

Dy =)

JEN

Zy,- <c(S), VScN

jES
Az elsé feltétel a hatékonysagot, a masodik pedig a stabilitast biztositja, azaz ne érje
meg kisebb koaliciokat létrehozni, igy semelyik egyénnek vagy koalicionak sem
allokalunk nagyobb koltséget, mintha egyediil dolgozna. A mag lehet iires is, de ha
nem az, akkor tipikusan sok elosztast tartalmaz, ritkan ad egyértelmi megoldast.
Shapley (1971) belatta, hogy ha a c koltségfiiggvény konkav, azazc(SUT) +
c(SNT)<c(S)+ c(T), VS, T < N, akkor a mag nem iires.



2.2 A Shapley-érték

A Lloyd Shapley (1953) altal bevezetett és réla elnevezett Shapley-érték egy olyan
megoldas koncepcid, mely egyértelmii megoldast eredményez. A Shapley-értéknél
azt feltételezziik, hogy a nagykoalicié tagjai véletlenszer(i sorrendben l1épnek be.
Amikor egy jatékos belép, hozzarendeljiik a hatarkoltségét, azt az dsszeget, amellyel
belépése miatt noveli a koalicié 6sszkoltségét. A hatarkoltség nagysaga fligg a
belépési sorrendtdl. A j jatékoshoz rendelt Shapley érték a hatarkoltségeinek atlaga,

és az alabbi képlettel szamolhato ki:

_ z (S| = 11D (IN] = |SD!

W [e($) = e(s = D]

Yj
SCN:jes

A |.] jelolés a koalicié szamossagat jeloli. A formulaban azon koalicidkra torténik az
0sszegzés, melyeknek a j jatékos tagja. A c(S) — c(S — {j}) kiillonbség a j jatékos

hatarkoltségét jeloli a c(S — {j}) koalicidra nézve.

Shapley (1953) megmutatta, hogy ha egy koltségallokdcids szabalytol
megkoveteljiilk a hatékonysagot, a parszimmetriat, a sallangmentességet, és az
additivitast, akkor (a koltségjatékok kelléen tag osztalyan) egyediil a Shapley
értéket alkalmazhatjuk. Altalaban azonban azt semmi sem garantilja, hogy a
megoldas egyénileg vagy csoportosan elfogadhat6 lesz, igy a Shapley-érték nincs

mindig a magban.



2.3 A nukleolusz

A nukleolusz kiszamitasakor olyan koltségallokaciot kereslink, mely minimalizalja a
legrosszabb egyenlGtlenséget (igazsagtalansagot), uUgy, hogy az egyénileg
elfogadhatosag teljesiiljon. Koltségjatékok esetén ezt ugy tehetjiik meg, hogy
maximalizaljuk a koaliciok elégedettségének minimumat. Az elégedettséget a tobblet

segitségével mérjiik, ami alatt a

eSy)=c®-)
JES

kiilonbséget, vagyis a koalici6 koltségmegtakaritasat értjiik.

Solymosi (2006) jegyzete alapjan: el6szor keressiik tehat az olyan elosztasokat, ahol a
legkisebb tobblet a leheté legmagasabb. Amennyiben tobb ilyen elosztas is van, akkor
koziiliik stabilabbnak tartjuk azokat, amelyeknél a masodik legkisebb tobblet is a lehetd
legmagasabb. llyenkor keressiik tehat azokat az elosztasokat, amelyek a legkisebb tobblet
maximalizalasa mellett a masodik legkisebb tobbletet is a lehetd legmagasabb szintre
hozzak fel. Ha még tobb ilyen elosztas is van, akkor keressiik kozottik azokat,
amelyeknél a harmadik legkisebb tobblet is a lehet6 legmagasabb, és igy tovabb egészen
addig, amig ezen Ujabb és Ujabb kivanalmak alapjan még kiilonbséget tudunk tenni az

elosztasok kozott. Ennek az optimalizalas-sorozatnak a kimenete a nukleolusz.

A nukleolusz egyértelmii megoldast ad, és teljesiti a parszimmetria és a sallangmentesség

kovetelményét. Ha a mag nem iires, akkor a nukleolusz a magban van.



2.4 Alternative Cost Avoided Method

Ez a modszer azon a tényen alapul, hogy a nagykoalicio koltségét két részre lehet osztani:
a szeparalhat6, ¢és nem szepardlhatdo koltségekre. Az ilyen moddszerek eldszor
mindenkihez hozzarendelik a szeparalhaté koltségiiket, majd valamilyen stilyozas alapjan
szétosztjak a nem szeparalhato koltséget. EQy adott jatékos szeparalhato koltsége egyenld
a nagykoaliciora vett hatarkoltségével, vagyis m; = c(N) —c(N — {j}). A maradék
szétosztandd Osszeg a nem szeparalhatd koltség, amit a g(N) = c(N) — Y. jey m; alapjan
kapunk. Ennek szétosztasara tobb modszer van, az Alternative Cost Avoided Method
(ACAM) a w; = c({j}) —m; sulyokat hasznalja, ami azt fejezi ki, hogy a jatékos
mennyit takarit meg a sajat (alternativ) koltségébdl akkor, ha belép a nagykoalicioba és
csak a hatarkoltségét fizeti. A szepardlhatdo és nem szeparalhatd koltségen alapuld

modszerek az alabbi képlet szerint osztjak szét a koltségeket:

Wj

ieN Wi

yj = mj+ gN) .
Az ACAM segitségével kiszamolt megoldasok teljesitik a hatékonysagot és a
parszimmetriat, tovabba n < 3 —ra a magban vannak. Tijs és Driessen (1986) cikkében

részletesen olvashatunk a modszerrol.

2.5 Az Equal Profit Method

A Frisk et al. (2010) altal felvetett modszert a kiilonb6zé gazdasagi szereplok kozotti
koltségelosztasi targyalasi szituaciok megkonnyitése inspiralta, célja a résztvevok relativ

megtakaritasanak kiegyenlitése.



c@-vi _ ;_ _vi
c({@p c{ip)

Egyénileg elfogadhatdsag esetén c({i}) = y; Ez azt jelenti, hogy az i és j jatékos relativ

Az 1 jatékos relativ megtakaritasat a kifejezéssel adhatjuk meg.

Yi Y
c@@  <c{ip

koltségelosztast az alabbi LP segitségével kaphatjuk meg:

megtakaritasa kozti kiillonbség -vel egyenld. Ezek alapjan a kivanatos

min f

Vi Yj ..
> == 2
st f= c@  cWp’ V(@)

Do Y= e

yi <c(S), ScN

JEs

A feladatban f és az Osszes y valtozo eldjelkotetlen. Az elsé feltétel az f valtozod
segitségével minimalizalja a relativ megtakaritasok kozti legnagyobb kiilonbséget. A
masodik és harmadik feltétel azt biztositja, hogy magbeli megoldast kapjunk. Ures mag
esetén Frisk et al. (2010) az epszilon mag alkalmazasat javasolja, mely soran biintetés
fejében lazitjuk a feltételeket. El6fordulhat olyan eset, hogy f > 0, ami azért van, mert
van olyan jatékos aki egyenld relativ megtakaritasok esetén kilépne a nagykoaliciobol,

azonban a megoldasnak a magban kell lennie, igy az f korlat novekedni kezd.

2.6 Egy gyakorlati példa

Az alabbi részben egy gyakorlati példan keresztiil mutatunk rd a modszerek kozti
kiilonbségekre. A példa vizsgalatanak modszertana Frisk et al. (2010) cikke alapjan

késziilt, sajat szamok ¢€s szamitasok felhasznalasaval.



2.1.Példa. Nézziink meg egy 3 szereplds szampéldat az emlitett modszerek bemutatasara.
A koaliciok koltségei legyenek c({1}) =4, c({2}) =5, c({3}) =6, c({1, 2}) =8, c({1, 3})
=8,c({2,3})=9,c({1, 2, 3}) =12.

Elészor vizsgaljuk meg, hogy milyen megoldast ad a Shapley-érték. A megoldoképletébe
valo behelyettesités utan kapjuk, hogy

(I— D13 -1)! 2—-DI3E-2)!
- 31 -0+ 31

(2- D13 -2)! (3—D!(3-13)
+ 3 8 —-6)+ 3

Vi CEh))

i
12 -9)=3=
(12 -9) = 37

Hasonl6an kiszdmithat6, hogy y, = 4 é y Y3 = 4; :

Nézziik mit kapunk az ACAM-mel. El6szor meg kell hatarozni a hatarkoltségeket, ahol
m; = 12 — 9 = 3, hasonléban m, = 12 — 8 = 4, illetve m; = 12 — 8 = 4. Ezek alapjan
a nem szeparalhato koltség g(N) = 12 — (3 4+ 4 +4) = 1. A kovetkezd 1épés a stlyok
meghatarozasa, amik most a kovetkezék: w; =4 -3 =1,w, =5—-4=1,és w; = 6 —
4 = 2. Ezutan meg tudjuk hatdrozni a jatékosoknak allokalt koltséget az ACAM-nél

emlitett képlet segitsegével:

34— =325
Yi=S5t T

Hasonléan kapjuk, hogy y, = 4,25, y; = 4,5.

A harmadik modszer a nukleolusz, kiszdmitasanak 1épéseit az alabbi tabla mutatja:



koalicick 1 2 3 12 13 23 123
c(S) 4 5 6 8 8 9 12
y(S) 4 4 4 8 8 8 12
e(S) 0 1 2 0 0 1 0
y(S) 3,33 4,33 4,33 7,66 7,66 8,66 12
e(S) 0,66 0,66 1,66 0,33 0,33 0,33 0

1. Tablazat: A nukleolusz kiszamitasanak lépései

A nukleolusz szerinty; = 3,33,y,=4,33, y; = 4,33.

Végiil nézziik az EPM-et, amit az alabbi LP segitségével oldhatunk meg:

min f

s.t.

f>22_ X
= 4
f>2_£
5 6
f>&_ﬂ
6 4
f>&_£
=% s
yi <4
ygs5
y3S6
yit+y, <8
yit+y; <8
Y +y3<9

ity +y3=12

ahol az ésszes valtozo elojelkotetlen




A megoldas: y; = 3,2, y, =4, y; =4,8, tovabba f = 0, igy minden jatékos relativ

megtakaritasa megegyezik.

Hasonlitsuk 0ssze a kapott eredményeket, el6szor a relativ megtakaritdsok alapjan:

jatékos | egyéni | Shapley % nukleolusz % ACA| % |EPM | %
koltség M

1 4 3,166 | 20,833 3,333 16,666 | 3,25 | 18,75 | 3,2 | 20

2 5 4,166 | 16,666 4,333 13,333 | 4,25 15 4 20

3 6 4,666 | 22,222 4,333 27,777 | 45 25 48 | 20

2. Tablazat: Kéltségallokacios modszerek osszehasonlitdasa relativ megtakaritdsok

alapjan

A példankban a relativ megtakaritasok szemsz6gébdl a nukleolusz adja a legrosszabb

megoldast, itt a 2-es és 3-as jatékos relativ megtakaritasai kozott 14,444 szazalékpontos

kiilonbség van. Ennél kicsit jobb eredményt ad az ACAM (10 szazalékpontos kiilonbség),

majd pedig a Shapley-érték (5,555 szazalékpontos kiilonbség). A legegyenletesebb relativ

megtakaritasokat az EPM-el kapjuk, ez minden jatékos esetén 20%-ot jelentett.

Most nézziik a tobbletek alapjan:

koalicio {1} {2} {3} {12} {1,3} 2,3}
Shapley | 0,833 0,833 1,333 0,666 0,166 0,166
nukleolusz | 0,666 0,666 1,666 0,333 0,333 0,333
ACAM 0,75 0,75 15 05 0,25 0,25
EPM 08 1 1,2 0,8 0 0,2

3. Tablazat: Kéltségallokacios modszerek osszehasonlitasa tébbletek alapjan

10




Egy koltségallokacional a tobbletek vektora megmutatja milyen messze van az eloszlas a
magtol. Itt mindegyik allokacid6 a magban van, hiszen egyik tobblet sem negativ. A
tobbletek alapjan a nukleolusz a legjobb, mivel a legkisebb tobblet nala a legnagyobb. Az
EPM esetén a legkisebb tobblet 0, ami arra utal, hogy érinti a mag hatarat, valéban, az

{1,3} koaliciora vonatkozo feltétel egyenldséggel teljesiil.

Erdemes 4brazolni a megoldasokat. Harom jatékos esetén a lehetséges
koltségallokaciokat egy haromszogben abrazolhatjuk, melynek minden pontjara teljesiil,
hogy y; + v, + y; = 12. A haromszog éleit a jatékosok egyéni koltsége hatarozza meg,
hiszen minden jatékosnak van egy maximalisan allokédlhat6 koltsége. A csucsokat
példankban az (1,5,6), (4,2,6), (4,5,3) pontok adjak. Ha abrazoljuk a kétszereplds
koaliciok koltségeit is, akkor a koalicio altal elfogadhato koltségek félsikjainak metszete

meghatarozza azon pontok halmazat, ahol a nagykoalici6 stabil, vagyis a magot.

vty =9 (4,5.3) Nty =8 o Nueleolus(3.333,4.333, 4.333)
e ACAM(3.25,4.25,4.5)

o Shapley(3.166, 4.166, 4.666)

e EPM(3.2,4,4.8)

YLty =8

(4,2,6)

vy =4

1. Abra: A mag sikbeli dbrdzoldsa hdrom jdtékos esetén

11



Az egyes valtozok értékei az oldalak felol csokkennek a csticsok felé, igy példaul az
y; + y3; = 7 egyenes egyenld az y, = 5 egyenessel. Az abran a sziirke teriilet jeloli a

magot.

12



3. Az EPM vizsgalata

Ebben a fejezetben az Equal Profit Method részletes vizsgalatival foglalkozunk. A
modszer jellemz6irdl elemzés még nem késziilt, igy a fejezetben elébb az Equal Profit
Method tulajdonsagait, majd pedig a megoldhatosagat vizsgaljuk. A fejezetben talalhatd

megallapitasok és szamitasok 1j, sajat eredmények.

3.1 Tulajdonsagok

A definiciéja miatt az Equal Profit Method mindig egy magbeli elosztas ad, igy a
hatékonysag és az egyénileg elfogadhatosag feltételeit mindig kielégiti. A magbeliségbdl
kovetkezik a sallangmentesség teljesiilése is. Az i semleges jatékos esetén c(N) =
c(N— {i}) +c{i}), ésy; =c{i}) , mivel y; < c({i}) csak akkor teljesiilhetne, ha
Yjen—3yYj > c(N —{i}) lenne, ekkor azonban az N-i koalicio kilépne a

nagykoaliciobol.

Az Equal Profit Method azonban nem additiv. Tekintsiik a kdvetkezo sajat szerkesztési

példat.

3.1. Példa. Legyenek a c; koltségfliggvény szerinti koltségek c;({1}) = 9, c;({2}) = 6,
ai({3}) =5 a1, 2}) =10,¢,({1, 3}) =14 , ({2, 3}) = 11, ({1, 2, 3}) = 15. A
feladat megoldasa y; = 6,y, =4, y; = 5. A ¢, szerinti koltségek legyenek c,({1}) = 4,
c2({2}) =5, c2({3}) =6, co({1, 2}) =8, c»({1, 3}) =8, ({2, 3}) = 9, ({1, 2, 3}) = 12.
A feladat megoldasa y; = 3,2, vy, = 4 , y; =48. A c; + ¢, koltségek ezek alapjan

c1+2({1}) = 13, ¢142({2}) = 11, ¢142({3}) = 11, c14.({1, 2}) = 18, ¢142({1, 3}) = 22,
c1+2({2, 3}) = 20, c14-({1, 2, 3}) = 27. A feladat megoldasa y; = 9,75,y, = 8,25 ,

13



y; =9, ami alapjan lathat6, hogy az elosztas nem additiv, hiszen ¢(ci+ c;) # @(c1) +

p(c2) .

Az Equal Profit Method tovabba nem teljesiti a pdrszimmetridt sem, raadasul a modszer
nem is ad feltétlenil egy egyértelmii megoldast, ami a Frisk et al. (2010) altal javasolt

feliras egy jelentds hatranya. Nézziik a kovetkezd sajat szerkesztésti példat.

3.2. Példa Legyen c({1}) =4, c({2}) = 4, c({3}) =5, c({4}) =6, c({5}) =8, c({1, 2}) =
6, c({3,4}) =7,7, c({1,2,3,4,5})= 21 (a tobbi koalici6 koltségét pedig adjuk meg a tagok
koltségének az Osszegeként). A feladatra az Equal Profit Method nem ad egyértelmii
megoldast. Vegyiik észre, hogy az y,+y, <6 , é az y;+y, <77 feltétel is
egyenldséggel teljesiil, ugyanis az (1,2) és (3,4) koalicidé is nagyobb profitot érne el
kiilon, mint a nagykoalicioban egyenlé relativ megtakaritisok mellett. A (3,4)
koalicionak az I — j—; = 30% -os, az (1,2) koalicionak az / — g = 25% profitratat kell
garantdlni, hogy a nagykoalici6 megmaradjon. Az (5)-0s jatékosnak a maradék profit,

1 — %ﬁ = 8,75% marad, igy a relativ megtakaritasok kozti legnagyobb kiilonbség

f=30%—8,75% = 21,25% lesz. Az y;,y, y;s koltségek egyértelmilen meghatarozottak,
ugyanis ha nem a megfeleld profitrata szerint alakulnanak, akkor f ndvekedne. A
megoldasban tehat y; =35y, =42y, =73 . Az y,; y, koltségek azonban nem
egyértelmiiek, egymas karara valtozhatnak az optimalis relativ megtakaritdsok also, és
felsé korlatja kozott. A megfeleld érzékenységvizsgalat elvégzése utan lathatjuk, hogy
v =1[28,32] és y,=6—y; . Mivel az l-es és 2-es jatékos egymassal minden
tekintetben felcserélhet6 volt, de nem feltétlen egyezik meg az allokalt koltségiik, ezért az

Equal Profit Method n > 5 jatékos esetén nem parszimmetrikus és nem egyértelmii.

Allitas: n <5 jdatékos esetén az EPM egyértelmii allokdciét ad, és teljesiti a

parszimmetria kévetelményét.

Bizonyitas. Az olyan esetekben, ahol f = 0, a relativ megtakaritasok megegyeznek, igy

c(N)

mindenkinek az atlagos R = Sren e

megtakaritasi rata alapjan allokaljuk koltségét,
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azaz y; = Rc({i}) , igy a megoldas egyértelmii lesz. A pdarszimmetria is teljesiil, ugyanis

. _ . , _ Vi YVj . ey .
ha c({i}) = c({j}) és f = 0, akkor <= wup s teljesiilni fog. Ha f > 0 akkor

valamely K c N koalicid nagyobb profitot érhetne el ha kilép a nagykoaliciobol, igy
a Yjexyj < c(K) feltétel egyenlSséggel teljesiil. K legalabb két elemii, mivel c
koltségfiiggvény szubadditiv. Mivel a legkisebb ¢és legnagyobb megtakaritassal
rendelkezd jatékosok koltségei egyértelmiien meghatarozottak, ezért a legfeljebb négy
koltségbdl legalabb harmat ismeriink, és mivel a nagykoalicid koltségét is tudjuk ezért
n < 5 esetén a megoldas egyértelmii. Mivel felcserélheté jatékosok esetén c(S U {i}) =
c(SU{j}), ezért vagy egyszerre vannak K-ban vagy N — K-ban, igy n < 5 esetén a

parszimmetria is teljesiil. m

Megjegyzés: Az elobbi gondolatmenet szerint f = 0 esetben 4&ltaldnosan is igaz a
parszimmetria és az egyértelmiiség teljesiilése, tovabba az additivitds is teljesil, igy
érdemes megvizsgalni, hogy milyen esetekben tudunk egyenld relativ megtakaritasokat
allokalni az Equal Profit Method segitségével. A kovetkezd részben erre a problémara

adunk megoldast egy 1j feltétel segitségével.

3.2 Megoldhatosag

Az EPM feltételeibdl lathato, hogy a modszernek pontosan akkor van megoldéasa, ha a
mag nem tres. Az ilyen esetekben azonban semmi sem garantélja, hogy olyan allokaciot

kapunk, amelynél megegyeznek a relativ megtakaritasok.

A 2.1.-es példaban lattuk, hogy az EPM altal javasolt allokacio éppen a mag hataran van,
igy az{1, 3} koalicio koltségére vonatkozé feltétel egyenldséggel teljesiil. Nézziikk meg
mi torténik, ha ennek a koalicionak a koltsége lecsokken 7,5-re, oldjuk meg a kdvetkezd

feladatot:
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3.3. Példa. c({1}) =4, c({2}) =5,c({3}) =6,c({1,2})=8,c({1,3}) =75, c({2,3}) =
9, c({1, 2,3}) =12. Amegoldas: y; =3, y, =45, y; =4,5. Az elosztas ismét a mag
hataran van, a relativ megtakaritasok azonban nem egyenléek, f = 0,15. A kérdés tehat,
hogy milyen esetekben lesz f = 0, azaz mikor tudunk olyan koltségallokaciét mondani,
ahol mindenkinek egyenld a relativ megtakaritasa, illetve hogyan kellene valtoztatni a

korlatokat ahhoz, hogy ezt elérjiik.

A megoldas a kdvetkezd. Olyan koltségallokaciok esetén lesz f= 0 , ahol mindenkinek az

atlagos R = & megtakaritasi rata szerint szabjuk meg a koltségét. Az R
Yien c({i})

megmutatja, hogy az eredeti egyéni koltségek Osszegének hanyszorosara valtozik a
nagykoalicioé koltsége, igy minél kisebb az R, anndl nagyobb megtakaritast ériink el.
Ahhoz, hogy mindenkinek R szerint tudjuk megszabni a koltségét, a kovetkezd

feltételnek kell teljesiilnie:

Allitas: Az EPM azon esetekben ad olyan megolddst, ahol mindenkinek megegyezik a

relativ megtakaritasa, azaz f =0, ha minden S © N koaliciora teljesiil, hogy

c(S) = R [Z c(fid) ]

lES
c(N)

AR = @

. Ellenkezo esetben f>0).

Bizonyitas. Akkor lesz f >0 , ha valamelyik jatékosnak egyenld relativ megtakaritasok
mellett megérné kilépni a nagykoaliciobol, ezért csak tigy maradhat magbeli a megoldas,
ha a tobbiek kardra noveljilk a relativ megtakaritasat. A fent egyenl6tlenségbe R
képletével vald behelyettesités, és Y.;es c({i}) - vel valo osztas utan kapjuk, hogy
c(S) - c(N)
Yiesc{i}) — ZjEN c({j

Azaz a feltétel teljesiilése esetén olyan jatékot kapunk, ahol egyik jatékosnak sem éri meg

kilépni a nagykoaliciobdl, itt érheti el a legnagyobb relativ megtakaritast, igy f=0 lesz. m
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A fent targyaltaknak igen hasznos gyakorlati kovetkezménye van. Az EPM egyik
hatranya, hogy egy sok feltétellel rendelkezé LP segitségével tudjuk meghatarozni.
Azonban azokban az esetekben, ahol az imént bemutatott feltétel teljesiil, pillanatok alatt,
az LP megoldasa nélkil ki tudjuk szdmolni az EPM-et, csupan meg kell szorozni az
egyéni koltségeket az R rataval. Az ilyen jatékokban az EPM a mag tulajdonsagain feliil
teljesiti még az additivitast, a parszimmetriat és az egyértelmiiséget. Ezen felil azt is
tudjuk, hogy egy olyan feladatnal, ahol f > 0, meddig kell ndvelni a korlatokat, hogy
egyenld relativ megtakaritasokat kapjunk. Ehhez a kimeriild korlatotokat addig kell
novelniink, amig nem lesznek egyenléek a korlatokban szereplé jatékosok egyéni

koltségei Osszegének az R-szeresével.

Nézziik meg ezeket a megallapitasokat példaink esetében. A 2.1-es példaban teljesiil a
feltétel, hiszen — (4 +5) < 8, —(4 +6) < 8, é&s =(5 +6) < 10, igy az alloklt
koltségek g 4=32, % 5=4,¢és g 6 = 4,8, ugyanazok, mint amit az LP megoldasaval
kaptunk. A 3.3-as példaban a feltétel nem teljesiil, ugyanis % (4+6) = 7,5, igy egyenld

relativ megtakaritasok esetén az l-es és 3-es jatékos jobban jarna, ha kilépne, és 0j

koaliciot alkotna. Egyenld relativ megtakaritasokat akkor kapnank, ha az {1, 3} koalicio
koltsége megndne legalabb %(4 + 6) = 8-ra, ekkor az eredeti példaban latott megoldast

kapnank.

Vizsgaljuk meg, hogy pontosan mit is jelent a feltétel, nézziik azt az esetet, amikor az
Osszes feltétel egyenloséggel teljesiil, azaz y, +y, = %(4 +5)=72,y,+y;=
5(4 +6)=8,y,+y; = %(5 + 6) = 8,8. Mivel csak egyenldségiink van, ezért a

megoldas egyértelmii, és ez pont az f=0 melletti EPM megoldas. Abrazolva ez a

kovetkezOt jelenti:
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Y2 +ys =

8.8 (4: 5-3) Y1+ys= 8
e EPM(3.2,4,4.8)
/4 Y1+Yy2 =
T2
(3,%,5)
= (41 2,6)
(1 016) Ys = 6
Yo = 5 h= 4

2. Abra: Egyenlé relativ megtakaritdsokat garantdlé feltétel sikbeli dbrdzoldsa harom

jatékos esetén
A feltételt tehat ugy is értelmezhetjiik, mint a legszlikebb mag, ahol f=0, igy a feltétel

olyan jatékokat feltételez, amelyeknek a magjaban van az egyenlé relativ

megtakaritasokat eredményezd pont.
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4. EPM alternativak

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy az Equal Profit Method nem mindig ad egyértelmu
megoldast. Tovabba azt is lattuk, hogy ha az eredeti modszernél maradunk, akkor ezt a
problémat tigy orvosolhatjuk, hogy megkeressiik azokat a jatékokat ahol =0, igy biztosan
egyértelmii megoldast kapunk. Ebben a fejezetben megvizsgaljuk, hogy milyen
alternativait lehetne adni az Equal Profit Methodnak, illetve hogyan lehetne felhasznalni
mas koltségallokacios moddszerek modositasara. Az fejezet elsd részében megnézziik,
hogy miként tehetnénk egyértelmiivé az Equal Profit Methodot, majd a masodik részben
az Alternative Cost Avoided Methodnak adjuk meg egy alternativajat, amely mindig egy

magbeli allokéciot ad.

4.1 Az EPM egyértelmisitése

A harmadik fejezetben lattuk, hogy az Equal Profit Method eredeti LP-jét megoldva nem
feltétlen kapunk egyértelmii megoldast. Felirhatjuk azonban a problémat egy tobb 1épcsds
optimalizalasként, ahol véges Sok 1épés utan biztosan egyértelmii megoldast kapunk. A
megoldas modszere hasonlit a nukleolusz altalanos megoldédsara, amirdl példaul Engevall
et al. (1998) cikkében olvashatunk. A probléma megoldasahoz az elsd 1épésben oldjuk

meg az eredeti LP-t, vagyis:

[P1] min f;

Yi Yij .o
> = 2
st f1 2 c{i) e’ v(@./)

y(N) = c(N)
y(S) < c(S), ScN

ahol az dsszes vdltozé elbjelkétetlen
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Azok az elemek lesznek egyértelmiien meghatarozva, amelyeknél az elso feltétel az
LP optimalis megoldasainak halmazan végig egyenldséggel teljesiil. Ha n valtozonk
van és n-1 valtozd egyértelmlien meghatarozott, akkor a megoldasunk mar

egyértelmd, hiszen tudjuk c(N)-t.

Ha egynél tobb nem egyértelm valtozonk van, akkor egy tjabb LP-t kell megoldani,
ahol az els6 feladat egyértelmli megoldasai rogzitettek. Ez az eset akkor fordulhat
el6, ha egynél tobb koalici6 érhetne el nagyobb atlagos relativ megtakaritast a
nagykoalicién kiviil. Jeldljiik ezeket a koaliciékat (S; ... S;,_1)-¢l, és legyenek az S;-k

c(Sp)
%o cdid)

lESi

az atlagos 1 — relativ megtakaritasuk szerint csokkend sorrendbe

rendezve. Az (S;..S,_,) koalicibk magfeltételei egyenléséggel teljesiilnek,
azaz c(S;) =y(S)), ie(l,..,.m—1), igy az S; koalicick tagjainak allokallt
koltségek csak egymas kardra valtozhatnak az adott S; koalicién beliil. Az S,,
koalicio tagjai a nagykoaliciéban érik el a legnagyobb relativ megtakaritast. Az f
minimalizalasa érdekében ez azt jelenti, hogy az egyénileg legnagyobb atlagos
relativ megtakaritast elérd S; koalicié tagjainak allokallt koltségek, és a legkisebb
atlagos relativ megtakaritast eléré S,, koalicié tagjainak allokalt koltségek
egyértelmiek, igy rogzithetjiik 6ket. Ellenkez6 esetben f novekedne, vagy valamely

koalicionak nagyobb koltséget allokalnank, mint az egyéni koltsége. Rogzitsiik

csa s . p Yi Yj — fx * . s
azokat a jatékosokat, akiknél D) fi, ahol f{"a [P1] feladat optimalis

megolddsa. Az y;-k az S; koaliciébdl, azy;-k az Sy, koaliciobol valok. Ezutdn a

kovetkezd LP-t kell megoldanunk:
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[P2] min f,

Yk Vi ' '
st fo 2 cms— wos kbl €(Sp e Spey)

« Y Vi . o ,
fi= cis) Wi’ i1 €51,j1 €Sn
y(N) = c(N)

y(S) < c(S), ScN

ahol az dsszes vdltozo eldjelkétetlen.

Ha [P2] nem egyértelmd, akkor tjabb LP-t kell megoldani, amit a kovetkez6 képpen

altalanosithatunk:
[Pt] min f;
Ym Yn ' 4
S.t. fr = ) e mmn € (St’Sm—t—I)
e Yig Yig . 3 B
fq = R iq€Sq.Jq €Sm—q-nq=1..t—1
y(N) = c(N)

y(S) <c(S), ScN

ahol az osszes vdltozo elbjelkétetlen.

Ezt az optimalizalas-sorozatot addig kell folytatni, amig [Pt] nem ad egyértelmi
(y", f{) megoldast. Lathato, hogy minden 1épésben az optimalis relativ megtakaritasok
also és felsod korlatjat hatarozzuk meg, Gjabb 1épésre pedig akkor van sziikség, ha a két
korlat kozott vannak nem egyértelmii valtozok. Az optimalizalds sorozat végén a
megoldas egyértelmii lesz, mivel minden 1épésben legalabb két valtozot hatarozunk meg,

igy véges sok 1épésben eljutunk az optimalis megoldasig.

Nézziik meg hogyan mitkddik a modszer a 3.2-es példa esetében, ahol a megoldas nem
volt egyértelmli. Az optimalizacid elsé Iépésében f;" = 21,25% értéket veszi fel.
Lathattuk, hogy az (3,4) koalicid, és az (1,2) koalicio magfeltételei egyenldséggel
teljesiilnek, mivel nagyobb relativ megtakaritast érhetnének el a nagykoalicion kiviil.

Mivel a (3,4) koalicio érhetné el a legnagyobb relativ megtakaritast egyénileg miikddve,
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ezért § lesz az S; koalicio, és az (1,2) koaliciobol lesz az S, koalicio. Az S; koaliciét az
(5)-6s jatékos alkotja. Mivel az S;, S, koalicidk koltsége allandé, ezért a tagjainak
allokallt koltségek csak egymas karara valtozhatnak a koalicion beliil. Az f;" akkor
nem noévekszik, ha az S; koalicié tagjainak a 30%-0s, az S; koalicié tagjanak pedig a
8,75%-o0s relativ megtakaritast garantaljuk, igy ezek az értékek rogzitettek. Azonban
lattuk, hogy az (1,2) koalicionak allokalt koltségek nem egyértelmiiek, igy a kovetkezo
LP-t kell megoldanunk:

[P2] min f,

Y1 Y2
> - 22
st fp 22—,

f2 2 %—%
02125 = 2 — 2
02125 = 2 — 2
vy <4

y><4

)

Vi< 6

ys <8
Yi+y,;<6
Vis+y, <77
Yity, +ys + Y t+ys =21

ahol az osszes vdltozo eldjelkétetlen.

Az LP megoldasa f>, = 0,y; =3,y, = 3,y; = 3,5,y, = 4,2,y; = 7,3 . A kapott megoldas
pedig egyértelmii.
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4.2 Magbeli ACAM

Nézziik most meg, hogy miként lehet az Equal Profit Method-nal latott modszert
alkalmazni egy ismert koltségallokaciés modszer, az Alternative Cost Avoided Method

modositasara.

A modszer felirdsdhoz el6szor definidljuk a kdltségjatékkal szoros kapcsolatban 1évo
megtakaritasi jatékot (N, v) , ahol
V() = Y el - ()
i€s
v(S) tehat az S koalici6 altal realizalhatd megtakaritast jeloli. A v fliggvény O-
normalizalt, azaz v({i}) = OV i € N -re. Egy (y;, ... , ¥n) KkOltségallokacié ekvivalens

egy (x;, ... ,x, ) megtakaritas allokacioval, hiszen minden i-re
xi = c({i}) — v

A magot meghataroz6 feltételek a kovetkezokre modosulnak,

in —v(N)

iEN
inZV(S), VScN
ies
Gately 1974-ben felvetett egy 0j koltségallokacios modszert, melynek célja a
nagykoalici6 megbontasara valé leger6sebb hajlam minimalizalasa. Az i jatékosnak a

nagykoalici6 megbontasara valé hajlamat a kdvetkezé modon irhatjuk fel:

B YiziXxj— V(N —1i) _v(N)—x;—v(N—10) v(N)—v(N—i)_

d; = 1

x; —v(i) Xi X

A d; arany megmutatja, hogy ha az 1 jatékos megbontana a nagykoalicidt, a
komplementer N-i koalicio tagjai mennyit veszitenének az i jatékoshoz képest. Ha ez az
arany magas, akkor az i jatékosnak erés késztetése (hajlama) van a nagykoalicio

megbontasara, hacsak nem ndvelik a kifizetését. A legnagyobb d; -t gy tudjuk
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minimalizalni, ha minden d;-t egyenl6vé tesziink, azaz az x;-ket a v(N) —v(N —i) -k
aranyaban szabjuk meg. Straffin és Heaney (1981) cikkében azonban lathattuk, hogy ez
az allokécid pontosan megegyezik az ACAM-mel, ugyanis a megtakaritasi jatékokra
felirt ACAM a kdvetkezo format olti:

v(N) —v(N —i)

=g v —p

Lathatjuk, hogy itt is a v(N) — v(N — i) marginalis kiilonbségek aranyainak megfeleléen
hataroz6dik meg az x;. Gately koltségallokacidja tehat nem 1j, azonban nagy segitséget
nyujt az ACAM egy modositott valtozatanak felirdsdban. Az ACAM hatranya, hogy csak
n < 3 jatékos esetén van mindig a magban. Gately felirasa és az EPM segitségével
azonban felirhatunk egy az ACAM-en alapulé allokaciot, amely a magban van. Ehhez a

kovetkez6 LP-t kell megoldani:

min g
st g > v(N)-v(N-i) _ v(N)-v(N—j) ’ V(i,j)
Xi Xj
Z %; = v(N)
iEN
inZV(S), VSc N
ieS

ahol az dsszes vdltozé elbjelkétetlen.

Az elsé feltétel a kozos felsd korlatot jelentd g valtozo segitségével minimalizalja a

megbontasra val6 hajlamok kozti kiillonbséget, ugyanis

v(N)-v(N-i) _1_ v(N)-v(N-i) +1= v(N)-v(N-i) _ v(N)-v(N—j)
Xi Xi Xi x]

dl_djz

A masodik két feltétel pedig a magbeliséget biztositja. A fenti modszer az ACAM
modositasa, hiszen ha az ACAM a magban van, akkor az ACAM-et adja eredménytil,
mivel g=0 lesz, és igy pontosan az ACAM Gately féle felirasat kapjuk. Ha azonban az
ACAM nincs a magban, akkor egy olyan magbeli allokaciot kapunk, melynél a

megbontasra valé hajlam a lehet6 legkisebb.

24



A fenti mddszerben egyesitettiik Gately mddszerének alapelvét, a nagykoalicid
megbontasara valé leger6sebb késztetés (hajlam) minimalizalasat, és a
magbeliséget. A mdédszer hatranya, hogy a fentebbi optimalizalasi modell tartalmaz
nemlinedris feltételeket is, ami a szamitogép nélkuli kiszamitas esetén nehézségeket
okozhat. El6fordulhat tovabb4a, hogy g > 0 esetén nem ad egyértelmi megoldast,

ekkor azonban egy tobblépcsds optimalizalas segitségével a megoldas egyértelmiivé

tehetd.
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5. Osszegzés

A dolgozatban egy rovid elméleti bevezetd utan bemutattunk négy koltségallokacios
modszert, koztiik a meglehetdsen j Equal Profit Method-ot. Egy rovid példan keresztiil
megnéztilk az egyes modszereket, ¢és lattuk, hogy mindegyik kiilonb6z6 elgondolas

alapjan osztja szét a koltségeket.

A harmadik fejezetben részletesen megvizsgaltuk az EPM-et. EIobb megvizsgaltuk a
tulajdonsagait, ahol lattuk, hogy teljesiti az egyénileg elfogadhatdsagot, a hatékonysagot,
¢s a sallangmentességet. A modszer hatranya azonban, hogy nem parszimmetrikus, nem
additiv, tovabba nem feltétleniil ad egyértelmli megoldast. A fejezet masodik felében
megnéztilk a megoldhatdsagat, megvizsgaltuk, hogy milyen esetekben tudunk egyenld
relativ megtakaritasokat allokélni az egyes jatékosoknak, és adtunk egy konnyen
ellendrizhetd feltételt, amelynek a teljesiilése esetén ezt megtehetjiik. Lattuk, hogy a
megadott feltétel segitheti az allokacios feladat megoldasat, hiszen ekkor az LP feladat
megoldasa nélkiil, gyorsan kiszamithaté az EPM. A feltétel tovabba abban is segit, hogy
hogyan lazitsuk a feltételeket olyan feladatok esetén, ahol az EPM nem ad egyenld relativ
megtakaritasokat. A feltétel teljesiilése tovabba olyan jatékokat feltételez, amelyek esetén

az EPM teljesiti az egyértelmiiséget, a parszimmetriat, és az additivitast is.

A negyedik fejezetben javasoltuk az EPM egy alternativ felirasat, mely kikiiszoboli a
modszer egyértelmiiségének hidnyabol fakado problémakat. A fejezet masodik felében,
az EPM-nél latott mddszer segitségével, az ACAM egy olyan moédositasat adtuk meg,

mely mindig magbeli allokaciot eredményez.
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