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Bevezetés

A dontéselméletben megszokott az Analytic Hierarchy Process (AHP) eljaras alkal-
mazésa. Az eljaras soran tgynevezett paros dsszehasonlitas matrixokba rendezziik a don-
téshozok preferenciait. A dontéshozok az egyes alternativakat paronként hasonlitjak 6ssze
és megadjak, hogy az éppen Osszehasonlitott alternativak koziil az egyik hanyszor jobb a
masiknal. Az igy kapott adatok multiplikativ jellegiiek, hiszen minden egyes 6sszehason-
litas eredménye az Osszehasonlitott két alternativa sulyainak hanyadosat tiikrézi. Eppen
ebbdl a multiplikativ jelleghdl latszik az is, hogy az adatokat megfelelGen métrixba ren-
dezve, a matrixokbol mértani kozép segitségével érdemes silyvektort szamolni és igy is
lehet a matrixokat tobb dontéshozo esetén aggregilni. Ennek ellenére az AHP eljaras fo-
lyaméan a szempontok szerinti sszegzéseket szamtani kozéppel szokdsos végezni. Igy azt
mondhatjuk, hogy az AHP egy vegyes eljaras, mert multiplikativ és additiv elemeket is
tartalmaz.

Mindezek mellett jogosan meriil fel az a kérdés is, hogy magukat a silyvektorokat tobb
dontéshozo esetén miért ne lehetne szamtani kozéppel aggregalni, ahogyan azt az AHP-
ben az alternativak stlyaival tessziik. Tobb dontéshozéd esetén azt gondolnank, hogy ha
mindegyik dontéshozonak van egy sorrendje az alternativakrol, sulyok formajaban meg-
adva, akkor ezeket a sorrendeket atlagolhatnénk és az atlagos sorrendet tekintenénk a
kozos sorrendnek. Azonban a paros 0sszehasonlitds matrixok korében a mértani kdzéppel
vett aggregalés bizonyitottan jol miikods eljaras, mig a szamtani kozéppel vett aggregalas
tamadhato. Igy ha azt szeretnénk, hogy a szamtani kozéppel vett, intuitiven jonak lat-
sz6 aggregilas helyes legyen, a megszokott multiplikativ paros Osszehasonlitas métrixok
helyett at kell térniink egy additiv modellre.

A dolgozat {6 célja tehat az, hogy feloldja az AHP keretek kozott fellépd ellentmonda-
sokat, vagyis az, hogy szétvilasszuk egymastol az additiv és a multiplikativ elemeket és
teljesen additiv és teljesen multiplikativ modelleket irjunk fel. A dolgozatban megadunk
két lehetGséget az ismert AHP modell javitasara. El6szor bevezetjiik a mértani modszert,
ami segitségével az AHP folyaman a vektorok mellett a matrixok is 6sszegezhetdk. Ekkor
a modelliink teljesen multiplikativ lesz. Masodszor pedig ratériink, hogy milyen teljesen

additiv modelleket lehetne elképzelni, majd a paros Osszevetés matrixok bevezetésével ki-



alakitunk egy olyan teljesen additiv modellt, melyben a szdmtani kézépnek kiemelkedd
szerepe van. Megmutatjuk, hogy hogyan lehet paros Osszevetés méatrixokbol silyvektort
szamolni és azt is, hogy hogyan lehet to6bb dontéshozd esetén a méatrixokat aggregalni
és hogy ez mit jelent. Végezetiil megmutatjuk, hogy a péaros Osszehasonlitas és a paros
Osszevetés matrixok hogyan kapcsolédnak egymashoz és megmutatjuk, hogy a megszokott
paros Osszehasonlitas matrixok esetében is értelmes a silyvektorok szamtani atlagolasa.

A dolgozatban az alabbi jegyzetek anyagaira nagyban tamaszkodtunk, |Rapcsak| (2007)),
Bozoki (2012b), |Aczél és Saaty| (1983), Kindler és Papp| (1977) és Kéri| (2011). Az alap-
fogalmakat és a jeloléseket Rapcsak (2007) alapjan hasznaljuk. Bozoki| (2012b) alapjan
irtuk fel az LLSM feladatot és késébb az LSMA feladatot is, kiilon felhivnank a figyelmet a
jegyzetben szerepld bizonyitasra. Aczél és Saaty| (1983) (magyar nyelven Bozoki (2012a))) a
paros Osszehasonlitas matrixok aggregalasanal fontos allitasok gytjtéhelye. A Kéri (2011))
cikkbdl hasznalt bizonyitas magyar nyelven |Kéri (2005) cikkben megtalalhato.

Az AHP eljarasrol b6vebben lehet olvasni [Saaty| (1980), Saaty| (1986)), Saaty (1990) és
Saaty| (1994) munkaiban. Magyar nyelven Temesi| (2002)) és Rapcsak| (2007) adnak remek

bevezetst a témahoz.



1. fejezet

Analytic Hierarchy Process, a vegyes

modell

Ebben a fejezetben bemutatjuk az irodalomban és az alkalmazasok terén elterjedt
Analytic Hierarchy Process eljarast. Késébb nagyobb terjedelemben kitériink a paros
Osszehasonlitas matrixok tulajdonsigaikra és a megszokott kezelésiikre. Ebben a fejezet-
ben mutatjuk be a dontési helyzet altalanos leirasat is, ennek alapjai az egész dolgozatra

érvényesek, az esetleges eltérésekre mindig kiilon felhivjuk a figyelmet.

1.1. AHP eljaras

Jelen dolgozat keretében a Saaty| (1980) altal bevezetett AHP eljarast tekintjiik a
dontési helyzetek altalanos leirdsanak. Az AHP eljaras a dontési helyzetet egy jol kezelhetd
és logikus struktiraba rendezi.

Az AHP eljarasban a dontési feladatot egy fa strukturaban adjuk meg, ahol a fa gyo-
kere az tgynevezett cél. Ez a cél lehet példaul a legjobb alternativa kivalasztasa, vagy
az alternativak egy sorrendjének megadésa. Ezutan kovetkeznek a szempontok és az al-
szempontok, végiil pedig a levélszempontok. A levélszempontok a tovabbi alszempontokra
méar nem bontott (vagy bonthato) szempontok, amik alatt mar csak az egyes alternativak
helyezkednek el. A fat gy kell értelmezni, hogy az alternativik a dontési lehetGségek,
a szempontok pedig a fa reprezentacidonak megfelelGen viszonyulnak egymashoz. Fontos
megjegyezni, hogy az Osszes alternativa minden levélszempont alatt szerepel. A feladat
megoldésa ugy zajlik, hogy lentrél, vagyis az alternativaktol indulva, felfelé, egészen a
célig meghatarozzuk az alternativik silyait, majd ezeket az egyes részfikon valamilyen

modon aggregaljuk. A modell szerkezetét az [1.1] 4bra mutatja.



1.1. 4bra. AHP Aaltalanos szerkezete

Cél

Szempontok sl 52 s3

Alszempontok s11 s12 s21 522 s31 532
| al | | al | | al | | al | | al | | al |
Alternativak | a2 | [ a2 | [ a2 | I a2 | I a2 | [ a2 |
| a3 | | a3 | | a3 | | a3 | | a3 | | a3 |
| ad | | al | | ad | | al | | al | | ad |

A dontéshozd megadja minden részfara az egyes részfakon talalhaté alternativak, vagy
szempontok kozotti preferencidit, majd ezeket Gsszesitjiik lentrdl felfelé haladva. A prefe-
rencidk megadasanak modja (kezdetben) az tigynevezett paros Osszehasonlitas matrixok
alkalmazésa, amikrél a kovetkezé alfejezetekben lesz bGvebben sz6. A maésik sarkalatos
pont a szempontonkénti eredmények aggregalasa. Tegyiik fel, hogy a bemutatott fa min-
den részfajan valamilyen modon ismert az egyes alternativak, illetve szempontok stlyrend-
szere. A kérdés, hogy hogyan vonhatok Ossze a stulyok a kiilonb6z6 szempontok szerint.

Legyen n alternativank és tekintsiik a megadott fa struktira valamely részfajanak
maéasodik szintjét (ha a gyokér az els6 szint). Legyen ezen a szinten m kiilonb6z8 szempont.

Ekkor legyen az adott szinten a j-edik alternativa stlya az i-edik szempont szerint y;; ugy,

hogy > vi; = 1 minden i-re. Legyen az adott szinten az i-edik szempont stlya w; ugy
j=1

hogy > w; = 1. Fontos megjegyezni, hogy altalaban a stlyok sszegérsl nem sziikséges

=1
feltenni, hogy egy lenne, de a dolgozat keretei kozott ez mindig igy lesz. Jelolje z; a j-edik
alternativa m darab szempont szerinti dsszesitett silyat. A silyok Osszegzésére az AHP

modszertanban harom megszokott méd van.

1. Disztributiv mod esetén

m

D

Ty = E Wilij
=1

4



vagyis a vektorok silyozott szamtani atlagat vessziik a w; sulyokkal.

2. Idealis mod esetén

Yi
xjr = E w; J
max ;
i=1 Yik
3. Mingsitd mod esetén
m
y..
J *
iz i

ahol yf az i-edik szempont szerint adhato legnagyobb érték, ami nem a preferenci-

aktol, hanem az elGre rogzitett mérési skalatol fiigg.

A késébbiekben a disztributiv méd fog fontos szerepet jatszani a dolgozatban. A fan
végighaladva folyamatosan 1j szempontokat vonunk be, majd a célt elérve szintén a fent
leirt harom modszer egyikével kaphatjuk meg az alternativik végleges stlyait. Erdemes
megjegyezni, hogy a megadott feltételek mellet a hdrom modszer koziil csak a disztributiv

altal adott stlyvektort nem kell szamolas utan Gjra norméalni.

1.2. Paros 0sszehasonlitas matrixok

Ebben az alfejezetben bemutatjuk a péaros Osszehasonlitds matrixokat. A fejezetben
leirtak alapjan a késébbiekben, az additiv modellr6l elmondottak kdnnyen és jol lathatéan
OsszevethetSk lesznek a sztenderd AHP modellel és tobb, kés6bb hasznélt fogalmat és
jelolést is bevezetiink itt. Ebben a részben csak a legfontosabb definiciok és allitasok
szerepelnek, a fontos tételek bizonyitasait csupan hivatkozzuk.

Az el6z6 fejezetben bemutatottak alapjan tehat egy dontési helyzet ugy irhato le, hogy
egy, vagy késGbb tobb dontéshozo valamennyi (n darab) alternativarol dént dgy, hogy
végcélként az alternativak egy sorrendjét, pontosabban egy, az alternativakon értelmezett
silyvektort szeretne megkapni. Feltételezziik, hogy az alternativaknak létezik valamilyen
valos sorrendje, amit a déntéshozo esetleg nem ismer, vagy nem képes pontosan megha-
tarozni. A sulyvektort ennek megfelelGen tgy kivanjuk kozeliteni, hogy a déntéshozoval
paros osszehasonlitasokat végeztetiink, vagyis minden alternativit minden alternativaval
Osszehasonlit ugy, hogy megmondja, melyiknek gondolja nagyobbnak a sulyat és hanyszor.

Ezt a médszert hivjuk paros dsszehasonlitasnak.

1.1. definicié (Egyre normaélt sulyvektor). Az n alternativa melletti dontéshez tartozo
eqyre normdalt sulyvektornak olyan R™-belt w vektorokat neveziink, amelyekre igaz, hogy

dYw; =1 és w; >0 minden i-re.
i=1



1.2. megjegyzés. A tovabbiakban elhagyjuk az egyre normalt jelz6t és w-re csak mint

stilyvektorra hivatkozunk, a w; elemekre pedig, mint az i-edik alternativa stlyara.

Vizsgalodasunkat kezdjiik a legkonnyebb esettel. Tegyiik fel, hogy ismertek az alter-
nativak azon tulajdonsagai, amir6l a dontéshozok donteni szeretnének, jeloljiik ezeket
li,...,l, modon és legyen minden [; > 0. Ezek mértékegységgel rendelkez szamok, pél-

daul az alternativak hasznossigai. Ha ez igy lenne, akkor innen megadhatok lennének az

alternativak stlyai, w; = —“— moédon minden i-re. Mivel feltettiik, hogy az alternativak-
>l
j=1

nak létezik valamilyen valds realizacioja, ezért ha azok ismertek lennének, a dontéshozo6 a

fentebb leirt paros dsszehasonlitasokkal a kovetkez§ matrixhoz jutna:

b b 5% w o owi o, w1
151 lo In w1 w2 Wn
b 2 b w2 w2, w2
A= i I In _ wy w2 Wn,
n ln In Wn  Wn ., Wn
151 lo In w1 w2 Wn
Az egyenlGség trividlisan fennall, hiszen
li
S
k
li k=1 Wy
LT w.
L 7 Wj
> Uk

ol
Il

1
Eszrevehetjiik, hogy a megadott matrixban f6atlojaban mindig az 1-es szam szerepel
és a matrix elemeire igaz, hogy a;; = ai Igy mar definialhatjuk a paros osszehasonlitas
Je

matrixok osztalyat, amikt6l pontosan ezt a két tulajdonsagot varjuk el.

1.3. definici6 (Paros dsszehasonlitas matrix). A pdros dsszehasonlitas mdtriz olyan, A =

. P . . o . . L, 1 . .. L

laij], négyzetes mdtriz, amire igaz, hogy a; = 1 minden i-re és a;; = — (reciprocitds) és
Ji

a;; > 0 minden 1, j-re.

1.4. megjegyzés. A tovabbiakban elvarjuk, hogy a reciprocitas mindig teljesiiljon, vagyis a

dontéshozoktol ”2; * darab Gsszehasonlitast kériink be. Megjegyezziik, hogy el6fordulhat,
hogy ennél kevesebb adatunk van, ekkor a paros oOsszehasonlitds matrix nem teljesen

kitoltott. Az ilyen matrixokkal a dolgozat nem foglalkozik.

A péros dsszehasonlitas modszere az A matrix elemeire kérdez ra egyesével. Ha a don-
téshoz6 nem ismeri a tényleges értékeket, vagy csak hibazik, akkor az a hiba inkonziszten-
cia formajaban jelenhet meg a métrixban. Fontos megjegyezni, hogy a valés problémékban
az inkonzisztencia mérése és meghatarozasa sarkalatos kérdés, ebben a dolgozatban azon-
ban ezeket a kérdéseket nem vizsgaljuk. A témarol b6vebben Bozoki és Rapcesak (2008)
cikket és magyar nyelven Rapcsak| (2007) és Bozoki (2012a)) jegyzeteket javasoljuk.



1.5. definicié (Konzisztencia). Egy A pdros dsszehasonlitds matriz konzisztens, ha min-

den 1,j, k esetén a;j - aji, - ap; = 1.

1.6. definicié. Eqy A pdros dsszehasonlitds mdtrixz inkonzisztens, ha nem konzisztens,

vagyis léteznek olyan i, j, k indexek, amelyekre a;; - aji, - ap; # 1.

1.7. allitas. Ha eqy pdros dsszehasonlitas mdtrixz konzisztens, akkor tetszdleges q > 2

szamra 1gaz, hogy G i, * Qigiy * - - .+ Qi = 1.

1.8. megjegyzés. Ha q = 2, akkor a reciprocitast kapjuk vissza, ami az inkonzisztens paros

Osszehasonlitas matrixokra is igaz.

Igy tehat azt mondhatjuk, hogy az eredeti sulyok ismeretében konnyen elsallithato egy
konzisztens paros 6sszehasonlitas matrix, azonban a valos lekérdezések esetén el6fordulhat,
hogy inkonzisztens paros Gsszehasonlitas matrixhoz jutunk. Megjegyezziik, hogy a valos

adatokra az inkonzisztencia a jellemzd, ritka a konzisztens matrix.

1.3. Stlyvektor szamitas

A matrixok definidlasa utan mar megadhatunk olyan eljarasokat, amelyekkel a péros
osszehasonlitas matrixokbdl szamithatok a silyvektor elemei. Szadmos ilyen eljaras ismert,
ebben a dolgozatban a logaritmikus legkisebb négyzetek modszerét, réviden LLSM-et
hasznaljuk. A modszer hasznalatanak {6 oka, hogy igy is megmutassuk az additiv és a
multiplikativ modellek kozotti kiilonbségeket, tovabba az [I.18] tétel értelmében igy fel-
cserélhetd lesz a sulyvektor szamitas és a megfelel§ Gsszegzés. A t6bbi modszerrsl (EM,
LSM) bévebben ismét [Rapcsak| (2007) egyetemi jegyzetét javasoljuk. A szakirodalom-
ban az AHP-nek szerves része a sajatvektor modszer és az alternativ silyozasi eljarasok
(LSM, LLSM) ilyen értelemben nem az AHP, hanem az altalanosabb paros 6sszehason-
litds matrixok témajaba tartoznak. Az AHP irodalmahoz szokott Olvasé figyelmét ezért
felhivjuk, hogy jelen dolgozatban az LLSM silyozasi mddszert is az AHP témakorébe

valonak tekintjiik.

1.9. definicié (Logaritmikus legkisebb négyzetek modszere). Az LLSM mddszer a sily-

vektort az aldbbi feladat optimdlis megolddsdbol szdrmaztatja:

minii [mal-j —In (Z_j)r

i=1 j=1

i=1

w; >0, mindeni=1,...,n esetén.



1.10. tétel. Az LLSM mddszer haszndlatdval kapott sulyvektor az A pdros dsszehasonlitds

mdtriz sorelemeinek mértani kozepebdl normdldssal kaphato, vagyis

W; =

3=

> [1(ax;)
Bizonyitds. A bizonyitéast itt nem kozoljiik, [Bozoki (2012a)) jegyzetben megtalalhato. W

Eszrevehetd, hogy ha az A matrix konzisztens, akkor az LLSM eljaras a valos w stly-
vektort adja eredményiil. Megjegyezziik, hogy innentél a paros Osszehasonlitasbol kapott

silyvektor alatt mindig az LLSM modszerrel szamitott silyvektort értiink.

1.4. PAros Osszehasonlitas matrixok aggregalasa

Képzeljiik el, hogy tobb déntéshoz6 szeretne meghozni kézosen egy dontést. Jeloljiik
a dontéshozokat 1,..., D modon és legyenek a paros Gsszehasonlitas matrixaik AM, ...
ADP) A célunk az, hogy a déntéshozok preferenciait egy csoportos paros osszehasonlitas
méatrixban szerepeltessiik, az eredeti matrixokat elemenként aggregalva. Ehhez meg kell
vizsgalnunk, hogy milyen aggregalasi szabalyokat lehet elképzelni. Vizsgadlodasainkat az
ugynevezett kvaziaritmetikai kozepek kozott végezziik, ugyanis ezek lefedik a gyakorlatban

hasznalatos atlagolo és kozép szamito eljarasokat.

1.11. definici6é (Kvaziaritmetikai kozép). Legyenek w1, ...,xp pozitiv valds szamok és
¢ : R — R tetszdleges folytonos és szigorian monoton nivé figguény. Az f : RP — R

aggreqdlo fligguényt kvdziaritmetikai kézépnek nevezzik, ha

XD: P(z4)

f(.ﬁlfl,...,flj'D)Zgb_l Cl:lT

Az aggregélastol azt szeretnénk elvarni, hogy az eredménye paros Gsszehasonlitas matrix
legyen, vagyis a kapott aggregalt méatrixnak teljesitenie kell a reciprocitast és elemeinek

pozitivnak kell lennie, vagyis

1 1 1
() = o e

1.12. tétel (Aczél és Saaty| (1983). A kvdziaritmetikai kozepek kozil csak az

w—l

f(z1,...,xp) =€

D

D
> Y(ln zd)]
d=1
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alaki aggregdlo fiigguények tartjdk meg a reciprocitdst, ahol 1 : R — R tetszdleges szigo-

riaan monoton névd pdratlan fliggvény.
Bizonyitds. A bizonyitas megtalalhato Aczél és Saaty (1983)) cikkben. [

Az 6sszegzdfiiggvénytol tovabba elvarjuk, hogy teljesitse az igynevezett pozitiv homo-

genitast is.

1.13. definicié (Pozitiv homogenités). Az f aggregdld figgvény rendelkezik a pozitiv

homogenitds tulajdonsdgdval, ha

f(sz1,...,szp) = sf(xy,...,xp)
teljesil minden s > 0 esetén.

Ez nem létfontossagi az aggregalés helyességéhez, azonban intuitiven tgy érezziik, hogy
teljesiilnie kellene. Gondoljuk meg ugyanis, hogy ha minden aggregéalni kivint értéket,
vagyis a dontéshozok megadott matrixelemeit s-szeresére néveljiik, akkor annak a szem-

pontnak a kozos fontossdganak is s-szeresére kellene nénie.

1.14. tétel (Jessen| (1930)). A kvdziaritmetikai kizepek kozil csak az

f([El, ce

alakd hatvdnykiozepek (o #0) és az

mértani kozép teljesiti a pozitiv homogenitds feltételét.
Bizonyitdas. A bizonyitds megtalalhato Jessen| (1930) cikkében. [ |

1.15. tétel (Aczél és Saaty (1983)). A kvdziaritmetikai kiozepek kizott egyetlen olyan
aggregdldst szabdaly van, amely teljesiti a reciprocitdst és a pozitiv homogenitdst is, ez pedig

a mértani kézép, vagyis

D

fxy,...,xp) =7 de .

d=1

Bizonyitds. Az [1.12] tétel kovetkeztében a kvaziaritmetikai kozepek korében csak az

[ D
> Y(ln zq)
d=1




fiiggvények teljesitik a reciprocitast, mig az tétel szerint csak a hatvanykozepek és
a mértani kozép teljesiti a pozitiv homogenitast. A két alaki feltételnek egyszerre csak a

mértani kozép felel meg. |

A kés6bbiekben sziikségiink lesz arra is, hogy a mértani kozép stlyozott valtozatara is

igaz az tétel. El6szor is tegyiik fel, hogy minden x, értékhez 1étezik egy w, > 0 sily
D

agy hogy > wy = 1. Ekkor a kovetkezd allitast fogalmazhatjuk meg.
d=1

D
1.16. allitdas. A w € RP, >~ wy = 1 sulyvektorral silyozott mértani kizép, vagyis
d=1

D
f(z1,...,2p) = szl”d
d=1

18 teljesiti a pozitiv homogenitdst és a reciprocitdst.

Bizonyitds. Konnyd megmutatni, hogy a silyozott mértani kozép teljesiti a két alaki

feltételt. Legyen s > 0 tetszGleges. Ekkor

D D
f(szy,...,szp) = H(sxd)wd =5 Ha::“j"d :
d=1 d=1
D
hiszen Y wy = 1. Vagyis teljesiti a pozitiv homogenitast.
d=1

Teljesiti a reciprocitast is, ugyanis

f(l 1>_D<1)wd_ 1 1
r ap w \ T w, Sf@1,...,7p)

Tehat belattuk az allitast. [ |

1.17. megjegyzés. Noha gy tlnhet, hogy az [[.16] allitas ellentmond az [I.I5] tételnek,

azonban a fent definialt stlyozott mértani kdzép tetszSleges, a wy = & (minden d-re)
stlyoktol eltérs siulyozassal nem kvaziaritmetikai kézepe az x4, ..., xp szdmoknak.

Ezek szerint tobb dontéshozo esetén csak az elemenkénti mértani kozéppel aggregélha-
tunk, ha szeretnénk, hogy az aggregalas tejesitse a reciprocitast és a pozitiv homogenitast.
Tovabbé, a silyozott mértani kézéprol is belattuk, hogy az egyetlen, ami teljesiti a fel-
tételeket, igy a szempontok szerinti silyok aggregélasdnal hasznalhaté ez az eljards. A
késbbi fejezetekben az tétel és az allitas nagy szerepet fognak jatszani.

Az Osszegzésrdl belatunk még egy fontos tételt.

1.18. tétel. Legyenek AWV, ... AP) pdros dsszehasonlitds mdtrizok. Ekkor az A-val jelélt,
mértant kézéppel aggregdlt pdaros osszehasonlitds mdtrixbol szdrmazo sulyvektor normalt-
ja megeqyezik a mdtrizokbol kilon-kilon LLSM eljdrdssal szdmolt silyvektorok mértani

dtlaganak normdltjdval.
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D L
Bizonyitds. Az aggregalt matrix A, ahol a;; = dl:[1 (a?) D, vagyis a métrixok elemenkénti
mértani kozepe. Ekkor az LLSM modszerrel az A-bél szamolt stulyvektor i-edik eleme,

3=

ljl (aij)

w; =

3=

> 1 (ay)
i=1j=1
Ekkor a;; meghatarozasabol és felhasznélva, hogy

n 1
1 ()"

(d _ =1
Wi =% = 1
(d)) n
7;]1;[1 ( J

az egyéni matrixbol LLSM-mel szamolt stilyvektor i-dik eleme, akkor

ER@E) E(aen) sRE

Ez pedig pontosan az egyénenkénti silyvektorok mértani kézepe, tijra normélva, vagyis
belattuk az allitast. [ |

1.19. megjegyzés. A tétel trividlisan igaz a silyozott mértani kozépre is, a mar bemutatott

transzformacioval élve.

1.5. Eszrevételek

Ebben az alfejezetben az eddig elmondottak alapjan ramutatunk és b6vebben kifejtjiik,
hogy mi is a dolgozat motivacioja és mi lenne a cél.

Az AHP moédszertan bemutatasanal lattuk, hogy a dontési feladat megoldasanak négy
lépése van. ElGszor meghatarozzuk a célt és felirjuk a szempontok viszonyait tiikrozé fat.
Masodszor megadjuk az egyes részfakon taladlhatd szempontok vagy alternativak kozotti
preferencidkat, erre hasznéltuk a paros dsszehasonlitds méatrixokat. Harmadszor stulyvek-
torokat szamitunk a preferenciakbol és végezetiil pedig valamilyen médon a fa aljatol a
célig haladva részfanként Osszegezziik a sulyokat. Az dsszegzésre harom modszert adtunk
meg, a disztributiv, idedlis és mingsité moédokat. Mind a harom Osszegzés additiv jellegt,
kiilon kiemelve a disztributiv 0sszegzés gyakorlatilag a szempontok stulyai szerinti stlyo-
zott szdmtani kozép szamitas. Azt vehetjiik észre, hogy a 1épések koziil a masodik és a

harmadik multiplikativ, mig a negyedik additiv jellegi, éppen ezért mondhatjuk, hogy az
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AHP moédszertan ilyen szempontbol vegyes. A célunk tehat, hogy az AHP eljarast tgy
modositsuk, hogy teljesen multiplikativ vagy teljesen additiv legyen.

T6bb déntéshozo esetén megmutattuk, hogy a doéntéshozok egyéni A@ paros dsszeha-
sonlitds matrixait csak a mértani kozéppel lehet aggregalni . tétel), ha szeretnénk,
hogy az aggregélasnak jo tulajdonsigai legyenek. Azonban azt vehetjiik észre, hogy ma-
tematikailag a dontéshozok és a szempontok felcserélheték, vagyis az AHP modszertan
és az . tétel ellentmondasos. Ugy is mondhatnank, hogy az éppen vizsgalt szempont
a d dontéshozo szempontja, vagyis matrixa és ennek a déntéshozonak példaul % stllyal
szerepel a véleménye a végeredményben. A szempontokat felcserélve tehat dontéshozokra
és a szempontok kozotti preferencidkat a dontéshozok kozotti fontossagi sorrendnek ér-
telmezve viszont az [L.15] tétel miatt nem aggregalhatnank mashogy, mint a (stlyozott)
mértani kozéppel, mégis egyik hasznalt sulyvektor 6sszegzési mod sem épit erre.

Miel6tt folytatnank, szeretnénk felhivni a figyelmet arra, hogy az AHP moédszertan
keretei kozott nem a matrixok aggregalasa, hanem a matrixok reprezentélta preferencidk,
silyvektorok Osszegzése a cél. Magatol értet6dd, hogy ez megtehetd szdmos moédon, téb-
bek kozott a szamtani kdzéppel is, viszont igy nem tudunk jo aggregéilast adni magukra
a métrixokra, amikbsl megkapnank az aggregalt stlyvektort. Igy tehat ha szeretnénk,
hogy magukat a méatrixokat is aggregilhassuk, akkor mas modon kell a silyvektorokat
aggregalni, vagy kell egy 1j reprezentacioja a preferenciaknak.

A kés6bbiekben tehat két megoldast javaslunk az itt lathatd problémaéara. ElGszor is
meghagyjuk a paros Osszehasonlitds matrixokat és 1) stlyvektor Osszegzési modokat ve-
zetliink be az AHP modszertan szamara, igy felirva egy teljesen multiplikativ modellt.
Masodszor pedig lecseréljiik a paros Osszehasonlitas méatrixokat a késébb definialt paros
Osszevetés matrixokra, meghagyjuk a mar bemutatott disztributiv, idealis és mindsitG

stulyvektor 0sszegzési modokat és igy megadunk egy teljesen additiv modellt.

1.6. Példak

Ebben az alfejezetben példakon keresztiil bemutatjuk a fejezetben elmondottakat.

Az els6 példaban egy AHP modellben felirt déntési problémét oldunk meg.

1.20. példa. Harom részleg kozott kell elosztanunk valamennyi pénzt. Legyenek ezek a, b
és c részlegek. Ezek tehat az alternativak. Harom szempontunk van, a részlegekben ki-
fizetett munkabér, a nyersanyagok koltsége és a részlegek iizemeinek bérleti koltsége. A
preferenciak a kovetkezdk.

Alternativak a levélszempontok szerint:

e munkabér: az a részleg 2-szer jobb a b részlegnél és 3-szor jobb a c részlegnél, a b

részleg 2-szer jobb a c-nél,
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e nyersanyag koltség: az a részleg 2-szer jobb a b-nél és 5-szor jobb a c-nél, a b pedig

3-szor jobb a c-nél,

e bérleti koltség: a ¢ 5-szor jobb az a-nal és 4-szer jobb a b-nél, a b 2-szer jobb az

a-nal.
Szempontok:

e a bérleti kdltség 6-szor fontosabb az nyersanyag koltségnél és 3-szor a munkabérnél,

a munkabér 2-szer fontosabb a nyersanyag koltségnél.

Ekkor a paros tsszehasonlitas matrixok a kovetkezdk.

Munkabér:
alb|ec
all|2|3
1
311]2
c % % 1
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Nyersanyag koltség:

alble
all|2|5
1
311]3
1] 1
C g 5 1
Bérleti koltség:
alblc
ANAE
2111
c|bl4]1

Szempontok:
munkabér | nyersanyag | bérlés
munkabér 1 2 3
nyersanyag 3 1 g
bérlés 3 6 1

Az LLSM modszerrel kapott silyvektorok a kovetkezdk,
e Munkabér: (0,5396; 0,297; 0,1634),

e Nyersanyag: (0,5816; 0,309; 0,1095),

e Bérlés: (0,1169; 0,1998; 0,6833),

e Szempontok: (0,2222; 0,1111; 0,6667).

A disztributiv modszer szerinti végleges sorrend a (0,2624; 0,2335; 0,5041) vektor,
vagyis a pénzt a vektor szerinti aranyban kell felosztani.
1.21. példa. Tekintsiik ugyanezt a feladatot, csak most a munkabér, nyersanyag koltség
és bérleti koltség szempontok helyett legyen harom kiilonbozs dontéshozonk (P, Q és R),

akik kozotti szavazoerdt tiikrozi az eddig a szempontok kozott felirt matrix. Ez tehat a

kovetkezd
P|Q|R
Pl1]|2]3
Qls |13
R|3]6]|1
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Ekkor helyesen, mértani kozéppel aggregalva a matrixaikat (figyelve, hogy més a stlyuk

a dontésben) a kovetkezd méatrixhoz jutunk.

a b c
a 1 0,7937 | 0,522
1,2599 1 0,523
c|1,9155 | 1,9119 1

Ekkor az LLSM eljarassal a (0,2361; 0,2756; 0,4882) sulyvektorhoz jutunk, ami nem

egyezik meg az elézével, s6t a b részleg megelGzte az a részleget.
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2. fejezet

AHP kiegészitése, a multiplikativ

modell

Ebben a fejezetben bemutatjuk az eddig elmagyarizott probléma egyik javasolt fel-
oldési lehetdségét. Az itt targyalt kiegészitéssel élve, az ismert AHP eljaras egy teljesen
multiplikativ dontési modellé valik, vagyis a preferencidk megadasa (péaros osszehasonlitas

matrixok), a sulyvektorok szamitasa és azok Osszegzése is multiplikativ.

2.1. Mértani modszerek

Legyen ismét n alternativank és tekintsiik a dontési feladatot reprezentalo fa struktira
valamely részfijanak mésodik szintjét. Legyen ezen a szinten m kiilonb6z6 szempont.

Ekkor legyen az adott szinten a j-edik alternativa stlya az i-edik szempont szerint y;;

n
gy, hogy > y;; = 1 minden i-re. Legyen az adott szinten az i-edik szempont stlya w;
=1
m
agy, hogy > w; = 1. Jelolje a j-edik alternativa szempontok szerinti Gsszesitett stlyat x;.
i=1
A sulyok Osszegzésére az alabbi harom 1j médot javasoljuk.

1. Mértani disztributiv mod esetén
m
MD _ w;
=11
i=1

vagyis a vektorok szempontok szerinti silyokkal vett stlyozott mértani kézepét

vesszuk.

2. Mértani idealis mod esetén

1

m wq ﬁ
Z,M[ _ ymkax Yik igl m’?x Yik
J l l )

i=1
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3. Mértani min6sité mod esetén

1

mo ow, g w;
J ] ’
i=1

ahol y ismét az i-edik szempont szerint adhaté legnagyobb érték, ami nem a pre-

ferenciaktol, hanem az el6re rogzitett mérési skalatol fligg.

Itt viszont mar a megadott feltételek mellet a harom modszer koziill mindnél djra kell
normalni a kapott értékeket, hogy egyre normalt vektorokhoz jussunk.
Fontos megjegyezni, hogy hasonléan a minGsité moédhoz, a mértani minsité mod is

y; = 1 valasztassal minden i-re a mértani disztributiv moddal kapott vektort adja vissza.

2.1. megjegyzés. A mértani ideélis és a mértani mingsité modokat lehetett volna a kovet-

kez8 modon is definidlni:

Mértani idedlis mod esetén

Mértani mingsitd mod esetén
m

w;
IMM Yij
e

i1 Y

ahol y! ismét az i-edik szempont szerint adhato legnagyobb érték, ami nem a preferenci-
aktol, hanem az elére rogzitett mérési skalatol fiigg.
De ekkor konnyt latni, hogy mind a két modszer ugyanazt a vektort eredményezné,

mint a mértani disztributiv modszer.

Most gondoljuk meg, hogy a mértani disztributiv mddszerrel valoban olyan silyvektort
kapunk-e eredményiil egy AHP keretek kozott adott dontési problémara, mint ha el6bb
magat a matrixokat aggregaltuk volna a silyvektorok altal adott stlyok szerinti stulyozott
mértani kézéppel, majd abbdl szamolnank stlyvektort az LLSM modszerrel. ElGszor is
szeretnénk emlékeztetni az [LI5 tételre és az allitasra. A tétel szerint csak a mér-
tani kozéppel lehet a kvaziaritmetikai kozepek korébdl aggregalni a paros osszehasonlitas
matrixokat Ggy, hogy az eredmény is paros 0sszehasonlitds matrix legyen és az Osszegzés
teljesitse a pozitiv homogenitast. Az allitas szerint pedig, ha a matrixokat silyozva agg-
regaljuk a mértani kézéppel, akkor is paros 6sszehasonlitds métrixhoz jutunk. Masodszor
pedig tudjuk a az tétel alapjin, hogy az aggregalas és az LLSM-mel vett stulyvektor
szamitas felcserélhetd. A felcserélhetdség trividlisan igaz a silyozott mértani kozépre is,
vagyis minden AHP keretben adott dontési feladatot tudunk egyetlen, aggregalt matrix-

szal reprezentalni.
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2.2. Allitas. Ha a sulyvektor szamitdsra az LLSM mddszert alkalmazzuk és a sulyvektorok
dsszegzésére a mértani disztributiv modot, akkor minden, AHP keretek kizott adott dontési

feladat reprezentdlhato pontosan eqy pdros dsszehasonlitds mdtrizszal.

2.2. Példak

2.3. példa. Tekintsiik ismét az példat, csak most oldjuk meg a mértani disztributiv
modszerrel. Ekkor a (0,2361;0,2756; 0, 4882) vektorhoz jutunk és a

a b c
a 1 0,7937 | 0,522
1,2599 1 0,523
c|1,9155 | 1,9119 1

matrixhoz. Az eredmények pontosan megegyeznek az [1.21] példa eredményeivel.

2.4. példa. Tekintsiik ismeét az [I.20] példat, csak most oldjuk meg a mértani idealis és a
mértani minésité modszerekkel. A métrixokat most nem aggregéljuk.

Mértani idedlis mod esetén a (0,2573; 0,2842; 0,4585) vektorhoz jutunk. Ha az a
részlegben adhato legmagasabb érték 1,3 lenne, a b-ben 1,5 és a c-ben pedig 0,9 példaul,
akkor a mértani minésité moddal a (0,2004; 0,2578; 0,5418) vektorhoz jutnank. Ezek
koziil mind a kettd eltér a [2.3] példaban kapott vektortol.
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3. fejezet

Paros osszevetés matrixok, az additiv

modell

Ebben a fejezetben el6szor altalanosan beszéliink az additiv modellekrél, majd kieme-
liink ezek koziil egyet, a paros Gsszevetés matrixokat. Ezeket javasoljuk az AHP modszer-
tanban a paros Osszehasonlitas matrixok helyettesitésére, ha a megszokott moédon szeret-
nénk Gsszevonni a szempontok stlyait. Igy egy teljesen additiv modellt adunk meg, vagyis
a preferencidkat leir6 matrixok additiv modon tartalmazzak az adatokat, a stlyvektorokat

és a matrixok aggregalasat is additiv modon (szamtani atlaggal) vegezziik.

3.1. Additiv modellek

Ha additiv modellt szeretnénk késziteni és a szamtani kdzepet mint aggregilo eljarast
és mint stlyvektor szamité eljarast hasznalni, akkor sziikséges, hogy a modellb6l kapott
matrixok linearis (konvex) kombinécioi is értelmesek legyenek. ElGszor is megmutatjuk,

hogy a paros 6sszehasonlitds métrixok osztalya nem zart a linearis kombinaciéra nézve.

3.1. allitas. A pdros dsszehasonlitds mdtrizok osztdlya nem zdrt a linedris kombindcidra

nézve.

Bizonyitds. Koénnyi latni, hogy ha AM és A®) két tetszéleges paros osszehasonlitas matrix
(2)

. . . p . 1 P £k z
és 1 pedig egy tetszbleges index, akkor a; = agi) + a;;’ szamitassal maris nem paros

Osszehasonlitas matrixot kapunk, hiszen ekkor a; = 2. [ |

Ennél egy kicsit tébbet is lehetne allitani. Ha a paros 6sszehasonlitds matrixok halmaza
nem konvex, akkor szamtani atlagaik nem feltétleniil adnak paros osszehasonlitas matri-

xot.

3.2. allitas. A pdros dsszehasonlitds mdtrizok halmaza nem konvex az RY™ térben.
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Bizonyitds. Legyen A a5 AR két tetszbleges paros osszehasonlitas matrix, i pedig egy
tetsz6leges alternativa. Legyen A = AAM + (1 — X\)A®) | ahol X € [0, 1]. Ekkor nyilvan

CLz'j = )\CLZ(JI) + (1 — /\)ag) y

1 . (2

Ej) = ﬁ és a,gj) = aé.)'
ji Ji

De ahhoz, hogy A is paros 6sszehasonlitas matrix legyen, igaznak kell lennie, hogy a;; =

Mivel a két matrix paros Gsszehasonlitas méatrix, ezért igaz, hogy a

(% Ekkor a;; képzési szabélyat felhasznalva
Jt

1 1 1
/\agl-) + (1 - )\)al@ =q;=—= = :
’ ’ TR VA (1-— /\)a@) A5+ (1(_2/)\)

ji Jt a.: . a; .

Mivel ennek tetszéleges A esetén fenn kell &llni, legyen A\ = % Ekkor

1) (2)
Lo Lo %y
2 ] 9 1‘a(1)+%'a

- Q

DN | —

2) 7

v

2 g
amibd6l az kovetkezik, hogy
2
(af) =a) =0,

M _ @)

ami pedig csak akkor &ll fenn, ha a;;” = a;;’, ami sérti azt, hogy AW g5 AP tetszéleges. W

Most nézziik meg, hogy hogyan szeretnénk felirni az additiv modelliinket. Mivel a
paros Osszehasonlitds matrixok egy mar rendelkezésre allo, a dontési helyzetet jol leiro
modellt eredményeznek, induljunk ki ezekbdl. Egy paros dsszehasonlitds matrix a;; eleme
a w; és w; stilyok hanyadosanak egy kozelitése ugy, hogy a reciprocitas teljesiiljon. Ha
additiv modellt szeretnénk, akkor a modellb6l kapott, additiv tulajdonsdgt B matrix b;;
elemeitdl azt varjuk el, hogy ugyanezen sulyok valamilyen transzformaltjait linearis modon
kezeljék, vagyis b;; = f(w;) — f(w;), ahol f: R — R egy tetszoleges fiiggvény.

Egy ilyen megoldas lehet a paros Osszehasonlitds matrixok irodalmaban gyakran al-
kalmazott b;; = Ina,; transzformécio. Ekkor, ha az eredeti A matrix konzisztens volt,
akkor az ismert logaritmus azonossiggal a b;; = Inw; — Inw; alakhoz jutunk. Ez megfelel
az eddigi elvarasainknak, azonban ekkor a b;; értékek nem az alternativak értékeléseinek
kiilonbségét adjak vissza, hanem azok logaritmusanak kiilonbségét. Ezt nehéz lenne a
valosdgban alkalmazni, hiszen a dontési alternativak logaritmusainak kiilonbségét a don-
téshozok valosziniileg nehezen becsiilnék. Ezen feliil, ha ezt a megoldast vilasztanank,
akkor nem jutnank tovibb a mar ismert paros 6sszehasonlitas matrixok nytjtotta lehets-
ségektdl, ugyantigy mértani kdzépre vezetne minden, mint eddig. Megjegyezziik, hogy nem
csak a természetes alapu logaritmus hasznalhato, érdekes lehet megkeresni, hogy milyen

alapi logaritmussal transzformalva kapnank tobb paros 6sszehasonlitas matrix stulyozott
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szamtani atlagat visszaado paros Osszehasonlitds matrixot. Ezzel a kérdéssel a dolgozat
nem foglalkozik.

Egy masik megoldas, amit a késGbbiekben hasznalni fogunk, az alternativak valos
értékeinek kiilonbségét hasznalja. Ennek a megoldasnak az az elénye, hogy viszonylag
egyszertien lekérdezheték a dontéshozoktol és meglehetdsen egyszertien lehet szamolni a

kapott eredményekkel. Ebben a megoldasban tehat b;; = [; — [;, viszont ahhoz, hogy

s
Osszekapcsoljuk a paros Gsszehasonlitas matrixokkal, és a stulyok kiilonbségeivel, potlola-
gos feltevésekkel kell élniink. Az igy meghatarozott méatrix konzisztens esetben nyilvan
egyszert, azonban, mint késébb latni fogjuk, inkonzisztens esetben problémakba iitko-
ziink. A kés6bbiekben az igy kapott matrixra, mint paros dsszevetés matrix hivatkozunk

és most ezeknek a tulajdonsagait vizsgaljuk meg.

3.2. Paros Osszevetés matrixok

El6szor definidljuk a péaros 6sszevetés matrixokat.

3.3. definicié (Paros Osszevetés matrix). A pdros dsszevetés mdtrizok olyan, B = [b;;]

négyzetes madtrizok, amelyekre igaz, hogy b; = 0 minden i-re és b;; = —bj; minden 1, j-re.

3.4. megjegyzés. Erdemes megjegyezni, hogy a definiciobél lathatéan a paros dsszevetés
matrixok elemeit paratlan fiiggvényekkel transzformalva paros Osszevetés matrixhoz ju-

tunk.

A paros Gsszevetés matrixok definiciojuk szerint megegyeznek a ferdén szimmetrikus

P

3.5. definicié (Ferde szimmetria). Fgy B tetszdleges mdtriz ferdén szimmetrikus, ha

bij = —bj; minden i, j-re.

3.6. megjegyzés. Mivel teljesiil a ferde szimmetria, ezért a dontéshozoktol ”22_” darab

Osszevetést kériink be a valds feladatokban.

A péros Gsszevetés matrixokra is definidlhatjuk a konzisztencia fogalmat.

3.7. definici6 (Konzisztencia). Fgy B pdros dsszevetés mdtriz konzisztens, ha minden

i,j, k esetén bij + bjk + b;ﬂ' =0.

3.8. definicié. Fgy pdros dsszevetés mdtrixz inkonzisztens, ha nem konzisztens, vagyis

léteznek olyan i, j, k indexek, amelyekre b;; + bj, + by; # 0.

3.9. allitas. Ha eqy pdros osszevetés mdtrix konzisztens, akkor tetszdleges q > 2 szamra

igaz, hOgy bi1i2 + bi2i3 +-+ biqil =0.

21



3.10. megjegyzés. Ha q = 2, akkor a ferde szimmetria tulajdonsagot kapjuk vissza, ami az

inkonzisztens paros 6sszehasonlitas méatrixokra is igaz.

A kovetkezd segédtétel a késGbbiekben fontos lesz.

3.11. segédtétel. Minden pdros dsszevetés mdtriz kélesondsen egyértelmiien megfeleltet-

hetd eqy pdros dsszehasonlitds mdatriznak.

Bizonyitds. Az allitas trividlis, hiszen az exponencidlis fiiggvény a valos szamok és a nem-
negativ szamok kozott egy kolcsonosen egyértelmii leképezés, vagyis példaul b;; = Ina;

és a;; = ¥ valasztassal megtortént a megfeleltetés. [

A B.11] segedtétel egyértelmii kovetkezményei, hogy egy paros dsszevetés matrix akkor
és csak akkor konzisztens, ha a vele megfeleltetett paros Osszehasonlitds matrix konzisz-
tens, illetve akkor és csak akkor inkonzisztens, ha a hozzé tartozé paros Osszehasonlitéas
matrix inkonzisztens. A segédtétel sok késGbbi allitas belatasahoz elengedhetetlen.

A paros Osszevetés matrixoknak egy valos dontési problémaban két megjelenési for-
méja lehet. Az els6 az, amit a dontéshozotol lekérdeziink, vagyis azok az értékek, amiket
a dontéshozd az éppen Osszevetett alternativak valos, tehat mértékegységgel rendelkezé
értékeinek kiilonbségérsl gondol. Ezeket lekérdezett paros 0sszevetés métrixoknak nevez-
ziik és B modon jeloljiik. Ha jelz6 nélkiil, paros osszevetés matrixokrol beszéliink, akkor
automatikusan lekérdezett paros Osszevetés méatrixot értiink rajtuk. A mésik megjelenési
formajukat ezekbdl szarmaztatjuk, a lekérdezett paros Osszevetés matrix minden elemét
leosztjuk az elemek valodi, tehit mértékegységben kifejezett értékeinek Gsszegével, ha ez
nem all rendelkezésre, akkor ennek becslésével. Az ilyen matrixokat silyokra felirt paros
osszevetés matrixnak hivjuk és Bg modon jeloljiik, elemeiket pedig b7; modon.

Ezt a megkiilénboztetést azért fontos megtenni, mert a két méatrix koziil a lekérdezett
paros 0sszehasonlitas matrixok bekérése igényel a dontéshozoktol nagyjabol ugyanakkora
ralatast és erdfeszitést, mint a paros Gsszehasonlitasok elvégzése. A lekérdezéshez fel kell
tenni, hogy az Osszevetni kivant elemek egy mértékegységben vannak kifejezve és 1étezik
egy jOl definialt 0 pontja annak a skaldnak, amiben az értékiiket mérjiik. Ezt ugy lehet
elképzelni példaul, hogy a dontéshozo kiilonbozé lehetGségek hasznossagait veti Ossze gy,
hogy a lekérdezés el6tt mar ismeri a rogzitett 0 pontot, példdul 0 pénzegység. A skila-
egység megvilasztisa nem befolyasolja az eredményeket, bar a pénzegység esetében az is
definiélt.

A lekérdezett paros Osszevetés matrixok tehat konzisztens esetben (vagy ha ismertek az
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l; értékek) a

L—=UL L=l - L—-I,
b—b b=l - b=l
=04 L=l - 1, =1,

modon néznek ki. Inkonzisztens esetben a fenti matrix kozelits értékei gy, hogy a f6at-
loban minden elem 0 és a fGatlon kiviili elemekre (is) teljesiil a ferde szimmetria.

Az AHP modell keretei k6zott viszont siilyokat szeretnénk kapni. Ez problémés, ugyan-
is az additiv jellegi modelliinkb&l multiplikativ eredményeket kellene produkalnunk. Erre
adnak keretet a stilyokra felirt paros dsszevetés matrixok, ugyanis ha ezek konzisztensek,
akkor a sulyok kiilonbségeit tartalmazzak, inkonzisztens esetben pedig ezek kozelitését,

természetesen a ferde szimmetria teljesiilésének szigori feltétele mellett.

3.12. definici6é (Sulyokra felirt paros Osszevetés matrix). A sulyokra felirt pdros dssze-
vetés mdtrizok olyan, By, = [bfj] négyzetes mdatrizok, amelyekre igaz, hogy b3, = 0 minden

i-re, bj; = —bj; minden i,j-re és —1 < bj; <1 minden i, j-re.

3.13. megjegyzés. A silyokra felirt paros Gsszevetés matrixok tehat olyan paros dsszevetés
méatrixok, amikre —1 < b, < 1 teljesiil minden i, j esetén. Vagyis minden olyan tétel,
ami minden péros Osszevetés matrixra igaz, igaz lesz a sulyokra felirt matrixok esetében
is. Tovabba el6fordulhat az is, hogy pont egy stlyokra felirt paros Osszevetés matrixot

kapunk eredményiil egy valos lekérdezés esetén.

A konzisztens sulyokra felirt paros dsszevetés matrixok tehat a

o~
—

I

~

1=l .. h=la

n n n
>l l; ol
i=1 i=1 i=1 wy —w W — Wy - W — Wy
o=l L=l . . =l
n n n
B _ S I; B Wy —Wp Wy —wW2 -+ W2 — Wy
s — i=1 i=1 i=1 -
=l ln=ly . . In=ln Wy — W1 Wy — W2 -+ Wy — Wy
n n n
i=1 i=1 i=1

modon adhatok meg. Inkonzisztens esetben a fenti matrix kozelité értékei ugy, hogy a
féatloban minden elem 0 és a fGatlon kiviili elemekre (is) teljesiil a ferde szimmetria, to-
vabba fontos feltétel még, hogy mivel itt az egyre normalt silyok kiilonbségei szerepelnek,
ezért a matrix minden elemére igaznak kell lennie, hogy —1 < b, < 1. A silyokra felirt
paros Osszevetés matrixok szamitasdhoz viszont sziikség lesz kiegészité informéciora, pél-
daul ismert lehet az [; értékek 6sszege, vagy valamely el6re megadott [; érték. JO megoldés
lehet még az is, hogy a lekérdezésben szerepeltetjiik a 0 értékd alternativat is. Az ilyen
matrixok direkt lekérdezése viszont mér tobb tudast, jobb képességeket igényel a dontés-

hozo6tol, éppen ezért nem ezeket, hanem a lekérdezett matrixokat kérjiik a dontéshozoktol.
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Igy tehat ahhoz, hogy stlyokra felirt paros Gsszevetés matrixot kapjunk a lekérdezettek-
bél, ismerniink kell, vagy legalabbis meg kell becsiilniink a i l; 6sszeget, vagy valamely [;
értékét. A dolgozatban nem foglalkozunk a becsléssel, ugygmznlis a becslés eredménye befo-
lyassal lehet a paros Osszevetésekre, igy az eredményeinkre is. Kénnyid meggondolni, hogy
ha a becsiilt 0sszeg értékét noveljiik, akkor az el6re rogzitett kiilonbségek aranyosan egy-
re kevesebbet jelentenek, vagyis a stlyok %—hez tartanak. Igy az alabbi harom kiegészité
feltételt javasoljuk:

n

1. Legyen > I; eldre rogzitett.
i=1

2. Legyen [ el6re rogzitett, ahol k adott.

3. Szerepeljen az Osszevetésben egy [y, amirél ismert, hogy [y = 0.

Mind a harom esetben meg kell gondolnunk, hogy igy valéban eljuthatunk-e egy st-
lyokra felirt paros Osszevetés matrixhoz. Tegyiik most fel az egyszertiség kedvéért, hogy
lo is szerepel a matrixban, igy annak n + 1 sora és oszlopa van.

Legyen tehat B egy konzisztens lekérdezett paros Gsszevetés matrix. Adjuk Ossze a

sorait és ekkor a

o
&

(n+1)-lo— >
Jj=0
Jj=0

(n+1)-lpa—> 1
=0

<
Il
=)

o~
&

<
Il
o

=
=
&
I

<
Il
=)

o e
g

j=0

<
Il
o

vektorhoz jutunk, inkonzisztens esetben ennek a kozelitéséhez. Ha ezt a vektort elosztjuk
>

n+1-gyel, akkor az i-edik sorban az I; — 2= kiilonbség kozelitését kapjuk, vagyis a vektor

a sorhoz tartozo elem atlagos értéktsl vett eltérésének kozelitését mutatja, konzisztens

esetben nyilvan pontosan azt. Most pedig nézziik meg, hogy az egyes kiegészit6 feltételek

mellett mit kapunk.

1. Ha ;)li = L ismert érték, akkor legyen By minden eleme b%, igy egy sulyokra felirt

paros Osszevetés matrixhoz jutunk.

2. Ha [ egy el6re rogzitett érték, akkor vegyiik a fenti vektor k-hoz tartozod elemét.
n

n

Ekkor Zolj =nl, — ;)bij. Ezzel az 6sszeggel leosztva B® minden elemét, sulyokra
J= J=

felirt paros Osszevetés matrixhoz jutunk.
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n n
3. Ha ly = 0 is szerepel a matrixban, akkor az el6z6 gondolatmenettel Y [; = — >~ by,
j=0 §=0
amivel leosztva B minden elemét, silyokra felirt paros 6sszevetés matrixhoz jutunk.

Ekkor wy, a 0 értékd alternativa sulya 0 lesz.

Mint lathato, mindegyik megoldas végén elvégziink egy osztast, vagyis az igy kapott
szamoknak méar nincsen mértékegységiik. Az eredmény akkor lesz valoban stlyokra felirt
paros Osszevetés matrix, ha teljesiil a ferde szimmetria és minden elem —1 és 1 kozé
esik. Az els6 feltétel trividlisan teljesiil, hiszen egy ilyen tulajdonsiagi méatrix minden
elemét osztottuk le ugyanazzal a szammal. A mésodik feltétel teljesiilése mar nem ilyen
egyértelmd.

A mésodik feltétel teljesiiléséhez az kell, hogy a matrixban ne legyenek abszolit értékben

nagyobb elemek, mint a becsiilt, vagy elvart dsszeg.

3.14. definicié (Atirhatéség). A B lekérdezett pdros dsszevetés mdtriz dtirhato eqy si-

n
lyokra felirt pdros dsszevetés mdtrizra, ha |b;;| < L minden i, j-re teljesil, ahol L = ;.
i=1

Ha teh&t a matrix atirhato, akkor a megadott hdrom kiegészitd feltétel egyikével lehet
beléle stulyokra felirt paros 6sszevetés matrixot szamitani. Most megmutatjuk, hogy milyen
elégséges feltétel adhato arra, hogy egy lekérdezett paros 0sszevetés matrix atirhato legyen.

Ehhez elGszor 1épjiink vissza a paros Osszehasonlitas matrixokhoz.

3.15. tétel (Kéri (2011)). Ha egy A pdros dsszehasonlitds mdtrizra igaz, hogy ha a;; > 1
és a;, > 1, akkor a;, > 1 minden 1, j, k-ra, akkor minden 1-hez rendelhetd olyan w; érték,

hogy w; > w; akkor és csak akkor, ha a;; > 1.
Bizonyitds. A bizonyitas elérhetd Kéri| (2011) cikkében. [

3.16. megjegyzés. Az allitas ugy is megfogalmazhat6, hogy ha a matrixban nincsenek or-
dinélisan inkonzisztens harmasok, akkor a méatrix az alternativaknak egy egyértelmi sor-
rendjét reprezentalja, vagyis a legjobb elem jobb minden méasnal, a masodik legjobb csak
a legjobbnal rosszabb és igy tovabb, vagyis a matrix ordinalisan konzisztens. Ha a mét-
rix konzisztens, akkor ordinalisan konzisztens is, de nem minden ordinalisan konzisztens

matrix konzisztens.

A tételt atirhatjuk paros dsszevetés matrixokra is.

3.17. tétel. Ha egy B pdros dsszevetés mdtrizra igaz, hogy ha bi; > 0 és bj, > 0, akkor
bir. > 0 minden i, j,k-ra, akkor léteznek olyan w; értékek, hogy w; > w; akkor és csak
akkor, ha b;; > 0.
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Bizonyitds. Feleltessiik meg a B paros Osszevetés matrixot egy A péros Osszehasonlitas
méatrixnak. FEzt a [3.11, segédtétel miatt kdlcsénosem egyértelmiien meg tudjuk tenni.
Legyen minden i, j esetén a;; = ebi. Mivel bij > 0, bjr, > 0 és by, > 0 minden 1, j, k-ra,

ezért a;; = ebii > ¥ =1, aji = ebit > €% =1 és a;, = e’ > € = 1 minden i, j, k-ra.
Ekkor az A matrixrél a tétel miatt tudjuk, hogy léteznek olyan w; értékek, hogy
w; > wj akkor és csak akkor, ha a;; > 1. Ezek a w; értékek viszont megfelelnek a tételben

szerepl6 értékeknek, hiszen b;; > 0 akkor és csak akkor, ha a;; > 1. [
Ezek szerint a kovetkezd allitast fogalmazhatjuk meg.

3.18. allitas. Ha eqy B pdros dsszevetés mdtrizhan nincsenek ordindlisan inkonzisztens
hdarmasok, akkor a mdtriz dtirhato, vagyis valamely kiegészitd feltétel mellett dtirhato su-

lyokra felirt pdros dsszevetés mdtrixzszd.

Visszatérve a kiegészits feltételekre, fontos megjegyezni, hogy a harom eljaras helyes-
sége még azon is miulik, hogy a doéntéshozok a métrixelemek megadisidnal a tényleges
értékektsl ne talzottan eltérd becsléseket adjanak. Ha jobban meggondoljuk, az atirhato-
sag és igy az ordindlis konzisztencia pontosan valami ilyesmit ragad meg. Természetesen
konzisztens esetben a szamitasok pontos eredményeket adnak.

Most megmutatjuk, hogy a lekérdezett paros Osszevetés méatrixok alteret alkotnak az
R™™ térben, a sulyokra felirt paros Osszevetés matrixok pedig egy konvex halmazt. Ez
azért fontos, mert ekkor szdmtani atlagaik is megfelel6 paros 0sszevetés matrixot eredmeé-

nyeznek.

3.19. allitas. A (lekérdezett) paros dsszevetés mdtrizok osztalya zdrt a linedris transzfor-

mdcidokra, vagyis alteret alkot az R™™ térben.
Bizonyitds. Konnyi latni, hogy ha B és B®) két tetszéleges paros Osszevetés matrix és
1 és j pedig két tetszdleges alternativa, akkor tetszéleges A\ és Ao esetén
_ 1 2) _ (1) 2 _
bij = A1 - by +Xa b = =1+ by’ — A by = —byi

Mivel a nullmatrix (olyan méatrix, aminek minden eleme 0) is egy paros Osszevetés matrix,

ezért az allitas igaz. [ |

3.20. kovetkezmény. Pdros dsszevetés matrizokat a szamtani kézéppel aggregdlva pdros

osszevetés mdtrizhoz jutunk.

A sulyokkal felirt paros Gsszevetés matrixokra azonban mar csak a kévetkezs igaz.
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3.21. allitas. A sulyokra felirt pdros dsszevetés mdtrixok osztdlya konvexr halmazt alkot

az R™™ térben.

Bizonyitds. A bizonyitashoz azt kell latni, hogy mivel a silyok egyre normaéltak, ezért
kiilonbségeik nem lehetnek akarmilyen nagyok. Legyen BY ¢s B ket tetszbleges stlyokra
felirt paros Gsszevetés matrix és i és j pedig két tetszGleges index. Ekkor tetszéleges A\; és
Ao esetén, ahol Ay + Ao =1 és Ay, Ao € [0, 1].

=300 = h 0

Tovédbba minden elemre igaz, hogy —1 < bj; < 1, hiszen ha —1 < bfj’»(l) <lés —1<
b2
ij

allitast. |

< 1, akkor ezek konvex kombinécidja is a két szdm kozé esik. Ezzel be is lattuk az

3.22. kovetkezmény. Siulyokra felirt pdros dsszevetés mdtrixokat a szdmtani kézéppel

aggregdlva sulyokra felirt pdros dsszevetés mdtrizhoz jutunk.

3.3. Silyvektor szamitas LSMA eljarassal

Mostanra mar sok tulajdonsagat ismerjiik a paros Osszevetés matrixoknak, de nem
tudjuk, hogy hogyan lehetne beléliik stulyvektort kapni, s6t a lekérdezett matrixok eseté-
ben még az sincs tisztédzva, hogy milyen eredményt szeretnénk kapni. Ahhoz tehat, hogy
végeredménynek a mar megszokott silyvektorokat kapjunk, el6szor le kell kérdezniink az
adatokat, amikb&l megkapunk egy B lekérdezett paros dsszevetés matrixot. Ebb6l 6nma-
gaban is kaphatunk eredményeket, azonban ha a célunk egy silyvektor megadasa, akkor
valamely kiegészit6 feltevés megléte miatt dtszamolhatjuk a matrixot egy silyokra felirt
paros Osszevetés matrixsza. A paros Osszehasonlitds méatrixok irodalmabol tudjuk, hogy
ott az LLSM modszer megfelel6 eredményt ad, igy az a feltételezésiink, hogy itt az ugy-
nevezett legkisebb négyzetek modszerével (LSMA, ahol az A az additiv modellre utal)
kellene dolgozni. Megjegyezziik, hogy itt is elképzelhetének tartunk mas megoldasokat is,
azonban azokkal a dolgozat nem foglalkozik.

El6szor nézziik meg, hogy milyen eredményeket kaphatunk a lekérdezett paros Gssze-
vetés métrixokbol. Mint kordbban lattuk, konzisztens esetben a matrix sorainak Gsszege
az Osszevetett alternativik, vagy szempontok valos értékeinek az atlagtol vett eltérését
mutatjak. Vagyis a sorok 6sszegébdl olyan eredményt lehet kiolvasni, hogy az egyes &ssze-
vetett alternativaik mennyivel jobbak vagy rosszabbak az dtlagnal. Ebb6l mar egyértelmii-
en kapunk egy sorrendet az alternativakra, hiszen példaul az az alternativa lesz a legjobb,

amelyik pozitiv irdnyban a legtobbel tér el az atlagtol. Ekkor tehat a célunk egy olyan
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v vektor szamitasa lesz, ami az alternativak atlagtol vett eltérését mutatja, nevezziik ezt

eredményvektornak. Ekkor nyilvan a vektor elemeinek 6sszege 0. Elképzelhetd olyan eset
n

is, ahol valamekkora, K Osszeg elosztasa a cél, ekkor > v; = K is felirhato, ekkor tehat

=1
az Osszeget K szintre allitjuk be.

3.23. definici6 (Eredményvektor). Az n alternativa melletti dontéshez tartozo eredmény-

vektornak olyan R™-beli v vektorokat neveziink, amelyekre igaz, hogy > v; = K. Ha K =0,
i=1

akkor az eredményvektor az dtlagtol vett eltérést mutatja. Ha K = 1, akkor a vektort w-vel

jelolyiik és sulyvektornak hivjuk.

3.24. definicio (Legkisebb négyzetek modszere lekérdezett paros Gsszevetés matrixokra).

Az LSMA mddszer az eredményvektort az aldbbi feladat optimdlis megolddsdbol szdrmaz-

tatja:
) 2
mlnz Z [bi; — (v; — v;)]
i=1 j=1
Sn=k
i=1
vi €E R, mandeni=1,...,n esetén.

3.25. tétel. Az LSMA mddszer haszndlatdval kapott eredményvektor a B lekérdezett pdaros
osszevetés mdatrix sorelemeinek szdamtani kézepeinek és a % szdm 0sszege, vagyis
n
K+ by
j=1
V; =

n
Bizonyitds. Mivel a feladatban szereplé célfiiggvény konvex a v; — v; kiilonbségekben
és szigortan konvex a wvq,...,v, valtozokban, ezért elegend6 az optimalitas els6rendd

feltételeit vizsgélni, vagyis minden k-ra

033 by — (v — )]
i=1j=1 _0
avk ’
A derivalast elvégezve a
0 Zl 21 (b — (vi — )] n n n
i=1j=
Tor :—2;(bkj—vk+vj):2n-vk—2;bkj—2jzzlvj:0

egyenlethez jutunk. Felhasznalva, hogy > v; = K, eljutunk a
j=1

n
K+ by
j=1
V; =
n
formaban felirhat6 megoldashoz, ami pont a bizonyitandé allitas volt. |
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3.26. megjegyzés. A tétel az [1.10] allitas és a [3.11] segédtétel egyértelmii kovetkezménye.
S6t a tétel és a[3.11] segédtétel felhasznélasaval az tétel is bizonyithato.

A stlyokra felirt paros 0sszevetés matrixok esetében az LSMA modszerrel valodi sily-

1+ 2”: b,
vektorokat tudunk szamolni. Ekkor a kapott sulyvektor w; = ]Zl , hiszen ekkor K = 1.

3.4. Paros Osszevetés matrixok aggregalasa

Ebben a részfejezetben bemutatjuk, hogyan lehet tobb dontéshozo esetén a paros 6ssze-
vetés matrixaikat aggregalni és abbol egy kozos silyvektort képezni.

A péaros 6sszehasonlitdas matrixoknal lattuk, hogy az [1.15] tétel miatt csak a mértani
koézéppel vett aggregalés teljesitette a reciprocitast és a pozitiv homogenitast a kvaziarit-
metikai kozepek koziil. Az ott leirt [1.12], [[.14] és[I.15] tételekhez hasonlot itt is ki tudunk

mondani.

Azt mondjuk, hogy egy f : RP? — R aggregalo fiiggvény teljesiti a ferde szimmetriat,
ha

f(=z1,...,—xp) = —f(x1,...,2p)

teljesiil minden x € R? vektorra.
3.27. tétel. A kvdziaritmetikai kézepek kizil csak az

éﬁ)(%)
D

alaki aggregdlo figgvények tartjik meg a ferde szimmetriat, ahol ¢ : R — R tetszdleges

szigoruan monoton novd pdratlan figguény.

Bizonyitds. Az tétel egyértelmii kovetkezménye, hiszen az exponencialis fiiggvénnyel

a két probléma kolcsonosen egyértelmiien megfeleltetheté egymasnak. [

Az Osszegzotiggvénytdl ismét elvarjuk, hogy teljesitse a pozitiv homogenitast is, itt

azonban ezt egy kicsit méshogy kell definidlnunk.

3.28. definicié (Additiv homogenitéas). Az f aggregdld figgvény rendelkezik az additiv

homogenitds tulajdonsdgdval, ha tetszdleges s szamra
f(xl—i_S?"'v:ED—i_S) :3+f($1,...,33[))

teljestil.
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3.29. tétel. A kvdziaritmetikai kézepek kizil csak az

f(z1,...,zp) =1n

alaki (o # 0) fiigguények és az

D
> Td
fz,...,xp) = d:ll)

szdmtani kozép teljesiti az additiv homogenitds feltételét.
Bizonyitds. A tétel az [1.14] tétel és a[3.11] segédtétel egyértelmi kovetkezménye. |

3.30. tétel. A kvdziaritmetikai kizepek kiozott egyetlen olyan aggregdldsi szabdly van,
amely teljesiti a ferde szimmetridat és az additiv homogenitdst is, ez pedig a szamtani
kézép, vagyis
D
> Tk
f({L‘l,...,l'D):k:l .
D

Bizonyitds. A tétel kdvetkeztében a kvaziaritmetikai kdzepek korében csak a

éw(ﬂ%)

f(zy,...,xp) =" —5

fiiggvények teljesitik a ferde szimmetriat, mig a tétel szerint csak a hatvanykoze-
pek transzformaltjai és a mértani kozép teljesiti az additiv homogenitast. A két alaki

feltételnek egyszerre csak a szamtani kozép felel meg. [ |

3.31. megjegyzés. A [3.30l tételt tigy is be lehetett volna bizonyitani, hogy ismét az expo-
nencialis fiiggvény invertalhatosagara (3.11) segédtétel) és az [1.15] tételre hivatkozunk.

A késtbbiekben sziikségiink lesz arra is, hogy a szamtani kézép stlyozott valtozatara

is igaz a tétel. Elgszor is tegyiik fel, hogy minden x, értékhez létezik egy wy > 0
D

saly agy hogy > wy = 1. Ekkor a kovetkez§ allitast fogalmazhatjuk meg.
d=1

D
3.32. allitas. A w € R, Y wy = 1 sulyvektorral silyozott szimtani kizép, vagyis
d=1

D
f(x1,...,2p) = deﬁﬁd

d=1
18 teljesiti az additiv homogenitdst és a ferde szimmetridt.
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Bizonyitds. Konnyl megmutatni, hogy a silyozott szamtani kozép teljesiti a két alaki

feltételt. Legyen s tetszdleges. Ekkor

D D
fler+s,...;2p+s) = E wq)(zq + ) —s+§ Waly
d=1 d=1

D
hiszen Y wy = 1. Vagyis teljesiti az additiv homogenitast.
d=1
Teljesiti a ferde szimmetriat is, ugyanis

f(=z1,...,—2p) Z —WqTq = — del'd— f(z1,...,2p) .

Tehat belattuk az allitast. [ |

3.33. megjegyzés. Noha tugy tlinhet, hogy a allitas ellentmond a[3.30] tételnek, azon-

1

ban a fent definidlt stlyozott szamtani kozép tetszbleges, a wg = 5 (minden d-re) stilyoktol

eltérd sulyozassal nem kvaziaritmetikai kézepe az xq,...,xp szamoknak.

Mint a kordbbiakbol tudjuk, a paros dsszevetés métrixok konvex halmazt képeznek
az R™" térben. Igy biztos, hogy D darab paros dsszevetés matrix szamtani kozepe és
stlyozott szamtani kozepe is paros 6sszevetés matrix. Tehat legyen most D déntéshozonk
és mindegyiknek legyen egy B(@ paros dsszevetés matrixa. A kovetkezékben azt mutatjuk
be, hogy a paros Osszevetés matrixok szamtani kdzepes aggregalasa mit jelent a paros

Osszevetés matrixokra nézve.

3.34. tétel. Legyenek BY, ..., BP) pdros dsszevetés mdtrizok. Ekkor a B-vel jelélt szdm-
tani kozéppel aggregdlt pdros dsszevetés matrizbol LSMA mddszerrel kapott eredményvektor
megegyezik a mdtrizokbol kilon-kilon, LSMA mddszerrel szamolt eredményvektorok szdm-
tani dtlagdval.

D
Bizonyitds. Az aggregélt matrix B = %B(d), vagyis minden 7, j esetén b;; = % Y bl(-?).

d=1
Ekkor az LSMA mobdszerrel a B-bdl szamolt eredményvektor i-edik eleme,

K+ by
j=1
v; =
n
K+ fj b
Ekkor b;; meghatarozasabol és felhasznélva, hogy Ugd) JZI ,
no D D K459 D
E+Yy Y% Yy—7- Yo
_— j=1d=1 _ d=1j=1 =
‘ n D D

Ami pontosan az egyénenkénti silyvektorok szamtani atlaga, vagyis belattuk az allitast.
|
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3.35. megjegyzés. A tétel trividlisan igaz a stlyozott szamtani kozépre is, a mar bemutatott

transzformacioval élve.

3.36. megjegyzés. A tétel trividlisan igaz a silyokra felirt paros Osszevetés matrixokra is,

K =1 valasztassal.

3.5. AHP és a paros osszevetés matrixok

Mint lattuk, a stlyokra felirt paros Osszevetés métrixok alkalmazésa sok el6feltételt
igényel, azonban ha tudjuk ket hasznalni egy valés példaban, akkor az AHP modell
remek keretet ad a dontési feladat megoldasara. Az eljards pontosan ugyanaz, mint az
eddig ismert, csupan a preferencidk leirasara sulyokra felirt paros Osszevetés méatrixokat
hasznalunk és a stulyvektorok Osszegzésére paldaul a mar megszokott disztributiv modot
hasznaljuk. Ekkor magukat a matrixokat is tudjuk aggregalni és a dontési feladat egyetlen,

stlyokra felirt paros Osszevetés matrixszal reprezentalhaté lesz.

3.37. allitas. Ha a siulyvektor szdmitdsra az LSMA mddszert alkalmazzuk és a szempontok
szerinti értékelések dsszeqzésére a disztributiv mddot, akkor minden AHP keretben adott

dintési feladat reprezentalhato pontosan eqy siulyokra felirt pdros dsszevetés mdtrizszal.

Hasonldé mondhaté a lekérdezett paros Osszevetés matrixokrol. Itt azonban a stlyok
helyett az egyes szempontok atlagtol vett eltérését osztjuk szét az alattuk elhelyezkedd
szempontok vagy alternativik kozott az eredményvektoroknak megfelelGen. Ezeket az ér-
tékeket egészen a célig Osszegezziik, majd az igy kapott végleges eredményvektor lesz a
dontési feladat megoldasa. Ezt a moédszert nem részletezziik, de megfogalmazzuk a kdvet-

kezd allitast.

3.38. allitas. Ha az eredményvektor szamitdsra az LSMA mddszert alkalmazzuk és a ren-
delkezésre allo K értéket gy oszjuk szét, hogy mindig a feljebb lévd szempont ereményuvek-
torbeli értékének megfeleld értéket osztunk szét, akkor minden AHP keretek kizott adott

dontési feladat reprezentdlhato pontosan eqy lekérdezett pdros dsszehasonlitdas mdtrizszal.

3.6. Példak

3.39. példa. Tegyiik fel, hogy egy vallalatnal er6forrasokat kell atcsoportositani a részlegeik
kozott. Legyenek ezek a részlegek a, b és c részlegek. Dontéshozonk megadja paronként,

hogy melyik részlegbdl mennyi pénz szeretne atcsoportositani.
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a b c
a| O 10 | 20
-10] 0 |16
c|—20|-16| 0

Ekkor az LSMA modszer szerint (10, 2, —12) moédon kell az atcsoportositast elvé-
geznie, vagyis a c részleghdl 10 egységet az a-ba és 2 egységet a b-be. Ha Osszesen 120
egységet kell szétosztani az egységek kozott, akkor viszont (50, 42, 28) modon kell elosz-
tani a pénzt. Ha el6re tudja, hogy Osszesen 120 egységet oszt szét, akkor a kovetkezd

silyokra felirt paros Osszevetés matrixhoz jut.

a b c
a 0 0,08333 | 0,1667
—0,08333 0 0,1333
c| —0,1667 | —0,1333 0

Innen az LSMA eljarassal a (0,4167; 0,35; 0,2333) sulyvektorhoz jut, ami pont az
el6z6 vektor elosztva 120-szal.

3.40. példa. Folytassuk az [1.20, példat. Tegyiik fel, hogy a rendelkezésiinkre allnak a
dontéshozotol a silyokra felirt paros Osszevetés matrixai, amik nem feltétleniil egyeznek
meg a paros Osszehasonlitas matrixokban szerepld preferencidkkal, csak nagyjabol.
Legyenek a matrixok a kévetkezdk:
Munkabér:

a 0 0,2174 | 0,3478
—0,2174 0 0, 1304
c|—0,3478 | —0,1304 | 0

Nyersanyag koltség:

a 0 0,25 0,5
—0,25 0 0,2143
c| —0,5 | —0,2143 0

Bérleti koltség:
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a b c
a 0 —0,102 | —0, 3469
0,102 0 —0,4694
c | 0,3469 | 0,4694 0
Szempontok:
munkabér | nyersanyag | bérlés
munkabér 0 0,11 —0,45
nyersanyag —0,11 0 —0,56
bérlés 0,45 0,56 0

Az LSMA médszerrel kapott silyvektorok a kévetkezdk:
e Munkabér: (0,5217; 0,3043; 0,1739),

e Nyersanyag: (0,5833; 0,3214; 0,09524),

e Bérlés: (0,1837; 0,2109; 0,6054),

e Szempontok: (0,22; 0,11; 0,67).

A disztributiv modszer szerinti végleges sorrend a (0,302; 0,2436; 0,5454) vektor,
vagyis a pénzt a vektor szerinti ardnyban kell felosztani. Ez nem sokban tér el az
példa eredményétdl.

Most tudjuk aggregalni a matrixokat is, az aggregalt matrix a kovetkezd:

munkabér | nyersanyag | bérlés
munkabér 0 0,006959 | —0,1009
nyersanyag | —0, 006959 0 —0, 2622
bérlés 0, 1009 0,2622 0

Ebbél a mar ismert stulyvektor jon ki az LSMA eljarassal.

3.41. példa. Most az példahoz hasonléan tegyiik fel, hogy a szempontok nem szem-
pontok, hanem dontéshozok (P, Q és R) és koztiik ismeriink egy szavazati erdt. Ekkor az

aggregalt matrix.

P Q R
P 0 0,006959 | —0,1009
Q@ | —0,006959 0 -0, 2622
R 0, 1009 0,2622 0
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Ez pontosan megegyezik a példdban végeredményiil kapottal. Az LSMA-val ka-
pott stlyvektor szintén, a (0,302; 0,2436; 0,5454) vektor.
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4. fejezet

Osszevetés és osszehasonlitas kapcsolata

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy az eredeti AHP keretek kozott is miért lehet
jo megoldas a szamtani kozéppel vett Osszegzése a szempontok szerinti értékeléseknek,
tovabba bemutatjuk azt is, hogy a mértani és a szamtani 6sszegzés eltérd eredményekre
vezethet. Ennek érdekében bevezetiink a konzisztens paros Osszehasonlitds métrixokra és

a paros Osszevetés matrixokra egy kolesonos atszamitést.

4.1. KoOlcsoOnos atszamitas

A péaros Osszevetés és a paros Osszehasonlitas matrixok kapcsolatiara vonatkozd vizs-
galatainkat a konzisztens esettel kezdjiik. Tegyiik fel tehat, hogy rendelkezésiinkre all egy
konzisztens paros Osszehasonlitds matrix, A és egy konzisztens, stulyokra felirt paros dssze-
vetés matrix, B®, amik raadasul ugyanazon alternativak sulyait irjak le. Ezen salyok, ha
a megfelel§ matrix esetén LLSM és LSMA eljarassal szamoljuk &ket, akkor trivialisan

megegyeznek. Ekkor az A és a B matrixok definici6jabol egyértelmi, hogy minden i, j

esetén
w.
S — oy —ap — —% s — s — (4. — RETI-
by =w; —wj = — w; —w; = (a5 — 1) - w; és
J
S
w; w; — W; w; bij
aj=—=—24+-"2=" 41,
wj wj w; Wy

Inkonzisztens esetben azonban ez a szamitas érdekes eredményre vezet, ugyanis ekkor
a két matrixbol szamitott sulyvektorok nem feltétleniil egyeznek meg. A kiovetkezékben
megmutatjuk, hogy ha inkonzisztens méatrixokbol indulunk ki, akkor tetszéleges silyvektor
mellett a fentebb bemutatott szdmitas nem ad eredményiil paros Osszevetés vagy paros

osszehasonlitas méatrixokat.

4.1. megjegyzés. Mint mar korabban is jeleztiik, az atszamitast megtehettiik volna a paros
Osszehasonlitas matrix elemeinek tetszéleges alapt logaritmalésaval, és a sulyokra felirt

paros Osszevetés matrixok valamilyen alapti hatvanyra emelésével.
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4.2. tétel. Ha eqy A pdros dsszehasonlitds mdtrix inkonzisztens, akkor a beldle tetszdleges
w sulyvektorral szamitott B® mdtrizban nem teljesiil minden elemre a ferde szimmetria,

vagyis a B® mdtriz nem (silyokra felirt) pdros dsszevetés mdtrix.

Bizonyitds. A bizonyitas indirekten torténik. Tegyiik fel, hogy a B® matrixban mégis
teljesiil a ferde szimmetria. Legyen i, j tetsz6leges. Ekkor két eset all fenn, vagy a,;; = 1,
vagy a;; 7 1.

Ha a;; = 1, akkor aj;; =1 és bj; = —bj; = 0, vagyis ekkor nem jutunk ellentmondasra, de
mivel A nem konzisztens, ezért nem lehet minden eleme 1.

Ha a;; # 1, akkor

(@i —1) - w; = b3 = =b%; = —(a;: — 1) - w;

fennall. Mivel A paros 6sszehasonlitds matrix, ezért a;; = %, vagyis
ij

(aij—l)-wj:—(%—1>-wi,

Ajj

de mivel a;; # 1, ezért
W;
aij = — .
Wi
Tehét minden a;;-re igaz, hogy vagy 1 vagy =*-vel egyenld, tehat A nem lehetett inkon-
J

zisztens, vagyis ellentmondéasra jutottunk. [ |

4.3. megjegyzés. Ha A konzisztens, akkor B®-re teljesiil a ferde szimmetria, vagyis B*

(sulyokra felirt) paros Osszevetés matrix.

Természetesen kimondhatjuk a tételt visszafelé is.

4.4. tétel. Ha eqy B® silyokra felirt pdaros dsszevetés mdtriz inkonzisztens, akkor a beldle
tetszdleges w sulyvektorral szamitott A mdtrizban nem teljesil minden elemre a reciproci-

tds, vagyis A nem pdros 6sszehasonlitds mdtrix.

Bizonyitds. A bizonyitas indirekten torténik. Tegyiik fel, hogy az A matrixban mégis

teljesiil a reciprocités. Legyen 1, j tetszGleges. Ekkor két eset all fenn, vagy b, = 0, vagy

bi; # 0.
Ha bj; = 0, akkor b, = 0 és a;; = ai = 1, vagyis ekkor nem jutunk ellentmondasra, de
J

mivel B nem konzisztens, ezért nem lehet minden eleme 0.
Ha b, # 0, akkor

J

bi; 1 1
Wy Gji 241
fennall. Mivel B® silyokra felirt paros dsszevetés matrix, ezért b, = —b;;, vagyis
b 1
wj —u+1
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de mivel bj; # 0, ezért

S

Tehat minden bj;-re igaz, hogy vagy 0 vagy w; — wj-vel egyenld, tehat B® nem lehetett

inkonzisztens, vagyis ellentmondéasra jutottunk. [ |

4.5. megjegyzés. Ha B?® konzisztens, akkor A-ra teljesiil a reciprocitas, vagyis A paros

osszehasonlitas matrix.

A tételeket logikai értelemben is meg lehetne forditani, de ezt most nem targyaljuk.
A tételeknek azonban ebben a formaban komoly mondanival6oja van. Azt mondjak ki,
hogy ha egy dontéshozo6 inkonzisztensen t6lti ki valamelyik matrixot, akkor abbdl a fen-
ti transzformaciot elvégezve hibas matrixhoz jutunk. Példaul ha egy dontéshozd megad
inkonzisztens modon egy paros dsszehasonlitas matrixot, akkor legalabb egy paros Ossze-
vetést hibasan végzett el, vagyis létezik legalabb két olyan alternativa, amelyekrél azt
allitja, hogy -t j-vel Osszevetve és j-t i-vel Gsszevetve a két alternativa értékének kii-
16nbsége nem egyezik meg. Ugyanez igaz az alternativik aranyara a forditott esetben. Ez
tehat azt mutatja, hogy érdemes egy valos dontési probléma esetén bekérni mind a két
matrixot, ugyanis igy tobb informécidéhoz juthatunk.

Aggregalasnal a kovetkez6 érdekes eredményre jutottunk. Legyenek A@-k paros ssze-
hasonlitds matrixok. Tegyiik fel, hogy minden A paros Gsszehasonlitds métrix kon-
zisztens. Ekkor minden paros 6sszehasonlitas matrixbol képezhets egy konzisztens paros
Osszevetés matrix, ezeket pedig a szamtani kozéppel lehet aggregalni. Vagyis konzisztens
paros Osszehasonlitas métrixokat aggregalhatunk tgy is, hogy képeziink beldliik a fentebb
megadott médon péros Osszevetés matrixokat, majd azokat aggregaljuk a szamtani kdzép-
pel, majd abbol szamolunk sulyvektort és a kapott sulyvektorral képziink beléle egy paros
osszehasonlitas matrixot. Mivel minden A9 konzisztens, ezért megtehettiik volna azt is,
hogy LLSM modszerrel silyvektorokat szamitunk, majd azoknak vessziik a szamtani ko-
zepét. Ez nem egyezik meg sziikségszeriien a mértani kozéppel aggregalt vektorral. Az
aggregalt matrix tehat igy mindig az aggregalt paros Osszevetés matrixok visszaszamoltja
lesz. Az eljarast a kovetkezs részfejezetben egy példan mutatjuk be.

A modszert ki lehet terjeszteni inkonzisztens matrixok esetére is, ekkor azonban, mint
lattuk a paros dsszevetés matrixra vald dtszdmolas soran, olyan eredményt kapunk, ami
sérti a ferde szimmetriat. Viszont az ilyen méatrixokra is kiterjesztheté az LSMA modszer,
vagy az, hogy a sordsszeg atlagahoz hozzadadunk %—t. A modszer azért érdekes, mert ad egy
1j aggregalasi eljarast, ami nem feltétleniil egyezik meg a mértani kézepes aggregalassal,

adhat més eredményt, de paros 6sszehasonlitas matrixot eredményez.

4.6. allitas. D darab tetszdleges, konzisztens A pdros ésszehasonlitds mdtriz esetén a

mdtrizokbol LLSM mddszerrel kapott sulyvektorokat szdmtani kézéppel aggregdlva pontosan
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a mdtrizokbol eqyesével képzett B>\Y konzisztens silyokra felirt pdros 6sszevetés mdtrizok-

bol az LSMA mddszerrel szamolt sulyvektorok szamtani dtlagdt kapjuk eredményiil.

4.7. kdvetkezmény. Az igy kapott B> mdtriz szamtani kizéppel aggregdltjdt (B?) a
fenti mddszerrel visszaszdmolva konzisztens pdros ésszehasonlitdas mdtrizszd (A), a kiin-
duldsi AD mdtrizok egy lehetséges, a mértani kizéppel vett aggregdldssal nem feltétleniil

megeqyezd 0sszeqzését kapjuk.

4.2. Példak

Ebben a részfejezetben példdkon keresztiil bemutatjuk a fejezetben elmondottakat.
Az els6 példaban két konzisztens paros Osszehasonlitas matrixot aggregadlunk mértani
kozéppel, majd atirjuk ket paros 6sszevetés matrixokké és azokbol is szamolunk stulyvek-

tort és aggregaljuk cket.

4.8. példa. Legyenek

1 39
M _ 1 1
A_gl ,
1 1
5 3 1
1 L 1
3 9
(2) — 1
A—31§
9 3 1

konzisztens paros dsszehasonlitas matrixok. Az LLSM eljarassal a w™® = (0, 6923; 0, 2308;
0,0769) és w® = (0,0769; 0,2308; 0,6923) stlyvektorokat kapjuk. Ezek szamtani atlaga
a w = (0,3846; 0,2308; 0,3846) vektor.

Mértani kozéppel aggregalva a matrixokat, majd LLSM modszerrel stlyvektort szdmolva

az

A=

—_ = =
—_ = =
—_ = =

1.1.1
303 3
vektorokkal atszamitjuk a paros Osszehasonlitis matrixokat péaros Gsszevetés matrixokka

a bfj?(d) = (agj) —1)- wj(-d) képlettel, akkor az alabbi méatrixokat kapjuk:

aggregalt matrixhoz és az ( ) stlyvektorhoz jutunk. Ha a kiszamolt w™) és w(® sily-

0 0,4615 0,6154
B*W =1 —0,4615 0 0,1538 | ,
—0,6154 —0,1538 0
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0  —0,1538 —0,6154
B*>® =1 0,1538 0 —0,4615
0,6154 0,4615 0

Ekkor a matrixokbol az LSMA médszerrel szamitott stlyvektorok w® = (0, 6923; 0, 2308;
0,0769) és w® = (0,0769; 0,2308; 0,6923). Ezek tényleg megegyeznek a péaros dsszeha-
sonlitds matrixok esetén LLSM modszerrel kapott vektorokkal. A két matrixot aggregalva

a
0 0,1538 0

B* =1 -0,1538 0 —0, 1538 )
0 0, 1538 0
matrixhoz és a w = (0,3846; 0,2308; 0,3846) sulyvektorhoz jutunk. Ez a stlyvektor
mar nem egyezik meg a paros Osszehasonlitas matrixok aggregaldsabol kapottal. Most
az a;; = % + 1 képlettel szamoljuk ki, hogy az aggregalt, konzisztens B® milyen paros

osszehasonlitas méatrixot ad.

1

6
A/_ 6 1 6
=1 1 10
1 901

Az igy kapott A" matrixbol pedig LLSM modszerrel széamitva ugyanazt a stlyvektort
kapjuk, mint amit az aggregalt B*-b6l LSMA-val.

A maésodik példaban megnézziik, hogy inkonzisztens A matrixokbol indulva milyen

eredményre jutunk.

4.9. példa. Legyenek

1 3
AV = 11 3|,
I
L5 s
A =3 1 1
8 3 1
inkonzisztens paros Osszehasonlitds métrixok. Az LLSM eljarassal a w® = (0,6817;

0,2363; 0,0819) és w® = (0,0819; 0,2363; 0,6817) stlyvektorokat kapjuk. Ezek szam-
tani atlaga a w = (0, 3818; 0,2363; 0, 3818) vektor.

Mértani kozéppel aggregalva a méatrixokat, majd LLSM modszerrel silyvektort szamolva

az
1 11

A=11 11

1 11
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1.1.1

aggregalt matrixhoz és a w = (3; 3; 3) stlyvektorhoz jutunk. Ha a kiszamolt w) és w®

sulyvektorokkal atszamitjuk a bfj’-(d) = (al(;-i) —1) -w§d) képlettel, akkor az aldbbi matrixokat
kapjuk:
0 0,4727  0,5735
BsW =1 —0,4545 0  0,1639 | ,

—0,5965 —0,1576 0

0 —0,1576 —0,5965
B*@ =1 0,1639 0  —0,4545
0,5735 00,4727 0
Mivel ezek a matrixok nem teljesitik a ferde szimmetriat, igy nem péros Osszevetés mét-
50
rixok, ezért a matrixokbdl a w; = % + % modszerrel szamitott silyvektorok Gsszege

nem 1 lesz. Norméljuk le az eredményeket tigy, hogy a silyok Osszege 1 legyen, vagy-
is osszunk le a kiszdmitott értékek sszegével, igy a w™M) = (0,6817; 0,2363; 0,0819) és
w?® = (0,0819; 0,2363; 0,6817) vektorokhoz jutunk. Ezek megegyeznek a paros dsszeha-
sonlitas matrixok esetén LLSM modszerrel kapott vektorokkal. A két matrixot aggregalva

a
0 0,1576 —0,0115

B*= | -0,1453 0 —0,1453
—0,0115 0,1576 0
matrixhoz és a w = (0, 3818; 0, 2362; 0, 3818) sulyvektorhoz jutunk. Ez a silyvektor mar
nem egyezik meg a paros Osszehasonlitds matrixok aggregalasabol kapottal. Most az a;; =

Z}ﬂ + 1 képlettel szamoljuk ki, hogy az aggregalt B® milyen matrixot ad:
J

1 1,667 0,9699
A'=10,6194 1 0,6194
0,9699 1,667 1

Az igy kapott A’ matrixbol pedig LLSM mobdszerrel szamitva most mas silyvektort ka-
punk, mint amit az aggregalt B*-bél, ez w' = (0,381801; 0,236398; 0,381801). Ez a vek-
tor mar eltér az el6bbitdl, de most is sikeriilt az eredeti A métrixokb6l LLSM-mel kapott
stilyvektorok szamtani atlagat visszakapni a szamolt B*® méatrixok szamtani kézéppel vett

aggregalasaval.
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Osszefoglalas

A dolgozatban megadtunk egy csak multiplikativ és egy csak additiv elemeket tar-
talmazo dontési modellt, pontosabban fogalmazva kiegészitettiik a mar jol ismert AHP
modszertant. Fzen feliil belattuk azt is, hogy még a jol megszokott AHP keretek kozott
6s az [.10] tétel altal behatarolva is lehet értelmes a szamtani kézéppel vett szempontok
szerinti aggregalds, bar csak konzisztens matrixokra.

Az elsG fejezetben bemutattuk az Analytic Hierarchy Process eljarast és megmutat-
tuk, hogy ez tartalmaz additiv és multiplikativ elemeket is, vagyis ebben az értelemeben
véve vegyes modell. Ramutattunk arra is, hogy ha ragaszkodunk a paros osszehasonlitis
matrixok hasznalatahoz, akkor a sulyvektorok aggregéilasi modjan kell valtoztatni ahhoz,
hogy teljesen multiplikativ modellt kapjunk. Ez az [1.15 tétel miatt volt elengedhetet-
len. Tovabba megmutattuk azt is, hogy ha az additiv szempontok szerinti 0sszegzéshez
ragaszkodunk, akkor a méatrixokat kell lecserélni valamilyen additiv eljarasra.

A masodik fejezetben bemutattuk a teljesen multiplikativ modellt. Uj mértani modokat
vezettiink be a szempontok szerinti aggregalasra és megmutattuk, hogy ezeket valasztva
minden dontési feladat felirhato egyetlen paros 6sszehasonlitas matrixszal.

A harmadik fejezetben bemutattuk az altalunk javasolt teljesen additiv modellt. Meg-
hagytuk a szempontok szerinti 0sszegzéseket, csupan a paros Osszehasonlitds méatrixokat
lecseréltiik paros Osszevetés méatrixokra. Megmutattuk, hogy ebben az additiv modellben
miként lehet eredményvektort és stulyvektort szamolni, és belattuk, hogy ilyen matrixo-
kat szamtani koézéppel lehet tigy Osszegezni, hogy az eremény is paros Osszevetés matrix
legyen. Mindezeken feliil belattuk azt is, hogy a teljesen additiv modell keretei kézott a
dontési feladat ismét reprezentalhatd egyetlen paros Osszevetés matrixszal.

A negyedik fejezetben Gsszekapcsoltuk a péros Osszevetés és a paros Osszehasonlitas
matrixokat és belattuk, hogy mind a két matrixok érdemes lehet lekérni egy valos problé-
ma elemzésénél. Végezetiill megmutattuk, hogy az eredeti AHP modellben a szempontok
szerinti additiv Osszegzés nem feltétleniil hibas, bar inkonzisztens esetben kétséges, tovab-
b& mas eredményre vezethet, mint a multiplikativ 0sszegzés.

Tovabbi vizsgalat targya lehet a dolgozatban csak emlitett logaritmusos 6sszekapcsola-

sa a két modellnek. Véleményiink szerint ezzel az 6sszekapcsolassal tobb mindent lehetne
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allitani az inkonzisztens matrixok egymasba vald atirhatosagarol. Ezen tul érdekes kér-
dés lehet a mértani modszerek és a paros Osszevetés matrixok gyakorlati alkalmazésa,
pontosabban annak vizsgilata, hogy tényleg tobbletinformaciot ad-e egy valds dontési
szitudcidoban a paros Osszevetés matrix bekérése is. Végezetiil megemlitenénk, hogy a nem
teljesen kitoltott paros 0sszehasonlitds matrixok irodalmébol ismert szamos tételt érdemes
lehetne atiiltetni a paros Gsszevetés matrixokra.

Osszegezve tehat arra jutottunk, hogy az AHP modell 6nmagaban kissé ellentmon-
dasos, igy hasznos kiegésziteni a mértani modszerekkel és a teljesen additiv modellel. A

témaban még sok a nyitott kérdés, amik vizsgalata tovabbi kutatasok téméja lehet.
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