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1. Bevezetés

Prandt 1904-ben ismertette a rola elnevezett hatarréteg elméletet [18], a folyadékmecha-
nika ilyen irdnyu vizsgdlatai ezt kovetéen rohamos fejlédésnek indultak. Az elmélet szerint
egy surléddsos folyadéktérben 1évo test esetén elegendd a testet koriilvevd — az egész térhez
képest joval kisebb térfogati részben — vékony rétegben viszkdzusként kezelni a kdzeget; attdl
bizonyos tdvolsdgra a folyadék j6 kozelitéssel idedlis folyadéknak tekinthetd. Abban az id6ben,
amikor szdmit6gépek hidnyaban analitikus megoldast kellett keresni az dramlési jellemz8k meg-
hatdrozdsara, ez az egyszer(sités nagyon hasznos volt. A hatarréteg feltételezéseket azonban a
mai napig alkalmazzdk, mert igy a folyadékmozgést leiré matematikai modellek egyszer(ibbek.
Ennek nagy jelentdsége van a kohdszati, petrolkémiai és miianyagfeldolgozasi alkalmazasok-
ban. Egy nyugvo folyadékban mozgé test dltal okozott dramlds fontos szerepet jatszik sok
anyagfeldolgoz6 eljarasndl, d.m. meleg hengerlés, fémmegmunkélds és folytonos ontés (lasd
pl. [1], [13], [21]). Newtoni folyadékban alland6 sebességgel mozg6 siklap hatarréteg dramlé-
sat Sakiadis [20] vizsgélta analitikusan. Eredményeit Tsou €s tarsai [24] kisérletileg igazoltak.
Sakiadis polimer lemezek folytonos extrudaldsat vizsgdlta a diiznitdl a felcsévéld hengerig. A
nyilas és a felcsévéld henger egymadstol véges tavolsdgra van elhelyezve [19], [20]. A vizsgalat
soran feltételezte, hogy a folyamat elinduldsa utdn bizonyos id6 elteltével allanddsult dllapot
alakul ki. Tsou, Sparrow és Goldstein [24] megmutattdk mind analitikus, mind kisérleti ered-
ményeket tartalmaz6 tanulmdanyaikban, hogy a newtoni folyadékra analitikus megoldassal nyert
lamindris sebességmezd nagyon j6 egyezést mutat a mért adatokkal. Ez igazolja, hogy folya-
matosan mozg6 feliileten kialakul6 hatarrétegben a modell fizikailag megval6sulé dramlést ir
le. Célunk, hogy nyugvé nem-newtoni folyadékban dlland6 sebességgel mozgd at nem eresztd
siklap hatarréteg problémadjat leiré egyenleteket oldjuk meg. Mivel zart alakd egzakt megoldas
az altalunk vizsgélt esetre nem adhaté meg, ezért numerikus moédszereket alkalmazunk a meg-
old4dsok meghatarozdsara és elemzésére. Meghatarozzuk a sebességeloszlast a hatarrétegben, a

hatarréteg vastagsagat és az ellendllastényez6t kiilonbozd hatvanytorvény kitevokre.



2. Matematikai modell

Vizsgalatunkban egy nem-newtoni folyadékban elhelyezett impermedbilis siklapot tekin-
tiink. Az 0sszenyomhatatlan, nyugvé folyadékban a siklap vizszintes irdnyban dlland6 sebes-
séggel mozog. Célunk meghatdrozni a hatarrétegben a sebességeloszlast staciondrius dramlast
feltételezve.

A hatarréteg elmélet feltételezései a kovetkezok [15]:

-

« sikbeli aramléssal szdmolunk, azaz a sebességre fenndll ¥(x, y) = u(x,y)i + v(z, y)J,

* a falra merdleges sebességkomponens Iényegesen kisebb a fallal parhuzamos komponens-
nél: v < u,

* a sebességkomponensek falra merdleges véltozdsa Iényegesen nagyobb a fallal parhuza-
mos valtozdsndl: Ju/0r < du/dy, Ov/dx < dv/0y,

* az aramlas staciondrius,

* a p stiriség allando, a kozeg 6sszenyomhatatlan,

* a térerdsséggel nem szdmolunk,

* anyomds gradienssel sem szdmolunk, igy dp/dx ~ 0, Jp/dy ~ 0.

A kontinuitési egyenlet ekkor sikbeli Descartes-féle koordindta-rendszerben a kovetkezdképpen
irhato: 5 5
u v
—+ =—=0, 2.1
ox + oy @1
ahol u és v a vizszintes és fiiggdleges iranyu sebességkomponenst jeldli. A Navier-Stokes-

egyenlet a hatdrréteg feltételezések figyelembevétele utdn az alabbi médon 4ll el6:

u@—kv@—la@x
Ox oy p Oy’

(2.2)

ahol 7, az  normélisu sikon y irdnyban ébredd nyiréfesziiltség. A dolgozatban a nem-newtoni

folyadékra az Ostwald-de Waele-féle hatvanytorvényt alkalmazzuk, amelynél

B ou

n—1 au
Ty:): = a—y -

oy’ (2.3)

ahol K a konzisztencia index, n pedig a hatvanytorvény kitevs. Han < 1, a folyadék pszeudo-
plasztikus, ha n > 1, akkor dilatdlé, ha n = 1, akkor newtoni. A (2.3) anyagegyenletet a (2.2)
mozgasegyenletbe helyettesitve a

ox dy Oy ’yay

n—1
ou
— 2.4

egyenletet kapjuk, ahol v = K/p. A (2.1)-(2.4) nemlinedris parcidlis differencidlegyenlet-
rendszerhez tartoz6 peremfeltételeket a kovetkez6 gondolatmenet segitségével adjuk meg. Ha
feliilet menti csdszdst nem feltételeziink, akkor a lap felszinével érintkez6 folyadékrészek sebes-

sége megegyezik a lap mozgasi sebességével. A lap nem atereszts, igy a lap felszinén nincs a ¥



sebességvektornak fliggbleges irdnyu komponense. A siklaptél megfelels tavolsagban kialakul

a zavartalan dramlés, amely jelen esetben a nyugvé kozeg. Igy a harom peremfeltétel:

u(z,0) = Uy, v(z,0) =0, lim u(x,y) = 0. (2.5)

Y—00

A parcidlis differencidlegyenlet-rendszert kozonséges harmadrendd differencidlegyenletté ala-
kitjuk hasonlésdgi véltozok bevezetésével. A levezetés menete hasonlé a [7]-ban megadott
modszerhez, ugyanis a Blasius-feladat és a Sakiadis-feladat csak a peremfeltételekben tér el
egymadstol. Vezessiik be a ¢ dramfiiggvényt u = 9v/Jy, v = —0v/0x alapjan. Ezt behelyet-
tesitve a (2.4) egyenletbe, a kovetkez6t kapjuk:

wy¢yx - %%y =7 (’wyy’n_lwyy)y > (26)

ahol az als¢ indexek az adott véltozo szerinti parcidlis derivalast jelolik. Lathato, hogy az dram-
fliggvénnyel a folytonossagi egyenlet automatikusan teljesiil. Vezessiik be az 7 hasonldsagi
véltozot és keressiik az dramfliggvényt a kovetkezd alakban:

n=at
xB’

Y =0bx""f(n),

ahol a, b, a, 5 konstansok, melyeket az aldbbiakban ismertetett médon véalasztunk meg. Allit-

suk el6 a (2.6) egyenlethez a derivéltakat.

e = —bx™* Haf + Anf]
e
wyy — a2b$—o¢—2ﬁf//
Yye = —abz™* P H(a + B)f + Bnf"],

ahol f', f" az f fiiggvény n valtoz6 szerinti els6 illetve masodik derivaltjat jeloli. Ezeket

felhaszndlva a (2.6) differencidlegyenlet egyszer(isités utdn az alabbi alakot oOlti:
@V af '~ (o4 B)S7] = (@)
Ha mindkét oldalon az z kitev6i megegyeznek, akkor a
2n—-—1)p+(n—-2)a=1 (2.7)
egyenletet kapjuk, ha pedig a konstans szorzok egyenldségét tekintjiik, akkor a
a’b* = y(a’b)"a (2.8)

egyenlet nyerhetd. A peremfeltételeket a ¢ aramfiiggvényre felirva tovabbi kapcsolatot 1étesit-

hetiink a paraméterek kozott.



A (2.5) harmadik peremfeltételében ha y — oo, akkor n — oo:

lim vy (z,9) = lim f'() = aba™*""f'(n) = 0.

Vilasszuk f'(c0) = lim f'(n) = 0-nak, tovdbba legyen

—
a+5=0.
Innen kovetkezik, hogy
ab=U,.
Azonban a (2.7)-bdl és (2.9)-bol )
f=—a= n+1

A (2.5) mésodik peremfeltételének 4j alakja:

~¥=(2,0) = n+1

A fenti egyenlet = 0 esetén, tetszdleges x-re fenndll, ha

f(0) =0.

x” w4 f'(n) — f(n)] = 0.

(2.9

(2.10)

Végiil a (2.5) elsd peremfeltételét atirva kapjuk meg a mozgasegyenlet hasonlosagi alakjahoz

tartozé harmadik peremfeltételt:

Yy(z,0) = abr= P f'(0) = —U,,.

Felhaszndlva a (2.9)-at és (2.10)-et

f0)=1
adodik. A fentiek alapjan 6sszefoglaljuk a paraméterek kiszamolt értékeit:
1
="y Pe
a:”y_%HUwi;ﬁ, b:’yﬁUw

n+1’

Az eredeti sebességosszetevOok és a dimenzidmentes 7 €s f hasonldsdgi valtozok kozott az

Osszefliggés:

u(% y) = Uy f’(77)

o(z,9) = 2 Res ™ (n £'(n) — £(n).

Ui—n "

n+1
_1
n = Re;™

SHES

,  Reg

(2.11)

(2.12)

(2.13)



ahol Re, alokdlis Reynolds-szam. A hasonldsdgi megoldassal kapott peremérték-feladat:

mn—1 o\’ 1 " o_
(1777 ") + == £ =0 (2.14)
flO =0, f(0)=1, lm f(n)=0 (2.15)

A megolddst az f € C3[0, o) fiiggvények halmazéan keressiik. Célunk meghatérozni a (2.14)-
(2.15) peremérték-feladat megoldasat, ugyanis ekkor megkapjuk a megoldast az eredeti sebes-
ségmezore is (2.11)-(2.12) alapjan, tovabba meghatdrozni a hatarréteg vastagsagot és f”(0)-t,
amely a

Cp = (n+ 1)+ Re”#5 | f/(0)]" £ (0)
ellendllds-tényezd és a ,
nie) = | S50 o)
fal menti nyiréfesziiltség kiszamitdsdhoz sziikséges.

A (2.14)-(2.15) peremértékfeladat megoldasdnak szamos nehézsége van. A differencidl-
egyenlet erdsen nemlinedris, az értelmezési tartomdny a [0, o) félig végtelen intervallum, igy
zart alakban analitikus megoldds nem adhaté meg. A dolgozatban harom kiilonb6z6 numeri-
kus médszert mutatunk be a feladat megoldédsara. A (2.14)-(2.15) peremértékfeladatot newtoni
folyadékra (n = 1) tobben vizsgaltdk. Bataller [3] péld4aul belovéses mddszerrel jutott ered-
ményre. Ishak [14] véges differencia modszerrel hatdrozta meg a kozelitd megoldast és Fazio
[11] az iterativ transzformdaciés mddszert alkalmazta. Az 1. tablazat dsszefoglalja a kiilonboz6

szerzOk altal kapott eredményeket.

Szerz6k —f"(0)
Sakiadis [20] 0,44375
Tsou és tarsai [24] 0,444
Takhar és tarsai [22] 0,4439

Pop és tarsai [17] 0,4445517
Pantokratoras [16] 0,4438
Andersson [2], no, = 32-re | 0,4437483
Bataller [3] 0,44374733
Ishak [14] 0,4438
Fazio [11] 0.443806

1. tdblazat. f”(0) értékei n = 1 esetén



3. Iterativ transzformacios modszer

A nem-iterativ €s iterativ transzformdciés modszert — melynek alapja a skaldzési elv —
Fazio vezette be [9]. Ezzel a mddszerrel egy peremérték feladat kezdetiérték feladattd transz-
formdlhatd, ami az esetiinkben azért kiilonosen elényos, mert igy a végtelenben eldirt peremfel-
tétel helyett kezdeti feltételt kell figyelembe venniink. A transzformacio sorédn tobbféle csopor-
tot alkalmazhatunk, példdul transzlacids, spirdl, vagy skéldzasi csoportot. Ebben a feladatban
a skéldzasi csoporttal jutunk eredményre. Vegyiik az 7 fiiggetlen véltozét, és az f(n) fiiggd
valtozot. Vezessiink be az

9=\, t= M 3.1

skalazasi transzforméciot, ahol \ a csoportparaméter, az «, ( kitevok pedig konstansok, me-
lyeket gy hatdrozunk meg, hogy teljesiiljon az egyenletre és a peremfeltételekre az invarian-
cia. Az invariancia azt jelenti, hogy ha f(n) a vizsgdlt differencidlegyenlet megoldasa, akkor
g(n*) = Xf(N\°n) is megolddsa a differencidlegyenletnek barmely A\ paraméter esetén. Nem
iterativ transzformdcids modszer nem alkalmazhaté még newtoni folyadék esetén sem, mert bar
a differencidlegyenlet és a (2.15) elsd peremfeltétele invaridnssd tehetd, a masik két peremfel-
tétel nem. Vegyiink egy h paraméterrel bdvitett skalazasi csoportot a (3.1)-nek megfelelGen és

a bovitett csoporttdl koveteljilk meg az invarianciét, azaz
g=\"f, n* = M, h* = \h. (3.2)

Tehat, ha f(n; h) megoldds, akkor g(17*) = X*f(\°n; \h) is megoldds. Mivel a feladat fizikai
tartalmabol kovetkezik, hogy 7,,-nek negativnak kell lennie, ezért f”(0) < 0. Ennek figyelem-
bevételével a (2.14) differencidlegyenletben elvégezve a derivél4st:

_ 1
mn—1 pm 1"
- =0. 3.3
nlfP e ] (3.3)
Bevezetjiik a (3.2)-ben altaldnosan felirt skdldzasi csoportot, f* helyett g-t irva:
g=\"f, n* = \n, h* = \'h. (3.4)

Allitsuk el a derivaltakat:

) df dn* -
I =g = N7 (")
" o d / _ \2B—a I
f(n)—dnf(n)—A g
f”/(ﬁ) _ )\3B—ag///7

ahol f" az n, ¢’ az n* szerinti derivaltat jeloli. Behelyettesitve ezeket a (3.3)-be, rendezés utdn a
kovetkezd egyenletet kapjuk:

n}\(n—l)(Qﬁ—a)—i-ZiB—a |g//‘n71 g/// + 1 /\25—2agg//
n+1 ’



mely akkor invaridns, ha a kitevokre teljesiil az aldbbi egyenlet:
n(2f —a) = —2a. (3.5)

A (2.15) els6 peremfeltétele minden esetben invaridns, ugyanis

csak g(0) = 0 esetén teljesiil. Viszont ha a (2.15) masodik feltételét nézziik, akkor
F(0)=N""g'(0) =1

egyenletbdl nem kovetkezik éltalanos esetben ¢'(0) = 1. Médositsuk a (2.15) peremfeltételeit

az alabbi mdédon:
f(0)=0, f(0)=nhr", lim f'(n)=1-", (3.6)

n—oQ

ahol p egy szabdlyoz6 paraméter, melynek a késébbiekben a numerikus megoldds sordn lesz
szerepe. Most a (3.6) masodik egyenletébdl kovetkezik, hogy

Aﬁ—aglan ::(A—yh*)P’

azaz
)\/3—04+pvg/(0) = h*?,

igy az invariancia feltétele:
B —a+py=0. (3.7

Alljon fenn a keresett f”(0)-ra, hogy f”(0) = —o, ahol & > 0 és legyen a hidnyz6 kezdeti érték
g"(0) = —1. Ez utébbibdl azt kapjuk, hogy

X f1(0) = —1.
Legyen A = o, ekkor az invariancia akkor teljesiil, ha
a—28+1=0. (3.8)

A (3.5), (3.7) és (3.8) linedris egyenletek megolddsdval megkapjuk az «, 3 és y paraméterek

értékeit

1—2n 5 2—n 114+n
o = ey = —— .
3 ; 3 ) Y

Fontos megemliteni, hogy mivel megkoveteljiik, hogy f”(n) < 0 legyen az értelmezési tarto-

(3.9)

many minden pontjdban, ezért f'(n) szigordan monoton csokkend fiiggvény és nulldhoz tart.
A szdmitas sordn ki fog deriilni, hogy ha o-t nemnegativnak vessziik, akkor az eljards nem
miikodik. Ugyanez a helyzet n = 1 esetén is [11]. Sziikséges még meghatdroznunk a A cso-
portparaméter értékét, melyet a (3.6) harmadik peremfeltételébdl szamithatunk ki:

N7 (00) =1 — (AT7R%)".



Atrendezés utin, A = o figyelembevételével
o= (g/(00) + h*) ™ (3.10)

adddik. Tehat a g(n*) fiiggvényre vonatkozo kezdetiérték-feladat:

ot gy,
(Ig"1""g") +——99" =0 G.11)
9(0) =0, ¢'(0)=h", ¢"(0)=-1. (3.12)

A (3.11)-(3.12) kezdetiérték-feladatnak egy megolddsa van 0 < n < 2 esetén. A megoldas
menete a kovetkezd:

1. input: O n, p, tol

2. (3.11)-(3.12) megoldasa egy kezdeti (h*) -val

3. F(h*) — <g/(oo) _|_ h*(O)p)iﬁ h*(o) . 1

4. (a) if [T(h")] < tol
g(n*) — f(n)

return

(b) else
while |T'(h*)| > tol
(3.11)-(3.12) megoldasa
D(h*) = (¢'(c0) + h™P) "5 h* — 1
h* = gyokkeresG_algoritmus(h*)
end

gn*) — f(n)

end

A T(h*) — 0 azt fejezi ki, hogy h*? — 1; azaz ekkor megkapjuk a (2.14)-(2.15) peremérték-

feladathoz tartozé megoldast.

A (3.11)-(3.12) kezdetiérték feladat numerikus megoldasat néhdany n paraméterre a MAT-
LAB R2011a verzi6janak beépitett Adams-Bashforth-Moulton megoldéjaval végeztiik el a pon-
tossagi €és adaptivitdsi paramétereket alapértelmezetten hagyva. Az n,,., hatarréteg vastagsaggal
aranyos szdm a definici6 szerint konnyen meghatarozhat6.! A {T'(h*)} gyoksorozat egy nem-
linedris egyenletet hatdroz meg, amelynek a gyokét intervallumfelezéssel allitottuk el6. Azért
hasznéltuk ezt a csupdn elsé rendben konvergens médszert, mert egyrészt konnyl programozni,
masrészt — feltéve, hogy a I'(h*) a h* folytonos fiiggvénye — a képzett intervallumsorozat min-
dig réhizddik a keresett gyokre. A ledllasi feltétel [['(h:) — T'(h;)| < 10~ volt, ahol h és
hi az adott iterdcidban a h*-hoz tartoz6 intervallum alsé illetve felsd hatdra. A 2. tablazatban
osszefoglaltuk a kiilonb6z6 n-ekre szamolt f”(0) értékeket.

' A hatérréteg vastagsag a fal és a hatdrréteg azon pontja kozétti tivolsdg, ahol sebesség eléri az dllandésult sebesség nagysaganak 99%-at.

10



n 0.96 0.97 0.98 0.99 1 1.1 1.2
f"(0) | -0.443438 | -0.443438 | -0.443286 | -0.443193 | -0.443726 | -0.436611 | -0.409834

n 1.3 1.4 1.42 1.45 1.46 1.47 1.48 1.49

f"(0) | -0.361843 | -0.282487 | -0.259810 | -0.217167 | -0.199204 | -0.178086 | -0.151836 | -0.115155

2. tdblazat. f”(0) értékei kiilonboz8 n esetén

Szamitdsaink n = 1 esetben Fazio eredményeivel egyeznek meg [11].

Az iterativ transzformacids modszer eldnyei:
* Nem kell kezelniink a végtelent.
» Kezdetiérték-feladatok megoldasdra stabil mddszerek allnak rendelkezésre.

* A kezdetiérték feladat és a peremérték-feladat kozott kolcsondsen egyértelmii megfelelte-
tés van, igy ahdny megoldasa van a kezdetiérték-feladatnak, pontosan annyi megoldasa 1é-
tezik a peremérték-feladatnak is [10], ezért ez egy alkalmas mddszer peremérték-feladatok

egzisztencidjanak és unicitasdnak vizsgalatara.
Az iterativ transzformacids modszer hédtranya:
» Tobbszor meg kell oldanunk kezdetiérték-feladatot, ezéltal a szamitasigény nagyobb.
* n < 0,96 -ra nem kaptunk megoldast intervallumfelezéssel.

Az 1. dbra az f'(n) fuggvényeket mutatja kiilonboz8 n értékeknél, amely a (2.11) szerint ara-

nyos az u sebességeloszldssal. A 2. dbran = 1-re mutatja a ¢'(n*) fiiggvényt.

Solution of the Sakiadis problem for non-Newtonian fluid

1 \ \ \ \ \ \ \ \
09 \ —n=1

' —n=1.1
0.8 —n=12

f —n=13
07 —n=14 |
06 n=1; 1.1; 1.2; 1.3; 1.4; 1.42; 1.45; 1.47; 1.49 —n=1.42 |
—n=1.45

05r —n=1.47 |
04L —n=1.49 |
031 B
0.2F B
0.1F B

0 |

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

1. abra. Az f'(n) fiiggvény kiilonb6z3 n hatvanytorvény KitevSkre

Lathat6, hogy n novelésével nd a hatarréteg vastagsdg. A moddszer nem miikodik az n < 1
esetekre. Han > 1,49, akkor f”(0) annyira kozel esik 0-hoz, hogy az eljards nem megbizhato.

11



—n=1

2. abra. Az f'(n) fiiggvény n = 1 esetén

Az iterativ transzforméciés médszerrel a megoldas hibdjara nem tudtunk becslést adni, ezért

felmertil a kérdés, hogy ezek a megolddsok valdban kielégitok-e.
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4. Véges differencia modszer

Ebben a fejezetben véges differencia modszerrel hatarozzuk meg a (2.14)-(2.15) feladat ko-
zelitd megolddsat. Megolddsi nehézség, hogy az f(n) fiiggvény egy végtelen intervallumon van
értelmezve. Ezt kétféleképpen szokds kezelni: a [0, co) intervallumot csonkitjuk egy megfele-
16en nagy [0, L] intervallumra és ott szamitjuk ki a peremérték-feladat kozelité megolddsét vagy
pedig az eredeti intervallumon dolgozunk. Az els6 esetben figyelembe kell venni a csonkitas-
bél szdrmazd hibét, amit a gyakorlatban gy oldanak meg, hogy addig novelik az L értéket,
amig az adott L-hez tartoz6 megoldasfiiggvénynek az el6z6 L-nél kapott megolddshoz képesti
eltérése kisebb egy meghatdrozott értéknél. A véges differencia mddszer alkalmasséd vélhat a
[0, 00)-on val6 kozvetlen szamitasokra, ha kvazi-egyenkozi racsot alkalmazunk. Ilyenkor az
utolsé csomdpontot a végtelenbe helyezziik és igy a végtelenben eldirt peremfeltétel kozvetle-
niil teljesithetd. A numerikus médszer sémdjat Fazio [12] cikkében ismertetett médon épitjiik
fel. A tovabbiakban az 7 valtozd helyett az z-et vezetjiik be, a MATLAB-ben irt programok
konnyebb attekinthetdsége miatt. Minden fejezetben egymastdl fiiggetlen jelolést hasznalunk.

Osszuk fel a & € |0, 1] intervallumot N egyenld részre: § = 08és &1 = &, + h (n =
0...N —1),ahol h = 1/N. A kviazi-egyenkozi felosztdshoz vezessiik be az (&) fiiggvényt
az alabbi alakban:

x = —cln(l —¢), 4.1

ahol ¢ > 0 a leképezést szabdlyoz6 paraméter. Ha a nem egész szamu csomodpontokat az

n—+a«
Tnta =T 52 N )

(n =0...N—1),0 < o < 1 médon definidljuk, akkor az utolsé [xy_1,xy] intervallum

végtelen, de az « N-1 pont véges €s lehetdségiink van a végtelen intervallumot véges sok inter-
vallum segitségével leirni. Az egyszerlibb programozasi jelolés érdekében ebben a fejezetben
alkalmazzuk az n = z, f(n) = u(z) jeloléseket.
Legyen u,, = u(xy,), Up11 = u(x,41), stb. A rész-intervallumok felez&pontjaban:

Tpi1 — Tyt Lyl = Tn

1
~ 2
Upy L N Uy, + Upt1- “4.2)
Tn4+1 — Tn Tn4+1 — Tn

A differencidlhdanyados kozelitésére a [12] cikkben megadott formulét alkalmazzuk a nem egész

szamu csomopontokban:

d_u ~ Up41 — Up (4 3)
dx n+3 2(1.7”%_%”*%)7
ugyanis
du|  du dE| tpgr —uy 2 (€n+g - §n+%>
d.’]j n+l dg n+l dl’ n+l fn—f—l - 57’1 2 <x 3 — 1)
2 2 2 n+3 n+3

és 2 (fn% — €"+i> mert ¢-ben egyenkozi a racs. Mind a (4.2), mind a (4.3) formuldk O(h?)
rendd kozelitések. El6szor egy tetszbleges d-edrendii differencidlegyenlet peremérték-feladatanak
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diszkretizalt alakjat irjuk fel a fenti kozelitések alkalmazdsaval:
da

dr

G(u(0), u(c0)) =0, (4.4)

F(z,u), z€]0,00),

ahol u(z) € R? vektor-skaldr fiiggvény, F : [0,00) x RY — R4 és G : R x R? — R? fiiggvé-
nyek. Az U,, = (ui(zy),...uq(z,)), n = 0...N jelolés bevezetése utdn a (4.4) diszkretizalt
alakja a (4.2) és (4.3) felhasznéldsaval az alabbi differenciaegyenletre vezet:

U, —Un—an+%F(fL‘n+%,bn+%Un+1 —f—C,H_%Un) =0 (TL: 0,...,N — 1),

G(U,,U,) =0, 4.5)
ahol
an+%:2<xn+%—xn+%>, (4.6)
Tyl — Tp
b1 = —2 " 4.7
2 Tp4+1 — Ty
Tp41 — X1
€yt = Q’ (4.8)
2 xn+1 Tn

n=20,...,N—1. A (4.5) egyenletrendszer d(/N + 1) ismeretlent és ugyanennyi skalar egyen-
letet tartalmaz, ahol d a (4.4) differencidlegyenlet rendje. Fazio a by, _ 1= Oésacy_ 1= 1 he-
lyetta b N1 = b 3 ésc N1 =Cy_3 Osszefiiggéseket haszndlta, azért hogy az egyiitthatokban
ne legyen ugrasszerli novekedés. A leképezéshez a QuasiUniform (ldsd 7.2.2) elnevezésii
MATLAB fiiggvényt irtuk, amely a tobbi programmal egyiitt megtaldlhat6 a fiiggelékben.

Alkalmazzuk a leirtakat a (2.14)-(2.15) feladatra. Mivel f”(n) < 0, Vn € [0,00), ezért
(2.14) egyenértékd az

[/ 1 1"2—n
"= mmrn (4.9)

egyenlettel (f = f(z)). A (4.9) a hozza tartozé (2.15) peremfeltételekkel felirhaté harom

elsérendi differencidlegyenletbdl all6 egyenletrendszerrel

=g
g =h, (4.10)
1

h/ — h 2—n

n(n+1) JIh]
és feltételekkel:

f(0) =0,
9(0) =1,
g(o0) =0

7

Az el6zb6ek alapjan az ismeretlen fiiggvények és a (4.10) differencidlegyenlet-rendszer jobb
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oldala, tovdbba a peremfeltételek vektorikus alakja:
u = (f7 g7 h)?

1 2—n
Pl = (g0t P
G(u(0), u(oc)) = (7(0),9(0) ~ 1, g(oc)).

aholu(z) € R%, F : [0,00) x R®* — R?és G : R? x R* — R®. A nemlinedris egyenletrendszer
programkdddad alakitdsa éardekében, a mar kordbban ismertetett U,, = u(z,)-et 4gy irjuk fel,
hogy az u komponenseit indexeljiik: U,, = [U,,(1) U,(2) U,(3)]*, (n = 0,..., N). Hasonl6an,
legyen F = [F; Fy F3]7, G = [G; G, G3]”. Ha az egyenletrendszer sszes egyenletét azonos
bettikkel akarjuk jelolni, akkor az indexeknek fel kell vennie az 1,2,...,3N + 3 értékeket.?
Mindezeket figyelembe véve az f = 0 egyenletrenszert kell megoldanunk, részletesen kiirva:

fi=Uy—U; —a1(biUni3 + c1Unyo)

fnv =Uns1 — Un —an(byUsnyo + enUanys)
v =U4

fN+2 = UN+3 - UN+2 - al(b1U2N+4 + ClU2N+3)

foni1 = Uang2 — Uang1 — an(byUsnys + enUsyiz) 4.11)

font2 =Unso —1

1 —n
fonis = Uanga — Uanig — a1————(b1Us + 1 Uy) |b1Usn g + CIU2N+3’2
n(n+1)

fani2 = Usnis — Usnio — an———<(bvUns1 + enUn) |bnUsnis + CNU3N+2|2_n
n(n+1)
fants = Uango

ésaz fyy1 =0, fovyo = 08s fanys = 0 egyenletek tartalmazzak a peremfeltételeket. Megol-
dandé a (4.11) nemlinedris algebrai egyenletrendszer az U; (i = 1,...,3N + 3) véltozdkra. A
megoldds sordn a MATLAB Levenberg-Marquardt és trust-region dogleg algoritmusait hasznal-
tuk felvaltva, melyekhez nem sziikséges a Jacobi-matrix megaddsa, mivel minden iterdcidban
az eljaras becsli centrdlis differencidk segitségével. Mi azonban megadtuk a Jacobi-matrixot,
mert egyrészt igy joval gyorsabbd vilt a szdmitds, masrészt nem minden esetben szamitja ki a

derivaltakat megfeleld pontossdggal. A Jacobi-matrix a

értelmezése alapjan szamithat6. A Jacobi-matrix blokkos szerkezetli, egyes blokkok nulla

2 Az indexeket eggyel eltoltuk, mert a MATLAB-ben 1-t61 kezdddik a tombok indexelése.

15



matrixokat, masok sdvmadtrixokat tartalmaznak. Az egyenletrendszert €s a Jacobi-matrixot a
fundsakiadis (lasd a 7.2.1 fiiggelékben) fliiggvény tartalmazza. A fentebb emlitett algorit-
musokat az U® = [0 1...3N + 3]” kezd6vektorbdl inditottuk. Altaldnos tapasztalat az volt,
hogy a megolddk legtobb esetben "elakadtak". Ilyenkor djrainditottuk az iterdciét kezddvek-
tornak az el6z6 futds sordn kapott eredményt bedllitva. Nem volt minden esetben jé vagy az
egyik, vagy a masik megold6; amikor az egyik mar nem hozott eredményt, akkor a mésikkal
folytattuk. A megoldas helyes jellege — a program altal mért norma megfelelGen kicsiny volta
mellett — onnan latszott, hogy f’ egy dllandéhoz, f” 0-hoz tartott. Nem-newtoni kozeg eseté-
ben ugy jartunk el, hogy az n = 1-hez tartoz6 megoldast éllitottuk be kezdodfiiggvénynek, és
n fokozatos csokkentésével vagy novelésével jutottunk el a kivant n-hez tartozé megoldashoz.
Egy adott anyagjellemz&nél két paramétert lehet allitani: a ¢ szabdlyoz6 paramétert és az N
intervallumszdmot. A c értékét legalabb akkorara kell megvélasztani, hogy az utolsé el6tti né-
hany csomdpontban felvett fiiggvényérték kozel azonos legyen. Azt tapasztaltuk, hogy N = 80
felosztds mar j6 eredményt adott, c-re pedig akkora értéket kellett megadnunk, ami nem sok-
kal nagyobb, mint a minimélisan sziikséges c érték. Ez utdbbira onnan kovetkeztettiink, hogy
n = 1-re rendelkezésre dll az f”(0) kozelits értéke, ami [3] szerint f”(0) ~ —0,44374733. Az
U megoldds tartalmazza az f, f’ és f” diszkrét értékeit. Az program futdsit az Tteration
(Figgelék 7.2.3), a megoldas dbrazolasit a VisualizingResults (Fiiggelék 7.2.4) script
végzi. Megemlitjiik, hogy a Levenberg-Marquardt és a trust-region dogleg megolddk az Op-
timization Toolbox® részei és a 2011a verziéban maximum nyolc szdlon képesek dolgozni. A
Jacobi-mdtrix megadasdnak fontossagdt bizonyitja, hogy ugyanazon a négymagos processzo-
ron> N = 300, ¢ = 5, n = 1 paraméterértékek mellett ha mi biztositottuk a Jacobi-métrixot a
program szdmadra, akkor a szamitasi id6 323,95s volt, mig ha annak kellett szdmolnia, a futdsid6
2640,53s lett, a fiiggvénykiért€kelések szama 3873 helyett 1539108 volt.

A kvéazi-egyenletes rdcson is lehet alkalmazni a Richardson-extrapoldcidt hibabecslésre.
Elvégeztiik a becslést néhany n paraméterre. A durvabb racsot N = 100-nak, a finomab-
bat N = 200-nak vélasztottuk. A pontbeli értékek eltérésének végtelen normdjat vettiik a
SakiadisRichardson (Fliggelék 7.2.5) segitségével, az igy szdmitott hibdkat és a keresett
1"(0) értékeket a 3. tdblazatban dsszegeztiik.

n=20,7 n=20,8 n=1 n=11 n=13 n=15

(c=10) (c=1) (c=5) (c=4) (c=3) (c=2)
17(0) -0,442721 | -0,440682 | -0,443749 | -0,447238 | -0,456220 | -0,466553
N =100,200 | 5,4424e-4 | 5,7903e-5 | 4,9797e-5 | 3,8209¢e-4 | 1,1577e-4 | 9,4670e-3

3. tdbldzat. Az f”(0) értékei és a becsiilt hibdk kiilonb6zd n esetén

Ezt a modszert alkalmaztuk a [8] TDK dolgozatban vizsgélt dltalanositott Blasius feladatra
mozg6 siklap esetén is. Jelenlegi differencia mddszer és az ott ismertetett iterativ transzforma-

ciés modszerrel szamitott megoldas négy tizedesjegyre megegyezd eredményt adott.

3Intel® Core™ i5-2500K @4500MHz
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5. Chebyshev pszeudospektral médszer

A spektrdl modszereket egyes feladatokra a 70-es éveken kezdték alkalmazni, matematikai
megalapozdsa Gottlieb és Orszag nevéhez fliz6dik 1977-ben, de csak a 90-es évektdl keriilt a
szamitdstudomdnyban gyakran alkalmazott mddszerek kozé [6]. El6szor a folyadékmechani-
kaval és az id§jaras modellezéssel foglalkoz6 szakemberek fordultak a spektrdl médszerekhez.
Jellemzdje, hogy globdlis mddszer, azaz a tartomdny minden pontjdban el6allitja a kozelitd
megoldast, szemben példaul a véges differencia médszerrel. Kordbban hatrdnya volt, hogy tobb
dimenzids feladatokndl csak egyszerii tartomédnyokon (téglalap, korlap, korgytri) lehetett al-
kalmazni, a spektrdlelem mddszer kialakuldsdval viszont ez a hatrdny kikiiszobolhetdvé vilt.
Annak ellenére, hogy napjainkban leggyakrabban aramléstani problémak megolddsara hasz-
naljak, egyre inkabb alkalmazzdk a biomechanikdban, az asztrofizikdban és az elektromagneses
hulldmok vizsgalatdban. Egyik legnagyobb elénye, hogy nagy a konvergenciasebessége és pon-
tossaga.

Kozelitsiink egy ismeretlen u(z) fiiggvényt polinomokkal. Jeloljiik a legfeljebb N-edfoki po-
linomok halmazat Py-nel és legyen ennek egy eleme p,(z), n < N. Gyakran célszer(i a poli-
nomokat ugy megvalasztani, hogy ortogondlisak legyenek egy bizonyos sulyfiiggvényre nézve,

azaz ,
/ P (2)pn(z)w(x)dr = O, ceR (5.1)

teljesiiljon. A spektrél kollokdcids vagy mds néven pszeudospektrdl modszerek elve a kovet-
kez6. Vegylink fel az értelmezési tartomanyban N + 1 szdmu pontot: z,...,Ty — ezek az

tigynevezett kollokaciés pontok. Irjuk fel az interpolacids fiiggvényt a Py-beli fiiggvényekkel

(bazisfiiggvények):
N
Pyu=") aupu(x), (5.2)
n=0
ahol a,, (n = 0,..., N) a meghatdrozand6 egyiitthaték, melyeket a kollokdciés pontokra vo-
natkoz6 egyenletekbdl hatdrozunk meg:
N
Zanpn($i) = u(z;), 1=0,...,N. (5.3)
n=0

Az interpoldciés fiiggvény derivdltja, Dyu, mely N — 1-edfokd és Dyu = (Pyu)’. Kozelits
értékeinek a kollokdcids pontokban torténd kiszamitdsara alapvetden két modszert szoktak al-
kalmazni. Az egyik a matrix szorzas, a masik mddszer a gyors Fourier-transzformdacié FFT.
Dolgozatunkban mi az el6bbit haszndljuk, ugyanis az FFT hasznélata — feladattdl fiiggden —
N > 64 felett ajanlatos. Tehat

N
Dyu(x;) = > [Dylinu(,), i=0,...,N, (5.4)

n=0
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ahol [Dy];, a differencidlé matrix. Az approximdcié soran els6faji Chebyshev polinomokat

alkalmazunk. Az aldbbiakban 6sszefoglaljuk a legfontosabb tulajdonsédgait. Az
(1 —2%)y" — 2y +n?y =0, neN

Chebyshev-féle differencidlegyenlet megoldésai a T,,(x) (n = 0, ..., n) elséfaji n-edfokd Che-
byshev polinomok, melyeket az alibbi médon definidlnak:

T,(cos ) = cosnb, 6 €[0,7], n € N.

Trigonometrikus atalakitdsok utdn rekurzidval is el6allithatok (1asd chebpoly, Fiiggelék 7.3.4):

To(l') = 17
Ti(x) = x,
T (x) = 22T, 1(x) — T—2(x), n > 2.

Ha n paros, akkor T,,(x) is paros, ha n pdratlan, akkor T}, () is pdratlan. A {T,,(z)}2_, poli-
nomok a w(x) = 1/v/1 — 22 silyfiiggvényre nézve ortogonalisak. Szélséértékhelyiik egybe-
esik a Gauss-Lobatto integrdldsi pontokkal, ezért az =; = cos(jn/N), j = 0,..., N pontokat
Chebyshev-Gauss-Lobatto pontoknak is nevezik [23].
Induljunk ki ismét a differencidlegyenlet (4.9) alakjabol. Az el6z6ekbdl lattuk, hogy a Cheby-
shev polinomok a [—1, 1] intervallumon vannak értelmezve, ezért csonkitsuk a [0, co) interval-
lumot a [0, L]-re, majd pedig a [—1, 1]-re a kdvetkez& médon.

ne0,00) —s €00 Thce01] 25 4 e [-1,1] (5.5)
Az intervallumcsonkitdssal két 4j hibaforrasunk lesz. Hiba keletkezik egyrészt azért, mert nem
a félig végtelen intervallumon oldjuk meg a peremértékfeladatot. Tovabbi hiba 1ép fel azért is,
mert az egyik peremfeltételt nem a végtelenben irjuk el zérusnak. Ebbdl kovetkezik, hogy az
szamitasi intervallum hosszat (L) és a bazisfiiggvények szamdt (/V) egyidejiileg kell ndvelniink
[5].
Irjuk fel a (4.9) differencidlegyenletet és a peremfeltételeket az = viltozé fiiggvényeként. A

derivéltakat kiszdmitva f(x)-re

_ I 9
fo =1 = Efé = fi= zf;
_ 2 4 _
frw = ngﬂg = fie = Iz .
8 i
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és behelyettesitve a (4.9) differencidlegyenletbe és a (2.15) peremfeltételekbe, az 4j peremér-
tékfeladat:

8 1 AN
il _HFIB(E> g, G0
f(=1)=0, f(=1)=1L/2, [f(1)=0 (5.7)

Mivel N + 1 szamu ismeretleniink van és N + 2 egyenletiink (a differencidlegyenlet diszkrét
alakja az N — 1 bels6 pontban €s a harom peremfeltétel), ezért az egyenletrendszer tilhatarozott
lenne. Az egyik mddszer az, hogy olyan polinomot alkalmazunk, amely mir magaba foglal
egy peremfeltételt, vagy pedig egy fiktiv csomdpontot vezetiink be, ezdltal né az ismeretlenek
szama. Mi az els6 mddszert hasznéltuk. Keressiik az 4j g approximaciés polinomot az alédbbi
alakban:

ahol
P(x) = az® + b +c.*

Ahhoz, hogy a P(—1) =0, P'(—1) = L/2és P'(1) = 0 teljesiiljon, az a, b, c egyiitthatokra
a=-L/8, b=1L/4, ¢=3L/8

adodik. A (5.7) peremfeltételek az 4j g fiiggvénnyel:

~

0
—_

SN~—
Il

P(—1)g(—1) = 0 = g(—1) tetszoleges értéket felvehet
——

(1) = L/2g(~1) = L/2 = g(~1) = 1
F(1) = P(1) ¢'(1) =0 = ¢'(1) = 0.

——
L/2
Az 1j peremértékfeladat:
: [6ag’ + (6azx + 3b)g" + (az® + bx + ¢)g""] — _ L (AT (a2 + bz + ¢)g
L3 n(n+1) \ L?
|2ag + (4az + 2b)g’' + (az® + bz + c)g"‘Q_n =0, (5.8)
g(=1)=1, J(=1)=0 (5.9)

Roviditsiik a (5.4)-beli differencidlé métrixot D-vel. Altaldban nem igaz az, hogy D® = D?,
azaz a masodik derivaltakat tartalmazé matrix szamithat6 a differencidlé matrix négyzeteként,

azonban a Chebyshev pszeudospektrdl mddszerre ez fenndll [23]. A D és D® kiszamitasara

4 Az itt szerepld g fiiggvény fiiggetlen a skaldzasi csoportndl bevezetett g fiiggvénytdl.
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egzakt alak 1étezik: .
Dy =2 k£

DT ¢y wp—xy )
1 =z
Dip= -1, k#0,N
21— (5.10)
D _ 2N-*+1
00 — 6
2N2+1
Dyy = —=55

Ezt a képletet azonban nem célszerli alkalmazni, mert nagy lesz D kondiciészdma az egy-
mashoz kozel allé szamok kivondsa miatt. A Chebyshev pontokat és a differencidlé matrixot
el6allité program a cheb (Filiggelék 7.3.1), amelyet a [23]-beli konyvbdl vettiink at. Jellegze-
tessége a pszeudospektral modszernek, hogy kis méretd telt matrixu egyenletrendszert kapunk,
szemben példdul a véges differencidk modszerével, vagy a végeselem moddszerrel, ezért direkt
modszerrel oldjuk meg az egyenletrendszert. Az (5.9) differencidlegyenletbe a diszkrét értéke-
ket befrjuk, azaz g(z) — g(z;), ¢'(z) — Dg(z;), ¢"(z) — D?*g(x;), ¢"'(x) — D3g(x;). Az
(5.9)-beli peremfeltételek szamitdsara: g(zy) = 1 és D(0,j)g(x) = 0, ahol j = [0 1... V],
x = [zg 71...2x]|T. Az igy el6dllitott nemlinedris egyenletrendszert a sakcheb (Fiiggelék
7.3.2) fiiggvénybe vittiikk be. Az egyenletrendszer megoldédsa sordn ugyanazt a két megoldét
hasznaltuk, mint az el6z6 fejezetben; a bedllitott paraméterek ugyanazok, kivéve, hogy most
nem adtuk meg a Jacobi-matrixot, mert a megoldas igy is nagyon gyors. Ha megkaptuk g-re
a kozelitd megoldast, akkor az f és derivéltjai is szamolhatok. A gyakorlatban is hasznédlhat6
altalanos hibabecsld formuldt nem taldltunk, de 1éteznek a gyakorlatban széles korben alkal-
mazott szabalyok, amelyek segitségével valdsziniisithetd, hogy a megoldds helyes-e vagy sem.
Két ilyen médszert vizsgaltunk. Egyrészt fenndll, hogy a hiba nagysigrendje az ay Cheby-
shev egyiitthaté abszolit értéke, mdsrészt ha {a;}Y, monoton cskkend médon tart nulldhoz,
akkor az eredmény valoszintileg jo [S]. Ehhez el6szor képeztiik a Chebyshev polinomokat a
chebpoly fiiggvénnyel (Fiiggelék 7.3.4), majd az (5.3)-beli interpolacids feladatot oldottuk

meg a keresett egyiitthatokra a chebvand (Fiiggelék 7.3.3) futattasdval.

TQ(ZL'()) T1 (ZE()) s TN(ZL’()) Qo Uo
To(z1) Ti(x1) -+ Tn(xy) | | @ _|m
T()(I‘N) Tl([L'N) s TN(I‘N) an un

Az egyenletrendszer egyiitthaté métrixa az ugynevezett Chebyshev-Vandermonde métrix.

A lehet6 legnagyobb L és N paraméterekhez tartoz6 megoldas szerepel a 4. tdblazatban.

n=20,5 n=0,7 n=20,8 n=1
(L=30,N=23) | (L=25,N=25) | (L=20,N =20) | (L=20,N = 40)
77(0) -0,468917 -0,443623 -0,441151 -0,443763
n=1,1 n=13 n=15
(L=10,N =20) | (L=6,N =20) (L=6,N =10)
17(0) -0,447283 -0,45624 -0,466919

4. tabldzat. Az f(0) értékei kiilonb6zs n esetén

A 3. dbra az f'(x) megoldasfiiggvényt mutatja.
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6. Osszefoglalis, tovabbi célok

Newtoni folyadékra a Sakiadis-feladat numerikus megoldasat tobbféle mddszerrel szamos
dolgozatban vizsgéljak [3], [11], [14]. A dolgozatban a Sakiadis-feladat altalanositdsat vizsgal-
tuk, amikor nyugvé nem-newtoni hatvanytorvény szerinti kozegben mozgé siklap feletti sebes-
ségprofil meghatarozasat tliztiik ki célul. Harom kozelitd mddszert alkalmaztunk, bemutattuk
az egyes modszerek eldnyeit és hatranyait, tovabba konkrét hibabecsl6 eljarast alkalmaztunk a
véges differencia médszerhez. A pszeudospektrdl megoldasndl az 5. fejezetben leirt hibaellen-
Orz6 szabdlyokat betartva a megoldas helyességére kaptunk ralatast. A differencia médszerrel
€s a pszeudospektrdl mddszerrel kapott eredmények j6 egyezést mutatnak és eltérnek az iterativ
transzformdacids modszerrel nyert eredményektdl.

Tovébbi célunk, hogy olyan spektral mddszert alkalmazzunk, amely a félig végtelen interval-
lumot kozvetleniil kezeli —ilyenek példdul a Laguerre, illetve raciondlis Chebyshev fiiggvények.
Ez véarhat6an kikiiszoboli azt a jelenséget, hogy n < 0.8 esetén az L szamitdsi hossz nem min-
dig elég. Az N novelése egy bizonyos hatdron til nem vélik be, mivel a differencidlmatrixok

kondiciészama fokozatosan ng; célunk tehat a matrixok prekondicionélésa.
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7. Fiiggelék

7.1.

Jelolések

Jelolés Megnevezés Meértékegység

latin betiik

U x irdnyu sebességkomponens m/s
fliggvény (4. fejezetben definidlva) -

v y irdnyu sebességkomponens m/s

K konzisztencia index Pas™

x derékszogl koordindta m
figgetlen véltozo (4. fejezetben definidlva) -

n hatvanytorvény kitevd -

Uy, siklap sebessége m/s

f hasonldsagi fiiggvény -

a, b paraméterek -

Re, helyi Reynolds-szdm -

Cp ellenéllds-tényezd -

g hasonldsagi fiiggvény (3. fejezetben definidlva) -
fliggvény (5. fejezetben definidlva) -

P szabalyoz6 paraméter -

h* numerikus paraméter -

L csonkitott intervallum hossza m

c szabdlyoz6 paraméter -

N intervallum felosztds szdma -

fi, Ui i=1,...3N + 3) | véltozék -

J Jacobi-matrix -

T, els6fajui n-edfokd Chebyshev polinom -

D Chebyshev differencidlé matrix -

f fiiggvény -

P mdsodfoku polinom -

gorog betiik

Tyx 2 normalisud sikon y irdnyban ébred6 nyiréfesziiltség | N/m?>

p stirtiség kg/m3

vy paraméter m2sn 2

W dramfiiggvény m?/s

n hasonlésagi valtozd -

a, B, v paraméterek -

Tw fal menti nyiréfesziiltség N/m?

n* hasonléségi valtozd -

A csoport paraméter -

o paraméter -

13 valtozo -
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7.2. Programok a véges differencia médszerhez

7.2.1. fundsakiadis.m

1 function [F J] = fundsakiadis (u)
2 % Gives the system of nonlinear equations and the corresponding Jacobian

for the Blasius—-problem using quasi-uniform finite difference grid

w
o\

4 N = 200; % number of intervals

s d =5; % a parameter which controls the distribution of the mapped points
6 n = 1;

7 [x,a,b,c] = QuasiUniform(N,d); % performs quasi-uniform mapping

8 a=a'; b=Db'"; ¢c=1c'; % make a column vector

9 F = zeros (3xN+3,1);

10 = 1:N;

1 = N+2:2+N+1;

= 2xN+3:3*N+2;

13 F (i) = u(i+l)-u(i)-a.x (b.*u(j+l)+c.+u(j));
(N+1) = u(l);

15 (3) = u(j+l)-u(j)-a. (b.xu(k+l) +c.*u(k));

16 F(2%N+2) = u(N+2)-1;

17 F(k) = u(k+l)-u(k)-1/(n*(n+l))*a.x (b.*u(i+l)+c.*u(i)) .* (abs ((b.*u(k+1l)+c.*u(k)))).”(2-n);
(

3xN+3) = u(2xN+2);

20 % Calculate the analytical value of the Jacobian. By passing this argument
21 % to the fsolve solver, the solver needs less computation time.

2 = zeros (3xN+3);

1:N,1:N) = diag(-ones(N,1)) + diag(ones(N-1,1),1);

N,N+1) = 1;

23
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25 1:N,N+2:2xN+1) = diag(-a.xc) + diag(-a(l:N-1).*b(1:N-1),1);
N, 2xN+2) = —a(N)xb (N);
27 N+1,1) = 1;

28 N+2:2%N+1,N+2:3xN+3) = J(1:N,1:2%«N+2);
2+xN+2,N+2) = 1;
2%xN+3:3xN+2,1:N) =

diag(=1/ (n*(n+l))*a.xc.* (abs ((b.*u(2+N+4:3xN+3)+c.+u (2+N+3:3%«N+2)))) ...

J

J

J

J
26 J
J

J
29 J
J

(
(
(
(
(
(
(
(

30

31 .M (2-n))+diag(-1/(n* (n+l))*a(1:N-1) .xb (1:N-1) . (abs ((b(1:N-1) .xu (2+N+4:3%«N+2)+. ..

32 C(l:N-1).%xu(2*N+3:3%N+1))))."(2-n),1);

33 J(3*N+2,N+1) = -1/ (n*(n+l))*a(N)xb(N)«* (abs ( (b (N)*u(3+«N+3)+c (N)*u(3*N+2))))."(2-n);

34 J(2*N+3:3%N+2,2«N+3:3%«N+2) = diag(-1-1/(n*(n+l))*a.*+c.* (b.*xu(2:N+1)+c.»u(l:N))«(2-n) ...

35 .x (abs ((b.*u (24N+4:3xN+3) +c.xu (2*N+3:3%«N+2)))) .~ (1-n) .xsign((b.*u(2+xN+4:3xN+3) +. ..

36 C.*xU(24N+3:3%xN+2))))+diag(l-1/(nx (n+l))*a(l:N-1) .xb(1:N-1) .+« (b (1:N-1) .+ u(2:N)+...

37 c(l:N-1).xu(l:N-1))=*(2-n).*(abs((b(1:N-1).xu(2+*N+4:3%N+2)+c(1:N-1) .xu(2+«N+3:3*N+1)))) ...
38 A (1-n) cxsign((b(1:N-1) .*%u(24N+4:3%N+2)+c (1:N-1) .xu (2«N+3:3%N+1))),1);

39 J(3*N+2,3%N+3) =

1-1/(nx (n+1)) *a (N) xb (N) x (b (N) xu (N+1) +c (N) *u (N) ) * (2-n) . » (abs (b (N) u (3*«N+3) +. ..
40 c(N)*xu(3%N+2))) .~ (1-n) .xsign ( (b (N)+u (3*N+3)+c (N) «u (3*xN+2))) ;
41 J(3*N+3,2+N+2) = 1;

42 end
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7.2.2. QuasiUniform.m

1 function [x,a,b,c] = QuasiUniform(N,d)
2 % Set up a quasi-uniform grid for a semi-infinite interval.
3 % The grid produced is applicable for solving differential equations with

4 % the finite difference method (FDM) on a semi-infinite interval.

w
o

Code is written according to the article:

R. Fazio: Finite difference schemes on quasi-uniform grids for BVPs

=N
o

on infinite intervals, 2011.

)
ol

3
o

1o for alpha = 0:1/4:3/4

11 n = 0:N-1;

12 xi = (n+alpha) /N;

13 if alpha==

14 x = —-dxlog(l-xi); x = [x Inf];

15 elseif alpha==1/4

16 xx = —-dxlog(l-xi); xx = [xx Inf];

17 elseif alpha==1/2

18 xxx = —dxlog(l-xi); xxx = [xxx Inf];

19 elseif alpha==3/4

20 xxxx = —dxlog(l-xi); xxxx = [xxxx Inf];
21 end

2 end

23 1 = 1:N;

24 a = 2% (xxxx(1)-xx(1));

35 b = (xxx(1)-x(i))./(x(i+1)-x(1)); b(N) = b(N-1);
26 C = (x(i+1)-xxx(1))./(x(i+1)-x(1)); c(N) = c(N-1);

7.23. Iteration.m

1 N = 200;

2 ul0 = (1:(N+1)=3)"';

3 matlabpool ('open');

4 options=optimset ('Display', 'iter', 'MaxIter',Inf, 'MaxFunEvals',Inf,

5 'Algorithm', 'levenberg-marquardt', 'UseParallel', 'always', 'Jacobian', 'on');
6 tic, [u fval] = fsolve(@fundsakiadis,ul,options); toc

7 str = sprintf('f"(0)= $.6f',min(u)); disp(str);

7.24. VisualizingResults.m

1 N = 200;

2 d = 5;

3 [x,a,b,c] = QuasiUniform(N,d);

4 U = [u(l:length(u)/3) u(length(u)/3+1l:1length(u)/3%2) u(length(u)*2/3+1l:end)];

s figure; plot(x,U,'-0");
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7.2.5. SakiadisRichardson.m

1 N = 100;

2 ul00 = [ul00(2:N+1); ul00(N+3:2xN+1); ul00(2+*N+3:end)];
3 N = 200;

4 u200 = [u200(2:N+1); u200(N+3:2xN+1); u200 (2+«N+3:end)];
5 u200_red = u200(2:2:end);

6 R = (u200_red-ul00)/3;

7 R = norm(R, Inf);

7.3. Programok a pszeudospektral médszerhez

7.3.1. cheb.m

1 function [D,x] = cheb (N)

2 x = cos(pix (0:N)/N)"';

3 ¢ = [2; ones(N-1,1); 2].%(-1).7(0:N)"';
4 X = repmat (x,1,N+1);

5 dX = X-X';
(cx(1./c) ") ./ (dX+ (eye (N+1)));

7 D =D - diag(sum(D'));

o
I

7.3.2. sakcheb.m

1 function DD = sakcheb (g)

2 global n L N;

3 a=-L/8; b= 1L/4; c = 3/8+L;

4 [D,x] = cheb(N);

5 DD = 8/L"3* (6xaxDxg+diag (6rxaxx+3xb) *D"2xg+diag (a*x.”"2+b*x+c) *D"3%g) -

6 1/ (nx (n+1)) % (4/L"2) ~ (2-n) *diag (a*x. " 2+b*x+c) *g .=

7 (abs (2xaxg+diag (4d*xaxx+2+b) xDxgtdiag (axx."2+bxx+c) *xD"2xqg)) . (2-n) ;
g8 DD(1) = D(1,:)*g;

9 DD(end) = g(end)-1;

10 end

7.3.3. chebvand.m

1 function TV = chebvand (n)
2 [—,x] = cheb(n);

3 T = chebpoly(n);

4 TV(length(x),n+l) = 0;

5 for k = 1l:n+l

6 TV (:,k) = polyval(T{k},x);
7 end
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7.3.4. chebpoly.m

1 function C = chebpoly (n)
2 % C = CHEBPOLY (N) returns Chebyshev polynomials of the first kind from

3 % degree 0 to n

5 C = cell(n+l,1); % using cell array because of the different matrix sizes
6 C{l} = 1; $ T_0=1

7 C{2} = [1 01; $ T_1 =x

s for k = 3:n+l % T_n = 2xXT_n-1 - T_n-2

9 C{k} = [2xC{k-1} 0] - [0 O C{k-2}1;

10 end

7.3.5. SakiadisCheb.m

1 global n L N;

2 n = 1;

3 L = 10;

4 N = 40;

5 [D,x] = cheb(N); a = -L/8; b = L/4; c = 3/8xL;

6 options=optimset ('Display','iter', 'MaxIter',Inf, 'MaxFunEvals',Inf,

7 'Algorithm', 'levenberg-marquardt', 'UseParallel', 'always', 'Jacobian', 'off'");
8 tic, [g funval] = fsolve (@sakcheb,x,options); toc;

9 gprime = Dxg;

10 g2prime = D"2xg;

1 f = (axx.”"2+bxx+c) .x*g;

12 fprime = 2/Lx ((2%xaxx+b) .*g + (a*x.”"2+b*x+c) .*xgprime);

13 f2prime = 4/L"2% (2xaxg+ (d*xaxx+2xb) . xgprime+ (a*x. 2+b*x+c) . *g2prime) ;
14 xi = L/2*(x+1);

15 plot(xi,f,'-o',xi, fprime, '-0',x1i, f2prime,’

—o");

16 str = sprintf('f"(0)= %.6f', f2prime(end)); disp(str);
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