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Mechanikai problémak megoldasa matematikai modszereck megfeleltetésével szamitogépes kornyezetben

Mechanikai problémak megoldasa matematikai modszerek
megfeleltetésével szamitogépes kornyezetben

Vadasz Miklés Daniel
Obudai Egyetem
Bénki Donat Gépész ¢és Biztonsagtechnikai Mérnoki Kar, BSc./ II. évfolyam
Konzulens: Dr. Gonda Viktor, egyetemi docens

Egyes mechanikai problémak szamitogépes megoldasahoz érdemes a megoldast
menetét a manualis megoldas leforditasa helyett gy megfogalmazni, hogy egy alkalmas
matematikai modszert illesztiink a gépi szdmolas lehetéségéhez. A dolgozat elkészitése
soran f6 feladat a kivalasztott mechanika feladatcsoport megoldasa sordn hasznalt
matematikai — numerikus — moddszerek szamitogépes kornyezetben torténd bizonyos
megfeleltetése, valamint az egzakt megoldasok mérnoki pontossagl kozelitése. Fontosnak
tartottam, hogy a felhasznalt matematikai mddszerek elméleteinek alapjai szintén a
dolgozat targyalt témai kozott foglaljanak helyet. A modszerek a teljesség igénye nélkiil
keriiltek kozlésre, szigoruan szem eldtt tartva az elméleteknek specidlisan az adott
probléma soran torténd alkalmazasat, alkalmazhatosaganak feltételeit.

A kivalasztott mechanikai problémak a szilardsagtan és a lengéstan témakoreibe
tartoznak: keresztmetszeti jellemzOk meghatarozasa, fesziiltség- és alakvaltozas szdmitésa,
az altalanos Hooke torvény, egyenértékiiség, méretezés/ellendrzés, kihajlas, harmonikus-,
csillapitott- és gerjesztett lengdmozgas. Matematikai szempontbol a témavalasztas soran
rendre az integral- és differencial-szamitas; linearis algebra, azon beliil is a sajatérték-
szamitas; illetve a numerikus-sorok teriiletérdl keriilt kivalasztisra egy-egy modszer a
mechanikai problémak megolddsara. Minden egyes fejezet végén feladatmegoldas
talalhato, a targyalt elmélet alkalmazdsdnak bemutatdsa végett. Esettanulmanyok a gépi
megoldasok cimili fejezet keretén beliil foglalnak helyet, itt keriilnek bemutatasra a
Microsoft Excel kornyezetben megirt programok.

A tablazatkezeld rendkiviil jo lehetdséget biztositott egy tetszdleges sikbeli
keresztmetszet jellemzdinek meghatarozasahoz, illetve grafikus abrazoldsahoz.
Kiemelendd, a felmeriilo sikbeli feladatok latvanyos reprezentdlasat is. Néhany feladat
megoldéasakor (pl. sajatérték-feladatok) az ismertetett megoldas soran felhasznalt elmélet
keriilt el6térbe a szamitogépes kornyezettel szemben.
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Bevezetés

Egyes mechanikai problémék szamitogépes megoldasahoz érdemes a megoldast
menetét a manualis megoldés leforditasa helyett gy megfogalmazni, hogy egy alkalmas
matematikai modszert illesztiink a gépi szamolés lehetdségéhez. A dolgozat elkészitése
soran f0 feladat a kivalasztott mechanika feladatcsoport megoldéasa soran hasznalt
matematikai — numerikus — médszerek szamitogépes kornyezetben torténd bizonyos
megfeleltetése, valamint az egzakt megoldasok mérndki pontossagt kozelitése. Fontosnak
tartottam, hogy a felhasznalt matematikai modszerek elméleteinek alapjai szintén a
dolgozat targyalt témai kozott foglaljanak helyet. A modszerek a teljesség igénye nélkiil
kertiltek kozlésre, szigorian szem el6tt tartva az elméleteknek specidlisan az adott
probléma soran torténd alkalmazasat, alkalmazhatésaganak feltételeit.

A kivélasztott mechanikai problémék a szilardsdgtan és a lengéstan témakoreibe
tartoznak: keresztmetszeti jellemzOk meghatarozasa, fesziiltség- és alakvaltozas szamitasa,
az altalanos Hooke torvény, egyenértékiiség, méretezés/ellendrzés, kihajlas, harmonikus-,
csillapitott- és gerjesztett lengdmozgas. Matematikai szempontbol a témavalasztds soran
rendre az integral- és differencidl-szdmités; linearis algebra, azon beliil is a sajatérték-
szamitas; illetve a numerikus-sorok teriiletérdl keriilt kivalasztasra egy-egy moddszer a
mechanikai problémak megoldasara. Minden egyes fejezet végén feladatmegoldas
talalhato, a targyalt elmélet alkalmazasdnak bemutatasa végett. Esettanulmdnyok a gépi
megoldasok cimii fejezet keretén beliil foglalnak helyet, itt keriilnek bemutatdsra a
Microsoft Excel kornyezetben megirt programok.

A tablazatkezeld rendkiviil jO lehetOséget biztositott egy tetszdleges sikbeli
keresztmetszet jellemzdinek meghatarozasdhoz, illetve grafikus é&brazolasahoz.
Kiemelendd, a felmeriilé sikbeli feladatok latvanyos reprezentdldsat is. Néhany feladat
megoldasakor (pl. sajatérték-feladatok) az ismertetett megoldas soran felhasznalt elmélet
keriilt el6térbe a szamitogépes kornyezettel szemben.
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Célkitizések
1. Mechanikai problémak kivalasztasa
2. Vonatkoz6 matematikai modszerek vizsgalata
3. Példa a matematikai modszer hasznalatara a feladatmegoldashoz
4. Példak gépi megoldasokra

A dolgozatban eldkertiilé problémak és azok megoldasait bemutaté modszerek :

Mechanikai problémak

Matematikai problémak

Keresztmetszeti és térfogati jellemzok
szamitasa

Integral szamitas

Fofesziiltségek meghatarozasa

Sajatérték-feladat

Elmozdulas szamitas

Numerikus-sor

Egyszabadsagfoku lengérendszer

Differencial-egyenlet kozelité megoldasa

Mechanikai probléma

Gépi megoldas

Keresztmetszeti jellemzOk meghatarozasa

Keresztmetszeti jellemzOk szamitdsa
kozelito eljarassal

Méretezés

Méretezés adatbazis felhasznalasaval

Egyszabasagfoku lengérendszer

Lengés idObeni lefolyasanak meghatarozasa
numerikus modszerrel
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A dolgozat felépitése

Elméleti targyalas: A felvazolt mechanikai probléma elméleti hatterének altalanos,
tovabbd a megolddsahoz hozzarendelt matematikai moddszer elméleti hatterének
levezetése és gyakorlati alkalmazasanak modelljét alkotdé példa feladatok analitikus
modon torténd megoldéasa és ismertetése.

Gyakorlati megvalositas: Az elméleti Uton targyalt problémdk Aatiiltetése
szamitogépes kornyezetbe , az egyes analitikus formuldk numerikus modszerrel torténd
kikiiszobolésének ismertetése. A mechanikai probléma megoldasahoz irt programok
miuikodésének részletes leirasa, esetleges funkciobeli bovités lehetdségének ismertetése,
tovabba az elsajatitott modszerek reprezentdlasa a programok felhasznéalasaval

gyakorlati példadkon keresztiil.
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Mechanikai feladatok és matematikai modszerek

Keresztmetszeti és térfogati jellemzok

Gyakran eléforduld feladat tetszdleges sikbeli alakzatok tomegkdzéppontjainak
meghatarozdsa. Az adott probléma megoldasara jellegétol fiiggden tobbféle megoldasi
modszert is alkalmazhatunk.

Teriilet szdmitisa egyszeres integral alkalmazisaval

Legyen adott Descartes-féle derékszogii koordinata rendszer, melyen * jeldlje a
. 2
vizszintes, y pedig a fliggdleges tengelyt. Legyen adott flx)=x fiiggvény az Y -sikon ,

xeR 0,5]

¢s hatdrozzuk meg a fiiggvény integraljat a [ intervallumban.

5
{xdeZ%'[fEZ%

3

Geometriailag vizsgalva a kapott érték a fiiggvény gorbéje és az x tengely altal hatarolt

sikrész teriiletét adja. A Newton-Leibniz formula értelmében jelolje @ az |a.b]

intervallum egy felosztasat,Ekkor :

Flb)=Fla)=2_ (F[x;)]~F(x_,)

i=1

5

,ahol Yia felosztas osztopontja ,izl’z""’” Alkalmazzuk ' -re és az [xi—l’xll

intervallumokra a Lagrange -féle kdzépértéktételt,igy a kovetkezé megallapitasra jutunk

e A St Flxg)=Fla]

3¢ (xi ~1% ) ,felhasznalva,hogy €s

F(x,|=F (b]

,tovabba

adodik

n

n

F(b,)—F(a): f(éi)(xi_xifl)

1
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Az egyenlet jobb oldalan all6 tag értelmezése soran észrevehetjiik,hogy a kifejezés /" -nek
¢ felosztashoz tartozd egyik kozelit6 Osszege. Ha egy végteleniil finomodo
b

Flb)-Fla)=]f

felosztassorozaton futtatjuk végig ¥ -t hataratmenettel @ adodik.

Sokszor eldforduld feladat sikidomok tomegkdzéppontjdnak meghatarozasa
.Dolgozzunk jelen esetben is Descartes-féle derékszogli koordinata rendszerben.
Egy tetszdleges sikidom teljes mértékben megadhato ,jelen esetben legyen adott i</ 1x)

g V22 fliggvény paros. Tudjuk ,hogy v ()= (x)2 0igy )=, x) egyenletet

megoldva megkapjuk Y1 gs *2 értékeket ,melyek rendre az integralas als6 ¢és felso
hatéarai.

T 7.7, )

A keresett sikrész igy meghatarozand6 teriiletét ,0sszefiiggéssel

. 1
[Fz (X) F, (X)LZ kifejezéshez jutunk.

X

szdmoljuk. Az integralas tulajdonséagait felhasznalva

Sikidomok statikai nyomatéka és tomegkozéppontja

Az elézéekben mar lattuk miként hatarozhatjuk meg az ' sikon tetszélegesen

felvett sikidom teriiletét. Kovetkezésképpen szamitsuk ki 7 1) g /1) gorbék altal

* majd ¥ tengelyekre. Az integralast a tartomany

fj=f ydx

- tengelyre: T+

hatarolt tartomdny nyomatékat az

egészére ki kell terjeszteni. El6szor szamitsuk az

h

ff:fxdy

,hasonloképpen az V' -tengelyre 7v 7

Eszrevehetd ,hogy a mennyiségeket elosztva a tartomény teriiletével megkapjuk a sikidom
tomegkozéppontjainak koordinatait. Rendre:

f ydx f xdy
T, T,
Xs= x, Y= h2
f dx f dy
X ,illetve hy

Szabalyos alakzatok ,illetve konnyen meghatarozhat6 tartomanyok esetén szamolhatunk
Z A;x; Z Ay,

2.4 és 2.4, kifejezésekkel.

X
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Nézziink egy példat az elhangzottakra. Legyen adva Tlxy) tartomany. Hatarozzuk meg a
tartomany altal hatarolt sikidom sulypontjat.

I, I8 !
X S5e 20e Xy:58'4008+20€'400€=12,56
* 400
Y 20e 10e :206'4006+106‘400€ —15¢
* 40067
T 10e-40 e=400 > 20e-20 e=400 ¢ T=400 &> +400 e*= 800 &

Megoldas kettos integrallal négyszdgtartomany esetén

2
Legyen I =R korlatos,és Gsszefiiggd ponthalmaz T _t mérhetének nevezziik,ha
Tt tartalmazé sokszdgek teriiletének also hatara megegyezik a r

sokszdgek teriiletének felsé hataraval. Ezt a kozos hatart 7 teriiletének (mértékének)
7 T

altal tartalmazott

—vel jeldljiik. Legyen az /7R kétvaltozos fiiggvény korlatos a

tartomanyon,s jeldlje i <Mi ) /" értékeinek also(felsO) hatarat a net halmazon. Az /

i milu(Ti)

tartomanyon integralhatonak nevezziikk ,ha =1 és

nevezzik, és 4

figgvényt ekkor T

Z M. u (T )
1 1
i=1 Osszegek hatarértéke barmely minden hataron tul finomodo felosztas esetén

1étezik és egyenld. Ezt a kozos hatarértéket nevezziik I T _re vett ketts integraljanak.

[ r=JJ flxy)dxdy

:[(x,y)|anSb,cSysd} ,haf T

Négyszogtartomanyrol beszeliink,ha r
b

y=Jflxyldxyelcd]
-tartomanyon n és 1étezik az a fliggvény , igy :

integralhato a

0= e oo

c a a c

Négyszogtartomany esetén ,tehat az integralas sorrendje felcserélheto.
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A Kkettds integral transzformdcidja

A kettds integral transzformdcidja az egyvaltozos filiggvények integralasakor
megismert helyettesitéses integral modszerének altalanositdsa. A valtozok transzformacidja
sok esetben megkonnyiti az integralast elvégzését,illetve megoldhatova valnak azon
esetekben ,ahol transzformacié nélkiil nem lehetne megoldhat6 a probléma.

, o - ,
Haaz X:(vox(wy) e yiluvi=yluy) ,ahol uv)erer figgvények az v sik
tartoméanyat kolcsondsen egyértelmiien leképezik az Y  sik 7 tartoméanyara ,és
folytonosan differencialhatoak és I T revett integralja 1étezik.

ox Ox
5y) @(X,y):|8u 6v|
— owy) Olu, 0 0
£ff(x,y)dxdy J;ff(x(uv)y(uvm p (u’v)|dudv o (u v) ﬁ % |

transzformacié determinansa,az ugynevezett Jacobi determinans. Polartranszformacio
esetén a leképezés az origd kivételével kdlcsondsen egyértelml.

X=r-Ccos ¢
b

y=r-sin ¢

M

helyettesitéseket alkalmazva a determinéns:

olr.¢)

dlxy) |cos¢ —rsin¢|:
sing  rcos¢

rcos® ¢ +rsin’¢ =r(sin2¢ +cos’ ¢ )Zr

A kettds integral lehetséges fizikai alkalmazasai koziil emlitsiik els6ként a siklemez
tomegkozéppontjanak meghatarozasat. Ahogyan az egyszeres integral témakorénél,most is

helyezziink el egy lemezt az * sikban. Jelolje 7 a lemez altal lefedett tartomanyt. Ha a

lemez siiriiségét a e:lxyloelxy) (xyler fiiggvénnyel hatdrozzuk meg ,akkor
tomegkdzéppontjanak koordinatai :

JJ x o Lxy dxdy ([ vo(xy)dxdy
r T
X, = y,=
.” 0 lx.y dxdy ff o [x,y|dxdy
r , illetve T ,ahol a szamlalo rendre a siklemez

-és * tengelyre vett statikai nyomatéka, a nevez0 pedig a lemez tomege.
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Ha a lemez homogén, azaz strlisége konstansnak tekinthetd , ¢ kiemelhet6 az integraljel

T -vel egyezik meg.

elé ,egyszertisitést kovetden a nevezd T teriiletével “!

Amennyiben ' és * értékeket masodik hatvanyaira emeljiik ,el6allitjuk rendre a lemez

* és ¥ tengelyekre vett masodrendii nyomatékat.

0.=[[ y*o [xy)dxdy
T

2

@y = ff x> 0 (x,y)dxdy
T

b

Hasonloképpen a “ tengelyre (origora) vett masodrendii nyomaték :

0,= ff (x2 +y? ) o x.y)dxdy=6 0,
T

Nézziink egy példat az elhangzottakra!

{ 22 2, 2
Hatarozzuk meg az [yl =x*=)?) fliggvény integraljat az X 7" =1 egységsugart

korre.
T:{(x,y)ERz}—ISxSI,—mﬁyﬁm ,

1 \"{l*xz)
fff(T)dA=f f \/(l—xz—yz)dy dx
T 1—x

. . RN Tl —x2 oy
igy az integralando kifejezés: ) ,attérve

polarkoordinata rendszerre a kifejezés kiszamitasanak nehézsége jelentdsen lecsokken.

7={lprleR?|0=p=2m 0= r=1]

Vi-x?—y?)=A[1-1?)

b

,igy az integralando kifejezés :
1

J (fﬁd) ar=J ol 1=} = 2alr 1=l ] (1=

0 0
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Nézziink egy példat most stilypontszamitasra is.

2 2 2 2
Hatarozzuk meg a X 1ty 1z =R O0=x=RO=y=R.0=z=R  coven]stlenségekkel
leirt ,allando stirtiségii nyolcadgémb stulypontjanak koordinatait. A test tdmege :
14

1
M=—=1R’o=—nR’
g3t eT g™t @

Az M= statikai nyomaték kiszamitdsdhoz hasznaljuk fel rendre az alabbi
helyettesitéseket,

x=rsin 4 cosg
5

y=rsing sin ¢
3

z=rcos$
b

gombi koordinata transzformaciot. Az integralés tartomanyai igy a kovetkezoképpen
moddosulnak:

T o<n<

0<r<R,0<9 < us
2 2

2 .
,tovabba a Jacobi-determinans abszolut értéke 7 S 3

(rsin 9 cos p)(r?sin 9 |dr |{d9 (dp

© Sy V[N
o =

3
M =[] xodv=0 |
v 0

1-2
cos go% do |de

O Sy V[N
O =y 0y

7'4 5 .2 R4
7| sin 9 cospd 9 |dp=39 T

O Sy V[N

R 1, sin29 [ Rz} R
QT{cosgo[ES — ﬁdgpg TZ{ cosgodgo—gng

4

Mxy :MyZ :MXZ = R_ EQ
A test szimmetridjat figyelembe véve megallapithatjuk 16

3
xS :yS :ZS = g R
Kovetkezésképpen a test sulypontja :

Tehetetlenségi nyomaték szamitasa

Tudomanyos Diakkori Dolgozat



Mechanikai problémak megoldasa matematikai modszereck megfeleltetésével szamitogépes kornyezetben

Legyen egy " tomegii test a derékszogli koordinata rendszerben gy elhelyezve ,hogy
tomegkdzéppontja az origdba essen. Hatarozzuk meg ekkor a test tetszdleges ,de

tomegkozéppontjan atmend tengelyre vonatkozé & tehetetlenségi nyomatékat.

Kiindulasképpen tekintsiik a test térfogatanak azon Vi VoV, felosztasat amely barmely

V.ii=1,2,... , v . , , . y s , . .
/1 ) esetén a strtiség kozel allandonak tekinthetd ,és a térfogat minden pontja

kozelitdleg azonos tavolsagra van a szoban forgo tengelytdl.

Harmas integral alkalmazasa esetén a tehetetlenségi nyomaték szamitasa analog médon
végezhetd el a kétszeres integral alkalmazasanal targyaltakkal. Tehat ha a szoban forgd

tengely az % tengelyek a tehetetlenségi nyomaték rendre :

0= [[[ (y?+2*)o (x.y.z)dxdyd,
0,= ﬂ:[ (xz +22)Q (x,y,2) dxdydz,

6.= fﬂ (xz +y? ) 0 (x,y,z)dxdydz,

Fontos megemliteni,ha a tengely a fétengellyel rendre ap.y szOget zar be akkor a

_ 2 2 2
tehetetlenségi nyomaték erre a tengelyre: ©=0cos" a+6,cos” f+6,cosy

Anal6g modon , amennyiben a test homogén tomeg eloszlasu ,a stirliség kiemelhetd az
integral jel elé, egyszeriisitést alkalmazhatunk.

R sugart , ¢ slrliségii gomb tehetetlenségi nyomatékat a “ tengelyre.

O.=p fff (xz +y? )dxdydz
Mint az eldbb levezettiik v

Hatarozzuk meg az

A feladatot gdmbi koordinata-transzformdacio6 alkalmazéasaval oldjuk meg.
x=rsin g cosg
y=rsing sin ¢

z=rcos$
b

a hatarok a kovetkez8képpen alakulnak ; 0=¢ =27 0=9 =m 0=r=R

(a Jacobi-determinans szamitdsa kordbban részletezésre kertiilt,ezért erre most nem tériink
ki)

. . r 7 r r 2 o . ” r 4 .. ”
A Jacobi-determinans abszolut értéke 7 SN ¥ illetéleg a transzformaciot kovetden

2, 2_ 2.2
x“+y =r"sin” 4

b
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|

T | R

3
0.=o [ [ |[ [Fsin*9+?sin 8 |dg |dr (a9 = [ |[ r*sin®9 [w]ﬁ“dr)dél
010(0

Obaﬁl
O'—;w

T 5 R
219 f[r—LSin39d9

> 5 5 3 ks
ﬂfsmmdgzzn%l{f(l—coszs)singdg =2"%R[—cos9 *#L
0 0

2nQR4[1_l ll: 29 R’ 4

+1—
- 5 37 3] 5 3

m:inRjg e zngZ

A gdmb tomege ismert 3 ,ezért >
Ebbdl kovetkezden a gdmb barmely tomegkdzépponton dthalado tengelyére vett
@:2 mR? cos® a+ %mchos2ﬁ+ %mR2 cos’ y:% mR?

tehetetlenségi nyomatéka:
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Fofesziiltségek szamitasa

Sajatérték-feladatok

crcr

Az " -edrendii A:[aik } métrix az 7 vektortér egy linearis transzformaciojat adja

meg,amely a x=[x1’x2 - .x”] targyvektorhoz a =% képvektort rendeli. A gyakorlatban

fontosak azok a vektorok amelyekre fenn all Ax=7x ,vagyis iranyuk a transzformacio
soran nem valtozik meg. / tetszdleges szamot jelol.

A

Ezeket a vektorokat a transzformacio, illetve A matrix sajatvektorainak , a * szdmokat az

A" matrix sajatértékeinek nevezziik. Megjegyezend6 ha egy * sajatvektor , akkor

tetszOleges “ -szorosa (* valds szamot jeldl) is sajatvektor,amely ugyanazon 4
sajatértékhez tartozik.

A sajatvektorok meghatarozasahoz oldjuk meg a (AE—A)x=0
kifejezés az alabbi homogén egyenletrendszerrel egyezik meg :

,matrixegyenletet. A

(i—a“)xl—anx—...—alnxnzo
b
—a, X, +(}v—a22)x2—...—a2nxn:0
2
_anlxl_anZ x2_ +(/L_ann)xn_0

Az egyenletrendszernek akkor van trividlistol kiilonb6z6 megoldasa,ha determinansa zérus.

A—a,, —ap,... —ay,
| —a,, A—a,,. —a, |=|AE—A[|=0
B an[ B anZ tee A= ann

3

ezt a determinanst < karakterisztikus determinansanak nevezziik kifejtve egy " -ed foku
polinomot, az ugynevezett karakterisztikus polinomot kapjuk meg. A [AE—A|=0
egyenletet az < matrix karakterisztikus egyenletének nevezziik , gyokei a sajatértékek.
Bebizonyithatd ,hogy a komplex szdmok felett értelmezett vektortérben minden linearis
transzformacionak van sajatértéke. Valos szamok felett értelmezett vektortérben ezen
kijelentés nem altalanosithat6,mivel egyaltalan nem biztos ,hogy van valés gyoke a
karakterisztikus egyenletnek. Az azonban megfigyelhetd ,hogy a szimmetrikus és
hermetikus matrixok valamennyi sajatértéke valos. E=A] Determinans kifejtésével
kapott karakterisztikus polinom kozvetleniil is felirhato:

}LE_A|:}»"+(—1)dli”il-F(—1)2d21’172+...-’-(—1)”71d

d =1,2,..., —1 .,
wlm n—1) az ‘1 determinans

n_li+(_1)'7|’4|

, ahol

" -ed rendl atlds aldeterminansainak az 6sszegét

jeloli.
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" _ed rend atlds aldeterminansnak nevezziik az aldeterminanst ,amelynek m szamu sorat
¢s oszlopat ugy valasztottuk ki,hogy a féatlojaba keriilé elemek eredetileg a
determindnsban is a f64tl6 elemei voltak.

Minden egyes sajatértékhez rendelhetd sajatvektor ,amelyek koordinatait megkapjuk,ha a

kiszamitott * értéket a homogén lineéris egyenletrendszerbe visszahelyettesitve
megoldjuk az egyenletet.

3 2 1
7 8 —1
—4 —4

Hatdrozzuk meg a matrixszal adott linearis transzformacio sajatértékeit.

A karakterisztikus egyenlet a karakterisztikus determindnsbol :

-3 =2 1
JE-A|l=| -7 )-8 1 |=(4=-3)(A-8])(A—3)-8—28—4(1—8)—14(1—3)—4(1-3)
4 4 1-3

2P H14224350—-22=0 ,

A karakterisztikus egyenletet felirhatjuk oly modon is ,ha kiszdmoljuk rendre d, dy 4]

determinansok értékeit.

Hasonlitsuk 6ssze az igy kapott eredményt is.
d,=3+8+3=14

b

3 2,,3 —1,,8 -1

d,= =10+5+20=35

2I7 SLH_4 3|H_4 3| |
3 2 -1

Al=|7 8 —1|=72+8428—(32+42+12)=22
—4 -4 3

3 2
Ezen értékekkel a karakterisztikus egyenlet: 4 T1447+354-22=0 | vagyis ugyanazon
eredményre jutottunk.

A harmadfokl egyenlet gyodkeinek szdmitadsdhoz jelen felhasznéltuk a wolframalpha
programot:

A =1
=2
A=11

észrevehetd ,hogy =1 gyoktényezdvel leosztva (ekkor 4 =1 ) az egyenlet masodfoku
egyenletté redukalhat,melyet megoldva megkapjuk a masik két hianyz6 gyokot.
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A kovetkezokben nézziik meg miként alkalmazhatd az elébb emlitett algoritmus
fofesziiltségek meghatarozasara. Ehhez el6szor azonban definidljuk néhany fogalmat.

Vegyiik jelen esetben az &bran lathaté rudat, melyet © ponton at vagjuk el a

tomegkozépvonalaval ¢ szOget bezardan. A kisérleti eredményekbdl kovetkezéen a
vizsgalt feliilet mentén is allandd irdnyu és egyenletes eloszlast a fesziiltségeloszlas. A
belsé erérendszer ereddje rudtengely iranyu kell ,hogy legyen mivel masként nem
teljesiilnének az egyensulyi egyenletek.

A felilleten megoszlo belsé erérendszer intenzitasat fesziiltségnek nevezzik és 7~
fesziiltségvektorral adjuk meg.
L AF,_dF,
=lim —=—-
Pn= ity 4 dd

9

A fesziiltségvektort a test egy © pontjahoz és a % feliiletelem ”

rendeljiik hozza.

normal-irdnydhoz

n,m

A fesziiltségvektor felbonthato az & jobbsodrasu lokalis koordinata-rendszerben

o n , . ’ r .: s p T M ’ r . 7
7" normalfesziiltségre és a keresztmetszet sikjaba es 7 csusztatdfesziiltségre.

A csusztatofesziiltség elsdé indexe a feliilet normalisat, masodik indexe csusztatofesziiltség
iranyat jeloli. Megjegyezendd,hogy tetszOlegesen sok lokalis koordinata-rendszert
jelolhetiink ki , ezen tény miatt a globalis és lokalis rendszerben szamolt értékek eltéréek
lehetnek.

Egytengelylinek nevezziik a fesziiltség allapotot, ha az adott P ponton atmend tetszoleges
iranyhoz tartoz6 fesziiltségvektorok mind egy tengellyel parhuzamosak. A
gondolatmenetet kiterjesztve definialhatunk tobbtengelyti fesziiltségallapotokat . Ezekre
késObb még visszatériink.

A fesziiltségallapotot abrazolhatjuk a fesziiltségi Mohr-kérrel, melye *” ponton 4tmené

oO—7

valamennyi iranyhoz rendelt fesziiltségvektorok koordinatai hataroznak meg a sikon.

4y

A=
Eszerint az abran elvagott radfeliilet : cosd A Pu fesziiltségvektor nagysaga igy az
egyenletes eloszlas miatt:

rF_F
=—=—"C0S¢@ =0 COS
pl= g = cos9 =ocosd

nmk egyséavektorokkal jeldlt lokalis koordinata-rendszerben

O'n:|pn|COS¢ ; Tnm:|pn|Sin¢

>

majd ezt visszahelyettesitve:

|p”|:§=A£cos¢ =0 cos ¢
0 -be ,

=0 sin¢ cos¢

b

_ 2
0,=0C0S" ¢, T

nm
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o
cos ¢ =4|— .
7 majd ezt visszahelyettesitve a

A
nm o o
b

mindkét oldalt négyzetre emelve és rendezve az alabbi kifejezéshez jutunk:

az els6 0sszefliggésbdl adoddan
Osszefliggésbe:

2 2
Tym =0,0— 0y,

a kifejezés nem mas ,mint egy kor egyenlete,melyet fesziiltségi Mohr-kornek neveziink.

Térbeli fesziiltségallapot

Térbeli fesziiltségallapot esetén a vizsgalt © ponton at harom olyan metsz3sik

. . , n. N 1z ’
Pri fesziiltségvektor a sik 7 normalisaval parhuzamos,azaz a

fektethetd ,amelyeken a
fesziiltségvektor az " vektortol csupan i skalris szorzoban tér el:

p=F-n=on

Azokat az "' vektorokat melyekre teljesiil az alabbi egyenldség F fesziiltségtenzor

sajatvektorainak ,a hozza tartozo 7 skalaris szorzokat sajatértékeinek,magat a problémat
sajatértek-feladatnak nevezziik. Megoldasakor a mar kordbban ismertetett modszerbdl
indulhatunk ki.

A fesziiltséghez tartozo irdnyokat a fesziiltségi allapot fOiranyainak, a féiranyokkal
parhuzamos tengelyeket a © ponthoz tartozo fesziiltségi ftengelyeknek, a féiranyokra

merdleges sikokat fofesziiltségi sikoknak nevezziik. A fesziiltségi foiranyok egymasra
kolcsondsen merdlegesek.

A zérusra redukalt egyenletbol i _t kiemelve :
F~ni—a-ni:(F—0'E)~ni=O
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A feladatnak akkor lehet trivialisto] kiilonboz6 megoldésa,ha determinansa zérus. Igy a
karakterisztikus determinans a kovetkezo :

Xz vz

3 2 _
Kifejtését kovetden a karakterisztikus —egyenlet: ;= F 07 tF 0= Fpy=0

,ahol
F. F, F w1, L. . . . o w1
ot g fesziiltségtenzor skaldr invariansai. Megjegyezendd ,hogy a fesziiltség

allapot fofesziiltségei fliggetlenek attél ,hogy milyen koordindta-rendszerben lettek
meghatarozva. Mivel a fofesziiltségek a harmadfoku karakterisztikus egyenlet gyokei ,igy

az egyenletben szerepld egyiitthatok sem fiiggnek az alapul vett koordinata-rendszertdl

F,F,.F

,ezért nevezzilkk a =~ - egyiitthatokat a fesziiltségi tenzor invariansainak.

A kovetkezokben nézziik meg milyen modszerek alkalmazhatoak a karakterisztikus
egyenlet gyokeinek meghatarozasara.

Cardano képlete harmadfoku egyenlet megoldasara

A harmadfoku egyenlet felirhato az alabbi alakban X' +ax’ +bx+e=0 .

a
x=y——
Az 3 helyettesitéssel a fenti egyenlet az alabbi redukalt egyenletre egyszerlisddik :

2 3
3 p=b—a— q=2(ﬁ) ——+c

Yy Fpx+tq=0 ahol 3 lletve 3 3 .Tovabba keriiljenek

bevezetésre még az alabbi paraméterek :

3 2
P q _3—q _3—q
] o i

3
ezen paraméterek felhasznalasaval a redukalt egyenlet megoldasai :

Q:

_—A+B _.A—B
y,=A+B e V3

5 >

a
X=y—=
ezen megoldasok ismeretében az eredeti egyenlet gyokei is szamithatdak az 3

helyettesités alapjan.

Hatdrozzuk meg a féfesziiltségeket az aldbbi tenzor esetén:
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20  —25 30
lo]=|-25 50 60 |MPa
30 60 30

0,=20+50—-30=40

2

20 =25, .50 60 .20 30
_ + —375-5100—1500=—6225
r=1"0s 50 Mo 3030 30l

2

20 —25 30
o,=I-25 50 60 |=—218250
30 60 —30

A determinans kifejtésekor a Sarrus-szabdalyt alkalmaztuk.
Ezek alapjan a karakterisztikus egyenlet:
27 —402°—6225)+218250=0

A karakterisztikus egyenlet gyokeire az analitikus megoldas esetén az alabbi formulak
hasznalandoak :

o,
11=?+PcosH

>

o
/12:?1 +Pcos [9_23_n]

2

0,
/13:? +Pcos

2n
0+—
g

4 26,-90,0, 8270,
27 P’

1
P=%« ]03_36” <9=§arccos

ahol illetve
11 1 Y A=A, A C e
A formulak biztositjak ,hogy a ! “2"3 sorrend teljestiljon.

Ezen algoritmust alkalmazva elséként szadmitsuk a P paramétert :

P= §\/402—3 (—6225):%\/1600 +18675000= 94,9268

b

0 paraméter szamitasa :

3_.9.40(- +27(—
0L ceod 4 24079 40(-6225) 237( 218250121) _ 47.2630°
3 27 94,9268

Ezutan a keresett gyokok meghatarozasa a formulék felhasznalasaval konnyedén
megvaldsithato :

2 :? +Pcos[47,2630°|=83,2733
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,12:% +94,9268c0s[47,2630 °— 120 °|=72,0192

5

40

/13_? +94,9268c0s[47,2630°+ 120 °|]=—69,3167
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Elmozdulas szamitasa

A kovetkez6kben nézzik meg ,milyen moddszereket alkalmazhatunk
nyomaték-,szogelfordulas és lehajlas fliggvények meghatarozasara.

A rugalmas szal differencidlegyenlete

Legyen adott egy eredetileg egyenes tengelyli rud. Terhelés hatasdra a rad
,meggorbiil”’, melynek mértékét elsd kozelitésben a terhelés szabja meg. Az eredetileg
egyenes tomegkozépponti hossztengely hajlitast kovetden felvett alakjat ,rugalmas
vonalnak ,vagy rugalmas szalnak nevezziik.

(z)# Konstans

Maga a rugalmas szal egyenlete a = Osszefliggéssel irhato le.

Az alakvaltozds (-mely alatt tagabb értelemben a terhelés kovetkeztében bekovetkezd
elemi cellak elmozdulasat értjiik) harom elsédleges attribituma a ' lehajlas (szokas
stillyedés- , vagy fliggdleges elmozdulésként is nevezni), a ¢ szogelfordulés (elemi sikok
egymashoz viszonyitott elforduldsa, rad keresztmetszet esetén ¢ (r) irhatjuk,ahol ” jel6lje
a rad tomegkozéppontjatol vett tavolsagot) és a # gorbiileti sugar.

Az alakvaltozasi jellemzok kozott az analitikus geometria szerint ismertetett Osszefliggés
szerint a gorbiileti sugar :

1 v’ M|z
g(z): = = — —
plz) .5 LE
[1+y7F] ,
1., M
& TEL .. EI y=—M .
Tovéabba * kifejezést rendezve a rugalmas vonal ~ ~ alakjahoz

jutunk. EL szorzatot a rud hajlitomerevségének nevezzik , értékét jelen feladat
megoldasok sordn konstansnak tekintjiik.

dz

z

A tartd barmely koordinataji pontjdban elhelyezkedd
szogelforduldsa meghatarozhato :

hosszusagu ruddarab

ap=— M2y
EI
lehajlasa :
__Mlz)
dy= 7 (I—z)dz
Osszefliggésekkel.
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Tetsz6leges * koordinataju pontban a teljes szogelfordulas és lehajlas
! !
A S
¢=—$J. M(Z)dZ:—E—j}/I y:—éfM(Z)'(l—Z)dZ:—?A}[
0 ,illetve 0 , észrevehetjiik,hogy

ab)

az elsé megfelel a nyomatéki dbra { intervallumra vett integraljaval , mig a masodik

tag a ~ tengelyre vett statikai nyomatékaval.

Virtualis tartod

1

Azon esetben ,ha az El hanyadossal moédositott nyomatéki abrat az eredeti
tartd ,ugynevezett helyettesitdé (vagy virtudlis tartd) tartéra helyezziik, a szamolt reakcid
értéke megegyezik az eredeti tartd szabad végének szogelfordulasaval , befogasi
nyomatéka pedig a lehajlas értékét adja eredményiil. Megjegyezendd ,hogy csak statikailag
hatarozott tartonak lehet helyettesitd tartdja ,mely ebbdl kovetkezden szintén statikailag
hatarozott.

A téma tovabbi targyaldsa el6tt térjiink ki a megoldashoz alapul vett hatvanysor
ismertetésére.

A Taylor-sor mint specidlis hatvanysor

A gyakorlatban sokszor el6forduld kérdés hogy a vizsgalando fliggvényt
helyettesithetjiik-e egy egyszerlibb fiiggvénnyel ,illetdleg ,hogy a helyettesité fliggvény
eldallitja vagy kivant pontossaggal megkozeliti-e a vizsgalandoé fliggvényt.

Legyen I az *o pont valamely kdrnyezetében akarhanyszor differencialhatd. Ekkor a

hatvanysort az ! fliggvény Yo pont koriili Taylor-soranak nevezziik.

Amennyiben az %=0 helyen tekintjiik az / fiiggvény Taylor-sorat,akkor e sort /
Maclaurin-soranak nevezziik.

A kovetkez6 szamitasoknal lathatjuk,hogy miiszaki probléma esetén elegendd a fiiggvényt
Taylor-soranak elsé ,esetleg els6 két tagjaval kozeliteni.
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Megemlitésképpen a zérushoz kozeli *

kozelitések :

értékekre hasznalhatok példaul a kovetkezo

e’ ~1+x (1+x)'~1+nx

b

1gx=x (1+xP=143x

s \ J

3

Ly N

| o

Azon esetben mikor Taylor-sorba fejthetd fiiggvény értéket kell megadott pontossaggal
kiszamitani a maradéktag vizsgalataval donthetjiik el ,hogy az adott tartomanyban
hanyadfoku Taylor-polinommal érhetd el a kivant kozelités.

Vannak olyan fliggvények melyek primitiv fliggvénye nem elemi fiiggvény. Az ilyen
fliggvények integralasara alkalmas kozelitdé modszerek egyike a hatvanysorok tagonkénti
integralhatosagan alapszik.

Az elhangzottak példa segitségével keriilnek bemutatasra.

Legyen adott egyenes kéttamaszu tartd, melynek F  hajlitomerevsége legyen jelen
8 2 ,

esetiinkben 8410 Nmm™  Allapodjunk meg a rid prizmatikus mivoltdban, majd

helyezziik el “Y derékszogli koordinata-rendszerben. (Amennyiben a feladatot térbeli

tartora szeretnénk kiterjeszteni ,tartsuk szem el6tt ,hogy derékszogli koordinata-

rendszeriink jobbsodrasu legyen.)Melyben “ jel6lje a vizszintes iranyt, > pedig a
fliggbleges iranyt.

Legyen adott az alabbi,teljes keresztmetszetében homogén rud , melynek lehajlas
fliggvényét irjuk fel Taylor- sorba fejtéssel!

=20mm =6

Tamadjon ketté koncentralt erd a tarto =%/ illetbleg 72 Omm helyeken.

Elsé 1épésiink a reakciderdk meghatirozasa :

F\I_

Ehhez hatdrozzuk meg ,hogy ,agynevezett nyomatéki egyenlet mikor teljestil.

o _Fr{100—zp ) +F (1002 5) 2070+20-40

= =22N(T)
4 (100—0) 100
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T o, F =0 _. . .
Masodik reakciderd szamitasahoz alkalmazzuk a Z i ,kozismertebb nevén vetiileti

egyenletet.

: =—F +FI+ _ _ [,
Eszerint 75— FatFITF2 Fp=—22430430=18N(T)

fgy tehat az ébredd reakcioerdk :

FAZZZNET) FB=18N\T)

, illetve ,

Mint lathatdo az ébredd nyomaték meghatarozadsdhoz harom szakaszra kell bontanunk a
tartot. Minden egyes szakaszban mas és mas nyomaték ébred © fiiggvényében.

Felirhatova valnak az egyes terhelt szakaszokra a nyomatéki fiiggvények.
Megjegyzésképpen a hatarok felirasakor azok dimenzigjat 7" -ként vessziik figyelembe.

MI(Z):_FAZ ,ahol 0<z=<30 ,

=— + — o
M, (z)==F  z+F (2=30) ,ahol 30=z=60 ,illetleg

M, (z)=—F ;z+F,(z—30)+F,(z—60) aho] 60=z=100

Kovetkezd 1épésben hatdrozzuk meg az egyes szakaszokon ébredd nyomaték teriiletét,
teriiletének tomegkozéppontjat. Eszrevehetd ,hogy jelen esetben a nyomatéki abrat kettd

s

haromszdgre illetve egy trapéz teriiletére bonthatjuk, ezzel egyszeriisitve szdmitasainkat.

Vizsgaljuk elsé 1épésben az elsé haromszoget ¥ koordinata-rendszerbe vive, [0<x=<30]

intervallumon .Ekkor csticspontjainak koordinatai :

A=10,0), B=(30,0), C=(30,—660)

9

igy :
5, = 0+3;)+30 0
tovabba:
S, :@z—zzo
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,igy els6 sikidom tdmegkdzéppontja :
S,=(20,—220)

Tertiletét egyszeres integral alkalmazaséaval hatarozzuk meg.

Az ismertetett formulak felhasznalasaval :
30 30 5, PO
T,= [ 222d:=22 [ zdz=22 l%ﬁ =9900
0 0

A trapéz tomegkdzéppontjanak ,illetve teriiletének meghatirozdsdhoz bontsuk kettd
tartomanyra.

Elsé 1épésben vigyiik at a sikidomot " koordinata-rendszerbe. A rendszer jellemz6i
analog médon megegyeznek az elobb targyalt rendszerrel.

!’ !

Ty, jellemezze 0=¥=30, 0=y=-660 " t3tomanyt. Mig T, legyen értelmezve
0=x=30 jntervallumon »~~2* hozzarendeléssel meghatarozva.
Ekkor a téglalap tartomany tomegkodzéppontja konnyedén meghatarozhato.

S, '=(15,—330)

’:
2,

!

A T, tartomany tomegkdzéppontja a mar koradbban ismertetett modszer alapjan torténik

ismét. Vegyiik alapul a ¥~ 2" hozzarendelést ,illetdleg ©=%=30 intervallum altal
meghatarozott tartomanyt.

Ekkor harom csticspontjanak koordinatai:
A=(0,0), B=(30,0), C=(30,—60)

5, - 0”2”0 0
s, = 0+3(;—60 _ 50
igy :
S, '=(20,-20)

A sikidom teriileté¢hez az alabbi integral értékét kell meghataroznunk :
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30 30 2 30
T—f2zdz—2fzdz—2li] =900
0 0 2 0

Jelen esetekben az negativ eldjel elhagyhat6é ,mivel a nyomatékszamitas esetén a forgatés
értelmének meghatarozdsakor dol el ,hogy a szamitott érték negativ, vagy ellentétes
esetben pozitiv értelmil lesz. Gyakorlati jelentdsége nincs annak miszerint véalasztjuk meg
az értelmet, csupan arra kell ligyelniink,hogy az alapul valasztott értelmezési rendszerben
maradjunk szamitasaink végéig.

fgy méar szamolhato valt a trapéz tomegkozéppont koordinatai,melyek a mar korabban
ismertetett

_ZAi’xi _ZAI-'%-
DR W)

€S

X

kifejezésekkel hatarozunk meg .

Vegyiik figyelembe ,hogy a sikidom *V koordinata-rendszerben valo leképezésekor a

hatarokat Onkényesen ty=0 kezdeti értektdl kezdve futtattuk. Ennek megfeleléen

figyelembe kell venni az eltolas mértékét mikor a sikidomot visszaillesztjiik a globalis =
koordinata-rendszerbe.

Eszerint a sikidom tomegkdzéppontjanak koordinatai:

2 A:X20-900+15-19800

S = -
27734 20700

=1521+e

,ahol € jelolje az el6bbiekben emlitett

=30 gy $=1521430=4521

eltolas mértékét. Ez esetben

Tovabba az ' koordinata értéke :

_ 2.4, _20-900+330- 19800
2773420700

S =316,5217

Végezetiil a harmadik sikidom tomegkdzéppont illetve , teriiletének meghatarozasa :

“V koordinata-rendszerbe atemelve a sikidomot, csicspontjainak koordinatai :

A=(0,0), B=(40,0), C=(0,—720]

A sikidom tomegkozéppontja :

(Jelen esetben meghatdrozasa a kordbban targyaltakkal teljesen megegyezik,ezért a
résszamolasokra itt nem tériink ki ,csak az eredményt kozoljiik. )
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220
53:(7,—240)

3

A sikidom tertlete :

40 2 40
f18zdz=18lz—] = 14400
0 2 )

Tovébba ahhoz ,hogy a virtualis tartonkra (melyet értelmezzink “*”" koordinata-

rendszerben)a terheléseket rahelyezziik modositanunk ,kell a nyomatékabra tertiletét , még
1

pedig a mar korabban emlitett El tényezdvel.
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Igy a kovetkezé értékparokhoz jutunk :

El
F, 9900 20
EI
F, 20700 4521
ET
F, 14400 220
El 3

Eszrevehetd ,illetve korabbi észrevételeinket figyelembe véve , megallapithatjuk ,hogy az
ugynevezett virtudlis rendszer esetében , a terhelések hatasara fellépd ,,nyird -erd ,, abra

kozvetleniil a tetsz8leges ¥ pontjan értelmezett ¢ 2] adja eredményiil. Tovabba ismét

integralva (a virtudlis rendszerben mintegy eldallitva a ,,nyomaték™ &brat) eljuthatunk a
keresett / lehajlas meghatarozasahoz.

A feladatot paraméteresen oldjuk meg . Itt nem keriil kiilon kiemelésre,de
nyilvanvald,hogy a fliggvényeket a megfelel intervallumon beliil keriilnek értelmezésre..

M,(u')z—a-u’

M”(u’)=—au’+F,(u’—ll)
M,, (u'):—au“rF](u'—ll)+F2(u’—lz)

Jelen esetben irjuk fel a harmadik szakaszra vonatkozd lehajlasfiiggvény Taylor-sorat. A
fiiggvény természetesen az értelmezési tartomany teljes egészében eldallitja a fliggvény
egeészEét . Ennek bizonysagat a teljesség igénye nélkiil belatjuk.

oy S S |u
o L
Osszefliggést szem elbtt tartva :
—o+F, +F
TP(u’):—au'+F1(uo—ll)+F2(u0—12)+F2(u—12)+(1—;2)(u—uo)l

u r r ;. r
ahol "0 része az értelmezEsi tartomanynak.

Allitasunk helyességérol helyettesités segitségével barmikor meggy6zddhetiink. Altalanos
esetek vizsgalatakor elsddleges dolgunk a kocvergencia tartomanyok meghatarozasa ,
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Gépi megoldasok

Azon felmeriil6 matematikai problémak soran, melyek esetén a megoldas analitikus
forméban a probléma bonyolultsdgdnak kdszonhetéen végesen sok id6 alatt is csak
nehezen vagy egyaltalin nem megoldhato kiilonféle gépi moddszereket alkalmazunk.
Esetenként eléfordul,hogy a probléma analitikusan is megoldhatd ,azonban az elvégzett
adatok reprezentadlasa hosszadalmas, a latvanyos eredmény végett szamitogépes
kornyezetet részesitjiik elényben.

Keresztmetszeti jellemzok meghatarozasa

A keresztmetszeti €s térfogati jellemzdk cimi fejezet keretein beliil mar targyaladsra

keriilt 7.y tartomanyon beliil értelmezett sikidom teriilet kozelitésének elvi hattere. A
kovetkezOkben bemutatasra keriil , az elvi hattérre épitve miként jarhatunk el gépi
kdrnyezetben.

Elsé lépésként definialjuk magata 7 x.y) tartomanyt. Ezt kovetden a tartoméanyra
helyezziink r4 egy altalunk valasztott 1éptékkel ellatott halot. A halo felosztdsanak mértéke
jelentésen  befolyasolja  kozelités josagat. A kozelités finomsagat nodvelendo
szorzotényezok bedllitdsa,melyeket a kitoltéskor eltérd karakter jeloljon, az egységnyi

feliilet elem értékét vegyék 1,0.75.0.5.0.25  grigkkel figyelembe. Az elsé 1épés
tablazatkezeld kornyezetében konnyen megvalosithatd, vegyiink fel 60x60 a9
cellatartomanyt, melyben minden egyes racskozt feleltessiink meg 1777 -nek . Igy egy
2

egységnyi 44 feliilet elem nagysaga 17 _ Nyilvanvalé ,hogy mas Iéptéket is
hasznalhatunk , konkrét esetiinkben igyekeztiink a legegyszeriibb megvaldsithatdésagot
szem elGtt tartani.

A létrehozott tartomanyba igy felvehetové valik tetszéleges sikgeometriai alakzat.

Készitsiik el egy L-szelvény abrajat. Szemléltetésképp tekintsiik az alabbi abrat.
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A keresztmetszeti jellemzOk rendre, a stlypont * ¢és -V koordinatai, *— Y
tengelykeresztre vett ekvatoridlis nyomaték, illetdleg a deviacids nyomaték meghatarozasa
korabbi mechanikai tanulmdnyainkban megismertek alapjan torténik. A globalis
koordinata rendszerben szamolt értékek a koordinata-rendszer origojara szamitddnak,
atszamitani a feliilet sulypontjaba allitott lokalis rendszerbe a parhuzamos tengelyek

tételének felhasznalasaval tudjuk megvaldsitani. Példaként vegyiik egy 45x43 L-szelvényt

,> -Os szar vastagsaggal. A szamitott értékeket az alabbi tablazat tartalmazza.

A 425,0000 mm?
Xs 13,0882 mm?*
Vs 13,0882 mm*
Ii 80 702,9410 mm*
I, 80 702,9410 mm*
Cyy -47 647,0600 mm*
11 128 350,0000 mm*
12 33 055,8820 mm*
a 45,0000 °
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Méretezés

Méretezés fesziiltségcsiicsra

Fesziiltségcsucsra torténd méretezéskor mértékadd mennyiség az anyag Ry
folyashatara. Amig egy adott szerkezetben fellépd fesziiltségek sehol sem haladjdk meg a
folyashatar értékét, addig az anyag mindenhol linedrisan rugalmasnak tekintheto .

Eszerint az alabbi Osszefiiggés irhato fel
o =<0
max meg

_ Re/'

,ahol e , tovabba " jelolje a biztonsagi tényezot. Eszrevehetd ,hogy a
fesziiltségesucsra torténd méretezéskor a szerkezet anyaga 4ltalaban kihasznalatlan , a
fesziiltség megengedhetd értéke csak egyes pontokban éri el az értékét, a tobbi
szegmensben ezen érték alatt marad, emiatt torekedni kell az egyenszilardsag alak
létrehozasara. A Térbeli fesziiltség allapot cimli fejezetben targyaltakra tdmaszkodva,

illetve szamitasainkat a Navier-formula-val kiegészitve oldjuk meg a feladatot.

M

UMZI—Zy

z

Gépi kornyezetben torténd megoldashoz els6 1épésben helyezziik el a siktartonkat a

Z7 Y sikon. A tartd kezdépontjat illessziik a koordinata-rendszer origojaba, majd ennek
megfeleléen definidljuk a tartdé végpontjanak koordinatait. A feledat megolddsa soran
sikbeli kéttamaszii tartd méretezési feladata keriilt megoldasra. Ennek megfeleléen
definidlnunk kell a ketté tdmasz helyzetét is.

Harom kiilonboz6 terhelés értékei vehetdek fel , rendre koncentralt erd ,egyenletesen
megoszld erdrendszer illetve koncentralt nyomaték. Esetlinkben — tartdo terhelési
szakaszainak szamat tekintve harom részre bonthatd, ennek megfelelden tizenhat terhelés
kombinaci6é keriilt beépitésre. Megjegyezendd ,hogy a terhelések felvételekor azok
koordinatainak beallitisa manualisan végrehajthaté. Ertelemszerien a megoszl6 terheld
rendszer esetén a terhelés adott intervallumon beliill értelmezett. A feladatot
kiegészitendd ,a méretezés Mohr- illetve HMH-fesziiltség elmélet alapjan is elvégzésre
keriilt. Tovabba a program részeként lehetoségiink nyilik egy tetszdleges
keresztmetszetben torténd nyomaték meghatarozasara is ,mely funkcié rendkiviil jol
alkalmazhaté megoszl6 erdrendszerek maximum értékének kozelitéséhez. A tartd
szelvényének adait a masodik Szelvényadatbazis nevet viseld6 munkalaprél hivhatjuk meg.

A program funkcioinak reprezentalasa végett tekintsiik az alabbi abrakat .
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KINDULO ADATOK
fok mm N
mm IRANY (NEGATIV) KOORD. VETULET
TARTO JELLEMZOK __ |x y z AM [ BT [ 61 [ A [ A5 ] A6 [ ¥ T X
R1 0 0 0
R2 8000 0 0
T 0 0 0
T2 8000 0 0
KONCENTRALT ER®| IFl IR. x = Fz__ |Fy
Ef F1 0 FEL 90 0 0 0 o 30 0 0
E2 F2 0 FEL 90 0 0 0 0 0 0 0
E3 F3 0 FEL 90 0 0 0
E4 F4 0 FEL 0 0
E5 F5 0 FEL 0 0
E6 F6 0 FEL 0 0
ET F7] 0 FEL 0 0
Eg Fg 0 FEL 0 0
MEGOSZLO E.RSZ
INTENZITAS (N/mm)]  Z1 (mm) |22 (mm) | IR. Fq (N)
Ef P1 1 4000 8000] LE 4000
E2 P2 0 0 0| FEL 0
E3 P3 0 FEL 0
E4 P4 0 FEL 0
SFAMITOTT ERTEKEK
REAKCIOEROK (N) IRANY KOORD.
TN 1000(FEL 0
Th2 3000|FEL 8000
TERHELT SZAKASZ |HATAR TIPUS Ft (N) Mh (Nmm) ABS ERTEK
0 4000000
1 2000 T 1000 -4000000 0
4000 0
2 3000 = 1000 0
6000
3 o
8000 a a
Mh MAX (Nmm)| 4000000 SZAKASZ: 1
TORZIOS NYOMATEK X1 X2 T (Nimm) MRED (Nmm) d (rmm) S MEG (Mpa)
1 0 4000 0 4000000 48 B2744703 350
A nyomaték felvett értékének kozelitéséhez tekintsiik az alabbi 4brat.
NYOMATEK TETESZOLEGES KERESZTMETSZETBEN/ ALKALMAZAS P(Mmax)KOZELITO MEGHATAROZASARA
TERHELT SFAKASZ|HATAR [TIPUS MH FELS0 HATARON |KOORD MH TETSZOLEGES KOORD. Ertékell.
0
1 2000 T -4000000 20 -20000
4000
2 3000 P 0 5300 4455000
5000 .
3 5000 0 0 4998888889 0 HATAR ALATT
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Egyszabadsagfoku lengorendszer probléma

Valamely természettudomanyos ,miiszaki ,kozgazdasagi folyamat leirasara
gyakorta alkalmazunk differencidlegyenleteket. Ezen matematikai modellek elemzésével ,a
differencidlegyenletek elmélete foglalkozik , mely elemzés a feladatok,adott feltételek
melletti megoldhatosagaval foglalkozik. Mivel a megoldasok konkrét eldallitdsa zart
alakban csak ritkdn lehetséges, numerikus modszerek segitségével kozelitd alakban
keressiik azokat.

Tehat, numerikus megolddsok sordn az értelmezési tartomany egyen pontjaiban az
ismeretlen megoldas fliggvény értékét véges szamu 1épéssel kozelitdleg hatarozzuk meg.

Egylépéses mddszerek

Egylépéses modszerek alatt olyan eljarasokat értiink ,ahol valamennyi rogzitett idépontbeli
kozelitést egy ,az azt megel6zd idOpontbeli kozelités felhasznalasaval hatarozunk meg.

Tekintsiik ez egylépéses modszerek koziil az Euler-mddszert ,melyet a késdbbiekben
lengéstani feladatok megoldéasara hasznéalunk fel.

Vegylik az alabbi differencidlegyenletet, Y (to):y 0 kezdeti feltétellel , o g1 T -ig
terjedd intervallumon.

0

—dfz(t) =f [ty (¢]) ; .
! ,majd integraljuk mindkét oldalt "© -t6l 7 -ig.
T T
dylt
[ L= ] rleytoar
t t,

felhasznalva a Newton-Leibniz formuldt :

T

y(T)=y(ty)= £leyle)ar

Ly

majd rendezés utan:

y(T)=y,+[ fley(e))de

0

Tovabba bontsuk fel a tartomanyon vett integral értékét véges kicsiny 47 részekre, melyet
A1=0 " hataratmenettel képezziink.
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igy az alabbi alakhoz jutunk :

y(T)=y, +ZT:f(t,y(t))At

=t

Belathato,hogy az egylépéses Euler-mddszer ezen alakja nem mast ,mint a 0 kezdéponta
Taylor-sor. Azon esetekben ha az adott probléma nagyobb fokt pontossadgot kdvetel meg
alkalmazhatjuk a javitott Euler-mddszert. Vagy a Taylor-polinommal analdgiat mutato
masodrendli Euler-mddszert is ,melynek altalanos alakja :

yledt)=y (to)+f(f,y(t))dt+%f(t)).42’_fj

3

Csupan emlités szintjén keriil kozlésre,hogy kivételesen nagy pontossagot igényld
esetekben ( pl. hadtechnika,lirkutatas ) az elsé illetve masodrendli modszerekkel nem lehet
biztositani redlis id6 alatt a pontossagot, ekkor a Runge Kutta tipusi moddszereket
alkalmazzuk. Mivel jelen esetben ,-a gyakorlati példak szemléltetésekor latni fogjuk- a
kitizott feladatok soran az Euler-mddszer kellden kielégiti az éaltalunk megfogalmazott
problémak megoldasat, eltekintiink a masodrendiinél magasabb numerikus modszerek
konstrudlasanak ismertetésétol.

Lengo rendszerek altalanos jellemzése

Leng6 mozgasrol azon esetben beszéliink ,ha valamely mechanikai rendszer

elmozdulasanak koordinatajanak idébeli valtozasat leiro V=V t) fiiggvény korlatos, és a
vizsgalt pontban legalabb kétszer differencialhato.

Fontos definidlnunk, hogy periodikus mozgédson értjiik azon mozgast,mely esetén
mozgasat leiro fliggvényre fennall az alabbi Osszefiiggés: (t)=y(y+T) ,vagyis a test | és
T jdéponttokban rogzitett kitérésének értéke megegyezik. A 7 jelenti a periodus vagy
lengésidot ,reciproka pedig frekvencia értékeét.

Szamitasok sordn nagy jelentdséggel bir a korfrekvencia értelmezése is .

A lengOrendszerek csoportositasa torténhet a rendszer szabadsagfoka szerint , illetve a
tomegre hato erdk valtozasanak jellege szerint.
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A rendszer szabadsagfokainak szama szerint megkiilonboztetésre keriil :

1. Egyszabadsagfoku lengorendszer ,amennyiben a mozgas egyetlen fliggvénnyel
leirhato. Ide sorolhat6 a fizikai vagy fonélinga, melyek id6tdl fliggd kitérése a
kitérés szogével hatarozhaté meg.

2. Tobbszabadsagfoku lengorendszer,mely rendszernél a mozgast leird sziikséges
egyenletek szdma megegyezik a rendszerben szerepld tomegek szaméaval.

A tomegre hat6 erdk valtozasanak jellege szerint :
1. Linearis lengorendszer, ha a rugdban ébred6 eré egyenesen aranyos kitérésével.

2. Nemlinearis rendszer, ha az er0 és kitérés kapcsolatanak fiiggése nem az els6
hatvanyon szerepel.

Tovabbiakban egyszabadsagfoku linearis lengérendszerekkel foglalkozunk.

Harmonikus lengés

Adott 7 tomegii , kezdeti helyzetébdl ¥ értékkel kitéritett rugé a tomeget - ¢
Jagynevezett ellenerdvel vissza akarja tériteni kiinduld értékére.

Newton masodik torvényének értelmében 2 F=ma; —cy=m { i

5

0-ra redukalt alak: 7Y T<=0 Az egyenletet ”* értékkel osztva ,majd "
helyettesitést bevezetve a harmonikus lengdmozgas differencidlegyenletét kapjuk:

yra’y=0
Az egyenletet a mar korabban ismertetett Euler-modszer felhasznalasaval oldjuk meg.

Korabbi tanulmanyaink sordn mar megismertiink valamely » elmozdulas id6 szerinti
derivaltjainak fizikai értelmezését. Az adott elmozdulds idd szerinti differencialisait
képezve rendre megkapjuk a sebesség majd gyorsulds értékét. Analitikusas

dy d’ y
== =vlt), —==all
megfogalmazva at dt’ Masodrendi 1évén ,a differencidlegyenlet

megoldésihoz kettd kezdeti feltétel szikséges , melyek !(01=0, »(0)=0,01 ¢rreper
vegy¢€k fel . Az ismert Osszefiiggéseket felhasznalva az aldbbi formuldkhoz jutunk
y=vdt, v=adt, a=—a2y )
ﬁ di= L
Az osztaskoz feleljen meg a r lengésido -ad részének , igy
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Mechanikai problémak megoldasa matematikai modszereck megfeleltetésével szamitogépes kornyezetben

2000ﬁ
A " rugémerevségli rugbhoz kapcsoljunk 2> ke tomeget. A sajtkorfrekvenciat
a=1<
szdmolhatjuk M psszefliggéssel ,ahol ¢ jeldlje a rugomerevséget , 7 pedig a

rugoéra akasztott elem tomegét. A korabban definidlt modon szamolhaté a lengésidd
illetve ,a frekvencia értéke. A kezdeti értékek felhasznalasaval az osztas kiinduld tartozo
értékek:

t (s) y (m) v (m/s) a (m/s?)
0 0,01 0 -0,8

2
4 . 4 =t,+ = + = + =
A masodik osztoponthoz W=tytdl, y,=yotv,dt, vi=vytaydt a==a’y,

Osszefliggések felhasznalasaval kaphatjuk a meghatarozni kivant értékeket.

A képezési formulat az 6todik osztopontig folytatva :

t (s) y (m) v (m/s) a (m/s?)
0,0000 0,0100 0,0000 -0,8000
0,0070 0,0100 -0,0056 -0,7968
0,0140 0,0099 -0,0112 -0,7905
0,0211 0,0098 -0,0168 -0,7811
0,0281 0,0096 -0,0233 -0,7668
0,0351 0,0094 -0,0277 -0,7531

Az adatok megfeleld kiértékelhetdsége végett hatarozzuk meg 1500

Y értéket. A kiértékelést az alabbi abra mutatja.

osztoponthoz tartozo

Harménikus lengés

A

0.00

0.0 Qp2d ) 40 4.0 0 1. 1.20
-0,01

oo Y

-0.02

®(m)

t(s)

Kovetkezo 1épésben vizsgaljuk a csillapitott lengd mozgést.
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Csillapitott lengémozgas

Csillapitott lengémozgés esetén a csillapitod erd nagysaga a tomeg sebességével
aranyos,ennek megfelelden sebességvektor irdnyu ¢és azzal ellentéte értelmet mutat.

Tehat a csillapitoerd Fy=—hv alakba irhaté ,ahol ¥ a csillapitasi tényezo,
. “ g —1 . 3 . ryr r I3
dimenzidja N =~ Viszkozus  csillapitis sordn a modell mozgasegyenlete

my ki ytar=0& glaka. Eszrevehetd ,hogy a mozgas egyenlet a harmonikus lengés

. —Dr .
mozgasegyenletéhez képest ky taggal tér el. Analitikus megoldas esetén V=€ Uj
valtozd bevezetésével kikiiszobolhetd a csillapitasi tag. Ekkor 7 derivaltjat

o 2\ ,
visszahelyettesitve a kiindulo egyenletbe * +(1-D%)x=0 kapjuk. Eszrevehetd ,hogy a

mésodik tag eldjelét © értéke hatarozza meg . Ennek megfeleléen ,ha P~ 1 csillapodo ,
D=1 ergsen csillapodé, P~ I hataresetrdl beszéliink.

Numerikus megoldéds sordn a mar korabban ismertetett moédhoz hasonléan jarunk
el, osszuk el az egyenletet 7 tomeggel, majd alkalmazzuk a kovetkezd

D_w: Loop p-—*

jeloléseket : Legyen n ,ahol 2ma A kelld behelyettesitések utin a
kapott formula V+2B¥ +o’ y=0 alakot olti. Kezdeti feltételként rogzitsiik

N
2000—
t00]=0. »(0]=0.01  grekeket. Az tomeg legyen 5%¢ a rugoallando " a
2048 =
csillapitasi tényezd ¥, tovabba az osztaskodz legyen ismét a lengésidd -ad része.

Igy az elsé 6t osztoponthoz tartozd ' értékeket tartalmazo tablazat :

t (s) x (m) v (m/s) a (m/s?)
0,0000 0,0100 0,0000 -1,5811
0,0039 0,0099 -0,0062 -1,5614
0,0079 0,0099 -0,0124 -1,5381
0,0119 0,0098 -0,0186 -1,5111
0,0158 0,0097 -0,0246 -1,4806
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Ertékeljiik ki az adatokat 3 masodpercig diagramkészité funkcio segitségével.

Csillapitott lenges

t(s)

Csillapitott és gerjesztett rendszer lengése

Els6 1épésben vizsgaljuk a gerjesztett rendszer lengését. A gerjesztett lengések egy
kiilsé hatas befolyasara jonnek létre. Ezen hatds, mas néven gerjesztés, akkor is felléphet,
ha a rendszer a kezdeti pillanatokban nyugalomban van. A mozgasegyenlet ekkor

. 2 ) _ : )
y+a’ y=flt) glakban irhaté fel, ahol S 1)~ sin QL] irhat6 fel. Visszahelyettesitve a
(¢)

. 2 .
mozgasegyenletbe az altalanos alak tat y=fysinQ ,a kordbban mar ismertettet

Fy

. 70 . . ., , .
helyettesitésekkel ,illetve M ahol a kezdeti erGhatas értéke , a mar ismertetett
modon meghatarozhat6 a differencidlegyenlet kozelitése.

£

Kezdeti feltételeket ezuttal valasszuk t(0)=0, y(0)=0 értékeknek. Az " tomeg legyen

2000ﬂ
25k a rugdmerevség " tovabba

1

F r r r fr—
0 grtéke 20N gg =895

Az osztaskoz T lengésidd 100 _ad része .
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t(s) X (m) v (m/s) a (m/s2) f0

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0070 0,0000 0,0000 0,4165 1,2496
0,0140 0,0000 0,0029 0,8298 2,4943
0,0211 0,0001 0,0088 1,2365 3,7293
0,0281 0,0002 0,0174 1,6335 4,9497

Az adatok kiértékelése:

Gerjeszett lengés

xim)

t(s)

Csillapitott és gerjesztett lengés

Amennyiben a rendszerben a gerjesztésen kiviil csillapitas is kifejti a hatdsat a

mozgas egyenlet 7V Th{ yrey=f 1)L glakn. A megoldas menete korabbi példak soran
bemutatasra keriilt , ezen részben mar nem tériink ki a levezetésre,csupan a megadott
értekek kiértékelése keriil szemléltetésre. Fontos felhivni a figyelmet a rezonancia
jelenségre, az eset akkor fordul eld,mikor a gerjesztés frekvencidja megegyezik a rendszer

2000E

sajatfrekvencidjaval. Az ”* tomegiink legyen “°%€ rugomerevség " csillapitasi
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20 kg 6,3245 1
tényezd ¥ ekkor a rendszer sajatfrekvenciaja ¥ igy a gerjesztés frekvenciajat
1
szintén valasszuk meg ezen értéknek. Az osztaskoéz 7 lengésidd 100 _ad része , a kezdeti
értékek 110/=0, »(0}=0
Gerjesziett és csillapitott lengés
15
]
05
E 0
& 0 : ) : b 25
0.5 'r
-1
-1,5

t(s)

Tudomanyos Diakkori Dolgozat
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Osszefoglal6

Mint lathattuk a gyakorlatban el6forduld mechanikai problémék megoldasanak
vizsgalatakor,azon esetekben mikor a matematikai modell altal megfogalmazott analitikus
formula megoldasa nehézségekbe iitkozik,célravezetd valamilyen gépi kozelitést
alkalmazni. A kozelitd modszerek alkalmazédsakor fontos mérlegelni ,hogy maga a
kozelités valoban a kell6 pontossaggal jar el, az algoritmus végrehajtdsa mennyi idobe telik
, konkrétan a fizikai valosdgnak milyen mértékben feleltethetd meg. A feladatmegoldasok
alapjaul szolgaldé matematikai modellek rendkiviili mértékben kidolgozottak, az
alkalmazasok megirdsakor mindvégig a felhaszndlobarat feliilet, konnyen a konnyebb
érthetdség végett a bonyolultsagi fok redukaldsa, a probléma megoldas iddsziikségletének
csOkkentése ,végiil a latvanyos kiértékelhetdségre vald torekvés volt szem el6tt tartva.
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