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1. Bevezetés

Vékony filmek mechanikai viselkedésével szdmtalan, a kozelmultban megjelent publikdciod
foglalkozik (példaul [1, 2]). Dolgozatomban a két végén befogott, vékony, rugalmas filmek
hizas hatdsdara kialakulé rdncosoddsat vizsgdltam kisérleti és numerikus dton. A jelenség
modellezésére eddig a Karman Tédort6l szarmazd, nagy lehajlasd, vékony lemezek elméletét
[6, 5] hasznéltdk. Az elmélet a nagy alakvaltozds feltételezése miatt (geometriai értelemben)

nemlinedris, azonban alkalmazhatésdganak korlatot szab, hogy csak kis nytldsokat enged meg.

A Kéarman-féle elmélet szerint az elegend6en vékony film kismértékd huzdsandl kiala-
kulé rdncos mintdzat - fiiggetleniil a tovabbi nyujtds mértéktdl - mindig stabil. Egy friss
publikicié [3] ezzel szemben egy, a film vastagsidgatol és oldalardnyaitdl fiiggd kritikus
nyulds felett a rdncok eltlinését €s a sikbeli (trividlis) megoldds djboli stabilitdsat josolja, a
Karman-féle elmélet nagy nyuldsokra kiterjesztett valtozata alapjdn. Dolgozatom témdja ezen
elorejelzés kisérleti igazoldsa, tovdbbd a kisérletek sordn meghatarozott kritikus nyuldsok
Osszevetése a klasszikus, Kdrmdn és a nagy nyuldsokra kiterjesztett elméleteket egyardnt

tartalmazo, uj, nemlinedris végeselemes algoritmus eredményeivel.

A kisérletek sordn egy vékony, rugalmas, két végén befogott szalagra adott megnyulast
kényszeritettem. A [3] alapjdn a vart viselkedés:

1. Kezdetben alakvaltozasmentes feliileten bizonyos mértékli megnyuldsnal rancok jelennek
meg, amelyek a nyulds novelésével mélyiilnek, majd csokkenek, mig djra kisimul a feliilet. (1.
abra) Ezzel szemben a Karman-féle elmélet szerint a rdncok a megnyulds novelésével tovabbra
is megmaradnak.

2. Adott vastagsdgu anyag esetén a rancosodds csak bizonyos oldalarinyd filmek esetén
jelentkezik (2. dbra). A Karman-féle elmélet szerint az intervallumon kiviil es6 oldalardnyok
esetén is rancosodik a feliilet.

Az elméletek és a kisérletek Osszehasonlitdsdhoz a [5, 3] publikaciok alapjan Matlab kor-

nyezetben nemlinedris végeselem programot készitettem, amely az alkalmazott szalag anyagi



és geometriai jellemzbi segitségével meghatdrozza az egyes elméletek 4ltal szamitott, a

rancosodas kezdetéhez ill. végéhez tartozé megnyulast.

Dolgozatomban 6sszefoglalom a kapcsolédd lemezelméleteket, részletesebben kitérve a
Kéarman-féle elméletre és a nagy nyuldsokra kiterjesztett valtozatara. Ezutin bemutatom a
numerikus algoritmust és a felhaszndlt médszereket, majd a kisérletek ismeretetése utin
Osszevetem a mért és a szamitott eredményeket. Végiil kitérek a a tovabbi feladatokra és a

problémdhoz kapcsolddoé érdekes kérdésekre, lehetdségekre.
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2. Elméleti hattér

Az elméleti hattér leirasa soran az Einstein-féle szummazasi konvenciot hasznalom, ahol a latin

indexek 1-t0l 3-ig Osszegeznek.

2.1. Alakvaltozas

Vizsgéljuk két pontot 6sszekotd szakasz deformécidjat az {i, j, k} merGleges bazisvektorok altal
meghatdrozott vektortérben elhelyezkedd Q* = {X := Xi+Yj+ Zk} tartomdnyban. Legyen a
pontok helyzete 7, pillanatban X és X + 8X, a7 idSpontban pedig X +u(X,#) és X+ X +u(X+

80X, ). Ekkor a két pontot 6sszekots szakasz Taylor sorbafejtéssel:

Ox = X +u(X+9X,7) —u(X,) = X+ VudX +R, (1)

ahol R a sorbafejtés 8X? nagysagrendi hibdja. Jelolje L = |8X

és | = |Ox| a szakasz kezdeti ill.
megvaltozott hosszat. Ekkor:

> — 1> = 8XTESX, (2)
ahol E a Green-féle alakvaltozasi tenzor:

E = (Vu+Vu’ +Vvu'vu). (3)

| =

Tekintsiink az {i,j,k} vektortérben elhelyezkedd L és W oldalhosszisdgi Q = {X := Xi+Yj:
X € (0,L),Y € (0,W)}, téglalap alakd tartomdnyt. Jelolje az (X,Y,Z) referencia koordinata-

rendszerben a tartomany pontjaihoz rendelheté deforméciét vékony filmek esetén ez az
u= (u(X,Y),v(X,Y),w(X,Y)) )

vektor, azaz a film & vastagsdgdnak megvaltozdsaval nem foglalkozunk. A lemezt az  tarto-
manyban elhelyezked6 kozépfeliiletével jellemezziik, a kiindulé allapotban a kozépfeliilet sik,
a h vastagsag édllando és a deformacid folyamédn nem véltozik. Mivel a vastagsag kicsi, ezért

csak a kozépfeliilet alakvéltozdsait vizsgdljuk. Ekkor az alakvéltozdsi tenzor az altaldnos, 3



dimenzidban értelmezett képlete (3) egy 2x2-es matrixra egyszer(sithetd:

_ 2ux+w3 +ui+vi by Vi Uyl A Vavy Wy )
2 Uy + Vy + Uylty +ViVy +Wewy 2vy—|—v§ +u§ +w§

Kis nyulédsos elméletekben az alakvaltozasi tenzorban csak a linedris tagokat tartjuk meg:

1| 2ux  uy+vy
(S

= (©)
2y+vye  2uy

2.2. Fesziiltség

Egy anyag V térfogatdra alkalmazzuk Newton II. torvényét:

d ou;
N
dt///v(z) ar P V(Z)ng—I— av(t)cjnj 4 7

Az egyenlet azt fejezi ki, hogy a V (¢) térfogati anyagrész gyorsuldsa megegyezik az anyag-
részre hatd testerdk és az anyagrész hatdrdn hat6 feliileti er6k osszegével. Atalakitdsokkal és

kihasznélva, hogy V (¢) tetszGleges, a Cauchy-féle nyomaték egyenletet [5] kapjuk:

2u
PyngﬂLV'G’ (8)
ahol
ac,-j
(V-o)i= 5 ©)

u az alakvaltozdsi mezd és a ¢ fesziiltség tenzor. Ez az egyenletrendszer minden folytonos ko-
zegre érvényes. A u és a 6 kozotti kapcsolatot leiré anyagtorvény fiiggvényében beszélhetiink
szilard testrdl, folyadékrol vagy egyéb kontinuumrol. Megmutathat6 ([S]), hogy homogén, izot-
rop, linedrisan rugalmas anyagokra, kis nyuldsokat feltételezve (a (6) egyenletben adott nyulasi

tenzor esetén), a Hooke torvény dltaldnositdsa a kovetkez6 osszefiiggést adja:
Cjj = k(ekk)é‘),-j +2ue;j, (10)

ahol A és p az tin. Lamé konstansok (anyagi paraméterek), d;; pedig az tin. Kronecker delta és a
szummadzasi konvencié nyomdn ey, = eq1 + e22 . A Lamé konstansok kifejezhetdek a v Poisson

tényezd és az E Young modulus segitségével.



2.3. Energia

A feladatban nyugalomban 1€v6, rugalmas anyagu, deformdlhat6 testeket vizsgélunk, ezért az

energiamegmaradds elve alapjan:

d d

aPint(t):aPext(t% (11)

ahol P, a belsé energia, P,y pedig a kiils6 hatdsok munkdja. Kvazistatikus mechanikai felada-

tokndl (7) alapjén az egyensulyt kifejez6 egyenletbdl az energiamegmaradas elve a kdvetkezd

d aui Bu,-
E{//dex} ://Vpgigdx—'—/av gcwn,jda, (12)

ahol a bal oldalon a mozgéasi energia és a rugalmas energia, a jobb oldalon pedig a testerdk

alakban irhato fel:

és a feliileti (kiils6) erdk altal végzett munka id6beli megvaltozdsa (teljesitmény) all. W az tn.
rugalmas energiastiriség, p a testslirliség, g a nehézségi gyorsulds, ¢ a feliileti fesziiltség, n a
feliileti normadlis. A rugalmas energiastirliség felirhaté a szerkezetben 1étrejott nyuldsok és a

fesziiltségek segitségével, ugy, hogy

oW
=— = 0jj 13
legyen. A (10) egyenlet felhasznalasaval, (13)-bdl integraldssal kapjuk:
1 1 )
W = 50ijeij = 5 M ew)” + uleijei)) (14)

A végeselem médszer alkalmazasahoz sziikséges teljes potencidlis energia !:

I:///‘/de—//vpgiudx—//avucs,-jnijda (16)

! A haromdimenziés mechanikai feladatok 4ltalanos mechanikai funkciondljat elészor Hu és Washizu fogalmaz-

ta meg. Az éltaluk felirt funkcionalbol szarmaztathaté a teljes potencidlis energia funkciondlja. A kompatibilitdsi

és peremfeltételi egyenleteket kielégits folytonos mezdk halmazan a

I= / wdv — / u’ pgdS — / u’ pydv (15)
1% Ag 1%

teljes potencidlis energidnak minimuma van. A funkciondlban a W a rugalmas energias{ir(iséget, u az elmozdulas-

mezdt, ps és py a feliileti és térfogati erdket jeloli.



A feladatban nem foglalkozunk testerékkel, a test szélén kinematikai terheket miikodtetiink;

tovabba kvazistatikusan modellezziik a problémat, ezért megmutathatd, hogy az

I://Vde 17)

funkciondlt minimaliz4l6 u elégiti ki a (8) egyenletet. Az eddigiek alapjin levezethet6 (részle-

tesebben: A fiiggelék) a szerkezet teljes potencidlis energidja:

I= /A Z(IE—_th)(vTr(E)z + (1 —V)Tr(E?))dA. (18)



3. Lemezelméletek

Az X = 0 é]l mentén a lemez befogott, az X = L él mentén a filmre €L nagysdgu nyuldst
kényszeritiink (1.4bra), pontjainak deformaciojat a (4) vektor irja le. Ezt figyelembe véve (3)

alapjan az alakvaltozasi tenzor a (5) alakban irhat6 fel.

Az tarcsa és a hajlitott lemez egyenletei az A fiiggelékben taldlhatéak meg.

3.1. Karman-féle, nagy lehajlasi, vékony lemezek elmélete

3.1.1. Alapfeltevések

Az anyagtorvény linedris, fiiggbleges alakvaltozasok nagyok lehetnek, a nyuldsok kicsik. Ekkor
a nagy alakvaltozasok miatt még kis nyuldsok feltételezése mellett is érdemben befolyédsolja a
fliggbleges alakvaltozds a membran er6jatékhoz kothetd nyudldst. Az elmélet a hajlitdssal kap-
csolatban a kis nyuldsos, linedris lemezelméleten alapul, azaz a kozépsikra merdleges egyene-
sek a deformdcid utdn is merdlegesek lesznek a deformalt kozépsikra. Az alakvaltozdsi tenzor
megvalasztasandl figyelembe kell venni, hogy a terhelés hatdsara 1étrejove fiiggdleges elmoz-
dulds (w) egy nagysdgrenddel nagyobb, mint a sikbeli nyuildsok (u,v). Az elmélet alapétlete
[6], hogy a tarcsahatdsbdl (A.1) és a hajlitasbol (A.2) szarmazé alakvéltozasi tenzorokat dssze-
gezziik. Megmutathat6 [6], hogy feltevéseink nyoman a membran erdjatékhoz és a hajlitdshoz
rendelt rugalmas energidkat is 0sszegezhetjiik. Az elmélet a nyirdsi alakvaltozasokat a lemez

kis vastagsdga miatt elhanyagolja.

3.1.2. Fesziiltség és alakvaltozas

Feltevéseink nyomdn a Cauchy egyenletbdl (8) kovetkezd Osszefiiggések érvényben maradnak
mind a sikbeli fesziiltségallapotnél, mind pedig a hajlitasnal.

A hajlitasbdl és a hiizdsbol keletkezd fesziiltségeket kiilon kell kezelni. A tarcsaelmélet alapjan
levezetett fesziiltség-alakvaltozds képlet (60) kifejezi, hogy a keresztmetszetek a deformdcid

utdn is sikok maradnak, a Kirchoff elméletben levezetett képletek (66) pedig biztositjak, hogy

10



a kozépsikra merdleges egyenesek a deformdcid utdn is merdlegesek legyenek a deformalt ko-
zépsikra. A hajlitas hatdsdra 1étrejov6 normdl irdnyu alakvéltozasok kicsik a terhelés hatdsara

1étrejovo sikbeli nytldsokhoz képest. A fentiek alapjan az alakvaltozasi tenzor:

E=E,+E,, (19)
ahol A.1 alapjén:
Wy —W
E,=Z| © (20)
“Wxy T Wyys

(5)-b6l elhanyagolva az u,v-ben nemlinedris tagokat (a w-re vonatkozé feltevésiink miatt w?

koriilbeliil azonos nagysagrendi u-val vagy v-vel, ezért nem elhanyagolhatd!), A.2 alapjan:

1 i, + w2 Uy + vy +wew
R B G @

Vx + Uy + wywy, 2vy+ wg,
ahol az EK jelolés arra utal, hogy ez a membrén erdjatékhoz tartozé tenzor a Karman-féle
elméletben.
3.1.3. Energia

A rugalmas energia felirdsdndl a hizasbol és a hajlitdsbol szarmazé energiat kell 6sszegezni.

I= /V W,pdx + /V Wpdx (22)
Atalakitasokkal (18):
. Eh 2 o 2 h3E 2 . 2
I—/A[m(vTr(Em) +(1 v)Tr(Em)]Jr{—24(1_V2>(vTr(Eb) +(1—=Vv)Tr(E3))| dA
(23)

Vezessiik be a k = 1 /h? jelolést. A szerkezet rugalmas energidja dtskaldzas utan (23) alapjén:

1= /A [12k(VTr(En)? + (1 =V)Tr(E2)] + [(VTr(Ep)* + (1 - V)Tr(E}))]dA  (24)

3.2. Nagy sikbeli nyualasok

A Kéarman-féle elmélet [3] publikacié nagy nyuldsokra kiterjesztett valtozataban szemben a

Karman-féle elmélettel, mar nem hanyagolhat6 el a membrén erdjaték. Azaz az elmélet nem

11



tesz feltevéseket u,v és w viszonyara, igy az E,, alakvdltozési tenzorbdl nem hanyagolja el az
Uy, Uy, Vy, Vy-ban nemlinedris tagokat. A membrén erGjatékhoz tartozo6 alakvaltozasi tenzor:

B — l 2uy + w)% + u)% + v)zc Uy + Vx + WxWy + Uylly + VyVy 25)
"2 Uy + Vi + WxWy + Uxlty + VyVy 2vy—|—w§—|—v§—|—u§,
ahol az Ej, jelolés arra utal, hogy ez a nagy nyuldsos elméletben a membran er6jatékhoz tartozé
alakvaltozasi tenzor. Feltételezziik, hogy a hajlitds tovdbbra is leirhat6 a linearizalt elmélettel,
igy (20) érvényben marad. Mas megkozelitésben feltételezziik, hogy a lemezben egy fliggd-
leges metszeten a lemez széle dltal meghatdrozott gdrbe meredeksége kicsi, azaz a gorbiilet
kozelithetd a gorbe mésodik derivaltjaval. A teljes potencidlis energiit tovabbra is a (24) ki-
fejezés segitségével szamoljuk. Ambdr formalisan a potencidlis energia levezetése sordn a kis
nyuldsos tenzort hasznéltuk fel (5), a [3] publikécié szerint ezzel nem kovetiink el hibét, mert
a (24)-ben szerepld funkciondl minimuma megegyezik a véges nyuildsokkal levezethets energia

minimumaval.

12



4. Numerikus eljaras

Végeselemes modellt készitettem Matlab kdrnyezetben a Karman-féle és a nagy nytlasos elmé-
let alapjan. A fentiek szerint a két elmélet csak az alakvaltozasi tenzor alakjdban kiilonbozik,

ami az alkalmazott médszer sordn két eltérd egyenletrendszerre vezet.

4.1. Végeselemmodszer

A végeselemmodszer adott (véges) € tartomény folott értelmezett differencidlegyenletek (kdze-
lit6) megoldasara sz6l6 numerikus eljards. A modszer a megoldast varidcids megkozelitésben,
egy funkciondlt staciondriussé tevd fiiggvény alakjaban szolgaltatja. Ahol a megoldasfiiggvény
kielégiti az egyenstilyi egyenletet, ott a funkciondlnak széls6értéke van. Mechanikai feladatok
esetén vagy ismert a funkciondl, amibdl az egyensiilyi egyenlet szarmazik, vagy az egyensulyi
egyenlethez tudunk szarmaztatni egy un. gyenge alakot. Mivel ismert a funkcional (24), ezért a

megoldas sordn a Ritz-mddszert érdemes alkalmazni.

A végtelen dimenziés X fiiggvénytér helyett a funkciondl minimumét X egy véges (N)
dimenzidés Vy alterében keressiik. A Vy alteret N darab, linedrisan fiiggetlen fliggvény se-
gitségével definidljuk: Vy : {@1,92,...,¢x}. Ekkor a keresett (diszkrét) megoldésfiiggvény
v = YN, a;¢; ahol @; € R. Igy a diszkrét feladat célja az I(y) funkciondl minimalizéldsa,
azaz a minimumhoz tartozé skaldr a; tényez0k kiszdmitdsa. Az I, funkciondl minimumat az a;

tényezk szerinti derivalasbol kapott egyenletrendszerbdl hatdrozzuk meg.

4.2. Peremfeltételek

A feladatban a kezdetben alakvéltozdsmentes filmre adott nyidldst kényszeritiink. A homogén

peremfeltételek biztositdsdra érdemes a kovetkezd valtozdcserét alkalmazni:
u'(X,Y)=u(X,Y)—eXi (26)

A tovdbbiakban a leképezésre utalé ()’ jelet elhagyjuk! A leképezés csak az E alakviéltoza-

si tenzor Ey, tagjat befolyasolja. A Karmén-féle lemezelmélet esetén az alakvéltozdsi tenzor

13



szarmaztatasa ((1)-(3) egyenletek) nyoman:

L 0587 Fe+ (e Due+0.5w2  0.5((e+ iy + v+ wawy
Ek = (27)

0.5((+ 1)uy 4+ v +wywy vy+0.5w§

A nagy nyulasos lemezelmélet esetén (25) alapjén:

— 1 (uy+e+1)2+v2+uw? -1 (ux +e+ Duy+ve(vy+ 1) +wyewy 28)
nL__
2 (ux+€+ Duy+ve(vy+ 1) +wyewy v§+(vy+l)2—l—w§—l
A valtozdcsere utdn a peremfeltételek:
u0,Y)=0
(0,Y) 29)
u(L,Y)=0

Azaz a két befogott €l helyzetét irjuk el az atskalazas figyelembevételével. A végeselemmaod-
szer egyik el6énye, hogy a masik két, szabad €1 mentén el64ll6 tin. természetes peremfeltételek-

kel nem kell foglalkozni ebben az esetben.

4.3. Végeselemek

A (24) rugalmas energia nem kvadratikus (€s nem is konvex), vagy mds szavakkal az energia
els6 varidciéjaval nyert (gyenge) egyensilyi egyenlet egy nemlinedris differencidlegyenlet. Az
energia fiiggvényében a sikbeli elmozduldsok elsd, a sikra merSleges elmozdulds masodik de-
rivéaltja szerepel. Bizonyitott ([7, 8]), hogy ha az energia funkciondl egy ismeretlen fiiggvény
k-adik derivdljait tartalmazza, akkor a végeselemes megolddsban ck=1) folytonos végesele-
mek sziikségesek. Mivel (24) funkciondl u és v elsd, illetve w mésodik derivéljait tartalmazza, a
fliggvény approximaldsdra egy csomépontonként 6 szabadsagfoki részben C?, részben C! foly-
tonos téglalap elemet alkalmazunk. Az i. végeselem sarokpontjainak elmozduldsét a kdvetkezd

vektorban foglaljuk 6ssze:
vi= (U1, VI W W, Wy Wy, U2, V2, W2, ey W2 xyy U3, ooy W3 gy, Ud, ...,W47xy]T. (30)
Az elmozdulésfiiggvények az i. végeselem felett:
' =Nyv' = (v)) T (N})T 31)
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v =Nov' = (v)T(Ny)" (32)
W =Nyv' = (v) T (N3)" (33)

Ahol N1,N»,Nj3 a bazisfiiggvényeket tartalmazo vektorok. A bazisfiiggvényeket az &, 1 lokdlis

n
(1,1) - (1,1)
1 0 1 g
(1,-1) = (1,-1)

3. dbra. Az alkalmazott elem a &,m parametrikus koordindtarendszerben

koordindtarendszerben irjuk fel és az N1, N, N3 vektorokban foglaljuk dssze:
N; =[91,0,0,0,0,0,¢,,0,0,0,0,0,¢3,0,0,0,0,0,¢4,0,0,0,0,0], (34)
N2 = [07 (pl Y O’ 07 07 07 O’ (p2’ 07 07 07 0’ 07 (P37O7 07 0’ 07 07 (p47 O’ 07 07 O] (35)
ahol az i. elem j. sarokpontjdhoz tartozé C° folytonos bézisfiiggvény:
1
;= 7 (1+8&;)(1+mm;). (36)

Az i. elem j. sarokpontjdhoz tartozé kétvaltozés, C! folytonos bazisfiiggvényeket egyvaltozés

C! folytonos Hermite-polinomok szorzataként allitjuk el&:

N3 =1[0,0,91(§)93(n),92(E)¥3(M), 81 (E)¥a(M), B2(E) V4 (m),
0,0,93(8)03(n),4()03(N),03(8)V4(M), V4(§) ¥4 (M),
0,0,93(8)01(n),94(8)01(n),93()92(n), B4(E)B2(n),
0,0,91(8)91 (M), 92(§)B1(M), 91 (§)D2(n), 92(E)2(n)] (37)
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ahol az i., [,,l, oldalhosszisagu elemre:

B1(E) =5~ 26+ 48

028) = £(1-§ -8 +8)

03(8) = 3 + 6 1

Da(E) = £(-1 £+ +E). G8)
B1() =5 — 2+ 4,

%2(n) =l§"(1—n—n2+n3),

B3(m) = 5+ 50— 1

Ba(n) = Z(~1-n > 4. (39)

Az alkalmazott &,m parametrikus koordindtarendszer a globdlis koordindtarendszer egy

linedris leképezése. A két rendszer kozotti kapcsolatot linedris fiiggvények segitségével irjuk

le, jelolje: n;(E,m) (i = 1,2,...,k), ahol k az elem kitiintetett pontjainak a szdma, jelen esetben

n = 4. Ezen fiiggvények olyan polinomok, amelyek az indexiiknek megfelelé csomépontban 1,

a tobbi csomdpontban 0 értéket vesznek fel. A leképezéshez kapcsolhaté Jacobi métrix:

d

95

an

A Jacobi-matrix inverze az inverz leképezéshez tartozé (globalis — lokalis) matrix:

n an 1 Bn4
n JE JE
| eyl = [xy] (40)
n3 ony ony
74 ] o om
'ag 811_
i ox ox
J = , 41)
06 dn
dy  dy
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ami a linedris leképezés €s a koordindtarendszer tengelyeivel parhuzamos oldalu, téglalap ele-

mek miatt most a kovetkezd alakra egyszertisodik:

2
— 0
1 la
J = (42)
2
0o —.
Ip

A paraméteres koordindtarendszerben megadott bazisfiiggvények globdlis valtozok szerinti de-
rivéltjainak szamitdsa a ldncszabdly alkalmazdsaval, a Jacobi-matrix segitségével torténik, ugy

hogy az i. bazisfiiggvény esetén:

oN; | [oNioe oNon | ON,
__+ -
d 9 ox on 2 d
R SN (43)
aN,’ 8N,~ 8& BN,- Bn BN,-
___.l_ -
dy d§ dy on dy om

A globilis koordinatdk szerinti integrdldsra Jacobi-matrix determinénsa segitségével térhetiink

7z

at:

dA = dxdy = |J|d&dn (44)

A tovéabbiakban alkalmazott egyszersitett jelolés sordn a paraméteres €s a globalis koordinata-
rendszer kozotti kapcesolatot nem részletezem, a bazisfiiggvények derivaltjait és az integraltakat

a globadlis koordinédtarendszerben irom fel.
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4.4. Egyenletrendszer

A keresett elmozdulasfiiggvény derivéltjait a bazisfiiggvények derivaltjaival szamoljuk:

i __ _
I/lx— le A
= v =B
y 1y -
I N i
VX—N27XV—C,
i _ W\ i_
Vy—N27yV—D7

i i

x 3.xVZE’

L= '=F

y = 3yV )
_N3xx G?

1 _ l l_

wy, =N3 v =H,

Az Ritz-médszer alapjdn a diszkretizdlt I(u) potencidl (24) minimumbhelyét az elmozduldskom-

ponensek szerinti derivaldsbol kapott egyenletrendszer segitségével hatarozzuk meg:

wWaA_ dwaB  lw)
f(u) Zl/{ oA av ' om ov T E}d"" (46)

ahol M a végeselemek szdma, F pedig a végeselem feletti integraldsra vonatkozik. Az integra-
last elvégezhetjiik numerikusan a Gauss-Legendre formuldk segitségével [4]. Az I(u) potencidl

minimumadnak sziikséges feltétele, hogy
f(u) =0. 47)

A (46) egy elemenként 24 darab 24 ismeretlenes egyenletrendszert eredményez. A kompil4cié
sordn az M = nm elembdl all6, (n+ 1)(m+ 1) csombpontd rendszerre d = 6(n+ 1)(m+ 1)
db, d ismeretlenes globdlis egyenletrendszert allitunk eld, ahol n és m az elemek szdma x és y
irdnyokban. Az el6z6ek alapjdn minden elemhez meghatdrozhaté a csomdpontjaihoz tartozé
egyenletrendszer. A szomszédos elemek kozos csomdpontjaira vonatkozé egyenleteket kell

Osszegezni a kompiléci6 sordn.
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v=0,w=0 w,=0

u=0w=0w,=0
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4. dbra. Peremfeltételek a feliilet negyedére, szimmetrikus megoldasok esetén.

A szamitasi id6 csokkenthetd, ha nem a teljes tartomanyon irjuk fel és oldjuk meg az
egyenletrendszert, hanem csak egy részén. Kihasznélhaté a rendszer X = L/2 egyenesre vett
tiikrozési szimmetridja, tovabbd elGirhaté a megoldds Y = W /2 egyenesre vett szimmetridja
vagy antimetridja. Igy elég csak a feliilet negyedét vizsgédlni, majd a kapott megoldast a
megfeleld egyenesekre titkrozni (4. dbra). Igy a peremfeltételek az aldbbiak szerint alakulnak:
u(0,Y) = 0 tovédbbra is, X = L/2 él mentén u = 0,w, = 0,wy, = 0, ¥ = W/2 €l mentén

v =0,wy = 0,wy, = 0 szimmetria esetén €s v = 0,w = 0, w, = 0 antimetria esetén.

4.5. Az egyenletrendszer megoldasa

A problémédhoz kapcsoldédd funkciondl (24) nem kvadratikus, igy a kapott egyenletrendszer
egy nemlinedris algebrai egyenletrendszer. A nemlinedris esetben nem feltétleniil teljesiil a
megolddsok unicitdsa (azaz a potencidlis energidt megad6 funkciondlnak tobb minimuma
is lehet). Ezért vagy utkovetéssel (egy ismert, trividlis megoldasbdl indulva oldjuk meg az
egyenletrendszert egy, vagy tobb, Un. bifurkdcids paraméter valtoztatdsdval), vagy valamely

nemlinedris egyenletmegoldé modszert valasztunk [10].

Célunk hogy megmutassuk, hogy megfeleléen nagy nyudldsokndl ill. oldalaranyokndl a
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megoldas stabil, igy elég a trividlis megoldds vizsgdlata. Az éltalam vélasztott mddszer a
Newton-Raphson mdédszer. A mddszer a megoldasfiiggvényt egy kezdeti értékbdl kiindulva
iteracidval hatdrozza meg. Ha a gyokokhoz elég kozelrdl inditjuk az iterdcidt, akkor nagyon
gyorsan konvergél. Esetiinkben a funkciondlnak tobb minimuma is lehet, ezért olyan esetekben
is van konvergencia, amikor a gyokoktdl tavolrdl inditjuk az iterdciét. A rdncok alakjanak

pontos meghatarozasdhoz azonban utkovetd eljardsra van sziikség.

¢ =0.1, x=10000

53‘

4

3. L —

2 | —

2 |

1]

OL | 1 | |, J
0 2 4 6 8 10

L

5. dbra. A Newton-Raphson mddszerrel taldlt szimmetrikus, raincos megoldas.
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5. Numerikus vizsgalatok

5.1. Bifurkacio

Jeldlje az oldalaranyt:

L
=—. 48
P 2w (48)
A (24)-bdl levezethetd egy altalanosabb
I(k.,B) (49)

alakd funkciondl, amihez tartozik egy F(u,k,€,) = O nemlinedris egyenletrendszer (ami
adott oldalradny esetén az (47)-ra vezet). Ha egy egyenlet paraméterei valamelyikének kis
megvaltoztatdsa esetén a megoldasok jellege megvaltozik, akkor ott bifurkdcids pontja van az
egyenletnek. A vizsgélatok célja ezen bifurkacids pontok meghatarozasa olyan paraméterekkel,
melyek kés6bb a kisérleti eredményekkel Osszehasonlithatéak. A vizsgdlat sordn egy un.
bifurkaciés paramétert tiintetiink ki, amit valtoztatunk, a tobbi paramétert fixen hagyjuk. A
probléma trividlis megoldédsa a rdncosoddsmentes alak. A bifurkdcié sziikséges feltétele, hogy
az F leképezés Jacobi-mdtrixa szinguldris legyen (azaz legyen O sajatértéke)?, tovabbd a
rdancosoddsmentes trividlis megoldds akkor stabil, ha a Jacobi-mdtrix pozitiv definit [10]. gy
a Jacobi-matrix nulldhoz legkozelebb elhelyezkedd sajatértékét elég vizsgalni a bifurkdcids

pontok meghatdrozdsdhoz. A leképezés Jacobi-matrixa azonos a végeselemes szakirodalom

merevségi matrixdval, a Ritz mddszer esetén pedig azonos a vizsgalt funkciondl mésodik

------

Ha a megoldani kivdnt, nemlinedris parcidlis differencidlegyenletekhez 1étezik olyan
funkciondl, amelynek az egyenletrendszer az Euler-Lagrange egyenlete, akkor a merevségi

matrix sziikségszertien szimmetrikus, hiszen egy tetszdleges f(x,y) fiiggvényre teljesiil, hogy:

) of
£§ - oy - az_f (50)
dy ox xy

ZEbben a specidlis esetben a [3] alapjan a bifurkdciénak sziikséges és elégséges feltétele az, hogy a Jacobi-

matrix eldjelet valt.
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A feladat Jacobi-matrixét az f(u) vektor u elemei szerinti derivéltja szolgéltatja. Mivel mind f,
mind u elemeinek szdma megegyezik a feladat szabadsagfokaval (d), a k merevségi matrix egy

d x d nagysagu, kvadratikus, a fentiek alapjan szimmetrikus métrix lesz:

dfi  Ifi afi
a—ul % a—ud
i Ifa af2
k=|aw  aw  ou 51)
dfa  Ofu dfa

Feladatunkban - a korabbi jelolést haszndlva - a merevségi matrix a kovetkezd kifejezéssel

szamithato:

_Of(u) M [of(u)dA  Of(u) OB of(u) oI
k(u) = ~ _;/F{ A v 38 3w T E}dA. (52)

—_

1

5.2. Haléstiriiség

A végeselemes programoknal fontos kérdés a hélé stirliségének megvalasztisa. Az elemszdm
novelésével nd a pontossag, de ezzel egyiitt a futdsi id6 is. Adott , €, B esetén az n, m paraméte-
rek novelésével vizsgaltam a sajatértékek konvergencidjat. A €, 3 paramétereket ugy vélasz-
tottam meg, hogy egyértelmiien a bifurkacids pontok eldtt, utdn vagy kozé eso esetet vizsgaljak.
A bifurkdaciés pontok helyét a [3] cikk alapjan becsiiltem meg. Az ott k6zolt bifurkacidkat azért
nem tudtam kozvetleniil felhasznalni, mert a kisérletekhez hasznalt anyag mérete és anyagjel-
lemzdi eltértek a cikkben kozolt értékektdl. A cikkben el6allitott diagramokat ugyanazokkal a
paraméterekkel a sajat programommal is eléallitottam és egyezést tapasztaltam. A vizsgdlatok
szerint a bifurkdciés pontok helye egy adott felosztds felett fiiggetlen a felosztds mértékétdl. A

tovdbbiakban a sajatértékek szdmitdsat 70 x 170-es (M = 11900) felosztassal végeztem.
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6. dbra. Legkisebb sajatérték kiilonboz6 haloslirliség esetén a nagy nyuldsos elmélettel, két bi-

furkécios pont kozott (L = 20,W = 10,v = 0.45,k = 10000,& = 0.1)
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7. abra. Legkisebb sajatérték kiilonbozo haldstrliség esetén a nagy nyuldsos elmélettel, az elsd

bifurkdciés pont elétt (L = 20,W = 10,v = 0.45,k = 10000,& = 0.01)
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6. Kisérletek

Az elmélet levezetésekor az anyagmodell linedrisan rugalmas, a levezetés szerint a Young-
modulus és a Poisson tényezd a megnyuldsoktol fiiggetleniil dlland6. A gyakorlatban nem
létezik tokéletesen linedrisan rugalmas anyag, a hasonld problémadkra szilikon gumit szokds
haszndlni, ami a sziikséges vastagsdgban nagyon driga (vastag filmeknél nem jelentkezik
a rdncosodds). Anyagi okok miatt a kisérleteket polipropilén ragasztdszalagok segitségével
végeztem. A polipropilén viszkoplasztikus anyag, részben rugalmasan viselkedik, de nagy a
maradé alakvaltozasa [9]. Viselkedése tobbek kozott fligg a megnyilastol, a fesziiltségtdl és a

hémérséklettdl is.

Resease (4909 2 Dordedtn
B o viing & Mangd
o et 4

» horteatn marsdgon.

Ragasitianyag
B w0 hoemponans, smly & tepadied & & etuial
-heisie

B v Pard PUr A Fhend
8 Tevecnn pan
@ Avis

8. abra. A ragasztdszalag felépitése (forras: www.tesa.hu)

A ragasztoszalag tobb komponensbdl all 6ssze, a polipropilén rész vastagsdga: 28um, a
ragasztoréteg vastagsidga 18um. Az egyes rétegek egyiittdolgozdsa miatt az anyag paramé-

terei nem teljesen egyeznek meg a tiszta polipropilén paramétereivel. A Poisson-tényezo6t a
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fényképek alapjan a

Adz—d(l—(l—k%)_) (53)

Osszefiiggés alapjan szdmoltam, ahol d a kezdeti szélesség, L a kezdeti hosszisag, v a
Poisson-tényezs. A szakaddnyulds a gyartd adatai szerint 140%, ami rovidebb szalagok esetén

egyezett a mérési eredményekkel.

A kisérleteket a Szildrdsdgtan Tanszék labordban 1év6 ZWICK Z150 szakitégéppel vé-

9. abra. A szakitogép

geztem (9. dbra). A szalagot két hulldmos profild, fém befogépofa kozé fogtam be. A két végén
befogott szalagokat elmzduldsvezérelt médon terheltem. A kezdeti befogds pontatlansdganak

hatdsdhoz tobb kisérletet végeztem egymds utdn ugyanazokkal a jellemzokkel: kis kezdeti
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pontatlansdgok nem befolydsoltdk a mérés alakulédsat (10. dbra).

A kisérletek sordn a €,k paraméterek valamelyikét vdltoztattam, a tobbit fixen hagy-
tam. A [ paraméter véltoztatisanal nehézséget jelentett, hogy nagyon hosszu szalagoknal
egyre pontatlanabbd valt a kezdeti befogds (azaz mér a kezdeti alak rdncos volt) és egyre
jobban lecsokkent a szakadényulds. A K paraméter valtoztatdsdnak hatdséat csak korlatozottan
tudtam vizsgélni. Rendelkezésemre allt még egy masik polipropilén szalag. A kozottiik 1€vo
vastagsdgkiilonbség azonban nem volt szdmottevd. A B. fiiggelékben megtaldlhatéak mindkét

szalagrol készitett fényképek.
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(a)€=0.00 (b) e=0.05 (c)e=0.25 (d)e=0.50

10. dbra. Tobbszori vizsgalat ugyanazon paraméterekkel (B = 0.8)



7. Eredmények

A mérések és szamitdsok Osszehasonlitdsa sordn az € paramétert véiltoztattam és kerestem a
bifurkacidés pontokat. Az egyenletek levezetése sordn csak a rugalmas energidval szamoltunk,
a mérések alapjin viszont az anyagnak nagyok a képlékeny alakvéltozdsai. A feltételezéseink
szerint a képlékeny alakvaltozdsok soran disszipdlt energia nem jatszik dontd szerepet a

rancosodas kialakuldsaban és jellegében. Ezt alatdmasztja az irodalom is [9].

Az (47) egyenlet megolddsa elegendden kis megnytldsok esetén a rdncosoddsmentes
alak. Ez a stabil egyensulyi helyzet a megnytlas novelésével egy adott megnyuldsndl instabilla
valik és a rancosodott alak lesz az uj stabil megoldds. A megnyuléds tovabbi novelésével egy
bizonyos megnyuldsnal jbol a rdncosoddsmentes alak valik stabilld. A feladat trividlis meg-
oldasat (w = 0) jol kozeliti az u = 0, igy innen indulva gyorsan konvergédl a Newton-Raphson

iteracio.

A kisérletet 5 x 10 cm-es szalagon végeztem. A szalag szdmitott Poisson tényezdje: v = 0.45.
A befogas utdn folyamatosan noveltem a megnyuldst és kerestem a bifurkdciés pontokat. A
rancosodas kezdete € = 0 és € = 0.05 kozott volt, az eltlinése pedig € = 0.7 és € = 0.8 kozott. A
fliggelékben megtaldlhaté a bifurkéciés pontok kozotti tobbi vizsgélt dllapothoz tartozo fény-
kép (B.2). A Poisson tényez6 bizonytalansdga miatt az algoritmussal tobb szamitast végeztem
mind a Karman-féle, mind pedig a nagy nyuldsos elmélettel v =28 um, vi = 0.4, vo = 0.45, igy
egy-egy intervallumot kaptam a bifurkdciés pontok pontos helye helyett. (13. dbra) Léthatd,
hogy a Karman-féle elmélet altal kapott eredmény szerint (12.4bra) a trividlis megoldds az els6

bifurkaci6 utan tobbé nem vélik Gjra stabilld ami ellentétben all a mérési eredményekkel.
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A réncosodas kezdetéhez tartozo tartomany mindkét elmélet esetén egyezik a mérési ered-
ménnyel, a kis megnyuldsok miatt: a mérés alapjan a rancok € = 0.05 eldtt jelennek meg, a
szamitdsok szerint € = 0.02 és € = 0.04 kozott. A rdncosodds eltlinéséhez tartozo bifurkacios
pont esetén a nagy nyuldsos elmélet €s a mérések kozotti eltérést a nagy képlékeny alakval-
tozasok okozzdk. A képlékenyedés hatdsat és a rugalmas megnyulds valddi értékét a maradd
alakvéltozds és a szakitdgép altal mért ¢ — € diagram alapjan vizsgédltam. 5 x 10 cm-es szalagra
kiilonb6z6 megnyuldsokat kényszeritettem, majd visszaengedés utdn mértem a maradé alakval-
tozast. A rancok € = 0.77 értéknél tlintek el. Az 6 — € diagram alapjan kiszamithato a fesziiltség
és az aktudlis Young-modulus. Az aldbbiakban egy ilyen mérést mutatok be, a tapasztalat azt
mutatja, hogy a kisérletet tobbszor elvégezve megkozelitdleg ugyanazt a ¢ — € diagramot ka-

pom.
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A legjellemz&bb adatsort a 15. dbra mutatja. A tablazat jelolései: Li: mért megnydjtott
hossz, Lp: marad6é hossz, o: fesziiltség. A rugalmas megnyulast rugalmas-képlékeny anyag-
modell haszndlatdval hatdroztam meg. Feltételeztem, hogy a teljes megnyulds a rugalmas és a
képlékeny nyulasok 6sszegeként vehetd figyelembe. Tobb mérés alapjan a kezdeti rugalmassagi
modulust kozelitésként atlagos értéken E, = S00N/ mm?-nek vettem. Feltettem, hogy a kezdeti
rugalmassagi modulus nem véltozik, igy adott pontban a szakitégép méréseibdl visszaszamolt

fesziiltségbdl kozvetleniil tudtam szdmitani a rugalmas alakvéltozast:

(0
Erug = F ) (54

a

ahol E, = 500N/ mm? a mérések alapjdn a Young-modulus atlagos értéke. A tablazat szerint
a rancosodds végéhez tartozo € = 0.77 esetén €,,, = 0.21, ami Osszhangban all a szamitas
eredményeivel: a nagy nyuldsos elmélet szerint € = 0.16 és € = 0.21 kozott tlinnek el a rancok.
A mianyagok plasztikus viselkedése ennél bonyolultabb, de a maradé alakvaltozasok alapjan

ez az egyszerli anyagmodell jelen helyzetben meglepSen pontosnak bizonyult.

A nagy nyuldsos elmélet szerint a B,€,|wyq,| fliggvények egy hdromdimenzids feliiletet
hataroznak meg adott K esetén. Ezen feliiletek metszeteit hatdrozza meg egy-egy mérés (16.
abra). A 10., 11. abran 1év6 mérések egy-egy keresztmetszetet hatdroznak meg. A hosszmetszet
felvételéhez kiillonbozd oldalardnyd szalagokra € = 0.4 megnyulést kényszeritettem. Az &-t
érdemes ugy megvalasztani, hogy a f — € sikban fekvs tartomany szélébe metssziink bele, igy
a bifurkécids pontok kozotti tdvolsdg csokkenthets. A képlékeny alakvaltozdsok azonban ugy
megnyujtjak a tartomdnyt, hogy a szakitogép és a kisérlet jellegébdl ad6dd méretkorlatok miatt
a masodik bifurkdciés pontot nem sikeriilt megtaldlni. A tendencia azonban lathaté (17.4bra):
a rancosodas mértéke B novelésével novekszik, majd egy maximum elérése utan folyamatosan

csokken. A fiiggelékben megtaldlhato az dsszes vizsgélt dllapot fényképe (B.2).
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(c)e=0.70 (d)e=0.80
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11. dbra. A két bifurkdcids pont (f = 1)



min

k=127561,v =0.4
k= 127551, v = 0.46
_6 T ' T ' T ' T ' T ' T ' T ' T ' T ' T '

0 002 004 006 008 0.1 012 014 016 018 02
€

lllllllllllllllllllllllllllllllllll

12. dbra. A Jacobi-matrix legkisebb sajatértéke a Kdrman-féle elmélet szerint
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)Lmin >0 kmin >0
a trivialis megoldas stabil a trivialis megoldas ismét stabil

min

=037 min .- . .
a trividlis megoldas instabil
[3] szerint itt a rancos megoldas

S 7o
e S i T e e e e
I H e e -
xk=127551,v=04
7 k =127551, v=0.45
—07 T T T T I T T T T I T T T T I T T T T I T T T T I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

13. dbra. A Jacobi-madtrix legkisebb sajatértéke a nagy nyildsos elmélet szerint

120 == m oo

c [N/mm2]
o
o
|

40—

n
o
MR R

€ =0.56 / e =0.21
plaszt , rug
/
O T L ' T L ' T L ' L ' L ' L ' L ' L '
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
€

14. dbra. A 6 — € diagram €s a rugalmas alakvaltozds a mérési eredmények alapjan
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e Lifmm] Lomm] O[N/mm?] EJN/mm?] €

0.1 110 102.0 37.09 0.07
0.2 120 104.6 50.56 0.10
0.3 130 110.0 61.91 0.12
0.4 140 115.2 71.29 0.14
0.5 150 123.2 79.88 500 0.16
0.6 160 132.6 89.13 0.18
0.7 170 143.8 97.64 0.20
0.77 177 151.0 103.55 0.21
0.8 180 150.4 105.56 0.21
15. dbra

bifurkaciés pontok

&
si me/yw/ /
-
N\
/ rancos /
\ megoldasok
/ 7

16. dbra. A B —€ — |wyqy| feliillet € — B sikra vetitett pontjai

/
/

B
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(a) B=0.75
.

(c)Bp=1.50 (d)p=4.00
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17. 4bra. Kiilonb6z6 oldalaranyu szalagok azonos megnyulds mellett (€ = 0.4)



8. Osszefoglalas, tovabbi lehetGségek

A mérések célja els6sorban a [3] publikdciéban kozolt eredmények alapjan a Karman-féle
€s a nagy nyulédsos elméletek eldrejelzéseinek kvalitativ kisérleti vizsgalata volt. A vélasztott
polipropilén szalag ehhez megfeleldnek bizonyult - a kisérleti eredmények nagyon jo egyezést
mutatnak az elméleti el6rejezéssel -, pontosabb szdmitdsokhoz viszont nem elegendd. A
mérések tanulsdgai alapjan a nagy nyuldsos elmélet kvantativ validaldsdhoz hosszitdvon egy
kevésbé képlekenyedd anyagra van sziikség. A maradé alakvéltozas modellezésén tul érdekes

gyakorlati kérdés az elmélet kiterjesztése hiperelasztikus anyagokra.

Tervezem tovdbba az ttkovetd eljards implementédldsat, amihez a meglévé kod egy az
egyben felhaszndlhaté. Az utkovetd eljards megirdsa utdn a rdncok alakjdval kapcsolatos
méréseket 6ssze lehet vetni a numerikus eredményekkel. Ehhez sziikség van a rdncosodds amp-
litad6janak kisérleti meghatdrozasara, a rdncok alakjanak dokumentdldsira. Az eddigiekben
késziiltek olyan fényképek is, amelyeken egy kezdetben vizszintes referenciavonal alakja ad
informdciot a feliiletrdl (18. dbra), ami alapja lehet egy optikai alakmeghatdrozasnak. Az alak-
meghatédrozas segitségével az elmélet nem csak a bifurkacidk tekintetében, hanem a kialakult

mintazat vizsgdlataval kvalitativ médon is dsszehasonlithat6 a kisérleti eredményekkel.

(b)

18. abra. A kezdeti (a) és a rdncosodott alak (b) 1ézervonallal megvildgitva
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A [3] cikk szerint a kialakulé rdncos mintdzat nem csak szimmetrikus vagy antimetrikus
lehet, hanem ezek kombindldsdval eldallithaté aszimmetrikus mintdzatok is stabilak és energi-
ajuk megegyezik a szimmetrikus €s egyben az antimetrikus megoldasok energidjaval. 10. dbra
mutatja, hogy a mérések sordn adott paraméterek esetén mindig ugyanazt a rancosodott alakot

vette fel a szalag a kezdeti esetleg kissé rancos befogdstol fliggetleniil. Ez a jelenség tovdbbi

vizsgalatokat igényel.
Megfigyeléseim szerint a rdncok szdma a rdncosodds megjelenésénél elddl, a tovabbiak-

ban mar csak az amplitid6 véltozik. Nagyobb szdmossagu statisztikai mérésekkel lehetne

vizsgdlni a rdncok szdma és az egyéb paraméterek Osszefiiggését.
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A. Fiiggelék

A.1l. Tarcsa elmélet

A.1.1. Alapfeltevések

Az X = 0 él mentén a perem befogott, az X = L él mentén a lemezre €L nagysigu nyulast kény-

szeritiink. Az anyagtorvény linedris, a nyuilasok kicsik. A fesziiltség és a megnyulds a vastagsag

mentén nem valtozik, azaz u(x,y) és v(x,y) fiiggetlenek z-tol.

A.1.2. Fesziiltség és alakvaltozas

A huzoéfesziiltségek hatdsdra 1étrejovo alakvaltozds:
ax+ by
u=|cx+dy

(55)

Kis megnyuldsokat feltételezve az (5) alakvéltozas tenzor nem linedris tagjait elhanyagoljuk:

ERYETIRD
el]_z axj' axi ’

azaz
a b+c O
1
E=-
2b+c d 0
0 0 -y

A lemez fels6 és als6 sikjan a hizéfesziiltség 0, azaz .. = 0. Igy (10) alapjan:

0=2Ma+d—v) -2,

amibsl a A és a v kozotti kapcesolatot [5] felhasznalva:

y= (ﬁ) (a+d)= (g—v) (a+d)

Ezutdn a tobbi fesziiltségkomponens (10) segitségével kifejezhets:

E(a+vc) Eb E(va+c)

1—v2 " 14v 1—v2

XX —
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Kis elmozdulédsokat feltételezve a tényleges alakvéaltozasi tenzor:

1 2uy Uy + Uy

E— 61)

uy+uy  2vy

A.1.3. Energia

Az energia felirdsdndl a sikra mer&leges belsd fesziiltségek munk4jat elhanyagoljuk. A szerke-

zet teljes potencidlis energidja:

h
21
I:/de:// —1;;e;;dzdA, 62
v A\ 7%2 ij€ij ( )

(60) behelyettesitésével:

= /A 2<1E—_hvz)(vTr(E)2+(1—v)Tr(E2)dA. 63)

A.2. Kirchoff elmélet

A.2.1. Alapfeltevések

Tekintsiink egy onsulyaval terhelt lemezt. A Kirchoff-Love hipotézis alapjan az aldbbi feltéte-

lezések vannak érvényben:

1. A lemez ugy deforméalddik, hogy a kozépsikra merSleges egyenes a deformécié utan, a
deformdlt kozépsikra is merdleges lesz és egyenes marad, azaz nincsenek nyirési defor-

mdciok.
2. A lemez vastagsdga nem valtozik a deformdci6 sorén.

3. A nyulasok és a kozépsik elforduldsa elegendden kicsiny.

A.2.2. Fesziiltség és alakvaltozas

A hajlitds hatdsara huzofesziiltségek jonnek 1étre, amelyek a vastagsdg mentén véltoznak (azaz

Tij, 18y e;;j is fligg z-t0l). Felhaszndlva, hogy a sikbeli fesziiltségek hatédsara T,, = 0, tovdbbd a
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kozépsik elforduldsa = 0, a hizéfesziiltségek hatdsdra 1étrejovo alakvaltozas:

—(ax+by)z
U= —(bx+cy)z

v(a+tc)Z?

2 2
G b+ T+ 55

Kis elmozduldsokat feltételezve az alakvaltozas komponensek:
exy = —az,eyy = —bz ey, = —cz

A fesziiltségkomponensek (10) alapjén:

E(a+ve)z Ebz E(va+c)z

T = — S g = = —
= 1—-vz 7% 14y 1—v2

Kis nyuldsokat feltételezve a tényleges alakvaltozasi tenzor:

—Wxx —Wxy
E,=Z

—Wxy —Wyy

A.2.3. Energia

A teljes potencialis energia:

I:/WdV—/pgwdA,
14 A

h
2 1
WdV:// —’CijeidedA
/V AJ-B2

ahol

Igy a potencidlis energia:

3
1= /A %(\/T}’(Eb)2 + (1 =v)Tr(E3)) — pgwdA
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B. Fiiggelék

B.1. Az ¢, mint bifurkacios paraméter

(b) €=0.05

(f)£=0.30

[

(G)€=0.70 (k) £=0.80 1) e=0.90

19. dbra. B =1, x = 127551
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(d)e=0.15

Mt {10

(1) £=0.60 (G)e=0.70 (k) €=0.80 1 e=0.90

20. dbra. B = 1, kx = 160000
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B.2. Az [3, mint bifurkaciés paraméter

(@ PB=10 (h) B = 2.00 (i) B = 4.00

21. dbra. € = 0.4, xk = 127551
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() p=0.85

:
' .

(2) B=1.50 (h) B=2.00 (i) B =4.00

22. ébra. € = 0.4, x = 160000
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