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1. Bevezetés

Napjainkban egyre elterjedtebbek az tigynevezett halozaton keresztiil vezérelt
rendszerek, vagy roviden HKV rendszerek. Ezek olyan berendezések, amelyek ese-
tén a térben kiilonbozs elhelyezést elemek, (tipikusan a gép, érzékels, vezérls és
miikodtetd) egymés kozott digitalis halozatokon keresztiill kommunikalnak. A nép-
szertisége miatt a HKV rendszerekhez tartozoé elmélet is komoly figyelmet érdemel.
Ebben a dolgozatban HKV rendszerek visszacsatolt vezérléssel torténd stabilizalasa-
nak feladatat vizsgaljuk. A halézaton keresztiil torténd vezérlés alapvets sajatossaga
a késleltetés megjelenése: bar a vezérelt rendszer modellje kézonséges differencial-
egyenlet, a visszacsatolas utan elkeriilhetetleniil késleltetett differencialegyenlethez
jutunk. A késés kialakulasanak egyik oka, hogy a hélézat korlatai miatt az eszko-
z0k kozotti kommunikacio soran az informacié némi késéssel érkezik meg a feladdtol
a cimzetthez. A maésik ok, hogy olyan rendszereket vizsgalunk, amelyeknél minta-
vételekkel nyertink informéaciot a rendszer allapotarol. A miikodés alapja, hogy az
érzékel6 mintat vesz, majd elkiildi a vezérlének, amely a beérkezé adatok alapjan
meghatéarozza a megfelel reakciot. Itt a szamolés szintén idébe telik, igy tovabb né a
késés. Ezt kovetGen a miikddtets megkapja az utasitasokat, ami alapjan szabélyozza
az adott berendezést. Ez azt jelenti, hogy egy folytonos rendszert iranyitunk diszkrét
idépontokban torténé mérések alapjan, ami méar onmagaban késleltetést jelent. Ezen
feliil az is el6fordulhat, hogy valamelyik adatcsomag elveszik és nem érkezik meg a
cimzetthez. Mindezek elkeriilhetetleniil rontjék a rendszer teljesitményét, s6t, még
a rendszer instabilitasdhoz is vezethetnek. Ennek elkeriilése érdekében két feladatot
kell megoldanunk. Egyrészt biztositanunk kell a rendszer stabilitasat elfogadhato
késés és adatvesztés esetén, valamint meg kell tervezni a megfelel vezérlst, mely
ellenstlyozza a késés és adatvesztés karos hatasait. A megfelelGen tervezett vezérls
azt jelenti, hogy a kivant allapotba hozza a rendszert abban az esetben, ha a késések
egy meghatarozott korlat alatt vannak. Elénynek szamit, ha a megengedett késések
korlatja minél nagyobb, hiszen minél lassabb rendszerre miikodik az elmélet, annél
szélesebb kort lehet a felhasznélasa.

A feladatot tobb modon is meg lehet kozeliteni, amelyek koziil mi a Ljapunov
modszerére alapulot valasztottuk. Nagy vonalakban a modszer 1ényege, hogy kere-
siink egy Ljapunov—Kraszovszkij-funkcionalt, amely alapjan garantalhato a rendszer
stabilitasa, ha a funkcional id§ szerinti derivaltja negativ. Ezt kdvetGen megfogal-
mazunk egy konnyen ellendérizhetd feltételt a derivalt elGjelére vonatkozdéan. Ehhez
hasznéaljuk a linearis méatrixegyenl6tlenségeket, vagy roviden LMI-ket (az angol Li-
near Matrix Inequality kifejezésb6l). Ezen modszer hasznéalatara példa a [12] cikk. Az

eljardshoz hozzatartozik, hogy mikozben egyszertibb feltételeket allitunk els, becslé-
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1. abra. Az HKV rendszer felépitése

seket alkalmazunk, igy kritériumaink sziikségképpen gyengébbek lesznek. Tehat az
eredmények tovabbgondolasanak kézenfekvs lehetGsége a becslések kikeriilése vagy
élesebbekkel valo helyettesitése. A [16] célja, hogy [12] két becslését javitsa. Az egyik
a Jensen-egyenlStlenség (lasd [8]) egy masik becsléssel valo helyettesitése, a méasik a
kap komplemens algoritmus fejlesztett valtozatanak (improved cone complementary
linearization ICCL, eredeti [6]) alkalmazéasa. Tovabba [12] megjelenése 6ta Seuret és
Gouaisbaut [14|-ben megmutattak hogyan hasznalhatoé a Wirtinger-egyenlétlenség
a Jensen-egyenlGtlenség helyett a becslés finomitasara.

Mivel bizonytalan rendszereket vizsgalunk, jelen dolgozat célja az el6bbieken ttl-
menden az is, hogy kiterjesztjiik, dltalanositjuk az irodalomban targyalt megengedett

bizonytalansagokat. Erre ad lehet&séget a multiplikator matrixok alkalmazéasa ([10]).

2. A probléma leirasa

Vizsgaljuk az 1. 4bran lathato tipikus HKV rendszert, melynél a vezérelt objek-

tum miikodését a kovetkezd altalanositott Lur’e rendszer modellje irja le:

&(t) = Ayx(t) + Byu(t) + Hipi(t) + Hopa(t)
qui(t) = Ag,z(t) + By, u(t) 1=12,...5 (1)
q2(t) = Ag(t) + By,u(t) + Gpi(t)
ahol z(t) € R" az allapotvektor, u(t) € R™ a vezérlés, amely meghatarozza a mi-
kodtets altal a objektumra kifejtett hatast. A pi(t) = (p{,(t),....pl,(t)" € Ri,
ahol p;; € R’ reprezentalja a rendszer leiraséhoz sziikségen nemlinearis tagokat
és a bizonytalansagot, pa(t) € R'%2 pedig a paraméterbizonytalansagot. A q1,(t) €
€ Rl és gy(t) € Rlez jeldli a bizonytalan outputot. A p;(t)-vel ésszhangban legyen



a(t) = (¢l1(t), ..., ¢l ,(t)" € Rlar, ahol ¢1; € Rls.i . Az s = 1 esetet strukturalat-
lan, az s > 1 esetet pedig strukturalt bizonytalansagnak nevezziik. Az A,, B,, 4, ,,
By, ., Agy, Bg,, Hi, Hy és G megfelels méretii valos matrixok. A tovdbbiakban a
(pT, ¢l )70l feltessziik, hogy kvadratikusan korlatozott. Ezen feltételt tigy vessziik

figyelembe, hogy (p{,qf )" az

T
, i Soi i .
O = P e minta ;| PY Q; 0 P, >0,1=1,...,5p,
q1 q1, Soi Roi qi,i
(2)
altal definialt halmazbol keriil ki, ahol Qo = QF, Ry; = Rl > 0 és Sp; elére meg-

hatarozott, megfelel§ dimenzi6ji valés matrixok. A p; és ¢ jeloléssel Gsszhangban

legyen

QO - dia‘g{QOIa s 7Q08}7
RO = diag{Rm, ey Ros}, (3)
SO = diag{SOb ey SDS}'

A [10] els6 feltevése szerint
Qo + DgSg + S(]Dq + DgRqu <0, (4)
ahol D, = diag{D

a py,; egyiitthatomatrixa. A mi esetiinkben ¢; ; meghatarozasaban nem jelenik meg

., Dy,  } € Rlaxler g D, - matrix pedig a ¢1; egyenletében

q1,19*

a p1,4, ezért egyiitthatojat nullanak (vagy nullmétrixnak) tekintjiik, igy mi azt felté-
telezziik, hogy Qo < 0. A [12, 16]-ban egyszert Lur’e rendszereket targyalnak, ahol
pi(t) = p(t, qi(t)), és a p fiiggvény olyan, hogy a

pilpr+Oq) <0 (5)

ugynevezett szektor feltétel teljesiil, ahol © valos diagonalis matrix. Kénnyen be-
lathato, hogy ez kevésbé altalanos megkdtés, mint az altalunk hasznalt kvadratikus
korlat, hiszen Qg = —1, Sy = —%@ és Ry = 0 valasztéssal éppen (5) adodik.
A paraméterbizonytalansag leirasdhoz vezessiik be matrixok egy 2 halmazat az
alabbi definicioval:
2 ={A =diag(Ay,...,Ap 001, 00,0)
A <1, A; e R"*™ 5, € R, na,ns €Z7} (6)

A megengedett paraméterbizonytalansagok az

QQZ{<p2> ERlpZJrquIpQ:AQQ,Ae@} (7)
a2

halmazzal adottak. Fontos, hogy itt a A méatrixok fligghetnek az id6tsl.

3



1. Megjegyzés. Ha ns = 0, akkor az )y halmaz is megadhato kvadratikus korlatozo
feltételekkel :

T
92: p2 6Rlp2+lq2 : p2 p2, 207221"'.’7’[/A
) G2, 0 I Go,i
(8)

Ha azonban ns > 0, akkor a pyp,tj = 6jGamats, [0;] < 1, 5 = 1,...,n; feltételnek

eleget tevs vektorok nem jellemezhetGek egyetlen szimmetrikus métrix segitségével.

A HKV rendszer miikédésével kapcsolatban feltessziik, hogy az eszkézok az adat-
csomagokat egyesével tovabbitjak, a rendszer allapotanak mérése soran a teljes al-
lapot elérhetd és hogy a szenzort egy id6zité hozza miikodésbe, igy mindig azonos h
id6kozonként vesz mintat. Ez azt jelenti, hogy a mérési eredmények csak a 0 = 55 <
<8 < --- < S < ... diszkrét id6pontokra vonatkoznak, ahol sxy 1 — s, = h minden
k € ZT-ra. Mar emlitettiik, hogy el6fordulhat adatvesztés, amikor egy mérési ered-
mény nem érkezik meg a vezérl6hoz vagy egy késébbi adat hamarabb érkezik meg és
igy a vezérls a régebbit nem veszi figyelembe. Ezért legyen (Si)ren az (sk)ren azon
részsorozata, mely az elveszett adatok kihagyasaval keletkezik. Igy tulajdonképpen
a vezérlést a 59 < §; < ... id6pontokban rogzitett x(sy) allapotok alapjan kell
meghatarozni.

A vezérlg és a miikodtets viszont esemény hataséara valtozik, vagyis ha bejovs
informécié van. Ezért ugy tekintjik, hogy a wu(t) vezérlés egy nulladrendd tarton
(zero-order hold device) keresztiil valosul meg. Azaz a diszkrét ideji jeleket ugy ala-
kitja at folytonos idejtivé, hogy a diszkrét értéket megtartja, amig Gj nem érkezik.
Ezt szemlélteti a 2. Abra, ahol s; a mérések id6pontja, mint el6bb, a t az x(5;) 4lla-
pot alapjan torténé vezérlés megkezdésének id6pontja, 7, = 7. 4+ 75 pedig a k-adik
késés, az 55 és a t kozott eltelt idS, amig 7,.¢ id6 alatt megtortént a jeltovabbités
az érzékeld és a vezérls kozott, majd 7.* amig a feldolgozas folyt és az eredményt
a miikodtets megkapta. Ekkor tehat ¢, = s; + 7. Lathato, hogy az x(5x) alapjan
meghatarozott vezérlés t; és tx1, a kovetkezs adat alapjan meghatarozott vezérlés
beérkezése kozott allando. Itt meg kell még emliteni azt a gyakorlatban is elképzel-
hetd jelenséget, hogy ha egy mérési adat sokat késik, akkor egy késébbi hamarabb
elérheti a vezérl6t. Formalisan ez azt jelenti, hogy ti > ;.. Feltessziik, hogy ilyen
esetben a vezérl6 a régebbi adatot figyelmen kiviil hagyja és nem véltoztat a ve-
zérlésen. Tehat a tovabbiakban ¢, < ty,q teljesiil minden k-ra. Igy a vezérlés egy
szakaszonként konstans fliggvény lesz. Feltételezziik, hogy a vezérlé memoria nélkiili

és az allapot linearis fliggvényében reagal. Formalisan



2. abra. A mintavétel idejét és a késést szemléltets abra

Az el6bbiek alapjan a mtkodtets rendszerre gyakorolt hatasat a
U(t) :K.f(tk—Tk), te [tk,tk+1>, k:O,l, (10)

Osszefliggés irja le. A konnyebb kezelhetGség érdekében definidljuk a 7 fliggvényt a

[t, tr+1) intervallumon a
T(t) :t—(tk—Tk) (11)

egyenlgséggel. Vegyiik észre, hogy 7(t) = 1, ha t # t;. Ez a HKV rendszerek fontos

A

tulajdonsaga. A 7(t) definiciojat felhasznéalva adodik, hogy
z(t —7(t)) = x(ty, — ) = (Sk) (12)

ha t € [tg,try1). A vezérlés megvalosithatosaganak érdekében természetesnek tiinik
az elvaras, hogy az adatvesztés és a késés feliilr6l korlatos legyen. Ez garantalja egy

n € RT létezését, melyre
Sk+1 — Skt Thy1 = tht1 — Sk < 1) (13)

b}



teljesiil. Vagyis 7 fels6 korlatja a sikeresen tovabbitott mérés és a kovetkezs sikeres
méréshez tartozod vezérlés kezdete kozt eltelt idének. Ezt gy is megfogalmazhatjuk,
hogy egy mérés eredménye maximum 7 ideig befolyasolhatja kozvetleniil a rendszer
fejlédését.

Mindennek fényében a kovetkezSképpen modosithatjuk az 1. dbran lathatd hé-

lozaton keresztiil vezérelt rendszer el6bbi (1) leirasat.

#(t) = Aur(t) + ByKa(t — 7(t)) + Hipa(t) + Hopo(t)
Z‘(t) = ¢(t)7 te [tO -1, tO] (14>
q:(t) = Ag.x(t)+ By ut) i=12,...s

@(t) = Agz(t) + Byu(t) + Gpi(t)

ahol a ¢(t) a kezdeti értéknek tekinthets és 0 < 7(t) <.

3. Sziikséges ismeretek

Miel6tt ratérnénk az el6z6 fejezetben ismertetett probléma megoldasainak rész-

letes targyalasara attekintjiik a sziikséges matematikai hatteret.

3.1. Funkcional-differencidlegyenletek

Ebben a fejezetben megismerkediink a késleltetett differencialegyenlet rendsze-
rekhez tartoz6 matematikai hattér, a funkcional-differencialegyenletek elméletének
alapjaival. Néhany nélkiilozhetetlen definicié és tétel utan a stabilitassal kapcsolatos
fogalmak kovetkeznek, majd egy elégséges feltétel a stabilitasra. Mindehhez [11]-et
és [15]-6t vettiik alapul.

3.1.1. Alapok

Legyen a € R™ tetszSleges. Ekkor barmely ¢ € C([to — n,to + a],R™) és t €
€ [to, to + a] esetén definialjuk a v, € C figgvényt a kovetkezSképpen :

i) = ¥(t +0) (15)
ahol 6 € [—n,0].

1. Definici6. Legyen to € R, n,a € Rt valamint = € C([tg — 1, to + a], R™), tovabba
f R xC — R" adott fliggvény. Ekkor a

w(t) = f(t, x) (16)

relaciot funkcional-differencidlegyenletnek nevezziik.



2. Definici6. Az z fiiggvény a (16) megoldasa a [to — 1, tp + a) intervallumon, ha
x € C([to — n,to + a),R™) és x(t) eleget tesz (16)-nak, ha t € (to, o + a).

A kozonséges differencialegyenletekhez hasonloan itt is tobb megoldas lehetséges,
igy értelmes adott kezdeti feltételt kielégité megoldast keresni. Azonban az egyér-
telmtiséghez nem elegendd egy pontban egy adott értéket megkovetelni, hiszen nem
csak a pillanatnyi z(t) allapot szamit, hanem az x; fiiggvény. Azaz a kezdeti feltételt

egy a [—n,0] intervallumon értelmezett fiiggvény hatarozza meg.

3. Definicio. Adott tg € R és ¢ € C esetén az = x(ty, p) fiiggvény a to-ban ¢
kezdeti értékhez tartozé megoldas vagy megoldas a (to, ¢)-n keresztiil, ha létezik

a € RY, amelyre x(to, ¢) megoldasa a (16)-nak a [to — n,ty + a)-n és x4, (to, ) = .

Konnyen lathato, hogy adott g : R x R” x R® — R” fiiggvény esetén a

2(t) = g(t, x(t), x(t — 7(1))) (17)

késleltetett egyenlet specilis esete (16)-nak. Hiszen f = g o (idg, go), ahol gy :
:C — R" xR és go(x) = (x(t),z(t — 7(t)).
Ahhoz, hogy érdemes legyen funkcionél-differenciélegyenletekkel foglalkozni, el-

engedhetetlen a kdvetkezs tétel.

1. Tétel. Legyen D egy nyilt részhalmaz R x C-ben, f pedig D-bsl R"-be képezd
folytonos fliggvény, amely a mésodik valtozojaban minden D-beli kompakt halmazon
kielégiti a Lipschitz feltételt. Ha (tg, ) € D, akkor (16)-nak létezik egyértelmd
megoldasa, amely eleget tesz a (to, p) kezdeti feltételnek.

3.1.2. Stabilitas

Most pedig ratériink a stabilitdselméletre. A stabilitdselmélet vizsgéalatainak cél-
ja, hogy kideritse hogyan viselkedik egy adott rendszer, ha a kezdeti értékeket kicsit
megvaltoztatjuk vagy kimozditjuk a rendszert az eredeti allapotabol. Vajon a mo-
dositott feltételek hatasa mellett hasonld eredményt kapunk, vagy nagymértékben
eltérét? Ezen gondolatokhoz kapcsolodo elmélettel ismerkediink meg a kovetkezdk-
ben.

Feltessziik, hogy (16)-nak megoldésa az x(t) = 0, amelyre trivialis megoldéasként
hivatkozunk. Beldthato, hogy elegend§ a trivialis megoldas stabilitasat vizsgélni.
Hiszen ha van egy y(¢) nemtrivialis megoldés, melynek stabilitdsa érdekel minket,

akkor alkalmazva a z(t) = x(t) — y(t) valtozotranszformaciot, adodik a

2(t) = f(t,ze +y) — f(t, ) (18)

egyenlet, melynek a z(t) = 0 megoldésa.



A most kdvetkezs definiciok nagyon hasonlitanak a kézonséges differencialegyen-
leteknél targyalt fogalmakhoz, csak most a térnek megfelels téavolsagfogalmat kell

alkalmazni.
4. Definicio. Azt mondjuk, hogy a (16) egyenlet trivialis megoldésa

1. stabilis, ha minden ¢y € R és ¢ € RT esetén létezik 6 = §(tg,e) € R, hogy
|zl < & feltételbsl kovetkezik, hogy ||z¢]|c < € teljesiil minden ¢ > ty-ra;

2. aszimptotikusan stabilis, ha

a) stabilis és
b) minden ¢ty € R létezik 0, = 0.(to) € RT, hogy ||z4llc < 0. feltételbdl
kovetkezik, hogy tlim z(t) =0;
—00

3. egyenletesen stabilis, ha

a) stabilis és

b) 0(to, ) fliggetlen t, valasztasatol;
4. egyenletesen aszimptotikusan stabilis, ha

a) egyenletesen stabil és

b) létezik olyan ¢, € R, hogy minden v € R* esetén létezik T = T'(d4,7),
melyre ||z ||c < d, feltételbsl kévetkezik, hogy ||« (t)|| < ~ minden ¢ >
> to + T esetén;

5. globalisan (egyenletesen) aszimptotikusan stabilis, ha

a) (egyenletesen) aszimptotikusan stabilis és

b) d, tetszdlegesen nagy véges szam lehet;

6. instabilis, ha nem stabilis.

Most pedig a Ljapunov médszer kovetkezik funkcionél-differencidlegyenletek sta-
bilitdsanak vizsgalatara. A kozonséges differencidlegyenletekhez hasonléan itt is ab-
ban rejlik a modszer ereje, hogy nem sziikséges megoldanunk az egyenletet ahhoz,
hogy meghatarozzuk, hogy a rendszer stabilis-e.

Legyen V : RT x C — R differencialhato fliggvény, x,(s, ¢) pedig a (16) egyenlet
(s,) kezdeti feltételt kielégité megoldasa a ¢ pontban. A kiévetkezs Osszefiiggés
mutatja a V (¢, z;) fiiggvény t szerinti fels§ Dini derivaltjat a ¢ = s pontban.

. d . Viis+ h, T s, -V s,
V(5,6) = gV (6 20)limsirimo = limsup ( +h(h ¢)) = V(s 9)
—

(19)
Az alapfogalmak utan pedig kovetkezik a tétel, amelybdl a modszer szarmazik.
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2. Tétel (Ljapunov—Kraszovszkij-tétel). Legyen a (16) egyenletben szerepls f : R x
x C — R fiiggvény olyan, hogy R x C korlatos halmazait R™ korlatos halmazaiba
képezi. Legyen tovabba wu, v, w : R SR’ folytonos nemcsokkend fiiggvények, ahol
u(s) és v(s) pozitivak s > 0 esetén és u(0) = v(0) = 0. Ekkor az alabbi allitasok

érvényesek.

1. Ha létezik V : R x C — R folytonos differencialhat6é funkcional, melyre

u(l[o(O)) < V(t, ¢) < o([gllc) (20)
V(t,¢) < —w((l¢(0)]) (21)

akkor a trividlis megoldés egyenletesen stabilis.

2. Ha a trividlis megoldés egyenletesen stabilis és w(s) > 0 minden s > 0O-ra,

akkor az x = 0 megoldés egyenletesen aszimptotikusan stabilis.

3. Ha a trivialis megoldas egyenletesen aszimptotikusan stabilis és lim u(s) = oo,

5§—00
akkor az © = 0 megoldés globélisan egyenletesen aszimptotikusan stabilis.

3.2. Lineéris matrixegyenlGtlenségek

Az utoébbi évtizedekben a linearis méatrixegyenlGtlenségek vagy roviden LMI-k
(az angol Linear Matrix Inequality szobol) kiemelt figyelmet kapnak a késleltetett
rendszerek stabilitasanak vizsgalata soran. Ennek oka, hogy a stabilitasra adott
feltételek megfogalmazhatok LMI-k segitségével is, amelyek nagy elénye a kdnnyen
szamolhatosédg. A dolgozat késgbbi fejezeteiben mi is LMI feltételt fogalmazunk meg
hélozatokon keresztiil vezérelt rendszerek stabilitasara, ezért nélkiilézhetetlen, hogy

megismerkedjiink az alapvets fogalmakkal. Itt a |7] és [4] felépitését kovetjiik.

5. Definici6. Linearis matrixegyenltlenségnek nevezziik azt a métrixegyenlGtlensé-

get, amely felirhato

L(.Z') = Lo+ 2Ly + 29l + -+ x,,L,,, <0 (22)

T

kanonikus alakban, ahol az x = (z1,29,...,7,)7 € RY a keresett, tigynevezett

dontési valtozok vektora, Lo, Ly, ... L,, pedig adott szimmetrikus méatrixok.

Vegytiik észre, hogy ha L(x) < 0 és L(y) < 0 egyarant teljesiil, akkor minden
A € [0,1] esetén L(Ax+ (1 —A)y) < 0 is fennall. Azaz (22) egy konvex feltételt jelent
z-re. Ez azért hasznos, mert (22) altalaban analitikusan nem kezelhetd, azonban
konvex optimalizalasi feladatnak is tekinthets és igy numerikus eljarasokkal meg

lehet oldani, ha létezik megoldas.



6. Definici6. Azon z € RY vektorok halmazat, amelyekre a (22) teljesiil, a megen-

gedett megoldasok halmazénak nevezziik.

Belathato, hogy (22) felirhato egy maésik, ekvivalens alakban is. Nevezetesen:
NTL(X1, X,y oo, XN < MTR(X1, X, ..., Xn)M (23)

ahol X1, Xs,... Xy el6irt struktardji méatrixvaltozok, N és M adott, azonos mé-
retd matrixok, £ és R szimmetrikus, azonos blokkstrukturaja matrix fiiggvények,
amelyekben minden blokk az ismeretlen X, X5, ..., Xy matrixoknak és transzpo-
naltjaiknak affin fliggvénye. N és M matrixokat szokas bal, illetve jobb oldali kiilss
tényezSknek, az £(.) és R(.) méatrix fliggvényeket pedig bal, illetve jobb oldali belsd
tényezének nevezni. Itt a ,bal oldali” és ,jobb oldali” kifejezések az egyenlGtlenség
,kisebb” és ,nagyobb” oldalara vonatkoznak fliggetleniil a megjelenés sorrendjétdl.
A gyakorlatban az utébbi (23) alak terjedt el. Ennek oka, hogy ez az alak attekint-
het6bb és a numerikus megoldéprogramok is hatékonyabban kezelik.

Ahhoz, hogy lassuk, hogy (23) ekvivalens az 5. Definicioban szerepls (22) alakkal
két dolgot kell észrevenniink. Az egyik abbdl a ténybdl adodik, hogy S™ = {N €
€ R : N = NT} az n x n-es szimmetrikus matrixok vektorteret alkotnak a valos
szamtest felett. Legyen Ei, Fs, ... E,, egy tetsz6leges bazisa S™-nek. Ekkor minden
X € R™"™ szimmetrikus matrix esetén léteznek olyan x,zs, ... x,, valés szamok,
hogy X elsall a > | x; E; Osszegként. Tudjuk azt is, hogy egy tetszdleges F(x) affin
fiiggvény felirhato F'(x)+d alakban, ahol F'(x) lineéris fiiggvény, d pedig egy eltolas.
Ekkor

A (24)-r8] pedig mar latszik, hogy (22) tipust. A masik dolog, amelyet észre kell
venniink, hogy ha F, G : R™ — S tetsz6leges affin fiiggvények, akkor

A linearis matrixegyenlGtlenségekkel kapcsolatban héarom feladatot fogalmazha-

tunk meg.
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1. Megengedett megoldés keresése. Ebben az esetben el kell donteni, hogy van-e

olyan z dontési valtozo, amelyre
L(z) <0 (29)
teljesiil és ha van, akkor keresni kell egyet.

2. Lineéaris célfiiggvény minimalizalasa LMI feltételek mellett. A feladat az, hogy
megtalaljuk a ¢’z fiiggvény lehets legkisebb értékét a L(z) < 0 feltétel telje-

stilése mellett.

3. Altalanositott sajatértékek minimalizalasa. Itt meg kell talalni a legkisebb A
értéket, amely kielégiti a A(x) < AB(z), B(x) > 0 és C(z) < 0 feltéteket.

3.3. Lemmak

Most pedig kovetkezzen néhany fontos lemma, amelyeket hasznalni fogunk a
késGbbiekben.

1. Lemma (Schur komplemens lemma). Legyen B tetszéleges, A és C' szimmetrikus

méatrixok megfelel6 dimenziéval. Ekkor

A *
(BC><0 (30)

akkor és csak akkor teljesiil, ha a kovetkezo feltételek egyike fennall
1. C<0é A-BT'C'B<0
2. A<0ésC—BABT <0
Az 1. Lemma és a bizonyitas megtalalhat6 az [1]-ben.

2. Lemma (Jensen-egyenldtlenség). Tetsz6leges M € R™*™ szimmetrikus pozitiv de-

finit matrix és = : [a, b] — R" folytonos fiiggvény esetén az

/: e ()Ma(t)dt > i - (/abx(t) dt)T M (/abx(t) dt) (31)

egyenlGtlenség teljesiil.

A lemma illetve azzal kapcsolatos tovabbi részletek a [8]-ban talalhatok.

3. Lemma (Wirtinger-egyenl6tlenség). Legyen M € R™*™ szimmetrikus pozitiv defi-
nit matrix és € C! ([a, b)) — R") fiiggvény, amelyre z(a) = z(b) = 0 teljesiil. Ekkor

fennall a kovetkezs egyenlGtlenség

/a ’ T () Mi(t)dt > ﬁ / ’ T (t)Mx(t) dt. (32)
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A lemma és a bizonyitasa a [13]-ban megtalalhato. Az elébbi lemma feltételeit
tekintve els6re nem vildgos, hogyan is lehet hasznunkra. Ez a 4.5. alfejezetbdl fog

kideriilni.

4. Eddigi eredmények attekintése

Ezen fejezet célja a jelen dolgozatot megel6z6 ismeretek Gsszefoglaléasa.

4.1. Hao és Zhao [12]| eredménye

Ebben az alfejezetben attekintjiik a szakdolgozathoz (itt és a késSbbiekben ez
[2]-t jelenti) kiindulasi pontként szolgalod [12] eredményeit. A cikk a HKV rendszerek

kovetkezs - az (1)-hez hasonlo - Lur’e modellt tekinti:
t(t) = Aga(t) + Byu(t) + Hipi(t)
an(t) = Agx(l) (33)
pl(t) = So(ta(h)
ahol z(t) € R az &llapotvektor, u(t) € R™ a vezérlés, ¢i(t) € Rl a bizonyta-
lan output. A,, B,, H; és A, megfelels méretii valos matrixok. ¢(t,q1) : Rf x
x Rl — Rla nemlinearis fiiggvény, amely ¢-ben szakaszonként folytonos, g;-ben
pedig teljesiti a globélis Lipschitz feltételt. Az eltérés elsGsorban a ¢ fliggvénnyel

kapcsolatos elvarasokban van. [12] ugyanis azt kéri, hogy ¢ tegyen eleget az ugyne-

vezett szektorfeltételnek, azaz minden ¢t > 0 esetén teljesiiljon a

" (t,q)e(t, @) + Oqi] <0 (34)

egyenlStlenség, ahol © valés diagonalis matrix. Azon fliggvények halmazéra, ame-
lyekre (34) teljesiil a F[0, ©] jelolést hasznaljuk.
A 2. fejezetben leirtakhoz hasonloan belathato, hogy (33) ekvivalens megfogal-

z(t) = Agx(t)+ B.Kz(t —7(t)) + Hipi(t), t € [to,o0)

x(t) = o), te€[to—mn.to (35)
@) = Agjz(t)

nt) = ot q)

ahol a ¢(t) kezdeti értéknek tekinthetd és 0 < 7(t) < 7.

7. Definici6. A (35) Lur’e rendszert abszolat stabilisnak mondjuk a F|0, ©] szektor-
ban, ha a rendszer globalisan egyenletesen aszimptotikusan stabilis minden nemli-

nearis, a (34) feltételnek eleget tevs o(t, ¢;) fliggvény esetén.
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Hao és Zhao 1. 4bran lathato Lur’e tipusi HKV rendszer stabilitasvizsgalataval

kapcsolatos {6 eredménye az alabbi tétel.

3. Tétel. Adott n skalar és K visszacsatolasi matrix esetén a (35) zart rendszer
abszolut stabilis a F|0, ©] szektorban, ha léteznek olyan P, R € S}**"* matrixok,

amelyekre

Afp + PA, — R * * *
KTBTP + R “R
N T <o (36)
HTP — ©A, 0 ol «
nRA, nRB,K nRH, —R

teljestil.
A [12] vezérlés tervezéssel kapcsolatos 6 eredménye pedig az alabbi.

4. Tétel. Adott n skalar esetén a (35) zart rendszer abszolut stabilis a F[0, O] szek-

torban, ha léteznek olyan P, R € S="" ¢s X € R™*"= métrixok, amelyekre

PAT + A,P - R * *
XT"BT +R -R
LT T I <0 (37)
H{ —©A, P 0 =21 *
nAP nBX nH, R-—2P
teljesiil. Ekkor a visszacsatolds matrixa a
K=XpP! (38)

Osszefiiggéssel adhatd meg.

A [12] a ¢ &ltal reprezentalt bizonytalansagon kiviil foglalkozik még paraméter-
bizonytalansaggal is. Ezek olyan rendszerek, ahol nem ismerjiik pontosan a (33)-ban
szereplé A,, B, és H, méatrixokat, vagy azok valtozhatnak az id6ben. A paraméter-
bizonytalansagot egy specialis struktiraju A matrix segitségével veszi figyelembe. A
specialis strukttra azt jelenti, hogy a A matrix a (6)-ban definialt Z-bél szarmazik.

Az el6bbieket pontosan megfogalmazva irhatjuk, hogy
Ay =Aso+AA,, B, =B,o+AB,, H = Hyp+ AH,; (39)

ahol A, o, Byo és Hypo ismert valés matrixok megfelel dimenzioval. AA,, AB,
és AH, valés id6fliggd maéatrixfiiggvények, melyek a strukturalt bizonytalansagot

reprezentaljak és kielégitik a

<AAw AB, AH1>:UA(t)<N1 N, N3> (40)

13



relaciot, ahol A(t) € 2 és U, Ny, Ny és N3 megfelels méret adott valos matrixok.
Miel6tt ismertetnénk a [12] strukturalt paraméterbizonytalansaggal ellatott rend-

szerekre vonatkozo eredményeit bevezetjiik a kovetkezd jelolést :
L ={diag(si1,..., 50, 1,51,...,S;) :5i ERT S, € ST na,ns € ZT} (41)

5. Tétel. Adott n skalar és K visszacsatolasi matrix esetén a bizonytalan Lur’e
rendszer robusztusan abszolit stabilis a F|0, ©] szektorban, ha léteznek P, R €
€ ST illetve L € . métrixok, hogy

A?;OP +PA,o— R * * * * *
KTBQZOP + R —R * * * *
H{ P —©A, 0 0 —21 * k% <0 (42)
nRA. nRB,oK nRH,, —R * *
urp 0 0 nUTR —L %
LN, LN> K LN; 0 0 —-L
teljesiil.

6. Tétel. Adott n skalar esetén a bizonytalan Lur’e rendszer robusztusan abszolut
stabilis a F[0, O] szektorban, ha léteznek P, R € S7**™ [ € £ és X € Rmxne
métrixok, hogy

PAT )+ A,0P — R * * * % «
X"Bl,+R -R * * * *
HlT,o - @4%0]5 0 i =21 ok x % —0 (43)
nAzoP nByoX nHyo R—2P *
PUT 0 0 nPUT L .
NP NX Ny 0 0 L-2P

teljesiil. Ekkor a visszacsatolas métrixa
K=XpP! (44)

alakban adhaté meg.

4.2. Multiplikdtor modszer

Ebben a fejezetben a [10] alapjan attekintjik a [9] eredményeit, hogy a késébbi-
ekben hasznalhassuk a multiplikdtor modszert a 2. fejezetben ismertetett probléma
megoldasara.

Vizsgalatainkhoz adott egy B C R altér, valamint U € RN ¢s V ¢ RXV

rogzitett métrixok, ahol V maximalis sor rangi, tovabba egy ¥ € R/*J szimmetrikus
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matrix. Legyen Q C R, és feltételezziik, hogy VBN Q # (. Erdemes bevezetni a
kovetkezd jelolést :

Bo={yeB:Vye Q. (45)

A jelolések utan pedig kovetkezhetnek a sziikséges fogalmak.

8. Definici6. Az M szimmetrikus matrix multiplikdtor méatrix a Q@ halmazon, ha
qg"Mqg > 0 Vq € Q esetén. Ha szigort egyenlStlenség teljesiil, akkor M pozitiv

multiplikdtor matrix O-n.

9. Definici6. Legyen M™ pozitiv multiplikdtor matrixok halmaza Q-n. Ekkor az M™
+-t elegenden gazdagnak nevezziik, ha tetsz6leges M pozitiv multiplikdtor métrix
esetén létezik M € M*, amelyre M < M teljesiil.

Most pedig vizsgéljuk a
T7rT
y U WUy <0 Yy € Bgo (46)

egyenlGtlenség teljesiilésének feltételeit. Ezt azzal kezdjiik, hogy valasztunk egy olyan
maximalis dimenzi6ju By alteret B-ben, melyre teljesiil, hogy U7 WU > 0. Ekkor By
dimenzidja szerint két esetet kiilonboztetiink meg. Egyrészt, ha a By dimenzidja
nulla, akkor UTWU < 0 teljesiil B-n, és igy létezik ¢ > 0, amelyre a (46) ekvivalens
a

y I (UTOU +eVIV)y <0 Vy e B\ {0} (47)

egyenl6tlenséggel. Vegyiik észre, hogy el € M™.
Masrészt, a |9] szerint, ha van olyan By, melynek dimenzidja legalabb egy és
BO N Bm % {0}, akkor

y ' (UTVU +VIMV)y < 0 (48)

nem teljesiil minden y € B\ {0} semmilyen Q-ra vonatkoz6 multiplikitor matrixra
sem.
Ezért az altaldnossag megszoritasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy a kovetkezé fel-

tételek teljesiilnek.

1. Feltétel. 1. Q egy kup,
2. ByNBg ={0} VB,
3. Q@ C VB vagy Q zart.

Most pedig a sziikséges el6késziiletek utén [9] {6 eredménye.
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4. Lemma. Tegyiik fel, hogy az 1. Feltétel teljesiil és M™ a Q halmazon pozitiv
multiplikdtor méatrixok egy elegendéen gazdag halmaza. Ekkor a kovetkezdk ekviva-

lensek:
1. y?UT WUy < 0 teljesiil minden y € Bg \ {0}-ra.
2. létezik M € M™, amelyre y* (UTWU + VIMV)y <0 y € B\ {0} teljesiil.

2. Megjegyzés. Az iménti lemma esetén a 2. = 1. implikidcidohoz nem sziikséges, hogy
a multiplikdtor matrixok halmaza elegend&en gazdag legyen. Az csak az ekvivalencia

mésik iranyaban jatszik szerepet.

A [10]-zel 6sszhangban bevezetiink néhany tjabb jelolést.

7 = diag {Tlflpl, - ,Tsflps} , £ =diag {51]lm’ - ’5sIlps} , (49)
7 = diag {Tlflql, . ,TSIqu} , € =diag {glllql, ,5511%} ,
ahol 7; és ¢; pozitiv valés konstansok minden ¢ = 1,..., s-re. Vegyiik észre, hogy

ha s = 1, akkor 7 = Tlllpl, illetve T = Tlflql tovabba ¢ és gis hasonléan alakul.
Tehat s = 1 esetén tulajdonképpen két paraméter 7 és €1 szerepel. Ennek ellenére
az egyszeriiség kedvéért a formulakban nem tesziink kiilonbséget az s = 1 ésaz s # 1

esetek kozott.

5. Lemma. Legyen

s
/\/ﬁ:{M:M: (IC;”TJTFQ Té}i(g),n,emo, z'zl,...,s}. (50)
0~ = =

Ekkor M7 a (2)-beli Q-re vonatkozo6 pozitiv multiplikdtor matrixok halmaza. Ra-

adasul, ha s = 1, akkor M elegendéen gazdag is.

A bizonyitas megtalalhato a [10] cikkben.

3. Megjegyzés. Az el6z6 lemma a lehetd legtobbet allitja, amit lehet. Ugyanis belat-

hato, hogy s > 1 esetén az 5. Lemmaban szerepl6 M™ nem elegendSen gazdag.

4.3. Szakdolgozat eredményei

A szakdolgozat f6 eredménye, hogy a pozitiv multiplikitor modszer segitségé-
vel elégséges feltételt adtunk a rendszer stabilitasdhoz kvadratikus bizonytalansig
mellett. Ezt kdvetGen megmutattuk, hogyan szamolhato a visszacsatolas matrixa li-
nearis méatrixegyenlGtlenség segitségével, majd megvizsgaltuk, miként terjeszthetsk

ki az elért eredmények paraméterbizonytalansidgot tartalmazoé rendszerekre.
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4.3.1. Abszolut stabilitas

A szakdolgozatban azzal a megkotéssel éltiink, hogy az z; € C fliggvénynek
abszolut folytonosnak-, a derivalt fliggvényének pedig négyzetesen integralhatonak
kell lennie a [—7,0) intervallumon. Ezen fliggvények halmazara bevezettiikk a W
jelolést. Az alkalmazéasok szempontjaboél ez nem jelent komoly megszoritast, hiszen
a vizsgalt rendszerek fizikai tulajdonsagait szem el6tt tartva kijelenthetjiik, hogy az
allapotvaltozasok nem lehetnek tetszélegesen nagyok. A vizsgalatokhoz sziikséges

W-n egy norma, ezért legyen

]I}, = max \|¢(9)||2+/ lo(s)]|* ds. (51)

0e[—n,0]

Belathato, hogy az igy definialt ||.||,, valoban norma és ekvivalens az E. Fridman
altal |3]-ban hasznalt

0€[—n,0]

lolhw = masx 1o@)1+ ( [ ||<b<s>||2ds); (52)

norméaval. Utébbihoz mindésszesen a a®+b? < (a+b)? < 2a*+20b? egyenlStlenségekre
van sziikségiink. Igazolhato, hogy a 3.1. fejezetben téargyalt fogalmak értelmesek, a
tételek pedig igazak, ha a folytonos fliggvényeknél megszokott normét a ||.||,-re
cseréljiik.

A szakdolgozatban vizsgalt altalanositott Lur’e rendszer modellje abban tér el
a (33)-tol, hogy a bizonytalan output fligghet a vezérléstdl illetve, hogy lehet&ség
van a szektorfeltételnél altalanosabb kvadratikus korlatozé feltételnek eleget tevd

strukturalt bizonytalansig kezelésére. A vizsgalt modell az alabbi:

M) = Awlt) + Beult) + Y Hi)
qi(t) = Agaz(t) + Bql,iu(t)zf i=1,...,s (53)

pi(t) = ot qall)).

Itt a jelolések megegyeznek a 2. fejezetekben hasznaltakkal. A tekintett bizonyta-
lansagot illetGen a (pf, q7)T € Q; feltételnek kell teljesiilnie.
A 7. Definici6hoz hasonlé fogalom kvadratikusan korlatozott bizonytalansag ese-

tében a kovetkezd.

10. Definici6. Az mondjuk, hogy az (53) altalanositott Lur’e rendszer abszolut sta-

bilis az ); kvadratikus bizonytalansag mellett, ha léteznek olyan P és R pozitiv
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definit szimmetrikus matrixok, valamint v > 0 konstans, melyekre a

F(x(t), z(t —7(t)), p(t)) =
2T (#)(PA, + ATP)x(t) + 227 (t — 7(¢))(B.K)" Px(t) + 2p" (t) HY Px(t)—
— 2T (t)Rx(t) + 207 (t — 7(t))Ra(t) — 2 (t — 7(t))Ra(t — 7(t)) + n*” (t) Rz (t)

fiiggvény kielégiti a

(pslt)lpQ F(a(t), z(t — (1), p(t) < —yl=(t)]” (55)
feltételt.

Most nézziik, hogyan kapcsolodik ez a definicié a funkcional-differencialegyenletek

elméletéhez.

7. Tétel. Ha az (53) Lur’e rendszer a 10. Definici6 értelmében abszolut stabilis az
) kvadratikus bizonytalansag mellett, akkor a rendszer azonosan nulla megoldasa

globalisan egyenletesen aszimptotikusan stabilis.

A bizonyitas megtalalhato a szakdolgozatban.

4.3.2. Stabilitasvizsgalat

A szakdolgozat az 1. abran lathato HKV rendszer stabilitasvizsgalataval kapcso-

latos {6 eredménye a kovetkezs.

8. Tétel. Ha s = 1, akkor az (53) zart rendszer az n skalar és K vezérlés matrix esetén
akkor és csak akkor abszolut stabilis a (2) kvadratikus bizonytalansag mellett, ha
léteznek olyan 7;, &; (i = 1,...,s) és 7 pozitiv konstansok, valamint P, R € S}*"

matrixok, amelyekre a kdvetkezé linearis matrixegyenl6tlenség teljestil:

Tn+n*ALRA, * *
Ty 4+ n*(B.K)"RA, Ty + 2(B,K)'RB,K * | <0,  (56)
HITP + 772H,1TRA1 + ZSOAql 772H,1TRBxK + ISOBqlK F33

ahol

Iy = I+ PA,+AJP—R+ Az (ZRo +£)Aq
Ty1 = (B.K)TP+ R+ (B, K)(zRy +¢)A,,
Ty = —R+ (ByK) (2R +£)(By, K)

Iss = n*HIRH, +71Q +¢.

Ha s > 1, akkor az (56) feltétel teljesiilése esetén a rendszer abszolat stabilis.
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Az (56)-rol latszik, hogy rogzitett K esetén egy linearis matrixegyenlStlenség
az ismeretlen P, R pozitiv definit szimmetrikus matrix és a 7;, ¢; pozitiv skalar

valtozokra vonatkozdan.

4.3.3. VezérlGtervezés

A 8. Tétel csak adott K visszacsatolas matrix esetén hasznalhat6. Ebben az
alfejezetben a szakdolgozat azon eredményével foglalkozunk, amely a megfelels K
méatrix meghatarozasara szolgal.

Miel6tt belekezdenénk, néhany 1j jelolés. Legyen o; = 7; ! és y; = £; ' minden

1 =1,...,s esetén, ahol 7; és ¢; a 8. Tételben szereplS pozitiv konstansok. Legyen
tovabba
0= dlag {Qlllp1’ SR Qs-llps} ) E = dlag {:ul-[lpl7 s Hus-[lps} 5 (57)
0= dlag {QlIlqla SRR QSIqu} VRS dlag {luljlql? B nusllqs} .

9. Tétel. Az 1. abran lathato HKV rendszerhez tartozo (53) zart rendszer adott n
skalar esetén abszolut stabilis a (2) kvadratikus bizonytalansédg mellett, ha léteznek
olyan o;, p; (i = 1,...,5) és o pozitiv konstansok, valamint X € R**" P R €

€ S "™ matrixok, melyekre a

AP + PAT — R * * * X % % *

XT"BT + R —R * * x ok % *

oHT — S,CP SoDX Qoo * * * * *
nAP nBX 17];]@ R —2P >|<_ x ok * <0 (59)

0 0 0 0 — x *

CP DX 0 0 0 —pu = *

RY*CP RY’DX 0 0 0 0 -5 =«

P 0 0 0 0 0 0 —of

linedris métrixegyenlGtlenség teljesiil. Ekkor a visszacsatolas K matrixat a
K=Xp! (59)
Osszefiiggéssel kapjuk.

A szakdolgozatban a 8. és a 9. Tételt a [12] eredményeivel analog moédon kiter-

jesztettiik paraméterbizonytalan rendszerekre is.

4.4. Trodalmi el6zmény: Zeng et al [16| eredménye

Ebben a fejezetben a [16] eredményeivel foglalkozunk. A cikk a [12]-ben kittizott
feladatot gondolja tovabb, azaz a HKV rendszerek (33) Lur’e modelljét tekinti a (34)
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szektorfeltétel mellett paraméterbizonytalansag nélkiil. Eppen ezért az abszolut sta-
Zeng et al az 1. dbran lathatoé Lur’e HKV rendszer stabilitasvizsgalataval kap-
csolatos {6 eredménye az alabbi tétel:

10. Tétel. Adott n skalar és K visszacsatolasi matrix esetén a (35) zart rendszer
abszolut stabilis a F0, ©] szektorban, ha léteznek olyan P, Q, R € S'}"*"* tovabba
N1, Ny, My és M, € R™*™ matrixok, amelyekre

Dy * * * * *
(I)21 (I)QQ * * * *
—MT -MI -Q * * * <0 (60)
Bl P—©A, 0 0 =27 * * ’
—nNT —-nNI 0 0 —nR %
nRA, nkRB,K 0 nRH, 0 —nR
Py * * * * *
Dy Py * * * *
—MT -MI -Q * * * <0 (61)
Bqup — OA, 0 0 —21 * *
—nM¥ —nMI 0 0 —-nR  x

nRA,  nRB,K 0 nRH, 0 —nR

teljesiil, ahol

b, = ATP+PA, +Q+ N, + N/,
®y = K'B'P - N + Ny + M,
gy = —No— NJ + My + My .

A [16] vezérlés tervezéssel kapcesolatos f6 eredménye pedig a kovetkezd.

11. Tétel. Adott n skalar esetén a (35) zart rendszer abszolut stabilis a FJ0, O]
szektorban, ha léteznek olyan P, Q, R € S**™ valamint Ny, Ny, My, M, € R=>n=

és X € R™«*"= matrixok, amelyekre

dy * * * * *

Py Py * * * *

B A v/ SR 5 S ) |, )
Bqu —0A,P 0 0 -—-2I * * ’

—nNT —nNI 0 0 —-nPR'P x

nA, P nB,X 0 nH, 0 —nR
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teljesiil, ahol

dq * * * * *

Ekkor a visszacsatolds matrixa a

CI)Ql (I)QQ * * * *
_ T VT _C
L 2 @ i | <o, (63)
B, —©A,P 0 0 -2 * *
—nMT —nMI 0 0 —nPR'P
nA,P nB,X 0 nH 0 —nR
¢, = PAL+A,P+Q+ N+ N/,
(1)21 = XTBE—N?—FNQ—FM?,
Py = —Ny— NI + My + M].
K=XP! (64)

képlettel szdmolhato.

Az el6z6 tételben kapott (62) és (63) egyenlStlenségek nem linearis matrixegyen-

16tlenségek a —nPR~! P tag megjelenése miatt. Ezért tovabbi atalakitasra van sziik-

ség. A [12] a —PR™'P < R— 2P egyenlStlenséget alkalmazza a tag kikiiszobolésére.

Ehelyett [16]-ban a kiap komplemens algoritmus egy fejlesztett valtozatat hasznéal-

jak. Ehhez el6szor némi modositast kell eszkozolntink a (62) illetve a (63) egyenlét-
lenségeken. Az atfogalmazott feladat, hogy minimalizéljuk a tr{PP + UU + RR}

fliggvényt a

[

G * * * * *
Dy Dy * * * *
_MlT i —MQT —Q * * <0 (65)
Bqu - ©A,P 0 0 —-2I « * ’
—nNT —nNI 0 0 —U =
nA,P nB,X 0 nHy 0 —R
oy, * * * * *
Py Dy * * * *
S A T .
Bqu —0A, P 0 0 —-2I « * ’
—nMT —nME& 0 0 —mU =
nA,P nB,X 0 nH, 0 -—nR

U P P I U 1 R I
> 0, > 0, ) >0 (67)
P R I P I U I R
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LMI feltételek mellett. Erre a feladatra mar alkalmazhatjuk az ICCL algoritmust,

amely a kovetkezé 1épésekbdl all.

1. Valasztunk egy elegendGen kicsi n > 0 szamot, amelyre a (65), (66) és (67)-nek
létezik megvalosithatdo megoldasa. Ekkor legyen 7. = 1.

2. Megkeressiik a (65), (66) és (67) egy megengedett megoldasat, amelyre a P,
Po, Qo, Ro, Ro, Ni,O, MLO, Uo, [_]0 és )_(0 jelt')léssel élink. Legyen k=0.

3. Megoldjuk a kévetkezs LMI feladatot. Minimalizaljuk a tr{ PPy + P, P+UU,+
+UpU+ RR,+ R R} fiiggvényt a P, P, Q, R, R, N;, M;, U, U és X valtozokra
vonatkozoan a (65), (66) és (67) feltételek mellett. Ekkor legyen Pyiy = P,
Poy1=P,Upy1 =u, Upy1 =U, Rpy1 = Rés Ry = R.

4. Ha az el6z6 1épésben nyert eredmények alapjan széamolt K visszacsatolasi mat-
rixszal a (60) és (61) LMI-nek létezik megvalosithatdo megoldésa, akkor novel-
jiikk meg az n értéket és ugorjunk a 2. 1épésre. Egyébként legyen k = k 4 1 és
folytassuk a 3. lépéssel. Ha azonban az emlitett LMI-k tobb iteraci alatt nem

megvalosithatok, akkor hagyjuk abba az eljarést.

4.5. Wirtinger-egyenlGtlenség

Ebben a fejezetben a [14] eredményein keresztiil megtudjuk, hogyan hasznéalha-
to a Wirtinger-egyenl6tlenség (3. Lemma) a Jensen-egyenl6tlenséggel (2. Lemma)
kapott becslés javitaséra.

A Wirtinger-egyenlGtlenség akkor igazan hasznos, ha a megfelels fiiggvényre al-

kalmazzuk. Igy [14] f6 eredménye:

12. Tétel. Legyen M pozitiv definit szimmetrikus métrix. Ekkor minden w : [a, b] —

R"™ folytonos fliggvényre a kovetkezs teljesiil:

/ab wl () Mw(t) dt > ; i - (/abw(t) dt)

" Q:/abw(t)dt—bfa/ab/:w(s)dsdt (69)

Szamunkra elsGsorban a tétel alabbi kévetkezménye lesz igazén hasznos.

T

M (/abw(t) dt) +5 f aQTMQ, (68)

13. Tétel. Legyen M pozitiv definit szimmetrikus métrix. Ekkor minden w : [a, b] —

R"™ folytonosan differencialhato fiiggvényre a kovetkezd teljesiil:

— (wl6) — w(@))" M (w(t) ~ wla)) +

QTMQ, (70
— — , (70)

/b T (t)Mao(t) dt >
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ahol

0 = w(b) +wla) - 7 2 - / w(t) dt. (71)

Ezen eredményhez mindosszesen a w fiiggvényre kell alkalmazni a 12. Tételt.
A 13. Tétel méar tényleg hasonlit a Jensen-egyenlStlenségre, tovabbé az is latszik,

hogy erdsebb nala, hiszen M pozitiv definit.

5. F6 eredmények

Az el6késziiletek utan ebben a fejezetben targyaljuk a jelen dolgozat eredményeit.
El6szor megmutatjuk, hogyan nem csak a bizonytalansagra adott feltétel, hanem a
bizonytalansag kezelése is torténhet egységes formaban. Sziikségiink lesz az abszolit
stabilitas definiciojanak modositasara is, amit az 5.2 alfejezetben tesziink meg. Ezt

kovetSen a 2. fejezetben kittizott feladat hdrom lehetséges megoldaséat ismertetjiik.

5.1. Bizonytalansag kezelése

Azzal, hogy eltértiink a paraméterbizonytalansag [12]-féle leirasatol, sziikségessé
valt annak kezelésének a modositasa is. Az 2 altal reprezentélt bizonytalansig ese-
tén az 5. lemma értelmében ismerjiik erre nézve pozitiv multiplikdtor matrixoknak
egy halmazat. Az alfejezet célja, hogy )y esetén is megtalaljuk a megfelel§ multip-
likatorokat. Az .Z tovabbra is a (41)-ben definialt halmazt jeldli.

14. Tétel. Legyen
MQ = {M2 : M2 = dlag{—L, L}, L e g} . (72)
Ekkor My a (7)-beli Qq-re vonatkozo multiplikator matrixok halmaza.
Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy (pi, ) € €, és mutassuk meg, hogy
’ L 0

P2 - b2 >0 (73)

42 0 L a2
= Aqgo valamely A € Z-re, akkor latszik, hogy elegend§ igazolni a

ATLA-L <0 (74)
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fennallasat barmely L € £ és A € P esetén. £ és 2 definicidja szerint ez akkor
teljesiil, ha

S1 (A{Al — [)

Sk (AgAk — [)
G- 18, =

(07 = 1) 5

azaz ha barmely y € R'»> vektorra

k
T(ATLA = L)y = siyl (ATA — 1) y; + Z 1) Yis;Siyr+s < 0. (76)

=1

Mivel A € 2 esetén ATA; — I < 0 illetve 5? —1 <0, igy ez az egyenlGtlenség
minden y € Rz vektorra igaz barmely s; > 0, S; = Sf > 0, azaz barmely L € &

esetén. O

Ezek utan a multiplikitor matrixok két halmazanak Osszevonasaval egyiitt ke-

zelhetjiik a bizonytalansagokat.

15. Tétel. Az M = diag{ M, M,} matrixok, ahol M; € M7 illetve My € M, pozitiv
multiplikitor matrixok egy halmazat alkotjak az 2 = {2; x €2y halmazra nézve.

Bizonyités.
T
p1 p1 . -
¢ <M1 0 > @ | _ (m) M, (m) n (m) M, <pz> S
P2 0 M P2 q1 q1 g2 q2
a2 q2

ahol (pT,¢)T € Q, (p,¢)T € Qy. A (77) biztosan pozitiv, hiszen egy pozitiv és

egy nemnegativ szam Osszege pozitiv. O

5.2. Abszolut stabilitas

A szakdolgozathoz hasonloan itt is feltételezziik, hogy x; € W és hasznaljuk a
||| normét (definiciok a 4.3. alfejezetben).

Az abszolut stabilitas jelenlegi bizonytalansdgnak megfelel6 definiciojaval kez-
diink, majd igazoljuk a funkcionél-differencidlegyenletekkel valé kapcsolatat, ami

tulajdonképpen megmagyarazza a definicioban szerepld I fliggvény valasztasat.
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11. Definici6. Az mondjuk, hogy a (14) altalanositott Lur’e rendszer robusztusan
abszolut stabilis az 2 = Q; x €2y bizonytalansag mellett, ha léteznek olyan P, ) és
R pozitiv definit szimmetrikus méatrixok, valamint v > 0 konstans, amelyekre a (14)

megoldasa mentén tekintett

F(x(t),a(t — (1)), 2(t —n), pr(t), p2(1)) = &" (t) Pa(t) + 2" () Pi(t)

+ 27 ()Qx(t) — 2 (t — n)Qu(t — n) + ni’ (t)Ri(t) — / 7 (s)Ri(s)ds (78)

t—n

fiiggvény kielégiti a

?tl)lp F(z(t),z(t — (1), z(t — ), p1(t), p2(t)) < —7[|z(®)]]? (79)
(2@))69
feltételt.

Mivel a késébbiekben tobbszor elkeriil a F'(z(t), z(t—7(t)), z(t—n), p1(t), p2(t))+
+ yxT(t)z(t) fiiggvény, ezért erre bevezetjik a F, jeldlést.

16. Tétel. Ha a (14) Lur’e rendszer a 11. Definicié értelmében robusztusan abszolut
stabilis az 2 = €}y x )y bizonytalansag mellett, akkor a rendszer azonosan nulla

megoldasa globalisan egyenletesen aszimptotikusan stabilis.

Bizonyitas. Elegend6 megmutatni, hogy megadhat6 egy V' funkcional gy, hogy a
Ljapunov—Kraszovszkij-tétel feltételei teljesiilnek, hiszen a tételb6l kévetkezik, hogy
az x = 0 megoldas globalisan egyenletesen aszimptotikusan stabilis. A Ljapunov—

Kraszovszkij funkcionél a [16] mintajara legyen

V(t, x) :a:T(t)Pa:(t)+/t mT(Q)Qx(H)dQ—I—/ /HBiT(Oz)RdU(oz) dadg, (80)

ahol a P, Q és R az abszolut stabilitas definici6jaban szerepld szimmetrikus pozitiv
definit méatrixok. Figyelembe véve a x(t) = x,(0) Osszefliggést konnyen belathato,

hogy (80) ekvivalens a 3.1. alfejezet jeloléseihez jobban ragaszkodo

V(t,6) = 67 (0)P(0) + / o7 (0)Q(6) A6 + / /6 W(@)Rd(a)dads  (81)

alakkal, ahol ¢ € W.
Célunk, hogy az imént definialt V' fiiggvényhez megtaléljuk a megfelels u also és

v fels6 korlatot. Els6 lépésként azt latjuk be, hogy

u(5) = Amin(P) §° (82)
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jo valasztas. Ennek igazolasdhoz egyrészt tudjuk, hogy az 7 Pz > A (P)| z|?
relaci6 minden R"-beli & vektorra teljesiil, mésrészt, mivel a () és R méatrixok po-
zitiv definitek 27(0)Qx(0) > 0 és #T () Ri(a) > 0. Felhasznalva, hogy nemnegativ
fiiggvény integralja nemnegativ adodik, hogy

/ C 2T (0)Qu(6)d6 > 0, (83)

/77 /HB a)dadB > 0. (84)

Ebbdl pedig kévetkezik, hogy
V(t, @) = Anin(P)]|2:(0)]1%, (85)

azaz (82) megfelels.
Masodik 1épés a fels§ korlat megtalalasa. Igazolni fogjuk, hogy

v(s) = max{ Amax(P) + N Amax(Q), NAmax(R)} 52 (86)

eleget tesz az elvardsoknak. Most az u-nal hasznalt becslés masik iranyara lesz sziik-
ségiink, vagyis 27 Pr < Apax(P)||z||?, ha z € R". Ugyanezt alkalmazzuk Q-ra is.
Ekkor

| A 0)Qe(0)00 < 2@ [ 12O 40 < Al @) i, @) (87

n belt=n

Az el6bb lattuk, hogy &7 (o) Ri(«) > 0. Mint mér emlitettiik, nemnegativ fiiggvény
integralja nemnegativ. Ennek kovetkezménye, hogy ha az intervallumot, amelyen egy
nemnegativ fliggvényt integralunk, kiterjesztjiik egy nagyobb intervallumma, akkor

az integral értéke nem lehet kevesebb az eredeti értéknél. Tehét

/ " () Ri(a) do < /ttnj;%)mm) da, (88)

t+8
mert 3 € [—n,0]. A jobb oldal viszont mar nem fiigg S-t6l, igy

/ /t ) a)dadf =7 /t; 7 (a)Ri(a) dav. (89)

Itt is alkalmazhatjuk az 27 () Ri(a) < Apax(R)||Z () ||* becslést, majd ezt kovetSen
végrehajtjuk az s = a — t paramétertranszforméciot. Felhasznalva az eddigieket
adodik a

V(tz) < (Amax(P) + nAmax(Q)) max. th( >||2+77)‘maX(R)/_ l&:(s)]1* ds <

oelt—n n

(s, o+ [ ||o;~t<s>r|2ds) (90)
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fels becslés, ahol ¢ = max{Apax(P) + NAmax(Q), NAmax(R)}. Ez pedig azt jelenti,
hogy (86) megfelels.
Harmadik lépésként a V-ra vonatkozo feltétel teljesiilését vizsgaljuk. A V fiigg-

vény t szerinti derivaltja a megoldasok mentén a kovetkezSképpen alakul

V(t,z) = #T () Pr(t) + 2T (1) Pir(t) + 2T (1) Qa(t) —)Qu(t — )+

/77 /HB a)dadB (91)

Nézziik (91) problémés tagjat kiilon. Ha felcseréljiik az integralas és derivélas sor-

rendjét, a derivalas elvégezhetd.

/n/t+[3 dadﬁ B
_ /i% (/t T (a)Ri(a) da) d =

:/ DRi(t)df — / T(t+ B)Ri(t+ B)dB (92)

Ezt kovetSen lathato, hogy

/ e ()R (t)dB = naT (t)Ri(t). (93)

-
Utobbi eredményeket felhasznélva kapjuk a kdvetkezdt.

V(t, ) = 27 (t)Pa(t) + 2" () Pa(t) + 27 (1)Qx(t) — ™ (t — n)Qx(t — n)+

0

+775cT(t)R:b(t)—/ #T(t+ B)Ri(t + B)dB (94)

-n
(78) és (94) alapjéun lathatjuk, hogy a 11. Definici6ban szerepl()’ F ﬁiggvény és V
V(t,z) < —7||x( )|I?. Ezzel a Ljapunov—Kraszovszkij-tétel 1. pontjanak utolso fel-

tétele is teljesiil a (80)-ban definialt V' funkcionalra, hiszen a

w(s) = s (95)
megfelel§ fliggvény. Minthogy w(s) > 0 minden s # 0 esetén, tovabba a (82)-ben
definialt u fiiggvényre lim u(s) = oo teljestil, ami pont a 2. és 3. pont feltételei.

§—00
Tehat a Ljapunov—Kraszovszkij-tétel szerint a rendszer trividlis megoldésa globalisan

egyenletesen aszimptotikusan stabilis. Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik. O

4. Megjegyzés. Az iménti bizonyitasban lattuk, hogy F megegyezik V-tal. Tehét
a késébbiekben, amikor az F' fliggvényen kiilonbo6z6 atalakitasokat hajtunk végre,
gondolhatunk arra, hogy a (81) egyenlgséggel meghatarozott V(¢,z;) Ljapunov—

Kraszovszkij-funkcional (14) megoldasai mentén vett V (¢, z,) derivaltjat alakitjuk.
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5.3. A Zeng et al [16] eredményeinek kiterjesztése
5.3.1. Analizis

Elsgként azt nézziik meg, milyen eredményt kapunk, ha a [16] 6tletét a multip-
likdtor modszerrel egyiitt alkalmazzuk a 2. fejezetben ismertetett probléma megol-

daséra. Az 1. abran + multiplikitor lathato Lur’e HKV rendszert vizsgaljuk. ...

17. Tétel. Adott n skalar és K visszacsatolasi matrix esetén a (14) zart rendszer
robusztusan abszolut stabilis az 2 = € x )y bizonytalansag mellett, ha léteznek
olyan ¢;, ; (i = 1,...,s) és 7 pozitiv konstansok valamint P, @, R € S}"™"* to-
vabba N = (NlT,NQT)T, M = (M{, M2T)T € R?"xn= megfelel méretii matrixok,

amelyekre

Py + 011 * * * * *
Doy + Poy Pop + P22 x * * *
—Mt —My —Q * * * <0
Qy1 + Pa P+ 2 0 TQo+ dus * * ’
HIP+yHIRA, nHYRB,K 0 nHIRH, nHIRH,—L x
—nNT —nNT 0 0 0 —nR
(96)
Py + 11 * * * * *
o1 + 9o Doy + P20 * * * *
— M7 “MI —Q * * o
Dy1 + Py Do+ a2 0 7Qo+ Pus * * 7
HIP+nHIRA, 9HIRB,K 0 nHIRH, nHIRH,—L =
—nMT —nMT 0 0 0 —nR
(97)

ahol

®y, = ATP+PA, +Q+ N, +NT
®y = K'BIP— N} + Ny + M!
gy = —No— NJ + My + M}

®y = H{P+1SA,

by = 7S)By, K
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o = I +nALRA, + Ay (TRo +€) Ay, + AL LA,

¢ = nK'BIRA, + KB, (tRy+¢) A, + K"BLLA,,

¢ = nK"BYRB,K + K"B,, (tRo+¢) By K + K"BL LB, K
¢y = nHIRA,+G"LA,

¢s2 = nHIRB,K +G"LB,K

¢ps = nHIRH, +¢+G"'LG

teljesiil.

Bizonyitas. A tétel bizonyitasdhoz a 11. Definiciobol kiindulva megmutatjuk, hogy
az F fiiggvény atalakitasaval a tétel feltételeihez juthatunk. Az emlitett atalakitasok
els6 1épéséhez a [16] 6tletét hasznaljuk.

Tudjuk, hogy a Newton—Leibnitz-formula alapjan

x(t) —x(t — 7 — z(s)ds =0,
0ot =7~ [ ie)ds=0 (98)
ezért a
a(t) =2 (xT(t) ZT(t - T(t))) N <x(t) ~a(t— () — /t_ . i(s) ds> —0,
(99)
t—7(t)
alt) =2 (xT(t) 2T(t - T(t))) M (:c(t — () —a(t —n) — /t_ i(s) ds) —0
(100)

egyenldségek barmely N, M € R?"=*"= matrixok esetén teljesiilnek. Ezek szerint a 11.
Definicioban szerepld F' fiiggvény értéke nem valtozik, ha x1(t) és yo(t) fiiggvényeket
hozzaadjuk, igy

F = i"(t)Pz(t) + 2" () Pi(t) + 2" ()Qx(t) — 2" (t — n)Qx(t —n)

+ nit(t)Ri(t) — /t 2T (s)Ri(s) ds + x1(t) + x2(t) (101)

A [16] otlete alapjan (101) felhasznalasaval F., felirhat6 két integral Gsszegeként.

1 t 1 t—7()
F, = —/ fi(t,s)ds + —/ fa(t,s)ds (102)
t—7(t) " Jt—n

Ez esetben, ha f;(t,s) < 0 teljestil i« = 1,2-re a megengedett bizonytalansdgok mel-
lett, akkor a (102)-beli két integral is nempozitiv. Most tehat van egy elégséges

feltételiink az abszolut stabilitasra. Kovetkezs 1épésként vizsgaljuk meg az f; fiige-
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vényeket, hogy a tételben szerepld egyenlétlenségek felé haladhassunk.

f1<t7 8)

Il
8
S
~
e,
8
=
+
8
S
=
e,
=
—~
=
+
8
S
=
O
8
=
|
8
S
~
|
3
O
8
—~
~
|
2

+ o+ o+
DR

N
M (x(t = 7(1)) — x(t —n)) (103)

folt,s) = &' (t)Px(t) + 2" (1) Pa(t) + 2" (1)Qu(t) — =" (t — n)Qux(t —n)
+ &T(t) (nR) @(t) — &7 (s) (nR) &(s) + yaT (1) (t)
42 (:ET(t) #T(t — T(t))> N (2(t) — 2(t — 7(1))) (104)
+2(aT ) o= (1)) M (alt = () = a(t = ) = nis))

A célunk egy LMI feltétel megtaldlasa, ezért fogalmazzuk at az f; fiiggvényeket
maéatrixok segitségével. Ehhez vezessiik be a kovetkezs jelolést.

t,9) = (7)o"t —7(0) oT—m) B B} i) (09)

Ezt koveten a £(t, s) segitségével (103) és (104) atirhatok matrixokkal.

~I P\(I 0 0 0 00
t,s) = t,
fi(t,s) 1 5 0) (Ax BK 0 H 00 £(t, s)
Q 0\(I 00000
+ £
Wl —o)\o o 100 ofh?
R 0 A, B,K 0 H 0 0
+ (" ' §(t,s)
0 —pRJ\0 0 0 0 01
Ny + NT x «\ [T 00000
+ ()| =NT+ Ny, —N;— NI «|[]0 T 00 0 0]E&(s)
—nN; —gN, 0/ \0 000 0 I
0 x «\ [T 00000
+ ()| MF My+ M x| |0 T 00 0 0f&¢ts) (106)
-MI —Mmf 0o/ \o 0T 000
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1 P\{I 0 00 0 0
Ats) = 0 o) (A B.K 0 Hy, H, 0)5@’3)
Q@ 0Y(I 00000
AV —Q) (0 0100 0>5(t’8)

A, B K H
o (M0 ) (e Bl D00
o —prJ\0 0 0 0 01

. Ny + NT % I 00000 (k. 9)
~NI+ Ny —No—NJJ\0o I 0000

0 * * * 00 0O0O01
—nM, 0 * * I 00 000
+ (%) T T &(t, £107)
—nMs  M{ My+ My x 0O I 0O0O0O0
0 —MT —My 0 0071 000
Két nagy matrix bevezetésével a kovetkezs egyszeri alakot kapjuk.
fi(t,s) = €7 (1, S)ET\PLOES(L s), (108)
ahol U, o = diag {V;,01;}, L = 1y, + 1y, + lpy + 1y,
I P 0 R 0
qjl = dlag{ 7 ) Q ) 7 )
P 0 0 —@Q 0 —mR
Ny + Nf * * 0 * *
“NT 4Ny =Ny = NI s || ME My+MI «|}, (109)
I P 0 R 0
\IJQ = dlag{ 7 ) Q ) 7 )
P 0 0 —@ 0 —mR
0 * * *
N, + NT —nM 0
L R I R PR CET)
—NlT + N2 _N2 — N2T _T]MQ Ml M2 + M2 *
0o M -MI 0
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I 0 00 0 0
A, B,K 0 H, H, 0
I 0 00 0 0
0 0 I 0 0 0
A, B,K 0 Hy Hy, 0
0 0 0 0 0 I
I 0 0 0 0 0

|0 1 00 00 1)
0 0 0 0 0 I
I 0 00 0 0
0 I 0 0 0 0
0 0 I 0 0 0
0 0 0 I 0 0
Ay, B,K 0 0 0 0
0 0 0 0 I 0
Ay Bu,K 0 G 0 0

Ez a feliras mar kezd hasonlitani a multiplikator modszernél targyalt feladatra.
A 4.2. alfejezet jeloléseivel 6sszhangban legyen U = I, 7, ahol [ = 12n, + [, tovabba
V= <le12nz IM> . A B altér szerepén most az L képtere tolti be, mig Q-ét az (2
halmaz. A 15. Tétel alapjén

) TQo + € * —L 0
M—d T+ ¢ 112

pozitiv multiplikator matrix az €2 halmazon. Mindezek utan, ha U, = U, 0+ VIMV <
< 0 teljesiil az £ egész képterén, akkor a 4. Lemma szerint ¥, o < 0 a Bg halmazon

és igy a (79) egyenlStlenség is igaz. A ¥, matrix viszont nem més, mint

) L
U, — diag { U, IQOTJF SR Nt (113)
Sor  TRote 0 L

Ezek utan a £7W; L szorzast elvégezve adodik az allités.

5.3.2. Vezérlés

A célunk, hogy az eddigi eredmények alapjan meghatarozzuk a visszacsatolas

matrixat az 1. dbran lathato Lur’e HKV rendszerhez.
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18. Tétel. Adott n skalar esetén a (14) zart rendszer robusztusan abszolut stabilis

az Q) = 0y x )y bizonytalansag mellett, ha léteznek olyan g;, p; (i =1,...,s) és o
pozitiv konstansok valamint P, Q, R € S**"* valamint Ny, Ny, M, My € R"=>ne

és X € R'*™ megfelels méreti matrixok, amelyekre

teljesiil, ahol

=i

®qy * * * *
Dy Dy ok %
—MT NP —Q o«
oHT + SoA, P SoB,X 0 Qoo *
LHT 0 0 0 -L
—nNT -nNI 0 0 0
@11 * * * *
By By x x
—MT NP —Q o«
GHT + SoAy P SoByX 0 Qo *
LHT 0 0 0 -L
—nMT —-gMI 0 0 0
®;, = PAL+AP+Q+ N, + N/,
by = X'BTY - N + Ny + M,
Dyy = —No— NI+ My+ MY,
nA, P nB.,X 0 nHyo nH,L 0
A, P B,X 0 Gg 0 0
B 0 0 o 0 0
loa,P B,X 0 0 0 0
R/?A,P RY’B,X 0 0 0 0
I 0 0 0 0 0

fZ = dla’g {_npéilpa _La — [, =, _57 _UI} :

Ekkor a visszacsatolas matrixa a

K=XP "

képlettel szamolhato.
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Bizonyitas. Tobb izben alkalmazva a Schur lemmaét (1. Lemma) a (96)-ban és (97)-

ben szerepld méatrixokra a kdvetkezd egyenlStlenségekhez jutunk.

o o
N F ) <o, [T ) <o, (120)
Iy Ty Iy Ty

ahol
P, * * * * *
(I)21 (I)QQ * * * *
M _pmT
ay= | M Mm@ e e (121)

Dy * * * * *
@21 @22 * * * *
M _pMT
T B T (122)
Oy Dyo 0 7Qo x *
H'P 0 0 0 -L =
—nME —nMI 0 0 0 —nR
nRA, nRB,K 0 nRH, nRHy 0
LA, ILBy,K 0 LG 0 0
0 0 0 1 0 0
I'h = ) (123)
Ay B,K 0 0 0 0
RY*A, RY’B,K 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
FQ = dlag {_nRa _La _§717 _gila _;717 _771[} : (124>
A (120) matrixait megszorozva jobbrol és balrdl is a
diag {P~', P, P~ r " L7 P R L7 1,111} (125)
matrixszal, majd bevezetve a 9 = 77\, n = 71, D La=¢glo=9",

P=P' Q=P'QP R (ekkor R°! = PR'P), L = L', N; = P"IN;P7},
M; = P7'M;P~! valamint a X = K P~ jeloléseket adodik az allitas. O
5. Megjegyzés. A I',-ben megjelend —nPR™'P miatt a (114) nem linearis matrix-
egyenlStlenség. Tehat ahhoz, hogy jol hasznalhaté eredményt kapjuk, [16]-hoz ha-

sonldan itt is sziikség van az [CCL algoritmusra. Masik lehetéség, hogy alkalmazzuk
a [12]-ben hasznélt a —PR™'P < R — 2P becslést.
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5.4. Szabad sulyméatrixok alkalmazasa

A fejezet célja, hogy egy ijabb megoldast mutasson be a 2. fejezet problémajara.

5.4.1. Analizis

19. Tétel. Adott n skalar és K visszacsatolasi matrix esetén a (14) zart rendszer

robusztusan abszolit stabilis az 2 = 2y x )y bizonytalansiag mellett, ha léteznek

olyan g;, 7; (i = 1,...,s) és 7 pozitiv konstansok valamint P, Q, R € S}7"*"* to-
vabba N = (Ny, Na, N3), M = (My, My, M3) € R=>3m ¢g U € S3m=*3m matrixok,

amelyekre
Qi1 + o1y * * * %
Doy + P Doy + oo * * %
7’]U31+N3—M1T 7’]U32—N3—M2T—|—M3 @33 * * <0,
Dy + O 7S0Bg K + ¢4 0 7Qo+ Pus *
HZTP + nHZTRAI nH’{RBxK 0 nH2TRH1 anRHz — L
(126)
U11 * * * U11 * * *
Usy U Usy U
Ey= |0 TR T g == T T2 Y T 0 (127
Usi Usy Uss  * Usi Usy Uss x
N1 Ny N3 R M, M, M; R
teljesiil, ahol
O, = A5P+PA$+Q+T}U11+N1+N1T7
®y = K'BTP Uy — NI + Ny + M,
CDQQ = nUQQ_NQ_Ng+M2+Mg7
P33 = —Q+77U33—M3—M3T,
®y = H{P+1S4,,
o = I +nATRA, + Ay (TRo +€) Ag + AL LA,,,
¢ = nK'BIRA, + K"B,, (TRo +¢) Ay + K" BLLA,,
¢2s = nK'B'RB,K + K"B,, (tRy+¢) By K + K"BLLB,,K,
¢y = nHIRA,+G"LA,,,
¢s2 = nH{RB,K +G"LB,K,
¢ = nHIRH, +e+G'LG.

Bizonyitas. A tétel bizonyitasahoz ezuttal is a 11. Definiciobol indulunk ki és meg-

mutatjuk, hogy az I fliggvény atalakitasaval a tétel feltételeihez juthatunk. Vegyiink
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két méatrixot

U1 * * ok U % * ok
Uy U Uy U
= |02 TR T R g my =T T2 T T S0 (128)
Ui Uspx Uszs % Ui Usy Uszs %
Nl N2 Ng R M1 Mg M3 R
Mivel a matrixok pozitiv definitek, ezért
t
/ CT(t, $)EnC(E, 5) ds > 0, (129)
t—7(t)
t—7(t)
| sz as o, (130)
t—n

ahol ((t,s) = (27(t), 27 (t — 7(t), 27 (t — n), iT(s))T. Adjuk hozza (129)-et és (130)-
at a 11. Definiciéban szerepls F' fliggvényhez. Ekkor

E, < i"()Px(t) + 2" () Pi(t) + ya" ()x(t) + 27 (t)Qu(t)

t

— T — ) Qut — n) + niT () Rit) — /t_ 7 (s)Ri(s) ds
t—7(t)

+/t CT(t, s)EnC(t, 5)ds + / Tt ) EmC(ts)ds  (131)

—7(t) t—n

Bontsuk szét a (129) kifejezést.

/t (0 ¢ (t, 5)ENC(t, 5) ds =
= /t 0 (CTUG(E) + LN i(s) + &7 (s)NCo(t) + &7 (s) Rir(s)) ds, (132)

ahol Go(t) = (27 (), aT(t — (1), 2" (t — )",

U11 * *
U= |Uxn Ux x |, N=(Ny,NyN3). (133)
Us;y Usy Uss

(132) tovabb egyenld a

T(t)Co (DU (t) + G (ONT (a(t) — x(t — 7(1))) +

(2" (t) — 2 (t — (1)) NGo(t) + /t_ o @7 (s)Ri(s)ds. (134)
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vektorral. Ugyanezeket a miiveleteket elvégezve (130)-on, adodik a

(= 7(8)) G (DU Co(t) + g ()M (a(t — 7(t)) — x(t —n)) +
t—7(t)

(2Tt —7(t) — 2" (t —n)) Mé(t) + /t @7 (s)Ri(s)ds. (135)

-1
vektor. Behelyettesitve a (134)-et és (135)-6t a (131)-be, lathato, hogy az &(s)-et

tartalmazoé integralos tagok éppen kiesnek, igy

F, < @' (t)Pa(t) + 2" ()Pi(t) + 2" (1) Qu(t) — 2" (t —n)Qu(t —n)
+ it (O RE(t) + 2’ (H)a(t) +né (HUG(t) (136)
+ G (ONT (2(t) —a(t — 7(t)) + (2" (t) — a" (t = 7(1))) NGo(t)
+ G OMT (x(t — (1) —a(t —m) + (2" (t = 7(t) — 2" (t —n)) MG(t).

Legyen ,
s = (+"t) Tt —r) #T(t—n) BT PF) . (137)

Ekkor (136) ekvivalens megfogalmazasa a kovetkezd.

~I PY(TI 0 0 0 0
E, < (*)(P nR> (Ax B.K 0 H H2>£(t)

Q 0 I 0000
+ (x /
()<O —Q 001005()
I 0000
+ (U +Tn+Ty) [0 1T 0 0 0]f&®0), (138)
00700
ahol
Nj —Nj 0 —-MT —M]+ M; —Ms;— MT
(139)
Legyen ezek utan
I P
\yzdiag{@ ) 0, Q,nU+FN+FM} (140)
nR

és U = diag {V, 05}, { = 1y, + 1y, + 1y, + 1y A leképezés, amelynek a képterére a
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tovabbiakban szoritkozunk

I 0 0 0 0
A, B,K 0 H, H,
I 0 0 0 0
0O 0 I 0 0
I 0 0 0 0

L=(o 1 0 0 o0 (141)
0O 0 I 0 0
0O 0 0 I 0
A, ByK 0 0 0
0O 0 0 0 I
A, B,K 0 G 0

Mint az el6z6 fejezetben, most is a multiplikdtor modszert alkalmazzuk. A 4.2. alfe-
jezet jeldléseit hasznalva U = I;,j, ahol [ = Tng+1, V = (lemw ]lxl> , szereposztas
mellett. Mint arra utaltunk B = RanL. Tovabba Q = ). A 15. Tétel alapjan

M = diagd [F0Fe =) (L0 (142)
SOTI TRy +¢€ 0 L

pozitiv multiplikdtor métrix az {2 halmazon. Mindezek utan, ha U =0+ VIMV <
< 0 teljesiil az egész B altéren, akkor a 4. Lemma szerint ¥y < 0 a By halmazon és

igy a (79) egyenlStlenség is igaz. A ¥ matrix viszont nem mas, mint

¥ = diag {0, IQOTJFQ ) (R (143)
Sor  TRo+eg 0 L

Ezek utan a LTUL szorzast elvégezve és figyelembe véve a (128) kiegészits feltéte-
leket adodik az allitas. O
5.4.2. Vezérlés

Ezen rész célja, hogy az el6z6 tétel alapjan modszert adjon a visszacsatolas méat-

rixdnak meghatarozasara az 1. abran lathato Lur’e HKV rendszerhez.

20. Tétel. Adott n skalar esetén az (1) zart rendszer abszolat stabilis az = Q; x
x €y kvadratikus bizonytalansag mellett, ha léteznek olyan o;, p; (i = 1,...,s) és
o pozitiv konstansok valamint P, Q, R € S'"" valamint Ny, Ny, N3, M;, My,
My € Rexne [ € R3n=x3n: g5 X € R™*™ matrixok, amelyekre

)
=) <o, (144)
T, Ty
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Ull * * * Ull * * *
Uy U Uy U
S ) P e I (145)
Usi Usy Uss * Usi Usy Uss *
N, Ny, N3y R M, M, M; R
teljesiil, ahol
‘i)n * * * *
&)21 (i)gg * * *
P = 77(731 + N3 — M1T 77[732 — N3 — MQT + M P35 x * ) (146)
@HlT + S()Aqlp S()Bql)_( 0 Q()@ *
HQTP 0 0 0 —L
éll = pAg—i-Axp—FQ—'—T]Ull—i—Nl—FNlT,
égl = XTBE—{-nUgl—NlT—FNQ—FMF,
CI)QQ = nUQQ_NQ_Ng+M2+M2T7
a3 = —Q+nUss — My — M3T>
nA, P nB,X 0 nHio nH,L
AqQP By, X 0 Go 0
_ 0 0 0 0 0
I = , _ ¢ , (147)
AqlP B, X 0 0 0
RY?A,P RY’B,X 0 0 0
I 0 0 0 0
Iy = diag{—nPR'P,—L,—p,—f,—0,—0l}. (148)
Ekkor a visszacsatolas matrixa a
K=XP! (149)

Osszefiiggés alapjan szamolhato.

Bizonyitas. Alkalmazzuk a Schur lemmat a (126)-ban szereplé matrixra. Ekkor a

kovetkezd egyenlGtlenséghez jutunk.

o %
<0, (150)
r, Iy

ahol
Dy * * * *
Doy Py * * *
O = | nUsy + N3 — M{" nUsy — Ny — Mi + M @33 =+ = |, (151)
HTP + 7504, 7508y, K 0 7Q¢ =
HIP 0 0 0 —L
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LA, LB,K 0 LG 0

0 0 0 I 0
T = : (152)

A, B,K 0 0 0

RY?A, RY 2B K0 0 0

I 0 0 0 0
FQ = dlag {_nRa _La _§_17 _g_la _2_17 _7_1-[} (153)

A (150)-et megszorozva jobbrol és balrdl is a

diag {Pil, Pt Pt L R LTI [} , (154)

a kiegeészité feltételeket pedig a diag {P~!, P~ P~ P~} matrixszal, majd beve-
zetve a 0 = 7} u—él,ﬁzg_l,ﬁzgl,a_fy_lp Pl Q= P'QP!,
R = P 'RP7! (ekkor R~' = PR7'P),U;; = P7'U;P~', L =L~ 1,Ni = P IN,P1,
M; = P7'M;P~! valamint a X = K P! jeloléseket adodik az allitas.

[

6. Megjegyzés. A T'y-ben megjelens —nPR™' P miatt a (144) nem linearis matrix-
egyenlStlenség. Tehat ahhoz, hogy jol hasznalhaté eredményt kapjuk, [16]-hoz ha-
sonldan itt is sziikség van az [CCL algoritmusra. Masik lehetGség, hogy alkalmazzuk
a [12]-ben hasznélt a —PR™'P < R — 2P becslést.

5.5. A Wirtinger-egyenlé6tlenség alkalmazasa

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, hogyan javithato [12] eredménye, ha a Jensen-
egyenlGtlenség helyett a 13. Tételt alkalmazzuk.
5.5.1. Analizis

21. Tétel. Adott n skalar és K visszacsatolasi matrix esetén a (14) zart rendszer ro-

busztusan abszolut stabilis az ) = 2y x ()5 bizonytalansag mellett, ha léteznek olyan

g, Ti (i =1,...,5) és vy pozitiv konstansok valamint P, @, R € S"*" matrixok,
amelyekre
Oy + o * * * * *
KTBEP + ¢21 ¢22 * k % *
_2p 0 —Q—4R * * *
n n <0,
Q41 + P Py2 + Pa2 0 TQo + Paa * *
HIP+nHIRA, nHIRB,K 0 nHIRH, ¢55—L =
SR 0 SR 0 0 —2R

n " "

(155)
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ahol

$u1
P21
P22
P41
P12
Paa
P55

4
&, = ATP+PA,+Q——R,
U

(I)41 = H?P—FISOAql,
by = 75 By K,

I +nATRA, + A} (TRo+¢) Ag + A LA,,,
nK"BIRA, + K'B,, (zRo+¢£) Ay + K" B],LA,,,
nK"By RB,K + K"B] (zRy +¢) By, K + K" By, LB,,K,
nH{ RA, + G"LA,,,

nH] RB,K + G"LB,, K,

nHIRH, 4+ ¢+ GTLG,

nHI RH,.

Bizonyitas. A bevalt modszer szerint most is a definiciotol haladunk a tétel feltételei

felé. Vegyiik a 11. Definiciéban szerepld F' fiiggvényt és alkalmazzuk ra a Wirtinger-

egyenlGtlenség segitségével levezetett 13. Tételt, amely jelen esetben a kovetkezd

egyenlGtlenséget jelenti

| 6IRi)ds = 1 (@) =2l = 1) RGat) = (e =)

#2 (s +stt-n -2 [ stoa)

U
T

R (x(t) bt —m) — % /t;x(u) du>

Ekkor a kovetkezé adodik.

F

Y < yat(ta(t) + @7 (6 Pa(t) + 2" () Pa(t) + 2" (1)Qu(t) — 2™ (t — n)Qu(t — n)

+ nat () Ri(t) — % ((t) —2(t —n))" R(x(t) — x(t —n)) (156)

_ % (x(t) Cat—n) - % /ttn 2(u) du>T R (m(t) calt—n) - % /ttnx(u) du>

A matrixokkal valo felirashoz legyen

€)= () ™(t-7(0) T —m) pf P} LS ATwdu) . (157
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Ezt felhasznalva (156) igy irhato:

F<(*)71P I 0 0 0 oof(ﬂ
T 0/ \A, B,K 0 H, Hy, 0

P
Q 0\(I 00000
) 0—@)(00[000)5@

nR 0 0 A, B,K 0 H, Hy, 0
+ (x| 0 -tk 0 I 0 -1 0 0 0 [&@7(158)
0 0 —%R I 0 I 0 0 =2I

Ahhoz, hogy egyben fel lehessen irni legyen

nk 0 0
U = diag (” P>,<Q 0), 0 —LR 0 , (159)
P o) \o -0 i
0 0 IR
illetve Wy = diag {V,0,}, [ =1, + 1y + 1y + 1gs-
I 0 0 0 0 0
A, BK 0 H Hy, 0
I 0 0 0 0 0
o 0o I 0 0 0
A, B,K O H Hy, 0
=1 0 I 0 0 0 (160)
I I 0 0 -2I
0 0O I 0 0
Ay, B,K 0 0 0 0
o 0 0 0 I 0
Ay, BL,K 0 G 0 0

Ezuttal is csak az L képterére szoritkozunk, azaz B = Ranfl. A Q tovabbra is (2

halmazzal egyenlé és igy a 15. Tétel alapjan a multiplikdtor métrix

M=diagd (F%te * ) (~L )L (161)
SeT  TRo+e 0 L

A szokott jelslésekkel U = Iy, I = Tng + 1, tovabbd V — (omM [M) . Ekkor,
ha Uy + VIMV < 0 teljesiil a B altéren, akkor a 4. Lemma alapjin ¥y < 0 a
B halmazon, ami azt jelenti, hogy a (79) egyenl6tlenség igaz. Mindezek fényében
elvégezve a LT (\IJO +VIM V) L szorzast adodik az allitas.

O
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5.5.2. Vezérlés

22. Tétel. Adott n skalar esetén a (14) zart rendszer robusztusan abszolut stabilis

az 0 = Oy x Qy kvadratikus bizonytalansidg mellett, ha léteznek olyan o;, p; (i =

= 1,...,s) és o pozitiv konstansok valamint P, Q, R € S**" ¢s X € R™xn=
méatrixok, amelyekre
b
- ") <o (162)
ry I's
teljesiil, ahol
PAg;—I—AxP—i—Q—%R * * * *
)_(TBE * * * *
_ —2R 0 -Q—12R
- 7 B )
@Hl + S()Aqlp SqulX O Q()@ * >k
LHT 0 0 0 —L *
SR 0 SR 0 0 -2R
7 7
nA, P nB.X 0 nHig nHyL 0
A,P B,X 0 Gpo 0 0
_ 0 D 0 0
I = , _ ¢ : (164)
A, P B,X 0 0 0 0
RY?A,P RY’B,X 0 0 0 0
I 0 0 O 0 0
Iy = diag{—nPR'P,—L,—p,—pf,—0,—0l}. (165)
Ekkor a visszacsatolds méatrixa a
K=XpP! (166)

képlettel szamolhato.

Bizonyitas. A Schur lemma tobbszori alkalmazéasa utan a kdvetkezs egyenlGtlenséget

kapjuk.
b
<0, (167)
ry I,
ahol
ATP+PA, +Q IR * * * ok X
KTBEP 0 * * * *
_2p 0 —Q—4R
b = n Q n i - * ) (168>
HT P + 15,4, 7808y K 0 Qo  * *
H;‘FP 0 0 0, —L *
6R 0 SR 0 0 2R
7 7 7
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nRA, nRB,K 0 nRH, nRHy; 0
LA, LB,K 0 LG 0 0
0 0 0 I 0 0
r, = , (169)
Ag B,K 0 0 0 0
RY*A, RY’B,K 0 0 0 0
I 0 0 0 0 0
FQ = dla’g {_nRJ _L7 _§_17 _2—17 _2_17 _7_11} : (17())
Szorozzuk meg (167)-et jobbrol és balrol is a
diag {P~", P, P~z L7 P R\ LTI, 111}, (171)
matrixszal. Ezt kovetSen vezessik beapg =71, n=¢"1, 0 = ;*1, = gfl, o=
=y L, P=P 1 Q=P'QP ', R=P'RP', L =L" valamint a X = KP~!
jeloléseket és adodik az allitas.
m

7. Megjegyzés. Nem megleps modon a I'y-ben eztuttal is megjelent a —nPR™'P tag,
ezért a (162) nem linearis méatrixegyenl6tlenség. Tehat LMI feltételt szeretnénk,

akkor itt is hasznalnunk kell az ICCL algoritmust vagy a becslést.

6. Eredmények szemléltetése

Egy ilyen alkalmazott matematikai eredmény esetén természetes elvaras, hogy az
elmélet miikodését numerikus példakon megmutassuk. Ezért ebben a fejezetben az
eddigi eredmények alkalmazhatosigaval foglalkozunk. Megnézziik, hogyan teljesit az
elmélet alapjan konstrualt modszer konkrét példa esetén. A Matlabnak koszénhetGen
ugyanis lehetdségiink nyilik a késleltetett rendszerek szimulélasara, valamint a LMI

Toolbox révén a sziikséges szamolasok elvégzésére és az eredmények tesztelésére.

6.1. Szimulacio

El6szor bemutatjuk, hogyan valositottuk meg a késleltetett rendszerek szimulé-
lasat, majd ratériink a szdmolés és kiértékelés megvalositasdnak modjara.

A szimulaci6é elsé lépéseként meghatarozzuk a mintavételek idépontjat. Ehhez
létrehozunk egy n elemti tombot, amelynek értékei 0-t6l indulnak és a kiilonbségiik
h egész szamu tobbszorose. Egy véletlen szém generator gondoskodik arrol, hogy
ne legyen azonos a tavolsag az idépontok kozott. Ezzel vessziik figyelembe, hogy az

adatcsomagok nem mindig érik el a vezérl6t. Itt a h a mintavételek kozott eltelt id6.
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Ezt kovetSen sziikségiink van egy véletlen tombre, amely elemei a [0, 75¢] interval-
lumbol keriilnek ki és az érzékels és a vezérls kozotti haldzaton keresztiil torténd
adattovabbitasbol szarmazo késést hivatottak reprezentalni. A két vektor Osszeadéa-
sat kovetGen megkapjuk az adatok vezérlGbe érkezésének idépontjat. Ebbdl toroljiik
azokat az elemeket, amelyek értéke nagyobb az ket kovetd elemek értékénél. Igy
kizarjuk azokat az eseteket, amikor egy korabbi mérés eredménye késébb érkezik a
vezérl6hoz. Ezt kovetSen egy tjabb témbben eltaroljuk a vezérlés megvaltoztata-
sanak id6pontjait, amelyet az adatok vezérlébe érkezésének idépontjat tartalmazo
tombbdl tgy kapunk, hogy egy [0, 7¢]-beli véletlen szammal megnéveljiik az elemek
értékét. Ezzel figyelembe vessziik a vezérlés meghatarozasahoz sziikséges szamola-
sokbol és a miikodtetének kiildott parancsok halézaton keresztiil torténd tovabbi-
tasabol adodo késéseket. Arra is iigyeliink, hogy egy adott szamolas alatt érkezd
adatok koziil csak az utolsot érizziik meg és csak akkor kezdjiik el a feldolgozast, ha
az éppen folyamatban 1év6 mivelet befejezédott. Igy a vezérlés meghatarozasahoz
mindig a rendelkezésre allo legfrissebb adatot hasznaljuk. Kézben egy segédtémb
hasznalataval megjegyezziik, hogy az egyes vezérlések amely mintakhoz tartoznak.
Erre azért van sziikség, mert most csak az idépontokkal foglalkozunk, viszont késébb
szeretnénk a rendszer allapotat is figyelemmel kisérni. Ezért amikor a méréseknek
méar meglesz a konkrét eredményiik és ténylegesen meghatarozzuk a vezérlést, akkor
tudnunk kell, hogy melyik minta alapjan szdmoljunk.

Miutan szimulaltuk az érzékel6 berendezés miikodését, azaz megvannak a min-
tavételek és vezérlés modositasanak idépontjai, kdvetkezhet a rendszer viselkedésé-
nek vizsgéalata. Els6 1épésként valamilyen modszerrel meghatérozzuk a visszacsatoléas
méatrixat. Ehhez sziikségilink lesz a feltételben szerepld linearis métrixegyenlGtlensé-
gek megoldasara. Ezen probléma megoldasahoz a kindlkozé lehetségek koziil mi
a Matlab LMI Toolboxot hasznaljuk. A program két fliggvénye kiemelten fontos
a szamunkra. Ezek a feasp és a mincx parancsok. Elébbi az LMI feltételt kielégi-
t6 megengedett megoldast keres, mig az utdébbi egy szabadon vélaszthatod linearis
célfliggvény minimalizélasa mellett teszi ugyanezt. A Matlab LMI Toolboxszal kap-
csolatban tovabbi informéciok talalhatok a [4]-ben.

Kovetkezd 1épésként megoldjuk a differencidlegyenletet minden intervallumon,
amelyen a vezérlés allando. Ugyeliink arra, hogy eltaroljuk a rendszer utolsé alla-
potéat a vezérlés megvaltoztatisa el6tt annak érdekében, hogy a kdvetkezd interval-
lumon kezdeti értékként tudjuk hasznalni. Az intervallumonként kapott értékeket
feljegyezziik és a végén egy grafikonon megjelenitjiik. Ennek kdszonhetGen tényleg

megbizonyosodhatunk afel6l, hogy a vezérlés megfelelen miikodik.
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6.2. Numerikus példak

Ebben a fejezetben a mar ismertetett modszerek alapjan a megvalositott szamo-

lasok eredményeit mutatjuk be.

1. Példa. Tekintsiik a [12]-ben és [16]-ban szerepld példat.

Az 1. abran lathato HKV rendszer (1) modelljét vizsgaljuk a kovetkezs paramé-

(1) ) wel)
1 -2 0 1

Aq1:<1 —0,5)7 Bq1:<0 o). (173)

Ezuttal a paraméterbizonytalansagtol tekintsiink el. Mivel az A, matrix egyik sajat-

terek esetén:

tovabba

értéke pozitiv, ezért a nyilt rendszer instabilis. Mint a 2. fejezetben megmutattuk,
a © = 1 esetén az (5) szektorfeltételt a Qp = —1, Sy = —% és Ry = 0 matrixokkal
vehetjiik figyelembe.

A [16] mintajara hasznalni fogjuk az ICCL algoritmust. Mivel [16]-ban nem sze-
repelt a pontos implementacié és nem kozoltek konkrét szamszerd adatokat a kezdd
n-ra illetve annak névelésére vonatkozoan, ezért a mi megvaldsitasunk némileg eltér
az eredetitSl. Szerencsére a kozolt eredmények lehetséget adnak az Osszehasonli-
tasra. [16] megvalositasaval egy iteracio utdn a maximadlisan megengedett késésre
n = 1,4584 mig a visszacsatolas matrixara K = (—0,6130 —0,2687) érték adodik.
Az altalunk hasznalt paraméterekkel a harmadik iteracié utdn n = 1,4600, mig a
K = <—0,6109 —O,2696> . A kiilonbség szinte elhanyagolhat6. A 3. abran latha-
t0, hogy mekkora az eltérés egy szimulacié esetén. Az altalunk megvalositott ICCL
algoritmussal 3 iteracié utan kapott visszacsatolasi matrix rendszerre kifejtett ha-
tasa (abran piros folytonos) majdnem megegyezik a [16]-ban megadott konkrét K
hatasaval (4bran fekete szaggatott). Ez alapjan feltételezhetjiik, hogy az algorit-
mus megfelel6 és a modszerek Osszehasonlitasandl kapott eredmények a valdsagot
tiikrozik.

Most pedig lassuk a kiilonb6z6 modszerek Gsszehasonlitasat. Mi n = 1 kezdeti
értékkel inditottuk el az ICCL-t, de a szimulaci6, amely alapjan a grafikonok keé-
sziiltek n = 1,4 értékkel szamol. Ez megtehets, hiszen mindegyik modszer ennél
nagyobb maximalis késleltetést is el tud viselni. A 4. és 5. abran lathatjuk, hogy az
egy iteracid utan kapott visszacsatolasi matrixok tényleg megfelelGek. A zold foly-
tonos grafikon a 4.4. fejezet, a kék folytonos az 5.3. fejezet és a piros szaggatott
pedig az 5.4. fejezet eredménye alapjan szamitott allapot illetve vezérlés. Ez eset-

ben az 5.3. és az 5.4. fejezet eredményei alapjan szamolt visszacsatolassal az allapot
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(b) A vezérlés

3. dbra. Az ICCL algoritmus kiilonb6z6 megvalositasai kozotti eltérés
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(b) A masodik koordinata

4. abra. Az allapot alakulasa a kiilonb6z§ visszacsatoldsi matrixok

hatasara az 1. Példa esetén
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5. abra. A vezérlés alakulasa a kiilonbozé visszacsatolasi matrixok

hatésara az 1. Példa esetén

Elmélet K 10 iteracié utan i

4.4. fejezet K = (-0,5470 —0,2510) 1,5206
5.3. fejezet K = (—0,5383 —0,2416) 1,5229
5.4. fejezet K = (—0,5373 —0,2416) 1,5232

1. tablazat. Eredmények Osszefoglalasa

kicsivel gyorsabb konvergal. A 10 iteracidé végrehajtasa utdn addédo eredményeket
az 1. tablazatban foglaltuk Gssze. Megfigyelhets az a nem meglepd jelenség, hogy a
megengedett maximalis késleltetési korlat novelésével a konvergencia sebessége egy-
re romlik. Igy a Zeng et al eredménye esetén ugyan péar szazaddal kisebb n adodik,
viszont a konvergencia gyorsabb lesz. A masik két modszer eredményei kozott ezen
példa esetén nincs lényeges eltérés.

Masodik korben a vizsgdlodasunk a Wirtinger-egyenlGtlenséggel nyert modszer
és a [12| eredményeinek osszehasonlitdséra iranyulna. Azonban az 5.5. fejezetben
nyer egyenlétlenségek megoldasa soran az X valtozora a nullmétrix adédott margi-
nalis megoldasként, igy K szintén a nullmatrix. A dolgozat megirasaig nem sikeriil
kideriteni mi ennek az oka.

A grafikonok elkészitéséhez a szimulécio soran kezdeti értéknek (1, —1)-et véalasz-
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tottuk. A mintavétel periodusat h = 0.2-nek, a J-t, az elvesztett adatok maximaélis
szamat egynek, a késéseket pedig 7°¢ = 04, 7* = 0,2 értékeknek tekintettiik. A
nemlinearitast a sat(.) fliggvénnyel vettiik figyelembe, amely teljesiti az elvart szek-
torfeltételt. A rendszer ezen adatai a [12]-re épiilnek.

A targyalt példaban lattuk, hogy minden moédszernek volt elénye valamilyen
szempontbol, de egyiket sem lehet a legjobbnak mondani. Természetesen ahhoz,
hogy egyaltalan esélylink legyen felderiteni a modszerek sajatossigait joval tobb

példat kéne megvizsgalni, mint amennyire itt lehetdségiink van.

7. Osszefoglalas

A dolgozatban mindenek el6tt megismerkedtiink a hélézatokon keresztiil vezé-
relt rendszereknél felmeriils probléméakkal, majd a megoldasukhoz sziikséges isme-
retekkel, igymint a funkcional-differencialegyenletek alapfogalmaival és a stabilités-
elmélet néhany eredményével, tovabba a linearis matrixegyenltlenség definicidjaval
és par tulajdonsagaval. Ezt kovetSen attekintettiik a feladat néhany korabbi meg-
oldasat, koztiik a jelen dolgozat kozvetlen elézményeit (|16, 14]). Mindezek utan
ratértiink a f6 eredményekre. Megmutattuk, hogyan kezelhet§ a paraméterbizony-
talansag egységesen és ezt be is mutattuk a problémara adott harom 1Gj megoldason
keresztiil. A [16] eredményeit kibovitettiik altalanosabb bizonytalansagokra, meg-
néztiik, milyen kiegészits feltételek bevezetése dran lehet megszabadulni a kellemet-
len integralos tagtol az abszolut stabilitas F' fiiggvényében. Tovabba alkalmaztuk a
Wirtinger-egyenlGtlenségbdl nemrég levezetett tételt a Jensen-egyenlStlenség becs-
lésének finomitasara. Végezetiil numerikus eszkozok segitségével kiprobaltuk az el-
méleteket és lattuk, hogy két modszer miikodik, rdadésul bizonyos teriileten még
jobban mint a [16] eredménye. A harmadik modszer tesztelése pedig megmaradt
késébbi feladatnak.
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1. Filiggelék

A dolgozat elkészitéséhez kapcsolodo kutatasi feladatom az volt, hogy altalanosit-
sak néhény korébbi, hal6zaton keresztiil vezérelt rendszerek stabilitasvizsgalataval
és stabilizalasaval kapcsolatos eredményt ([16]), amelyeket a témavezetém valasz-
tott ki. Az altalanositas két részbdl all. Egyik a megengedett bizonytalansidg egy
altalanosabbra valo kiterjesztése. A maésik pedig tovabbi paraméterek hozzavétele
a rendszer miikodését leir6 Lur’e modellhez. Ennek értelme, hogy az &altalanosabb
modell lehet6vé teszi a szélesebb kori felhasznalast az alkalmazésokban.

Az onalléan megismert kiilonb6z6 modszerekre tamaszkodva 1j feltételeket ve-
zettem le annak eldontéséhez, hogy egy adott rendszer stabilis-e adott visszacsatolas
esetén. Ennek soran az irodalmakat kdvetve alkalmaztam a késleltetett rendszerek
stabilitasvizsgalatanal gyakran hasznalt Ljapunov—Kraszovszkij médszert, melyel a
differencidlegyenlet megoldasa nélkiil vizsgalhatjuk annak stabilitaséat, tovabba Zeng
et al [16]-ban kozolt otletét, A. Seuret és F. Gouaisbaut [14|-ben publikalt eredmé-
nyét illetve a témavezetém javaslatara a szabad stlymatrixok modszerét. Ezek sze-
repe, hogy (lehetSleg mindal szolidabb) becslések aréan kénnyen szamolhato feltételt
kapjunk. A bizonytalansig kezeléséhez a multiplikdtor modszert ([10]) hasznéaltam
(témavezetém tanacsara). Tulajdonképpen ezen modszer teszi lehetévé a bizonyta-
lansag kiterjesztését. Az igy kapott feltételeket felhasznalva harom modszert vezet-
tem le megfelel visszacsatolas kiszamitasara. Itt [16] alapjan az ICCL algoritmust
hasznalva egy tjabb becslés helyett. A feladathoz még hozzatartozott, hogy a kapott

eredményeket szamitogépes szimulécion teszteljem.
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